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COMPLEMENT SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Solution des équations homogeénes (ou sans second membre)

1) Premier ordre : y'(t) + a y(t) = 0. L’équation caractéristique r + « = 0 conduit a une solution de

I’équation homogéne : yy,(t) = Ae ™%,

2) Second ordre : y''(t) + ay'(t) + By(t) = 0. L'équation caractéristique r*> + ar + 8 = 0 admet
deux racines (dans C) r1 et r; et la solution de I’équation homogéne est donc y,(t) = Aje™' + Aye ™2t
(sir; # ry, c'est-a-dire A+ 0 (A= a? — 4B)). On peut détailler :

. . . . . _— —a+VA —a—vA
*si A>0, I'équation admet 2 racines réelles distinctes r; = etr; =——.

. , . . . , —o+iv-A —a—iv—-A .
*si A<0, I'équation admet 2 racines complexes conjuguéesr; = —, etr;=————. D’ou

V=4 .

Y+ Aye!

a . V=4
() = Ajemt + AeT2t=¢ 2t [Ale1 2 2 t] qui peut aussi s’écrire sous la forme

yn(®) = e 2t [Clcos (?t) + C,sin (?t)]

*si A=0 (a? = 4B), I'équation a une racine double r; = _70( ety (t) =[A; + Ay t]e 2",

Solution générale des équations différentielles linéaires (avec second membre) :

1) Premier ordre : y'(t) + ay(t) = f(t).
a) Méthode générale intitulée méthode de la variation de la constante consiste a chercher une

—at

solution sous la forme y,(t) = A(t).e™*". En réinjectant dans I'équation différentielle, on obtient

I’équation A'(t) = f(t).e**. Une solution particuliére yo(t) s’obtient avec y,(t) = (ft f(u)e““du) e ot
b) On cherche des solutions particuliéres « évidentes » en fonction de la nature de f(t) :

e Si f(t) = P,(t) (polyndme de degré n) alors y,(t) = Q,(t) (polyndme de degré n)

e Sif(t) = e"': deux cas sont a envisager : * 1 # —a, on cherche yo sous la forme y,(t) = aet!

* L =—a., on cherche yo sous la forme y, (t) = ate*'

e Si f(t) = y,cos(8t) + y,sin(8t), on cherche yo sous la forme y, (t) = a;cos(6t) + a,sin(6t)

2) Secondordre:y"'(t) + ay'(t) + B y(t) = f(t).
a) Méthode générale (variation des constantes) : si y, (t) = A;y; (t) + +A,y, (t) alors on prend une

solution particuliere yo(t) = A;()y,(t) + A,(D)y,(t). On est amené a résoudre le systeme:
{M®w®+%®h®=0
A1 (1) y1(D) + Az (D) y2(D) = £(1)
’ _ -y2(t) f(t) ’ _ y1(0) f(t) . . .
ALt = SO0 7,070 et A, (t) = STOTM0 —y, (0 71D Puis par intégration, on trouve A, (t) et
A, (t) et enfin yo(t).

La résolution du systéme permet de trouver A, (t) et A5(t) :ona
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b) On cherche des solutions particuliéres « évidentes » en fonction de la nature de f(t) :
o Si f(t) = P,(t) (polyndme de degré n) alors y,(t) = Q,(t) (polynéme de degré n)
o Si f(t) = eMt : trois cas sont a envisager :
*u? + ap+ B # 0 (u # ry et u # ry ), on cherche yo sous la forme y, (t) = aett.
*u2+au+B=0et2u+ a = 0(u=r; our,), oncherche yo sous la forme y,(t) = ate**.
*u2+au+B=0et2u+a=0(u=r; =r,),on cherche yo sous la forme y,(t) = at?eM".
o Si f(t) = y,cos(6t) + y,sin(8t), 2 cas sont possibles :
* siry # 16, on cherche yo sous la forme y,(t) = a;cos(6t) + a,sin(6t).

* sinon, on cherche yo sous la forme y,(t) = a;t cos(8t) + a,t sin(8t).
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