ENSICAEN - 1A 2024-2025
Matériaux et Chimie - FISE

MATHEMATIQUES

DIAGONALISATION DE MATRICES

(les matrices P données ne sont données qu'a titre d'exemples)

CORRIGE

{2 1} 2+43 0 1 1
1)A: DA: PA:
3 2 V3 =3

Cherchons les valeurs propres:

Pc(k):dét(A—M)=‘23_}‘ sz‘=(2—x)2—3=(2—x—ﬁ)(2—x+d§) ou

P.(L) =A% +4—4)—3=22 -4k +1 => deux racines simples réelles A =2++/3 et A=2—+/3
Donc A sera diagonalisable.
Cherchons les vecteurs propres associés ou les sev propres:

Pour 7»:2+\/§, on a les équations suivantes pour les coordonnées (Xx,y) du vecteur propre

{2x+y=(2+\/§)x

=> y=43X =>| iés a la val 2++/3
3X—|—2y: (2+\/§)y > y \/_ > |les vecteurs propres associes a la valeur propre \/_

appartiennent tous au méme sev de dimension 1, ils sont tous colinéaires a (\/gj

Pour 7»:2—\/5, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre

2x+y=(2—J§)x . J§x+y:0 ey B s
{3X+2y: (2_\/§)y soit 3X+\/§y:0 =y = \/§x => les vecteurs propres associés a la valeur

1
propre 2 — \/§ appartiennent tous au méme sev de dimension 1 et sont colinéaires a (_ \/g) d’ou les

résultats de la premiere ligne.
2 2 [1 0} —iv2 1
= PB —
-2 3 1 -iv2

Cherchons les valeurs propres:

2) B

2-% W2
P.(A) = dét(B—Al) = — (2=2)(B=2) = (~2i2) =32 —=5h + 4 soit
-iv2 3-
P.(A)=(2-1)@B-1)—(-2i?) =22 =51+ 4 = (A—-1)(L—4) => deux racines simples réelles A =1
et AL =4. Donc B sera diagonalisable.

Cherchons les vecteurs propres associés ou les sev propres:
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Pour A =1, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre

2x+N§y=x
-4J§x+3y:y

=> 2y = in/2 X => les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 appartiennent

_iﬁj_

au méme sev de dimension 1 et sont colinéaires a ( 1

Pour A=4, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre

{2x+i\/§y:4x

) soit y=—i\/§X => les vecteurs propres associés a la valeur propre 4
—iV2 x+ 3y =4y

1
appartiennent tous au méme sev de dimension 1 et sont colinéaires a ( i\/E d’ou les résultats de la

premiére ligne.

2 1 =2 2 0 0 4 1 1
3)c={1 0 O Dc=[0 1 0 Po=[2 1 -1
0 1 0 0 o0 -1 1 1 1

Cherchons les valeurs propres:

2-% 1 -2
P(M)=dét(C—al)=| 1 -1 0 |=@-1)A)—(-A+2)=—23+202 +1-2 ou
0 1 -2

P.(A) =—(A—2)(A—1)(A+1) => trois racines simples réelles A =2, A =1 et A =—1. Donc C sera
diagonalisable.

Cherchons les vecteurs propres associés ou les sev propres:

Pour A=2, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre

2X+Y—2Z =2X
X+0.y+0.z =2y soit {y =22 => ces deux équations correspondent a une droite vectorielle => les
0X+y+0z=2z x=2y
vecteurs propres associés a la valeur propre 2 appartiennent tous au méme sev de dimension 1, ils
4
sont tous colinéaires a | 2 |.
1

Pour A =1, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre
2X+Yy—22=X { B 1

X+0y+0.z=Y soit => |es vecteurs propres associés a 1 sont colinéaires a | 1.

0x+y+0z=z 1

Pour A =—1, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre
2X+Yy—2Z=-X 3 1
X+0.y+0.z=-Y soit { : => |es vecteurs propres associés & —1 sont colinéaires a | —1].
0xX+y+0z=-z - 1
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Corrigés un peu moins détaillés ...

3 -1 1 2 0 0 1 0 1
4 D=0 2 0 Dp=|0 2 0 P,b=|0 1 0
1 -1 3 o 0 4 11 1

Cherchons les valeurs propres :
P.(M)=(B-M)2-M)B-1)-(2-1)=—(A-2)((3-1)>-1) =—(A-2)(3-A-D(3-L+D) ou

P.(L) ==)3 +8)\2 — 201 +16 = —(A—2)? (L —4) (2 est racine évidente d’ou la factorisation)

=> une racine double A =2 et une racine simple A =4 (toutes deux réelles). D sera diagonalisable

ssi le sev propre associé a la valeur propre 2 est de dimension 2 (plan vectoriel).

Cherchons les vecteurs propres associés ou les sev propres:

Pour A=2, on a les équations suivantes pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre
3X—-y+zZ=2X
0.x+2y+0.z=2Y soit X—Yy+2Z =0 => c’est 'équation d’un plan vectoriel. On prend deux vecteurs
X-y+3z2=2z

1 0
non colinéaires pour engendrer le plan vectoriel, soit parex. | 0 | et |1
-1 1
1
Pour A =4, le sev propre est une droite vectorielle telle que z=X et Yy=0 => par ex. 0
1
0o -2 O
5 E=l1 o -1 non diagonalisable dans R
0 2 0
0O 0 O 1 -1 1
diagonalisable dans C De=|0 21 O Pe={0 i i
0O 0 -2 1 1 -1

Cherchons les valeurs propres:
P. (L) = (-A)(A? +4) => trois racines simples mais une seule réelle A =0 => E n’est pas

diagonalisable dans R.

Dans C, 3 racines distinctes (0,2i et -2i) donc diagonalisable.

Sev propres: Pour A =0, le sev propre a pour équation Z=X et Y =0, soit par exemple la 1%
colonne de Pe.

Pour A = 2i, le sev propre a pour équation Z=—X et Y = —IX soit par exemple la 2™ colonne de
Pe.

Pour A =—2i, le sev propre a pour équation Z=—X et Y =IX soit par exemple la 3*™ colonne de
Pe.
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2 -2 1 1 0 0 1 1 1
6) F=|2 -3 2 D=0 1 0 P.=l1 0 2
-1 2 0 0 0 -3 1 -1 -1
Valeurs propres: P (L) =A% =22 +50 -3 =—(L—1)? (A +3) => une racine double A =1 et une racine

simple A =—3 (toutes deux réelles). F sera diagonalisable ssi le sev propre associé a la valeur propre
double (A =1) est de dimension 2 (plan vectoriel).

Sev propres: Pour A =1, on a pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre I'équation suivante a vérifier
X—2y+2=0 => c’est 'équation d’un plan vectoriel. F est diagonalisable. On prend deux vecteurs
non colinéaires pour générer le plan vectoriel, soit par ex. les deux 1°° colonnes de Pk.

Pour A =-3, le sev propre est une droite vectorielle telle que zZ=—X et Y =2X soit par exemple le

vecteur de la 3°™¢ colonne de Pke.

4 1 1 3 0 0 1 0 1
7) G=[1 4 1 De=/0 3 0 Po=|-1 1 1
1 1 4 0 0 6 0 -1 1

Valeurs propres: P, (L) =—-A3 +12A2 — 45 + 54 = —(L—3)?(L—6) => une racine double A =3 et une

racine simple A =6 (toutes deux réelles). G sera diagonalisable ssi le sev propre associé a la valeur
propre double (A = 3) est de dimension 2 (plan vectoriel).

Sev propres: Pour A =3, on a pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre I'équation suivante a vérifier
X+Y+2Z=0 => c’est 'équation d’'un plan vectoriel. On prend deux vecteurs non colinéaires pour
engendrer le plan vectoriel, soit par ex. les deux premiéres colonnes de Pg.

Pour A =6, le sev propre est une droite vectorielle telle que Z =X et Y =Z soit par exemple le vecteur

de la 3™ colonne de Pg.

-1 -1 2
8 H=|-2 -1 -2
-2 -1 -1

Valeurs propres: P, (L) =-2%—-302-3L-1=—(L+1)% => une racine triple réelle A =-1. H sera

diagonalisable ssi le sev propre associé a la valeur propre triple (A = —1) est de dimension 3 (dimension
= ordre de multiplicité).

Sev propre: Pour A =—1, on a pour les coordonnées (x,y) du vecteur propre I'équation suivante a

—-X—-Yy+2Z=-X -y+2z2=0
vérifier {—2X -y —2Z =Y soit 1—2X—2Z =0 => ¢’est 'équation d’une droite vectorielle Y =27 et
—2X—-y—-2=-2 -2x-y=0

X =—Z. Le sev propre associée a la valeur triple est de dimension 1 => H non diagonalisable.
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