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MATHEMATIQUES

DIAGONALISATION / TRIGONALISATION DE MATRICES
(les matrices P données ne sont données qu'a titre d'exemples)

-1 -1 2
A=|-2 -1 =2
-2 -1 -1

Le polyndme caractéristique Pc()) = dét(As - Als) vaut Pc(A) = —(A + 1)3.
Dans R : le polyndme admet 1 racine triple. La matrice est donc diagonalisable dans R ssi le sev associé a
la valeur propre triple est de dimension 3. On cherche le sev propre associé a A =—1 : N1 = Ker(A1 + I3).

-y+2z=0
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes :{—Zx —2z=0 e {y =_—2x et
—2x—y=0 Z=7x
1
appartiennent donc a une droite vectorielle dont un vecteur est: u; = (—2) =e; —2e, —e3 =>la
-1

matrice n’est pas diagonalisable ni dans R ni dans C.

Comme le polyndme caractéristique est scindé, la matrice est trigonalisable.

Trigonalisation : On prend comme nouvelle base la base B’ = (u1, e1, e2). Dans cette base, la matrice de
I"application linéaire représentée par la matrice A:1 dans la base (ei, ez, e3) est représentée par la matrice

-1 2 1
MO ure1e2) = ( 0 -3 —2) car f(e;) = —e; — 2e, — 2e53 = 2u; — 3e; + 2e, et etf(e,) = —e; — e, —
0 2 1

e3 = u1 - Zel + ez.
On se place ensuite dans le sous-espace associé a (e1, e2), la matrice extraite est B = (_23 _12) quia

pour valeur propre double —1. Un vecteur propre associé est tel que Yy =—X, soit par exemple
u, =€ —e,.On prend ensuite un troisieme vecteur, par exemple U, =€, . Dans cette nouvelle base,

-1 1 1
I"application linéaire est représentée par la matrice triangulaire : T = MO 123) = ( 0 -1 —2) avec

0 0 -1
1 1 0 0 0 -1
pour matrice de passage P = (—2 -1 1). On a biensirD=P.T.P?! (avec P71 = (1 0 1 )).
-1 0 o0 1 1 -1

Forme de Jordan:
On cherche une matrice de passage P telle que dans la nouvelle base, la matrice de I'application linéaire

-1 1 0
soit représentée par la matrice ] = ( 0 -1 1 ) On auradonc A; =P.J.P"tou A1.P =P.J. La 1¢© colonne
0 0 -1
1
de P correspond a un vecteur propre de A1. On prend doncu; = | —2 | comme 1°" colonne de P. Les deux
-1

1 x; x

suivantes sont des inconnues : P = <—2 Y, y2>. Si on écrit I'égalité des produits matriciels A1.P = P.J,

-1 z; 1z

—X1—Y1+2z,=1—x —Xy — Vo + 22y = X1 — Xy
on obtient les équations suivantes : {—le -y, — 2z, =—-2—y; et {—sz — Vo — 22y =Y — Y5

2%, -V —z1=-1-—2 —2Xy =Y, —Zy =271 — Z3



2Z1=1+y1

Dp. = , on choisit par exemple de prendre y; = 1,x; = 0 et z; = 1. On en déduit les
x1=1-=y

On a donc {

-y, +2z,=x;,=0 Y, = 22

équations pour (x5, ¥, Z,) : {—sz -2z, =y, =1 soit {Zx z 1 —222 . On choisit par exemple
—2X, — YV, =2, =1 z2- 2

y,=1,x,=—1letz, =1/2.

1 0 -1 -1 -2 2
On en déduit P = (—2 1 1 > etP 1= ( 0o -1 2).
-1 1 1/2 -2 =2 2

9/2 -1 1
A, = (3/4 7/2 1/2)
1/2 0 4
Le polyndme caractéristique Pc()) = dét(A; - Als) vaut Pc(A) = —(A — 4)3.
Dans R : le polyndme admet 1 racine triple. La matrice est donc diagonalisable dans R ssi le sev associé a
la valeur propre triple est de dimension 3. On cherche le sev propre associé a A =4 : N4 = Ker(l - 4l3).

( %x—y+z=0

(g . . . 3 1 1 . x=0
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : XT3y +EZ =0 ie. y=z et
| 1 N
k -x=0
2
0
appartiennent donc a une droite vectorielle dont un vecteurest : u; = | 1 | = e; + e3 =>la matrice n’est
1

pas diagonalisable ni dans R ni dans C.
Comme le polynéme caractéristique est scindé, la matrice est trigonalisable.

Trigonalisation : On prend comme nouvelle base la base B’ = (uj, e1, e2) . Dans cette base, la matrice de
I'application linéaire représentée par la matrice A; dans la base (e, ez, e3) est représentée par la matrice

4 1/2 0
9 3 1 1 9 1 7
MO u1e1e2) = (0 9/2 —1) carf(e;) =-e; +-e, +-e;=-u; +-e; +-e, et f(e,) = —e; +-e,.
el 2 4 2 2 2 4 2
0 1/4 7/2
9
> -1
On se place ensuite dans le sous-espace associé a (e1, e2), la matrice extraiteestB=| 7 . | quia
4+ 2

pour valeur propre double 4. Un vecteur propre associé est tel que y = g, soit par ex. u, = 2e; + e,.0On

prend ensuite un troisiéme vecteur, par exemple u, =€, . Dans cette nouvelle base, I'application

4 1 0
linéaire est représentée par la matrice triangulaire : T = M) 123y = <0 4 —1/2) avec pour matrice
0 0 4
0 2 0 0 0 1
de passage P = (1 1 1). On a bien s0r A, =P.T.P! (avec P~ = ( 1/2 0 0 )).
1 0 0 -1/2 1 -1

Forme de Jordan :

On cherche une matrice de passage P telle que dans la nouvelle base, la matrice de I'application linéaire

4 1 0
soit représentée par la matrice | = <0 4 1>. On aura donc A; = P.J.P"Y ou A2.P = P.J. La 1% colonne de
0 0 4
0
P correspond a un vecteur propre de A,. On prend donc u; = | 1 | comme 1% colonne de P. Les deux
1



0 x; x
suivantes sont des inconnues : P = (1 A y2>. Si on écrit I'égalité des produits matriciels A,.P =P.J, on
1 z, 1z,
9 9
Exl—y1+Zl=4x1 Exz_yZ‘l‘Zz:xl‘l“l'xz
. , . . 3 7 1 3 7 1
obtient les équations suivantes : X1t oyitsz = 1+4y, et ety tiz=y+ 4y,.

k %x1+421=1+421 k %x2+422:Z1+4‘Zz

1
I( Exl—_‘y1+21=0
=-1+
Onadonc4§x1—§y1 +%Z1 =1 soit {Zl JU yl, on choisit par exemple de prendre x; = 2,y; =
1 1
L 5X1=1
( %xz_y2+22—2
2 etz; = 1. On en déduit les équations pour (x z)-!ix — iy, +32,=2 soit { X =2
1= L q p 2:3’2'2-|42 f}’2 542 = =1+,
L Exz—l

On choisit par exemple x, = 2,y, = letz, = 2.

0 2 2 -3/4 12  1/2
On en déduit P = (1 2 1> etP 1= ( 1/4 1/2 —1/2>_
1 1 2 1/4 -1/2  1/2



