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BE1 : LES BASES ELEMENTAIRES

La motivation principale de ce devoir est une évaluation desconnaissances élémentaires du
cours, en l’occurrence l’opérateur retard, la modélisation et la stabilité. Pour ce faire, on de-
mande de traiter les questions suivantes en utilisant les notations du cours.

1) Décrire brièvement les incidences de l’échantillonnage etle principal atout du contexte
de synthèse des systèmes échantillonnés par rapport à celuides systèmes continus en pré-
cisant la relation de passage associée.

2) SoitP (q−1) ∈ R[q−1], calculer les dérivées partielles suivantes

∂

∂x(t− i)

(

P (q−1)x(t)
)

pour i ∈ [0, np]

3) Comment spécifier la période d’échantillonnage dans le cas d’un asservissement dont les
performances dynamiques sont caractérisées par un mode dominant d’amortissement uni-
taire et de pulsation propreωr ? Préciser si un filtre anti-recouvrement est nécessaire et si
oui donner sa fonction de transfert.

4) Déterminer la fonction de transfert du systèmes échantillonné correspondant au système
continu décrit par la fonction de transfert

Gc(s) = e−τds
B(s)

A(s)
/ τd = (d+ 1)Te − ηTe avec d ∈ N et 0 ≤ η < 1

Etudier la configuration des pôles et des zéros du système échantillonné dans le cas

d = 0, B(s) = a et A(s) = s+ a avec a > 0.

On précisera ce qui se passerait lorsque le scalaireη tends vers 0 ou 1.

5) Déterminer la réponse impulsionnelle d’un système échantillonné issu d’un système conti-
nu exhibant un retard purτd que l’on peut exprimer en fonction de la période d’échan-
tillonnage comme suitτd = (d + 1)Te − ηTe avec d ∈ N et 0 ≤ η < 1. On précisera
la relation entre la réponse impulsionnelle (resp. la réponse harmonique) et la fonction de
transfert d’un système.

6) Montrer que la fonction de transfert d’un système échantillonné peut se récrire sous la
forme d’une fraction rationnelle

G(z−1) =
z−d−1B(z−1)

A(z−1)
=

z−d−1
(

bo + b1z
−1 + . . .+ bnbz

−nb
)

1 + a1z−1 + . . .+ anaz−na

En déduire l’équation aux différences du système échantillonné et préciser sa configura-
tions des pôles et zéros.
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7) Considérons un système décrit par la fonction de transfert

G(z) =
(z − 1) (z2 − 2cos(β)z + 1)

z2 (z − α1) (z − α2)
avec β ∈ R+ et (α1, α2) ∈ R×R

• Donner les configurations des pôles et des zéros du système.

• Etudier sa stabilité en fonction des scalairesα1 et α2 comme l’indique le tableau
suivant. On utilisera les acronymesSAS, SMS etSINS pour désigner respecti-
vement que le système est stable, marginalement stable et instable.

| α2 |> 1 α2 = 1 | α2 |< 1

| α1 |> 1
α1 = 1
| α1 |< 1

• Supposons que le systèmes est stable, préciser la classe desentrées asymptotique-
ment rejetées en sortie.

8) Donner les équations aux différences décrivant des générateurs des perturbations du type
échelon (resp. harmonique dee pulsation connueω ), i.e. v(t) = vα(t) (resp.v(t) =
vsin (ωt)α(t)), oùv désigne l’amplitude des perturbations qui est supposée inconnue.

9) Considérons la cascade des systèmes de la figure 1 où les fonctions de transfertG1(z) et
G2(z) sont respectivement données par

G1(z) =
Bσ1(z)

Aσ1(z)
avec Aσ1(z) ∈ Rus(z) et G2(z) =

Bσ2(z)

Aσ2(z)
avec Aσ2(z) ∈ Rsa(z)

G1 (z) G2 (z)- - -u(t) y(t)
y1(t)

u2(t)

y2(t)

u1(t)

FIGURE 1 – Interconnexion en cascade

Donner la condition requise pour que la sortie de la cascade soit asymptotiquement nulle,
soit lim

t→∞
ym(t) = 0, lorsque son entrée est une impulsion d’amplitudev inconnue, soit

u(t) = vδ(t)

10) Considérons un système stable et supposons que son entrée est un processus stochas-
tique stationnaire de moyenne nulle et de variance finie. Quelle est la nature de la sortie
du système ? On précisera la condition requise sur le systèmepour que cette sortie soit
assimilable à un zéro ingénieur.

3



BE1 : UNE SOLUTION !

1) On distingue trois incidences de l’échantillonnage. La première incidence est l’étalage du
spectre du signal continu jusqu’à l’infini conformément au résultat fondamental d’analyse
spectrale. La seconde incidence relève d’une complexité structurelle des systèmes échan-
tillonnés, en l’occurrence l’introduction d’un retard purd’une période d’échantillonnage,
dans le cas où le système continu est strictement propre, et d’un ensemble de zéros sup-
plémentaires. Néanmoins, le problème du retard, qui engendre un problème de dimension
infinie dans le contexte des systèmes continus, est transformé en un problème de dimen-
sion finie et peut être ainsi aisément traité dans le contextedes systèmes échantillonnés.

2) Compte tenu de la définition de l’opérateur retrad, on postule naturellement que

P (q−1)x(t) =

np
∑

i=o

pix(t− i) =⇒
∂

∂x(t− i)

(

P (q−1)x(t)
)

= pi ∀i ∈ [0, np]

3) Compte tenu des performances dynamiques requises, le système asservi a une bande pas-
sante caractérisée par une pulsation maximale qui n’est autre que la pulsation propre des
modes dominants de la dynamique de régulation, soitωr. On peut alors choisir la période
d’échantillonnage comme suit

ωrTe < π −→ ωrTe ∈
[ π

10
,
π

4

]

Le filtre anti-recouvrement permet de recouvrer un contextefavorable à l’application du
théorème deShannon, i.e. un spectre borné du signal à échantillonner. Ilest donc néces-
saire si la bande passante du capteur est relativement largepar rapport à celle du système
asservi. On utilisera pour ce faire un filtre de fonction de transfert

FAR(s) =

(

ω2
r

s2 + 2ωrs+ ω2
r

)ℓ

avec ℓ ≥ 2

4) La relation entre la fonction de transfert d’un système continu et celle du système échan-
tillonné sous-jacent

G(z) =
z − 1

z
Z
(

{gcind (kTe − τd)}k∈N
)

avec

gcind(t) = L−1

(

B(s)

sA(s)

)

Et compte tenu de l’expresision du retard pur du système, i.e. τd = (d + 1)Te − ηTe, on
aura

G(z) =
z − 1

z

1

zd+1
Z
(

{gcind (k + ηTe))}k∈N
)

4



Dans le cas particulier considéré, on a

gcind(t) = L−1

(

a

s (s+ a)

)

= L−1

(

1

s
−

1

s+ a

)

et donc

Z
(

{gcind (kTe + ηTe))}k∈N
)

=
z

z − 1
−

ze−aηTe

z − e−aTe

=
z
((

1− e−aηTe

)

z +
(

e−aηTe − e−aTe

))

(z − 1) (z − e−aTe)

La fonction de transfert échantillonnée recherchée est alors donnée par

G (z) =

(

1− e−aηTe

)

z +
(

e−aηTe − e−aTe

)

z (z − e−aTe)

Outre le retard pur d’une période d’échantillonnage intrinsèque au bloqueur d’ordre zéro,
le retard fractionnaire induit un zéro auxiliaire dans la fonction de transfert échantillonnée
qui vérifie les conditions aux limites suivantes

lim
η→1

ζ = 0 et lim
η→0

ζ = −∞

5) Compte tenu de la représentation d’un système échantillonné à partir du modèle du
système continu sous-jacent et des modèles des convertisseurs analogique-numérique et
numérique-analogique, on peut exprimer la sortie du système continu comme suit

y(t) =

∫ ∞

o

gc(τ)ub(t− τ)dτ

La sortie du système échantillonné est donc donnée par

y(kTe) =

∫ ∞

o

gc(τ)ub(kTe − τ)dτ =

∞
∑

ℓ=1

∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)ub(kTe − τ)dτ

Et commeub(kTe − τ) = u(kTe − ℓTe) pour τ ∈ ((ℓ− 1)Te, ℓTe] puisquekTe − ℓTe <
kTe − (ℓ− 1)Te, on aura donc

y(kTe) =

∞
∑

ℓ=1

(
∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)dτ

)

u(kTe − ℓTe)

Cette expression peut se mettre sous la forme d’un produit deconvolution

y(kTe) =

∞
∑

ℓ=1

g(ℓTe)u(kTe − ℓTe)
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où la séquence{g(kTe)}k∈N n’est autre que la réponse impulsionnelle du système échan-
tillonné puisque

u(kTe) = δ(kTe) =⇒ y(kTe) = g(kTe) pour tout k ∈ N

Et commegc(t) = 0 pour tout t ≤ τd = (d+ 1)Te − ηTe avec d ∈ N et 0 ≤ η < 1, on
peut déterminer aisément la réponse impulsionnelle du système, soit

g(ℓTe) =



































0 pour ℓ ∈ [0, d]

∫ (d+1)Te

(d+1−η)Te

gc(τ)dτ pour ℓ = d+ 1

∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)dτ pour ℓ > d+ 1

La relation entre la réponse impulsionnelle et la fonction de transfert d’un système est
donnée par

G(z) = Z ({g(kTe)})

Quant à la relation entre la réponse harmonique et la fonction de transfert d’un système,
elle est donnée par

G(z) = F ({g(kTe)}) = G(ejωTe) si le système est stable

6) Compte tenu de l’expression de la réponse impulsionnelle dusystème échantillonné, on a

y(kTe) =
∞
∑

ℓ=d+1

g(ℓTe)u(kTe − ℓTe)

Et on peut en déduire aisément que la transformée enz de la séquence de sortie du sys-
tème est reliée à celle de sa séquence d’entrée par la relation

Y (z) =

(

∞
∑

ℓ=d+1

g(ℓTe)z
−ℓ

)

U(z)

On retrouve la fonction de transfert du système échantillonnée que l’on peut exprimer à
partir de la fonction de transfert sous la forme d’une fraction rationnelle enz−1

G(z−1) = z−d−1 B(z−1)

A(z−1)

puisqu’on peut toujours effectuer une division euclidienne dans l’anneau des polynômes
R[z−1] et que lesd + 1 premiers éléments de cette division sont nuls, i.e.g(ℓTe) =
0 pour ℓ ∈ [0, d].
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Le passage d’une fonction de transfert d’un système à son équation aux différences est
trivial. En effet, on a

Y (z) = G(z−1)U(z)

⇐⇒

Y (z) =
z−d−1B(z−1)

A(z−1)
U(z)

⇐⇒

A(z−1)Y (z) = z−d−1B(z−1)U(z)

⇐⇒

Z
(

A(q−1)y(kTe)
)

= Z
(

q−d−1B(q−1)u(kTe)
)

⇐⇒

A(q−1)y(kTe) = B(q−1)u((k − d− 1)Te)

Par ailleurs, la fonction de transfert du système peut se mettre sous la forme d’une frac-
tion rationnelle enz comme suit

G(z−1) =
z−d−1B(z−1)

A(z−1)
=

zn

zn
z−d−1B(z−1)

A(z−1)
avec n = max (na, nb+ d+ 1)

soit

G(z−1) =
Bσ(z)

Aσ(z)

∆
= G(z)

avec

Aσ(z) =

{

znaA(z−1) si na ≥ nb+ d+ 1

znb+d+1−na znaA(z−1) si na < nb+ d+ 1

Bσ(z) =

{

zna−nb−d−1 znbB(z−1) si na ≥ nb+ d+ 1

znbB(z−1) si na < nb+ d+ 1

On peut alors postuler que

• La configuration des zéros du système est constituée des racines enz du polynôme
B(z−1) modulo un nombre de zéros en zéro égal au degré relatif de la fonction de

transfert, soitr
∆
= na− nb− d− 1, sina ≥ nb+ d+ 1

• La configuration des pôles du système est constituée des racines enz du polynôme
A(z−1) modulo un nombre de pôles en zéro égal au degré relatif de la fonction de

transfert, soitr
∆
= nb+ d+ 1− na, sina < nb+ d+ 1
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7) Considérons la classe des systèmes décrite par la fonction de transfert

G(z) =
(z − 1) (z2 − 2cos(β)z + 1)

z2 (z − α1) (z − α2)
avec β ∈ R+ et (α1, α2) ∈ R×R

• La configuration pôles-zéros du système est donnée par

CZ (G(z)) =
{

1, ejβ, e−jβ
}

et CP (G(z)) = {0, 0, α1, α2}

• Le système est stable, marginalement stable et instable selon les valeurs de ses pa-
ramètres comme l’indique le tableau suivant

| α2 |> 1 α2 = 1 | α2 |< 1

| α1 |> 1 SINS SINS SINS
α1 = 1 SINS SINS SMS
| α1 |< 1 SINS SMS SAS

• Si le système est stable, alors les entrées du type échelon etd’amplitude inconnue

et harmonique de pulsation
β

Te

et d’amplitude et de phase inconnues sont asympto-

tiquement rejetées en sortie.

8) Compte tenu des transformées enz des perturbations considérées, i.e.

Z (vα(t)) = v
z

z − 1et
Z (vsin (ωt)α(t)) =

vsin (ωTe) z

z2 − 2cos (ωTe) z + 1

on peut en déduire aisément les équations aux différences décrivant leurs modèles géné-
rateurs

(

1− q−1
)

v(t) = vδ(t)
et (

1− 2cos (β) q−1 + q−2
)

v(t) = vsin (β) δ(t− 1)

9) La fonction de transfert de la cascade de la figure 1 est donnéepar

G(z) = G2(z).G1(z) =
Bσ2(z)

Aσ2(z)
.
Bσ1(z)

Aσ1(z)

Et comme les fonctions de transfert sont irréductibles et queAσ2(z) ∈ Rus(z) etAσ1(z) ∈
Rsa(z), on peut postuler aisément que la réponse impulsionelle de la cascade est asymp-
totiquement nulle si et seulement siAσ2(z) diviseBσ1(z).

10) La réponse d’un système stable à un processus stochastique stationnaire de moyenne
nulle et de variance finie est un processus stochastique stationnaire de moyenne nulle et
de variance finie. Et si ce système est un filtre passe bas, alors la sortie du filtre peut être
assimilée à un zéro ingénieur.
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BE2 : COMMANDE AVEC MODELE INTERNE

On se propose d’effectuer une analyse ingénieur des performances nominales des systèmes de
commande avec modèle interne que l’on peut représenter comme l’indique la figure 2. Le sys-
tème est décrit par

SYS







y(t) = Gσ(q
−1)u(t) + Gp(q

−1)v(t)

ym(t) = y(t) + η(t)

avec

Gσ(z
−1) =

z−d−1B(z−1)

A(z−1)
et Gp(z

−1) =
E(z−1)

A(z−1)

alors que le filtre de robustification est décrit par les fonction de transfert

F(z−1) =
Fn(z

−1)

Fd(z−1)

SYSTEME

MODELE
DE

COMMANDE
�
��
±

y∗(t) FILTRE
DE

ROBUSTESSE

- n - - -

?

6

--

? ?

v(t) η(t)

±
u(t) ym(t)

FIGURE 2 – Système de commande avec modèle interne
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On peut ainsi apprécier les propriétés fondamentales qui constituent l’essence de la popularité
de la commande avec modèle interne tout en mettant en évidence ses limitations du point de
vue de son applicabilité. Pour ce faire, on suggère de procéder comme suit.

1) Donner la loi de commande avec modèle interne et en déduire lafonction de transfert du
régulateur.

2) Donner les équations du comportement d’entrée-sortie du système de commande avec
modèle interne et en déduire les conditions de stabilité et les dynamiques de poursuite et
de régulation sous-jacentes. On précisera la dynamique de régulation dans le cas où les
perturbations peuvent être ramenées en sortie : une hypothèse usuelle pour les fans de la
commande avec modèle .

3) Préciser la classe perturbations que l’on peut rejeter parfaitement ainsi que la classe des
séquences de référence que l’on peut poursuivre parfaitement.

4) Donner les fonctions de sensibilité usuelles du système de commande avec modèle in-
terne et préciser comment specifier la filtre de robustification pour réduire la sensibilité
du système de commande aux bruits de mesure inéluctables.

5) Etablir un bilan ingénieur sur la commande avec modèle interne à partir des résultats
fondamentaux qui ont été obtenus tout au long de cette analyse.
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BE2 : UNE SOLUTION

1) La loi de commande avec modèle interne peut être facilement obtenue à partir du dia-
gramme fonctionnel du système de commande correspondant, soit

CMI
{

(1− F(z−1)Gσ(z
−1))U(z) = F(z−1) (Y ∗(z)− Ym(z))

Il s’agit d’un régulateur à un degré de liberté dont la fonction de transfert est donnée

R(z−1) =
F(z−1)

1− F(z−1)Gσ(z−1)
=

A(z−1)Fn(z
−1)

A(z−1)Fd(z−1)− z−d−1B(z−1)Fn(z−1)

que l’on peut récrire sous la forme usuelle

CMI
{

Rd(q
−1)u(t) + Rn(q

−1)ym(t) = Rp(q
−1)y∗(t+ d+ 1)

avec

Rd(q
−1) = A(q−1)Fd(q

−1)− q−d−1B(q−1)Fn(q
−1)

Rn(q
−1) = A(q−1)Fn(q

−1)

Rp(q
−1) = q−d−1Rn(q

−1)

2) Le comportement d’entré-sortie du système de commande est obtenu en éliminant res-
pectivement la sortie et l’entré entre les équations du régulateur et du système. On aura
alors

SCMI







ym(t) = Gsr(q
−1) y∗(t) + Gsp(q

−1) v(t) + Gsb(q
−1) η(t)

u(t) = Ger(q
−1) y∗(t) + Gep(q

−1) v(t) + Geb(q
−1) η(t)

où lesGij(z
−1) pour (i, j) ∈ [r, p, b]× [s, r] désignent les différentes fonctions de trans-

fert du système asservis données par

Gsr(z
−1) =

z−d−1B(z−1)Rn(z
−1)

Pc(q−1)

Gsp(q
−1) =

E(z−1)Rd(z
−1)

Pc(q−1)
, Gsb(q

−1) = −
z−d−1B(z−1)Rn(z

−1)

Pc(q−1)

Ger(z
−1) =

A(z−1)Rn(z
−1)

Pc(q−1)

Gep(q
−1) = −

E(z−1)Rn(z
−1)

Pc(q−1)
et Geb(q

−1) = −
A(z−1)Rn(z

−1)

Pc(q−1)
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oùPc(z
−1) n’est autre que le polynôme caractéristique donnée par

Pc(z
−1) = A(z−1)Rd(z

−1) + z−d−1B(z−1)Rn(q
−1) = A(q−1)A(q−1)Fd(q

−1)

Les pôles du système sont invariants par une loi de commande avec modèle interne ; ils
doivent être nécessairement situés dans le domaine de stabilité et de performances, i.e.
CP (SYS) ⊂ Dsp. Et il en de même pour le filtre de robustification qui représente le
paramètre de synthèse de la commande avec modèle interne, i.e.CP (F(z−1)) ⊂ Dsp.

Compte tenu des expressions des polynômesRn(z
−1), Rd(z

−1) etPc(z
−1) et de la stabi-

lité du système de commande, les dynamiques de poursuite et de régulation sont respec-
tivement données par les fonctions de transfert

DP(z−1) =
z−d−1B(z−1)Fn(z

−1)

A(z−1)Fd(z−1)
G∗(z−1)

et

DR(z−1) =
E(z−1)

(

A(z−1)Fd(z
−1)− z−d−1B(z−1)Fn(z

−1)
)

A(z−1)A(z−1)Fd(z−1)

Et dans le cas où les perturbations peuvent être ramenées en sortie, i.e.E(z−1) = A(z−1),
la dynamique de régulation est réduite comme suit

DR(z−1) =
A(z−1)Fd(z

−1)− z−d−1B(z−1)Fn(z
−1)

A(z−1)Fd(z−1)

3) Comme la dynamique de poursuite doit avoir un gain statique unitaire, on aura

DP(1) =
B(1)Fn(1)

A(1)Fd(1)
= 1 ⇐⇒ A(1)Fd(1)− B(1)Fn(1) = 0

Et compte tenu de la condition de stabilité du système de commande et des expressions
des fonctions de transfert du modèle de commande, du filtre derobustification et du régu-
lateur, on aura

G(1) 6= 0, F(1) 6= 0 et F(1) =
1

G(1)
et Rd(1) = 0

Les trois premières conditions portent sur les gains statiques du système et du filtre de
robustification, alors que la dernière condition stipule que le régulateur admet un pôle en
un, i.e sa fonction de transfert peut se récrire comme suit

R(z−1) =
R(z−1)

(1− z−1)S(z−1)

Le système de commande avec modèle interne réalise naturellement un rejet asympto-
tique des perturbations du type échelon, i.e. une séquence d’échelons d’amplitudes in-
connues préalablement filtrées. Par ailleurs, on peut en déduire aisément l’équation de
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l’erreur de poursuite du système de commande à partir de son équation de comportement
en sortie, soit

e(t) = Gec(q
−1)u∗(t)− Gsp(q

−1)v(t)− Gsb(q
−1)η(t)

avec

Gc(z
−1) =

S(z−1) (1− z−1)

A(z−1)Fd(z−1)
G∗(z−1)

On peut alors conclure qu’un système de commande avec modèleinterne permet de réali-
ser asymptotiquement une poursuite parfaite des séquencesde référence de type échelon
en présence des perturbations de type échelon. Ces performances en poursuite pourront
être affinées si tous les zéros du système sont situés dans le domaine de stabilité et de
performances adopté, i.e.B(z−1) = 0 =⇒ z ∈ Dsp. En effet, on pourrait alors spécifier
le filtre de robustification de manière à réduire la dynamiquede poursuite à un filtre indé-
pendant du système comme le montre la propriété suivante.

F(z−1) =
A(z−1)F (1)

B(z−1)F (z−1)
=⇒ DP(z−1) = z−d−1 F (1)

F (z−1)

On peut ainsi réaliser une poursuite parfaite de la séquencede référence filtrée définie par

y∗f(t) =
F (1)

F (q−1)
y∗(t− d− 1)

4) Les fonctions de sensibilité usuelles nominales qui en résultent sont données par les fonc-
tions de transfert

S(z−1) = 1− G(z−1)F(z−1)

T (z−1) = G(z−1)F(z−1)

GS(z−1) = G(z−1)
(

1− F(z−1)G(z−1)
)

RS(z−1) = F(z−1)

Il apparaît clairement que les performances nominales et larobustesse vis-à-vis des er-
reurs de modélisation inéluctables des systèmes de commande avec modèle interne peuvent
être affinées en choisissant judicieusement le filtre de robustification. Ce dernier doit être
un passe bas pour pouvoir réduire la sensibilité du système de commande aux bruits de
mesure.

5) On peut faire un bilan ingénieur sur la commande avec modèle interne pour mieux ap-
préhender ses atouts et ses limitations. Les atouts résultent des propriétés remarquables
suivantes.
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• La simplicité de mise en ouvre qui résulte naturellement de la simplicité du principe
de la commande avec modèle interne comme le montre la figure 2.Un modèle de
commande est mis en parallèle avec le système pour estimer les perturbations qui
affectent le fonctionnement du système en supposant qu’elles peuvent être ramenées
en sortie. Ces perturbations sont compensées par une contreréaction appropriée uti-
lisant un filtre de robustification

• La spécification de la structure du filtre de robustification est triviale : un filtre passe
bas dont le gain statique est égal à l’inverse du gain statique du modèle de com-
mande et dont les pôles sont situées dans le domaine de stabilité et de performances,
i.e.

F(z−1) ∈ EFPB avec CP
(

F(z−1)
)

∈ Dsp et F(1) =
1

G(1)

Quant à la bande passante du filtre, elle est spécifiée de manière à réaliser un mode-
lage adéquat des fonctions de sensibilité usuelles.

• La compensation parfaite des perturbation du type échelon et la poursuite parfaite
des séquences de référence du type échelon : des performances génériques d’un ré-
gulateur avec retour unitaire dotée d’une action intégrale.

• Une robustesse vis-à-vis des erreurs de modélisation inéluctables en spécifiant ju-
dicieusement le filtre de robustification, en l’occurrence l’insensibilité aux bruits de
mesure avec un filtre de robustification du type passe bas.

Quant aux limitations, elles concernent principalement les conditions d’applicabilité aussi
bien sur la classe des systèmes à commander que sur la classe des perturbations que l’on
peut compenser.

• Les pôles du système doivent être situés dans le domaine de stabilité et de perfor-
mances et son gain statique ne doit pas être nul, i.e.

(

CP (SYS) ∈ Dsp

)

et
(

z ∈ CZ (SYS) =⇒ z 6= 0
)

.
La première condition résulte naturellement de l’invariance des pôles du système
par une loi de commande avec modèle interne, alors que la seconde condition est
une contrainte usuelle des performances en poursuite, i.e.DP (0) = 1.

• Les perturbations doivent être du type échelon puisque la seule propriété générique
du régulateur est qu’il admet une action intégrale.
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BE3 : ANALYSE D’UN ASSERVISSEMENT

Considérons le système asservi de la figure 3 oùSYS et REG représentent le système et le
régulateur, respectivement décrits par les fonctions de transfert

G(z−1) = z−d−1 B(z−1)

A(z−1)
et R(z−1) =

Rn(z
−1)

Rd(z−1)

REG SYSi± i+ i+

i+

- - - -

�?

- -

6

? ?

ve(t) vs(t)

yσ(t) y(t)

ym(t)

y∗(t) u(t) uσ(t)

η(t)

FIGURE 3 – Asservissement

On notera que cet asservissement peut être considéré comme un système défini par l’opérateur

Gsas : usas(t)
∆
=









y∗(t)
ve(t)
vs(t)
η(t)









−→ ysas(t)
∆
=





y(t)
u(t)
e(t)



 avec e(t)
∆
= y∗(t)− y(t)

Et que cet opérateur peut être décrit par la fonction de transfert

Ysas(z) = Gsas

(

z−1
)

Usas(z)

avec

Gsas

(

z−1
) ∆
=





Gsr (z
−1) Gspe (z

−1) Gsps (z
−1) Gsb (z

−1)
Ger (z

−1) Gepe (z
−1) Geps (z

−1) Geb (z
−1)

Gerr (z
−1) Gerpe (z

−1) Gerps (z
−1) Gerb (z

−1)





que l’on peut représenter comme l’indiquent les figures 4, 5 et 6.

L’ultime motivation de ce BE est une évaluation des connaissances sur l’analyse et la syn-
thèse des systèmes asservis échantillonnés dans le contexte usuel de la régulation industrielle
caractérisé par les hypothèses usuelles.

H1. Les perturbations de charge aussi bien en entrée qu’en sortie sont du type échelon.

H2. Le bruit de mesure est caractérisé par une séquence de variables aléatoires de moyenne
nulle et de variances finies.

H3. La séquence de référence générée par un modèle de référence de fonction de transfert

G∗(z−1) = z−d−1B
∗(z−1)

A∗(z−1)
à partir d’une séquence de points de consigne{u∗(t)} du type

échelon.
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Pour ce faire, on suggère de procéder d’une manière rigoureuse et progressive en utilisant l’ap-
proche système développée dans le cours.

1) Montrer que le comportement d’entrée-sortie du système peut se mettre sous la forme

SYS



































A(q−1)y(t) = q−d−1B(q−1)u(t) + Ee(q
−1)ve(t) + Es(q

−1)vs(t)

uσ(t) = u(t) + ve(t)

y(t) = yσ(t) + vs(t)

D(q−1)ve(t) = veδ(t)

D(q−1)vs(t) = vsδ(t)

Préciser les expressions des polynômesEe(q
−1), Es(q

−1) etD(q−1) à partir de la nature
des perturbations considérées.On justifiera le fait que lespolynômesB(q−1) et D(q−1)
sont premiers entre eux.

2) Montrer que le régulateur peut être décrit par

REG























Rd(q
−1)u(t) +Rn(q

−1)ym(t) = Rn(q
−1)y∗(t)

ym(t) = y(t) + η(t)

A∗(q−1)y∗(t) = B∗(q−1)u∗(t− d− 1)

D(q−1)u∗(t) = u∗δ(t)

3) Montrer que les performances d’entrée-sortie du système asservi sont respectivement
données par les équations

SAS















































Pc(q
−1)y(t) = q−d−1B(q−1)Rn(q

−1)y∗(t) − q−d−1B(q−1)Rn(q
−1)η(t)

+ q−d−1B(q−1)Rd(q
−1)ve(t) + A(q−1)Rd(q

−1)vs(t)

Pc(q
−1)u(t) = A(q−1)Rn(q

−1)y∗(t) − A(q−1)Rn(q
−1)η(t)

− q−d−1B(q−1)Rn(q
−1)ve(t)− A(q−1)Rn(q

−1)vs(t)

Pc(q
−1)e(t) = A(q−1)Rd(q

−1)y∗(t) + q−d−1B(q−1)Rn(q
−1)η(t)

− q−d−1B(q−1)Rd(q
−1)ve(t)− A(q−1)Rd(q

−1)vs(t)

oùPc(q
−1) désigne le polynôme caractéristique du système asservi donné par

Pc(q
−1) = A(q−1)Rd(q

−1) + q−d−1B(q−1)Rn(q
−1)

4) Exprimer les diverses fonctions de transfertGij (z
−1) pour (i, j) ∈ [s, e, er]×[r, pe, ps, b]

en fonction des fonctions de sensibilité et de sensibilité complémentaires du système as-
servi, notamment

S
(

z−1
)

=
A(z−1)Rd(z

−1)

Pc(z−1)
et T

(

z−1
)

=
z−d−1B(z−1)Rn(z

−1)

Pc(z−1)
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5) Préciser les dynamiques de poursuite et de régulation et lesconditions requises pour que
le système asservi soit insensible aux bruits de mesure inéluctables.

6) Donner les propriétés requises pour que le système asservi réalise une précision maxi-
male, soitlim

t→∞
er(t) = lim

t→∞
epe(t) = lim

t→∞
eps(t) = 0, et préciser la structure du régulateur

sous-jacent.

7) Proposer un régulateur permettant de doter l’asservissement d’une précision maximale
avec une dynamique de régulation caractérisée par un mode dominant d’amortissement
élémentaire et de pulsationωr et une dynamique de poursuite caractérisée par un mode
dominant d’amortissement unitaire et une pulsationωp telles que

ωrTe ∈
[ π

10
,
π

4

]

et ωp ≤
1

2
ωp

On justifiera l’essence d’une telle specification des dynamiques de regulation et de pour-
suite.

�H∗(z−1)

G∗(z−1)

He(z
−1)

Hs(z
−1)

Gsb(z
−1)

Gsr(z
−1)

Gspe(z
−1)

Gsps(z
−1)

-

-

-

-

-

-

-

-

y∗(t)

ve(t)

vs(t)

u∗δ(t)

u∗(t)

veδ(t)

vsδ(t)

η(t)

yr(t)

ype(t)

yps(t)

yb(t)

y(t)+

6 6

-
?

FIGURE 4 – Performances nominales en sortie
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�H∗(z−1)

G∗(z−1)

He(z
−1)

Hs(z
−1)

Geb(z
−1)

Ger(z
−1)

Gepe(z
−1)

Geps(z
−1)

-

-

-

-

-

-

-

-

y∗(t)

ve(t)

vs(t)

u∗δ(t)

u∗(t)

veδ(t)

vsδ(t)

η(t)

ur(t)

upe(t)

ups(t)

ub(t)

u(t)+

6 6

-
?

FIGURE 5 – Performances nominales en entrée

�H∗(z−1)

G∗(z−1)

He(z
−1)

Hs(z
−1)

Gerb(z
−1)

Gerr(z
−1)

Gerpe(z
−1)

Gerps(z
−1)

-

-

-

-

-

-

-

-

y∗(t)

ve(t)

vs(t)

u∗δ(t)

u∗(t)

veδ(t)

vsδ(t)

η(t)

er(t)

epe(t)

eps(t)

eb(t)

e(t)+

6 6

-
?

FIGURE 6 – Erreur de poursuite
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BE4 : SYNTHESE DES ASSERVISSEMENTS INDUSTRIELS

La plupart des problèmes de régulation industrielle concernent des asservissements pour une
classe de systèmes caractérisée par

• Une dynamique du système autour de ses points de fonctionnement qui peut être raison-
nablement décrite par un modèle de second ordre avec un retard

Gc(s) = e−τds
βos+ β1

s2 + α1s + α2
avec β1 6= 0

où τd désigne le retard pur du système modulo le temps de calcul et les temps de conver-
sion analogique⇆ numérique que l’on peut exprimer comme suit

dTe + η avec d ∈ N et 0 ≤ η < Te

• Des perturbations de charge du type échelon aussi bien en entrée qu’en sortie du système

• Un bruit de mesure assimilable à une séquence de variables aléatoires de moyenne nulle
et de variances finies.

• Des séquences de points de consigne du type échelon

On se propose de concevoir un asservissement à partir d’un cahier de charges défini par les trois
spécifications données ci dessous.

S1. Une poursuite admissible caractérisée par un mode d’amortissement unitaire et de pulsa-
tion propreωp.

S2. Un rejet asymptotique parfait des perturbations caractérisé par un mode dominant d’amor-
tissement unitaire et de pulsation propreωr = 2ωp.

S3. Une insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

On demande de concevoir cet asservissement à partir d’une structure appropriée du régulateur
et une synthèse conforme aux spécificationsS1, S2 etS3 avec une période d’échantillonnage

telle queωrTe =
π

8
.
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BE4 : UNE SOLUTION

On notera d’abord que la classe des systèmes considérée peutêtre décrite parfaitement par une
fonction de transfert échantillonnée donnée par

G(z−1) = z−d−1 B(z−1)

A(z−1)

avec

A(z−1) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2

B(z−1) = bo + b1z
−1 + b2z

−2

où (bo, b1) 6= (0, 0) puisque le retard pur est different de zéro dans la mesure où il incorpore
le temps de calcul et les temps de conversion analogique⇆ numérique. Et comme la réponse
indicielle d’un système échantillonnée n’est autre que la réponse constituée des valeurs de la
réponse indicielle du système continu sous-jacent aux instants d’échantillonnage, on aura

Gc (0) 6= 0 =⇒ G (1) 6= 0 =⇒ B(1) 6= 0

Compte tenu de cette classe des systèmes échantillonnés et de la nature des perturbations et de
la séquence de consigne, on peut concevoir un asservissement réalisant les spécificationsS1,
S2 etS3 en adoptant une synthèse modale avec un régulateur avec retour unitaire donné par

REG







S(q−1)Dr(q
−1)u(t) = R(q−1)Dc(q

−1) (y∗(t)− ym(t))

A∗ (q−1) y∗(t) = B∗ (q−1)u∗(t− d− 1)

avec

Dr(q
−1) = 1− q−1

Dc(q
−1) = 1 + q−1

A∗
(

q−1
)

= 1− 2e−0.0625πz−1 + e−0.0125πz−2 et B∗
(

q−1
)

= A∗ (1)

où la séquence de consigne{u∗(t)} est un échelon ou une séquence d’échelons largement espa-
cés d’instants d’occurrence inconnus et(R(q−1), S(q−1)) est la solution de structure minimale
de l’équation polynomiale

A(q−1)Dr(q
−1)S(q−1) + q−d−1B(q−1)Dc(q

−1)R(q−1) = Md(q
−1)Ma(q

−1)

avec

Md(q
−1) = 1− 2e−0.125πq−1 + e−0.25πq−2

20



Ma(q
−1) =

4+d
∏

i=1

(

1− e−0.125µiπq−1
)

avec µi ≥ 2

Les choix du retour unitaire, du polynômeDr(q
−1) et de la fonction de transfertG∗ (z−1) per-

mettent d’avoir un asservissement réalisant une precisionmaximale(S1), alors que le choix du
polynômeDc(q

−1) est principalement motivé par des considérations d’insensibilité aux bruits
de mesure(S3). Quant au choix des modes dominants (resp. auxiliaires) de l’asservissement,
i.e. le polynômeMd(q

−1) (resp.Ma(q
−1)), ils sont conformes aux performances dynamiques

requises(S2) . Le nombre de modes auxiliaires , i.e.4 + d, est issu de la nature de la synthèse
modale considérée. On notera que la solution de structure minimale est unique puisque les po-
lynômesA(q−1)Dr(q

−1) etB(q−1)Dc(q
−1) sont premiers entre eux.

Remarque 1 Dans le cas usuel de la régulation industrielle où le systèmeà commander peut
être raisonnablement décrit par un modèle de second ordre sans retard, i.e.(na, nb, d) =
(2, 1, 0), on aura

nā = nb̄ = 3, nr = ns = 2 et nm ≤ 5

B̄(z−1) = boz
−1 + (bo + b1) z

−2 + b1z
−2

Ā(z−1) = 1 + (a1 − 1) z−1 + (a2 − a1) z
−2 − a2z

−2

Le système d’équations à résoudre pour la synthèse du système de commande est alors donné
par

















1 0 0 0 0 0
a1 − 1 1 0 bo 0 0
a2 − a1 a1 − 1 1 bo + b1 bo 0
−a2 a2 − a1 a1 − 1 b1 bo + b1 bo
0 −a2 a2 − a1 0 b1 bo + b1
0 0 −a2 0 0 b1

































so
s1
s2
ro
r1
r2

















=

















mo

m1

m2

m3

m4

m5
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