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Solution 1.

a) [:/0]L 1cfx></olydy: {ln(1+x)I)>< Byz]::(an—lnl)x;:m;
b) J—/Ol (/01\/%)0?_/01 {2\/1+x+y]::dy— /01(\/2+y \/1+y>dy
—2fSerni-Susnt] -5 (-2 - (2 -1d)) = 5 (3vE-ava ).

Solution 2.
a) L’équation cartésienne de la droite (AB) est de la forme y = bx + c.
A€ (AB) donc a = b x 0+ ¢, et donc ¢ = a.

Be(AB)doncf—bxf—Fc et donc b= +/3 —2c =3 —2a = —1.
Finalement, 1’équation de (AB) est y = —x + «.

b) Les coordonnées d’un point sur le cercle unité vérifient I’équation 22 + ¢y = 1, et y =
V1 — 22 sur le demi-cercle supérieur. Le domaine Z est donc délimité par les courbes des
fonctions Ymin(z) = V1 — 22 et Ymax(z) = a — x avec z € [0, 3. Par conséquent,

Ymax (Z)
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c) L’équation cartésienne y = o — x de la droite (AB) devient rsinf = « — rcosf avec
x =rcosf et y =rsinf. Donc r(sinf + cosf) = «, ou encore

a
sinf + cos @’

d) Les coordonnées cartésiennes du point B sont (cos % 7,8in g ) donc son angle polaire est 3.
L’intersection de la demi-droite d’angle polaire 8 avec le domalne 2 commence sur le cercle
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au rayon r = 1 et se termine sur la droite (AB) au rayon r = p(0).
L’aire du domaine Z est donc

/2 p(0) /2 [ 2 p(0)
S://rdrdQ:/ (/ rdr)d@z/ l] do
7 73 \J1 =3 2],
/2 2 w/2 2
2 7/3 (sm + cos ) 2 /3 sin2 6 (1 + cos@)

sin 0
/2 2 /
:1/ _ a“cotan’d 1) ae
2 Jrys (1 + cotan 6)2
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1
avec cotand = ,Os et cotan’d = ———- Bt donc
sin sin® 6
2 /2 2 2
g 1 o 0 1, =« o n T 1 o T o
e —_—mm = - o - — — —_ — —_—m = —
2 |1+ cotanf /3 2 2 1+4+1/v3 3 2\1+v3 6 4
Solution 3.
a) Le domaine Z est délimité par les droites verticales d’équation respective x = —1 et x = 0,
et les droites obliques d’équation respective y = —x et y =6 —x :
\ Y
y=x 2| e
X
x=-1
b)
o) o)
2 (— = (— -1 0
det Jo(u,v) = o (—t) oo~ | _ = -3.
a(u,v) %u+3v) %(u+31}) 1 3
c)

O(u,v) € 2
—1<-u<0 et —(—u)<u+3v<6-—(-u)
0<u<1l et 0<3v<6
0<u<l e 0<v<2
(u,v) € A =1[0,1] x [0, 2]

S
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d) D’apres la formule de changement de variables,

I_//j ” :cyd:cdy—//f (u,v))| det Jo (u, v)| du dv

avec f(z,y) = (2% + xy)e® Y = z(x + y)e Y.

Or f(®(u,v))

1 2
I:—Q// uve3”dudv:—9/ udux/ ve Y du.
A 0 0

1 2101
Pour la premiere intégrale, / udu=|—| = =.
0 2 0 2

La deuxieme intégrale s’évalue avec une intégration par parties,

2
(—u)(—u + (u+ 3v))e ~uHU+3v) — _3ype3 et |det Jp(u,v)| = 3, donc

5e6 +1

2
/ vedV dv =
0

56 +1
5

Et donc I = —

Solution 4.
a) Le lagrangien du probléeme d’optimisation sous contrainte est défini par

L(z,y,\) = f(w,y) = Aglwy) = vy — A («* +97 = 1)

Ses points critiques vérifient les équations

%:0 y—2 =0 y=2\x
GL=0 &{ z-2\y=0 e z(1-4X) =0
9k — ¢ 2 +y?2-1=0 22(14+4X%) =1

ve?w 2_/ze3vdv QL_ 030 2_36_66_1_
30, Jo 3 3 9], 3 9

Les solutions de la deuxiéme équation sont z = 0 ou \?> = i. Or z = 0 ne peut pas étre

solution de la troisiéme équation, donc

Yy =2\r )\—:i:%
N=1 edr=x5
22 =1

T Yy = 2\x.

LY ) = (2
\/57\/572 2,Y2,A2) = \/57 \/57

Par conséquent, (x1,y1,A1) = (
seules solutions avec x > 0.

b) Pour i € {1, 2}, la matrice hessienne de L; en (z;,y;) est

27 2
%xgz (xiayi) ng;({Bi,yi) —2)\; 1
Hy, = _ |
2 27
gygg; (‘Tza yz) %ngZ (.Ti7 yz) 1 72)‘Z
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Le polyndéme caractéristique est

soit Hy,, = - 1>etHL2:<1 1).

—2N - X 1

] Con x| =@uEX) -1

Py(X) = det(Hy, — XTp) = ‘

Alors
P(X)=0 & @N+X)P=1 & 24+X=%1 & X =41-2\.

Et donc les valeurs propres sont :
— pour Hy, (avec Ay = 3), X = £1 —1 c’est & dire 0 et —2,
— pour Hp, (avec Ay = —1), X = £1+ 1 c’est a dire 2 et 0.
¢) Pour chacun des points, il y a une valeur propre nulle donc la caractérisation faible n’est
pas concluante. Par conséquent, il faut essayer la caractérisation forte.

= 99 () 2
Le gradient de g est Vg(z,y) = [ 42, = .
g g est Vg(z,y) (gg(m’,y)> <2y>

— En (z1,51) = (%7 75)

[\

= 2
Le gradient est Vg(z1,y1) = §> Un vecteur orthogonal au gradient est alors

2
V2
/2 _

, et plus généralement, il est de la forme ¥ = ( " > avec r € R. Pour r # 0,

la forme quadratique

—\ — -1 1 T o —2r . 2
Q(V)=7-(Hp, V)= (r —r) ( 1 _1> (_T> = (r —r) ( o ) = —4r° <0.
Donc il s’agit d’'un maximum sous contrainte.
— En (22,2) = (%7—%) :

= 2
Le gradient est Vg(x2,y2) = (_@), et ses vecteurs orthogonaux sont de la forme

U= (:) avec r € R. Pour r # 0, la forme quadratique

Q@) =7 (L, T = (v 1) G }) (;)-(r ) (§Z>_4T2>0.

Et donc, il s’agit d’un minimum sous contrainte.
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