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CORRIGE

EXERCICE 1 (7-8 points environ)

x'(t) = 2x(t) + 3y(t) + exp(2t)

V'(6) = kx(t) + 2y(t) — exp(2t’ ou k désigne un réel

On cherche la solution du systeme différentiel : {

positif ou nul (k > 0).

Le systéme peut s'écrire : X'(t) = AX(t) + B(t) avec A = (i 2) etB(t) = (_e:sé?ztz))

Systéemes homogeénes : X'(t) = AX(t)

é ;) => la solution est fournie par la diagonalisation de A.

Pc()) = dét(A - M) vaut Pe() = (2 =02 —9=(2-A—3)2—A+3) = (A — 15 — 1)

1) a) Pour k=3,A=(

2 valeurs propres (-1) et (5) => A est diagonalisable.

On cherche le sev propre associé a A = —1: E;
2x+ 3y =—x

3 +2y=—y &Y= ils

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : {

appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V; = (_11) : E-r=vect(V1)

On cherche le sev propre associé¢ aA =5 : Es

2x + 3y = 5x

3x + 2y = 5y i.e.y =x,ils

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : {

appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V, = (1) : Es=vect(V»)

;Egg) = k; exp(—t) (_11) + k, exp(5t) (i)

La solution de I'équation homogéne est donnée par (
Xp(t) = kyexp (—t) + kyexp (5t)

yn(D) = —kqexp (—t) + kaexp (50

2 3
0 2

soit {

b) Pour k=0, A = ( ) , Pc(d) = dét(A - Aly) vaut Pc(A) = (2 — A)2. Il y a une racine double : A = 2. On

cherche le sev propre associé a A = 2, Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes :
2x + 3y = 2x . . . L
{ 2y =yzy i.e.y =0 => Ce sev propre est de dimension 1, un vecteur générateur est le vecteur V; =

((1)) donc A n’est pas diagonalisable. On cherche a trouver une forme de Jordan
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= (2 1) semblable a A. On cherche donc un vecteur V, de composantes x et y vérifiant AV, — 2V, = V;

soit (0 3) (x) = (1) ou {33/ R 1. On prend par exemple : V, = (

o oly 0 0=0 ) La matrice de passage est alors :

0

1/3
_ 1 0 _ -1

P _( 1/3) et A=P.J P,

u'(t) = 2u(t) + v(t) ol

Dans la base (V1,V2), on doit résoudre le systeme différentiel en (u(t), v(t)) : { 7(t) = 20(t)

(;Eg) =P (:Eg) On a alors v(t) = kyexp(2t) et u(t) = k; exp(2t) + k,t exp(2t). Puis, en appliquant la
xp(t) = kyexp(2t) + k,t exp(2t)
yn(t) = Zexp(20)

k,Vy exp(2t) + k,V; exp(2t) + k,t exp(2t) V,

matrice P, on obtient : { , ce qui correspond a la formule générale X, (t) =

xp (1)
v, (©)
on cherche une solution en faisant varier les constantes de la solution homogéne =>

2) a) Pour k=3, ( ) = k; exp(—t) (_11) + k, exp(5t) G) Pour obtenir une solution particuliere,

CE 8) = k4 (t) exp(—t) (_11) + Kk, (t) exp(5t) (1) On résout °

) 1 ) 1\ _ ( exp(2D) k'1 (D) exp(—t) + k', (1) exp(5t) = exp(2t)
Ky Oexp(=0) () + Kz2exp(st) () = (—exp(Zt)) {—k’i(t) exp(—) + K's (D) exp(5t) = —exp(20)

o2t oSt | et a2t
_a2t o5t 2e7t |_ -t _ 2t| 0
egt :St | = gedt e’ etk'y(D) = == eest = Jedt 0 => k(1) = e>* /3 et kp(t) = cste = 0

e | 2
—_e~t g5t

ng) = exp(2t) (_11//33) et (;Eg) = k; exp(—t) (_11) + k, exp(5t) (D + exp(2t) (_11/;)3>

k'1 (D) = |

xp (t) = kiexp(2t) + k,t exp(2t) " (Xh(t)) I (exp (Zt)) N ( texp(2t)
k =
yn(0) = Zexp(2t) yn@®/ TV 0 *\exp(20) /3
obtenir une solution particuliere, on cherche une solution en faisant varier les constantes de la solution

R t 2 ,
homogene => <;§8> =k, (t) (expéZt)) +E,(8) (ef((;x(pz(t)t/)g). On résout

b) Pour k=0, { ) Pour

;o expZDN L e o eXP(2D) Y [ exp(2) \ . (K1) +Kp®t=1 . (k'y() =1+3t
K@ (FFY) + K200 (exp(Zt) /3) = (—exp(Zt)) It { Ko(©)/3 = —1 't{ K (0 = -3

etk,(t) = t + 3t2/2 et k,(t) = —3t d'ou (;ig) = exp(2t) (t + - 3t2> = exp(2t) (t - E‘:/Z) etla

—t
2
. L x(t 1 t _ 3
solution générale est donc => ( ( )) = exp(2t) [kl( ) +ko 1)+ (P72
y(® 0 3 _t
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EXERCICE 2 (5-6 points environ)

Trouver les solutions réelles f(t) de I'équation différentielle linéaire d'ordre 3 :
FO@) = 2f"() = f'(t) + 2f(t) = 4t% + 4t + 2

f(©® £ 0 1 0\/f® 0
1) Onpose X() =| f'@® | x'® =| f"'®) |= ( 0 0 1) () +( 0 >, soit
'@ JAA0) -2 1 2/\f"@® 4t2 4 4t +2

0 1 0 0
X’(t)=AX(t)+B(t)avecA=<0 0 1)etB(t)=< 0 >
-2 1 2 4t% 4+ 4t + 2

2) Solution générale de I'équation homogene X}, (t).On cherche a diagonaliser A : Pc(}) = dét(A - Aly)

-1 1 0
vautPc@) =0 a2 1 [=-Al(-D2-D)—-1]-2=(-DA2=-2A—-1)—2=-23+42A2+2-2
-2 1 2-2

soitPcA) = A —=2)(-22+ 1) =-A-2)A—-1DQA+1)
3 valeurs propres distinctes -1, 1 et 2 => A est diagonalisable.

On cherche le sev propre associé aA = —1: E;4
y=-x _
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : { z=-y ie. {y B x’ ils
—2x+y+2z=-z
1
appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V; = <—1> : E-r=vect(V1)
1

On cherche le sev propre associé¢ aA =1 : Eq

X =x
=y ie. ie. {}ZI:X
—2x+y+2z=z -

1
appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V, = (1) : Er=vect(V2)
1

"

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes :{

On cherche le sev propre associé¢aA =2 : E

y =2x
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes :{ z=2y i.e.ie. {
—2x+y+2z=2z

y=2x |
Z=4x'IS

1
appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V; = <2> : E2=vect(V3)
4

f@© 1 1 1
La solution de I'équation homogeéne est | f'® | =k, exp(—t) (—1) + k, exp(t) (1) + k3 exp(2t) (2)
() 1 1 4

=> f(t) = kq exp(—t) + k, exp(t) + k3 exp(2t)
3) Trouver une solution particuliére X, (t) puis la solution générale f(t) de I'équation différentielle linéaire

d'ordre 3. On cherche une solution particuliere sous la forme f;(t) = at> + bt + c.
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On aalors f'(t) = 2at+b, f;'(t) = 2a et f0(3)(t) =0,dou
—2(2a) — (2at +b) + 2(at? + bt + ¢) = 2at> + (2b —2a)t —4a—b + 2c = 4t + 4t + 2 ce qui conduit a

a=2, b=4 et c=7 soit f(t) = 2t2 + 4t + 7

EXERCICE 3 (4 points environ)

f et F deux fonctions a valeurs réelles, de classe C ?sur R Le lien entre f et F est f(x,y) = F(u,v), ou

u=U,y)=x+ayetv= V(x,y) =x+ by, avec a et b des constantes réelles.

1) La matrice Jacobienne doit étre inversible, son déterminant vaut b-a, il faut donca # b

of _ 9F ou | 9F v _9F 9F
Z)a—au(x+ay,x+by)ax+av(x+ay,x+by)ax—au(x+ay,x+by)+av(x+ay,x+by)

of _oF ou | OF 9 _ OF 9F

ay—au(x+ay,x+by)ay+av(x+ay,x+by)ay—aau(x+ay,x+by)+bav(x+ay,x+by)

3) On choisit les valeurs a=1 et b=- LU 9 _ 5 se raméne & a—F+6—F— a—+6—F=2 soit £=1.1la
dox 0dy du Ov du ov v

constante c vaut 1.

oF _

4) v

1 a pour solution F(u,v) = v + @(u). Et g—£ - Z—f} = 2 a pour solution f(x,y) =x -y + 0(x + y).

EXERCICE 4 (4 points environ)

Soit la fonction f(x,y) de classe C?, définie sur R*: f(x,y) = (x — 1)? + (2 — y)3 + 2.

1) Dérivées partielles premiéres de f sur R*: Z_i =2(x—1), Z—; =-3(2—y)?

2 2
Dérivées partielles secondes de f sur R?: % =2, Z—y’; =6(2—y) et

9%f
0xdy -

2) Le (ou les) point(s) critique(s) de f sont caractérisés par Z—i =2(x—1)=0et g—£ =-32-y)2=0.lly

2 0

0 0),0nart—sz=

a donc un seul point critique (x=1,y=2). Pour ce point, la matrice Hessienne vaut (

0. Il faut donc examiner le terme f(1 + h,2 + k) = £(1,2) + h? — k3 => point selle et pas d’extremum.

3) On considere le rectangle défini par —2 < x < 0 et 3 <y < 4, existe-t-il des extrema ? Oui, comme la
recherche d’extrema est associée a un compact, il existe des extrema globaux :
1<(x—-1)?<9et1<(y—2)3<8et-8<(2-y)><—-1donc—-5< f(x,y) <10; La valeur minimale

est -5 atteinte en (0,4) et celle du maximum est 10 atteinte en (-2,3).
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