ENSICAEN - 1A Matériaux et Chimie FISE 2026-2027
TD1 - Systémes différentiels linéaires
CORRIGE

Exercice 1. Systeme homogene : solutions complexes et réelles
(a) {x:{ (t) =X1 (t) + 2x2 (t)

x2(8) = x1(8) + x2()
X'(t) = AX(t) avec A = G i)
Le polynéme caractéristique Pc()) = dét(A - Alo) vaut Pc(A) = (1 —A)%2 — 2 =A% — 24 — 1 soit P;(A) =
1-2A=V2) (1 —-2++v2) = A —-1-v2)(A -1 ++2). Le polyndme caractéristique Pc()) admet
deux racines réelles 1 —+/2 et 1 + /2. A est diagonalisable dans R.

On cherche les sev propres associés aux valeurs propres :

x+2y=(1—\/§)xs

xry=-vay "

Pour A, = 1 —+/2, un vecteur propre vérifie les équations suivantes : {

2y = —/2x => un générateur possible est V; = (—f/f) , soit Ker(A-(1-v2)12)=VECT(V,).

Pour A, =1++/2, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes :
x+2y=>1+V2)x. L . 2
i.e. 2y = v/2x => un générateur possible est V, = ( ) le sous-espace propre

associé a A, soit Ker(A-(1-v/2)12)=VECT(V,).

La solution est donc X (t) = k,V;e@VDt 4 k,v,e(+VDt (ou k; et k, sont des constantes) soit
{Xl(t) = Zkle(l_ﬁ)t + 2k23(1+\/§)t
X9 (t) = _\/Ekle(l_ﬁ)t + kz\/z e(1+\/§)t

x1(t) = —x,(0)
® {40 2500
X'(t) = AX(t) avec A = (g _01)
Le polynédme caractéristique Pc(L) = dét(A - Alp) vaut Pc(A) = A% + 3 = (A + iV3) (A — iV3) soit Le
polyndme caractéristique Pc(A) admet deux racines complexes conjuguées —iv/3 et iv/3. A est
diagonalisable dans C.

On cherche le sev propre associé a une des valeurs propres A; = iV3 :

-y = iv3x

3x = iv3y
. . . . L 1

appartiennent donc a une droite vectorielle dont un vecteur générateur est V; = (_L_\/,D—,)

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : { ie. y=—iVv3x et

Le sev propre associé a A, = A; = —iv3 a pour générateur est V, = V; = (1\}5_’)



La solution homogene complexe est donc X, (t) = kqV; V3t + k,V,e V3t (ol ki et ka sont des
X1 (t) = klei\/gt + kz e_i\/gt

constantes complexes) soit { _ .
Xz (t) = _ikl\/gel\/?t + ikz\/ge_l\/gt

Une autre base de I'ensemble des solutions associée aux solutions réelles est Re(V; eV3t) et

|m(V1ei‘/§t) soit Re< dﬁ:\@) ot |m< eiV3t > : < cos(v/3t) ) ot ( sin(+/3t) ) ,
e

—iV3 —iv3eV3t ) " \V3sin(v3t) —/3cos(V3t)
. . i _ cos(V/3t) ) ( sin(v/3t) >
Et les solutions réelles s'écrivent Xy (t) = C; <\/§sin(\/§t) + C, —VBeos(31)

" { x4 (t) = Cycos(V3t) + Cpsin(vV3t)
> %2 (t) = V3Cysin(V3t) — V3C, cos(V3t)

Autre possibilité : on écrit les solutions du systeme homogene sous la forme de combinaisons
x; (£) = Ccos(V/3t) + Dsin(v/3t)

linéaires des fonctions cos(¥/3t) et sin(v/3t) soit : {XZ (©) = Ecos(V3t) + Fsin(y3)

On réinjecte dans le systéeme et on identifie :

{—C\/§sin(t) + DV3 cos(V3t) = — Ecos(V3t) — Fsin(v3t) {E — 3D
—EV/3sin(t) + FV3 cos(\/§t) =3C cos(\/§t) + 3Dsin(v/3t) o F =+/3C

x4 (t) = Ccos(¥/3t) + Dsin(+/3t)
x,(t) = —V3Dcos(V3t) + V3Csin(v3t)

On a donc comme solutions réelles du systeme : {

Xp(t) = CX;(t) + DX, (t) avec X, (t) = (J%:S{j;)) etX,(t) = <_51§2S5/(§\t/)§t)> (avec C et D des

constantes réelles)

x1(t) = x1(t) — x,(t)
© {xZ(t) N i

X'(t) = AX(t) avec A = (11 _11)

Le polynéme caractéristique Pc(L) = dét(A - Al) vaut Pc(A) = (1 =2+ 1 =22 — 21+ 2. Le
polyndme caractéristique Pc(A) admet deux racines complexes conjuguées 1+i et 1-i. A est
diagonalisable dans C.

On cherche le sev propre associé a une des valeurs propres A; =1 —i: Eq;

ix—y=0

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes: {x+iy— 0

ie. y=ix et

appartiennent donc a une droite vectorielle dont un vecteur générateur est V; = G)

Pour le sev propre associé a A, = A; = 1+ i : E;, il a pour générateur est V, =V, = (_11)

La solution homogéne complexe est donc X, (t) = k, V=Dt 4 k,v,e(1+Dt (ol k; et k, sont des
X1 (t) = k,;e7Dt 4 |, e(1+DE { x1 () = et(ke7 't + kpetit)

constantes complexes) soit . . . .
P ) {Xz (t) = ikle(l_l)t - lkz e(1+1)t X (t) = et(ikle_lt - ikze+lt)



Une autre base de I'ensemble des solutions est Re(V;e~Dt) et Im(V,;e(1~DY) soit

R (e.zttcos(t) - iett s.in(t)) . (e.:ttcos(t) - iett s.in(t)> coit (ettc.os(t)> ot (_ft sin(t)
ie' cos(t) + e'sin(t) ie* cos(t) + e'sin(t) e'sin(t) e’ cos(t)
t ot _ t _ tes

A (e cos(t)) +a, ( e sm(t)) coit {Xl(t) A, e'cos(t) — A, e'sin(t)

e'sin(t) e cos(t) X, (t) = A elsin(t) + A, etcos(t)’

) et X, (6) =

Autre possibilité : on écrit les solutions du systeme homogéne sous la forme de combinaisons
linéaires des fonctions e'cos(t) et e'sin(t) soit :

{xl (t) = C, etcos(t) + C, e'sin(t)

X5 (t) = D; etcos(t) + D, e'sin(t)

On réinjecte dans le systeme et on identifie :

{(C1+C2) etcos(t) + (—C;+C,) e'sin(t) = (C;—D;)etcos(t) + (C,—D,) e'sin(t) y {Dl =—C,
(D;+D,)etcos(t) + (—D;+D,) e'sin(t) = (C;+D;)etcos(t) + (C,+D,) e'sin(t) D, =0

On a donc comme solution du systeme :

t) = C, efcos(t) + C, e'sin(t t
(200 o 1G4 o 10 = 60 + 0 avee 0 = (4050 0 -
( etsin(t) ,
—etcos(t)) (avec Cq et C; sont des constantes réelles)
Exercice 2. Systeme homogene
x'(t) = 3x(t) — y(6) + z(t) x(t) 3 -1 1
(a) y'(t) = 2y(t) soit X'(t)=AX(t) ou X(t) = | y(t) |etA = (0 2 0)
z'(t) = x(t) — y(t) +3z(t) z(t) 1 -1 3

On forme le polynéme caractéristique Pc(A) = dét(A - Als)
PPD=C@B-D[C-DB-D]-2-1)=0—-61+2)2 -1 —2=-23+8\2 —20A+16 soit
Pc) =—-(A—-2)(A%? —61+8) = —(A—2)(A — 2)(A — 4). A n'est diagonalisable que si le sev associé
a la valeur propre 2 soit Ker(A-2l) est de dimension 2.

On cherche le sev propre associé a A = 2 : E;=Ker(A-2I)

3x—y+z=12x
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : 2y =2y soit{x—y+z=0,
X—y+3z=2z

1
ils appartiennent a un plan vectoriel de dimension 2 dont une base peut étre V; = ( 0 ) etV, =
-1

0
<1> et Ex=vect(Vs, V2) (le choix des vecteurs V1 et V2 est non unique) ; la matrice A est donc
1

diagonalisable.

On cherche le sev propre associé a A = 4 : Es=Ker(A-4l)



3X—y+z=4x (—x—y+z=0
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : { 2y = 4y { y=0
Xx—y+3z=4z \(x—-y—-z=0
1
soit {i B (Z) et appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V, = (0) : Esa=vect(Vs)
- 1
Xn (1) 1 0 1
La solution générale est donnée par | yp(t) | =k, exp(2t)| 0 | +k, exp(2t)| 1 |+ ks exp(4t)( 0 ].
Zh(t) -1 1 1

(b) y' () = 6y(t) —3z(t)  soit X'()=AX(®) ot X(©) = [ y(©) 0 6 -3

x'(£) = x(8) + 4y(t) — 2z(t) x(t) 1 4 =2
HA:< >
z'(t) = —x(t) + 4y(t) z(t) -1 4 0

On forme le polyndme caractéristique Pc(A) = dét(A - Als)

PN =1 -D[6-D(D+12] - (-124+2(6-2) = (12— 61+ 2A2)(1 —2) + 21 = —A% +

1422 — 161+ 12s0it Pc(A) = —A3 + 742 — 161+ 12 = —(A — 2)(A — 2)(A — 3). An’est diagonalisable
que si le sev associé a la valeur propre 2 soit Ker(A-2l) est de dimension 2.

On cherche le sev propre associé a A = 2 : E;=Ker(A-2I)

X+ 4y — 2z = 2x
Les vecteurs propres de ce sev Vérifient les équations suivantes: { 6y — 3z = 2y soit
—X+ 4y = 2z

—Xx+4y—-2z=0 3z
{ 4y—3z=0 , {y =7 ils appartiennent a une droite vectorielle (dimension 1) dont un vecteur

—X+4y—2z=0 25X
4

générateur est V, = | 3 |. Le sev Ex=vect(V2); la matrice A n’est donc pas diagonalisable mais comme
4

3 00

le polyndme caractéristique est scindé, A est semblable a une matrice de Jordan] = (O 2 1) reliée
0 0 2

a A par A =P.].P~1. On cherche un vecteur propre associé a A = 3 et on compléte la base associée

a J avec la relation AV; = 2V; + V,.

On cherche le sev propre associé a A = 3 : Es=Ker(A-3l)

X+ 4y — 2z = 3X
Un vecteur propre de ce sev Vérifie les équations suivantes: { 6y —3z=3y soit
—X+4y =3z

3(y—7)=0 soit {y

—2x+4y—-2z=0
{ y:X,

1
il appartient a un sev de dimension 1, de générateur V; = (1) Etle
—Xx+4y—-3z=0 1
sev propre Es=vect(V1)
X+4y—2z=2x+4 —X+4y—2z=4
On cherche un vecteur tel que AV; = 2V; + V, soit { 6y —3z=2y+3 soit { 4y —3z=4+3 ou
—X+4y=2z+4 —X+4y—2z=4

_ _ 0
{_X t(4_yz_ Zi =4 o4 {42(’ B S + fZ. On prend (par exemple) V; = (3/2). La matrice de passage est
. -t 1

1 4 0
doncP = (1 3 3/2)
1 4 1



u(t)
X'(t)=AX(t) devient U'(t)=JU(t) (X(t)=PU(t)). On note U(t) = v(t) ], on résoud le systeme U'(t)=JU(t)

w(t)
u'(t) = 3u(t) u(t) = k.e3t
soit: {v'(t) =2v(t) + w(t). La résolution conduit a v(t) = kye?t + kyte?t puis a
w'(t) = 2w(t) w(t) = kze?t

x(t) = u(t) + 4v(t) = kye3t+4k,e?t + 4kste?t
y(@) = u(t) + 3v(t) + %W(t) = k,e3t + 3k,e?t + 3kste?t + %k3€2t ou
z(t) = u(t) + 4v(t) + w(t) = kye3t + 4k,e? + 4kste?t + kze?t

x(t) 1 4 4 0
y(t) | = ket (1) + kye?t (3) + kie?t [(3) t+ (3/2)]
z(t) 1 4 4 1

(x'(©) = =5x(0) +y(©) +>2(t) < (© -2 1 2
(©)4y'(®) = —2x(t) +y(t) +52(t) soitavecX(t) = [y(O) |etA=| -2 1 = [ X ()= AX(®)
2'(6) = 2x() + y(©) +22(t) 20 1oy

On forme le polyndme caractéristique Pc(A) = dét(A - Als)

1 1 1 3 1 1 3 3 1 . N
Pc() = (—5—7\) [ a1-2 (5—7\) —5] - [ (—5) (5—7\) _Z] +5<—5—5(1 —7\)) soit (apres calculs)
P =-2342%2-2 ou PcQ)=—-QA+1D)A?-22+2)— A+ DA —-1—-D)A—-1+1i) car (-1) est
racine évidente. A n'est pas diagonalisable dans R mais est diagonalisable dans C.

On cherche le sev propre associéaA = —1:E;

1 3
—oXty+oz=-X

T . . . 3 1 .
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : —;Xty+sz=-y soit
1 1
“X+y+sz=-12
2 2

1 3
“X+y+-z=0 2 3z=0 X =—Z
23 z 1 soit { X3+ y4+ z —0 soit { — _, . ils appartiennent a une droite vectorielle
—>x+2y+52=0 —IXtay+z= y

1
dont un générateurest V_; = | 1 |:E =vect(V-1)

-1

On cherche le sev propre associé a A =1 +1i: Ej.i



{—%x+y+§z=(1+i)x

Les vecteurs propres de ce sev Vérifient les équations suivantes: —%x + y+%z =1 +1iy
%x+y+%z= (1+1i)z
3. 3 e 3, i 3 iy
{_(E+1)X+Y+EZ=O _(%+i)x+(12231x)+22=0 {(_E+E)X+.(E_.E)Z_O
—%x —iy + %z =0 soit y = (—iz + 3ix) /2 soit y = “Zf‘x soit
1 1, 1 Ziz+3ix 1, = 1 3 13,
SX+y+(=5;-Dz=0 X+ ( )+ (=3 -D2=0 Xt oXx+(=5—50)z=0
1
{y _ jx appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur est V,,; = (1) : Ervi=vect(Vi4)
1

Comme les valeurs propres sont complexes conjuguées, un vecteur propre associé a (1-i) peut étre

1
choisi en prenant le complexe conjugué de V1. et Eii=vect(Vi-) avec V;_; = Vi, = (—i)

1
La solution de I'équation homogene est donnée (avec des coefficients complexes) par

xp (1) 1 1 1
ya(t) | = ky exp(—t) ( 1 ) + k, exp((1 +i)t) <1> + k; exp((1 —i)t) (—i) .
zp () -1 1 1

1 1 1
Une base de I'ensemble des solutions est (e‘t( 1 >,e(1+i)t(i), e(1-Dt <—i>) (le 3éme élément est
1 1 1

le conjugué du 2éme) ou on peut choisir une base constituée uniquement de fonctions réelles soit

1 1 1
(e‘t< 1 ),Re(e(”i)t(i)), Im(e(1+i)t(+i))) car si X;(t) et X;(t) sont des solutions linéairement
1 1 1

1
indépendantes alors Re(Xi(t)) et Im(Xi(t) le sont aussi (ici on a Xl(t)=e(1+i)t<i>) et
1

1 cos(t) sin(t)
(e‘t< 1 ),et —sin(t) |,et| cos(t) |) est une base possible de I'ensemble des solutions (réelles), ce
-1 cos(t) sin(t)

qui conduit a une solution générale de I'équation homogene :

Xp (1) 1 cos(t) sin(t)
yan®) | =k, e‘t( 1 > + K, et| —sin(t) |+ K'5 et| cos(t)
zp (1) -1 cos(t) sin(t)

Autre possibilité : on cherche les solutions réeelles associées aux valeurs propres complexes
conjuguées sous la forme de combinaisons linéaires des fonctions e' cos(t) et etsin(t). On pose :

rey 1 3
X, (1) a, et cos(t) + a, etsin(t) x2(0) = =% +y2(0 + 72
X2(8) = | y2(0) | = by etcos(t) + by elsin(t) ), il vérifie { y5(t) = —2x,(t) + y2(t) +52,(t) |, soit
() ¢, etcos(t) + ¢, efsin(t)

z5(t) = 3%, (8) + 2 (6) +575()
I{alet(cos(t) — sin(t)) + azet(sin(t) + cos(t)) = —e;t(alcos(t) + a,sin(t)) + et(b;cos(t) + bysin(t)) + %et (cqcos(t) + cysin(t))
4b1et(cos(t) — sin(t)) + byet(sin(t) + cos(t)) = —STet(alcos(t) + a,sin(t)) + et(b;cos(t) + bysin(t)) + %t (cqcos(t) + c,sin(t))

¢q ef(cos(t) — sin(t)) + c,et(sin(t) + cos(t)) = e;t(alcos(t) + a,sin(t)) + et(bycos(t) + bysin(t)) + e;t(clcos(t) + c,sin(t))



Ou
!fal (cos(t) — sin(t)) + a,(sin(t) + cos(t)) = —%(alcos(t) + a,sin(t)) + bycos(t) + b,sin(t) + 2 (cicos(t) + c;sin(t))

by (cos(t) — sin(t)) + b, (sin(t) + cos(t)) = —%(alcos(t) + a,sin(t)) + bycos(t) + b,sin(t) + % (cicos(t) + cpsin(t))  soit
¢y (cos(t) — sin(t)) + c,(sin(t) + cos(t)) = %(alcos(t) + a,sin(t)) + bycos(t) + b,sin(t) + % (cycos(t) + cysin(t))

a1+a2=_%a1+b1+zcl b1+§C1=§a1+az
_al+a2=_§a2 +b2 +;C2 b2 +3C2=_a1+3a2
. bl +b2=_§a1+b1 +%C1 . bz_%clz_zal
en regroupant les termes en cos(t) et en sin(t) < 3 . soit{ 1 3
_bl +b2=_5a2+b2 +EC2 _bl_ECZZ_EaZ
C1+C2=§a1+b1 +%C1 _b1+%C1+C2:§al
1 1 1 1
_C1+C2=Ea2 +b2 +EC2 _bz_cl +EC2=EaZ

si on choisit d'exprimer les inconnues (b1, b, ¢1, ¢2) en fonction des inconnues as, az.

On peut résoudre le systéeme (systeme de Cramer vis-a-vis des inconnues by, by, ¢1 et o) :

2b, + 3¢, = 3a, +2a, (Ey) 2b, + 3¢, = 3a, + 2a,
2b, + 3c, = —2a; + 3a, (E,) 2b, + 3¢, = —2a, + 3a,
2b, —c¢; = —3a, (E3) . 2b; —2by + ¢4 + ¢, = 3(a; +a3) (E5 =E, — E3) .
2b; + c; = 3a, (Es) sort 2b; + ¢, = 3a, sott
—2b; +¢; +2¢, = a4 (Es) —2by +¢c; + 2¢, = a4
—2b; —2¢; +¢; =a, (E¢) —6b; — 6b, — 3¢y +9¢; =3(a; +a;) (E{ =3 x(Eg + E5))
2b; + 3¢y = 3a; + 2a,
2b, 4+ 3c, = —2a; + 3a,
2by+by+c; —2¢c, =0 (Ef = (E3 —E{/4)
2b; + ¢, = 3a,
l —2b; +¢; +2¢c, = a4
—6b; — 6b, — 3¢y +9¢c, =3(a + ;)
On obtient : ¢c; = —2b; — b, + 2¢,, puis un systéme pour (b1, ¢2) en comparant les équations E, et E¢

. 2b; + ¢, = 3a, . {Zb1 +c;=3a, _ . {bl =a,
soit {—sz +4by +2b, — 4c, + ¢, = a, S0 b, — 3¢, =a, SO e, = 2y’
Ly . N ) . . 2a, + 3¢; = 3a; + 2a, (G =a
On en déduit le systeme d'équations pour les inconnues (b, ¢1) {sz "+ 3a, = —2a, + 3a, Ot {bz — €N

réinjectant dans les équations E; et E,. Au final, on a donc comme solution associée aux valeurs

a; et cos(t) + a, etsin(t) et cos(t) et sin(t)
propres complexes X,(t) = | a, efcos(t) — a; e'sin(t) | ou X,(t) = a; | —e'sin(t) | +a, | etcos(t)
a,efcos(t) + a, e'sin(t) etcos(t) elsin(t)

x(t) 1 cos(t) sin(t)
et comme solution générale | y(t) | = k; e‘t< 1 ) + a, et| —sin(t) | + a, et| cos(t) |, soit la méme
z(t) 1 cos(t) sin(t)

solution que précédemment (seuls les noms des constantes sont changés : a; = k', et a, = k';)

Exercice 3. Systeme avec second membre

x1(t) = x1(t) + x,(t) + 3e?t

_(* (t)) ; : iffé i {
X(@) = ( solution du systeme différentiel x5 (t) = 4x;(t) + x,(t) + 9t

X2 (8)

X'(t) = AX(t) + B(t) avec A = (i 1) et B(t) = (Sgit)

1) Solution homogéne :



Le polynéme caractéristique Pc(L) = dét(A - Alo) vaut Pc(A) = (1 — )% — 4 = A% — 2\ — 3 soit

PPA)=1-2-2)1-2+2)=A+1)(A—-3). Le polynbme caractéristique Pc(X) admet deux
racines réelles -1 et 3. A est diagonalisable dans R.

On cherche les sev propres associés aux valeurs propres :

. . . . x+y=-—x .
Pour A; = —1, un vecteur propre de ce sev vérifie les équations suivantes : {4x +);1 =y Le.y = —2x
=> un générateur possible est V; = (_12) , soit Ker(A+1)=VECT(V;).
- , . . x+y=3x .
Pour A, = 3, un vecteur propre de ce sev vérifie les équations suivantes : {4x +y =3y e,y =2x =>

un générateur possible est V, = (;) , soit Ker(A-31)=VECT(V,).

La solution est donc Xu(t) =k,;Vie t+k,V,e3t (ou ki et k, sont des constantes) soit
{ X1 (t) = kle_t + kze3t
X2 (t) = _Zkle_t + 2k2€3t

at+b + ae?t

ct+d+ BeZt)’ on réinjecte dans le systeme

2) On choisit comme solution particuliere : X, (t) = (

différentiel et on identifie les coefficients :

X'o(t) = (a + 2ae2t) _( at+b+ ae?t + ct +d + Be?t (3e2t) <oit
P c + 2Be?t 4at + 4b + 4ae®t + ct + d + pe?t 9t
a+c=0
b+d=a
(@+0t+b+d+(a+p+3)e? = (21202, ce qui conduita { § ¥ P 37 2 ot
(4a+c+9)t+4b+d+ (4a+p)e?t)  \c+2Be?)’ q 4a+c+9=0
4b+d=c
; 4a+ B =283
C=—a a=—
b + d =a Cc= 3
3a4+49=0 SO \g4=_5-
B+3=a a=-1
4o = B=-4
— — 2t . ,
On obtient comme solution particuliere X,(t) = (BtStEZ 4e2t) et comme solution générale du
—5—4e

x;(0) = ket + kye3t — 3t +2 —e?t

systeme différentiel {
y x,(t) = =2k et + 2k,e3t + 3t — 5 — 4e?t

Ou méthode générale (variation des constantes) : X, (t) = k; (t) (_12) e t+ ky(b) (;) e3t, la relation

2t
X'(t) = AX(t) + B(t) conduit au systeme d'équations kj(t) (_12) e t+ k5 (t) (;) e3t = (3§t ) D'ou

362t g3t
’ _ 1 ot 2e3t
ki() = — =

—2e-t 2e3t

et 3e2t
-t t
3t _ 9.t ' _|—2e_t 9t|_9te tée” 9. —3t, 3 -t
e L te et k5 (t) = | — estl = —,te T +ce
_Ze—t 2e3t

‘ _6eSt—gtre3t 3
| 4e?t 2

3t
Par intégration, on obtient k, (t) = 67 —% ft xeXdx et k,(t) = +§ ft xe~3¥dx — %e‘t
t _ (at-1) et
R

axqt ax at ax
On obtient (par intégration par parties) : [* xe?™dx = [%] — " —dx = g [e—]

a a2



(-3t—1) 73t

Soit (avec a=1 et a =-3) ft xe¥dx = (t—1) et et ft xe 3¥dx = .

(3t+1) e3¢
4

Xp® = ka0 () e o () = (=7 =1 ef) (1)) et 4 (- = = 2e7) (5) e
_on _ Gun

1 3
. _ (et 9. 1 _Buy 3 o\ (1) o2t 53 4 4
soit X, (t) = < "3 (t 1)) (_2) +( 2 2 € )(2) =€ _21 _23 T oen _ (3t+1) ou
2 2

3t
On en déduit k, (t) = eT —3 (t—1) et etky(t) = — %e‘t et une solution particuliére est

X = (T} + (o 2) = (G325

Exercice 4. Systeme avec second membre

X'(®) = AX® + By ot A= (" “1) et B = ()

Solution homogéne :
Le polynéme caractéristique vaut Pc(A) =(—1-2)(-3-D+1=22+41+4=(2+1?%. Le
polyndme caractéristique Pc(1) admet une racine double (-2).

On cherche le sev propre associé a cette valeur propre : pour A = —2, les vecteurs propres de ce sev
—Xx—y=-2x

vérifient les équations suivantes : { _
x—3y=-2y

i.e. y=x => le sev est de dimension 1, un

générateur possible est V; = (D , soit Ker(A+2l)=VECT(V;). A n'est pas diagonalisable dans R (ni
-2 1
0o -2
des vecteurs de J est composée de Vi et V,. On obtient V, = (;) par la relation AV, = —2V, + V; soit
—x—y=-2x+1 . (x—y=+1
{x—3y=—2y+1 SOt{x—y:+1'

dans C) mais est trigonalisable et on peut trouver une matrice semblablea A: ] = ( ) La base

On choisit V, = (_01) (choix arbitraire) puis on résout U’ = JU
’ _ 1 — -2t
u'y (1) = —2uy (D) + uz (V) u {u 1(©) + 2uy (t) = kae qui a pour

u'z() = —2uy(t) u,(t) = ke

t) = kpte 2t + k™%t .
u(0) = kpte tZtle . Et comme X=PU, on obtient X;(t) = k,V,;e72t + k,tV,e™2t +
uZ (t) = kze

soit le systéeme différentiel {

solution {
th(t) = kle_Zt + kzte_Zt
th(t) = kle_Zt + kzte_Zt - kze_Zt
at+b
ct+d

. er R o, .~ (ay_ (—at—b-—ct—d ty .
systeme différentiel et on identifie les coefficients : X'p(t) = (C) = (at b — 3t — 3d) + (0) soit

k,V,e~2t (ou k1 et k. sont des constantes) soit{

Solution générale : On choisit comme solution particuliere : X, (t) = ( ) on reéinjecte dans le



—a—c+1=0 —4c+1=0

—(a+c)t+t—b—d)_ a . N a=-b-d . J—b—d=3c -
( (a—3)t+b—3d )~ (C) , ce qui conduit a A —3c=0 soit 4= 3c soit
b—3d=c b—3d=c
c=1
4
a=> 3,_1
4 1 - On obtient comme solution particuliere X, (t) = | ; f et comme solution
b=c+3d=—;

Xl(t) = kle_Zt + kzte_Zt + %t - %

générale du systeme différentiel T
X9 (t) = kle_Zt + kzte_Zt - kze_Zt + Zt - Z

Exercice 5. Résoudre f®(t)+f"(t) — 10f'(t) + 8f(t) = 4e?t

f(@® 0 1 0 0
1) X)) = f'(®) ), X'(t) = AX(t) + B(t) avec A = ( 0 0 1 ) et B(t) = ( 0 )
() -8 10 -1 4e?t
2) Solution homogeéne :
Le polynéme caractéristique Pc(A) = dét(A - Als) vaut Pc(A) = (—)[(—A)(—1 — 1) — 10] — 8 soit
Pc() = —(A—=2)(A = 1)(A + 4). Le polynébme caractéristique Pc(A) admet trois racines réelles 1, 2 et
-4. A est diagonalisable dans R.

On cherche les sev propres associés aux valeurs propres :

y=x
Pour A; =1, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : { z=y
—8x+10y—z=z
y=x !
ie. {z —y => un générateur est V; = <1> soit Ker(A-1)=VECT(V,).
1
y =2x
Pour A, = 2, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : { z=2y
—-8x+ 10y —z =2z
. (y=2x . 1 .
ie. {z _ 2y:> un générateur est V, = | 2 |, soit Ker(A-21)=VECT(V,).
4
Pour A3 =—4, les vecteurs propres de ce sev verifient les équations suivantes:
y=—4x = —4x 1
{ z=—4y ie. {327 _ _4y=> UN générateur est V; = (—4), soit Ker(A+41)=VECT(V3). La
—8x + 10y — z = —4z - 16

solution homogéne est donc X,(t) = k,V et + k,V,e?t + ksVze™t  (ou ki, ko et ks sont des

1 1 1
constantes) soit X, (t) = k; (1) et +k, (2) e?t + kj (—4) e 4t
1 4 16

Remarque : Pour le sev propre associé a une valeur propre 2, a cause de la forme de la matrice A

1
(position des 1 des premieres lignes), le vecteur propre sera de la forme ( A )
7\2



ate?t + be?t
Solution générale : on prend comme solution particuliere X,(t) = 2ate® + (a+2b)e** | (on
4ate?t + (4a + 4b)e?t
utilise le fait que la deuxieme ligne est la dérivée de la premiére et que la troisieme la dérivée de la
deuxiéme). On prend (at + b)e?t et pas ae?* car e?t est solution de I'équation homogeéne.
On réinjecte dans le systeme différentiel, on obtient :
2at+ (a+ 2b) 2at+a+2b
X'p(t) = | 4at+ (4a+4b) |e*' =e?* < 4at + 4a + 4b )
8at + (12a + 8b) —8(at+b) + 10(2at + a + 2b) — (4at +4a + 4b) + 4
La troisieme ligne donne 8at+ 12a + 8b = —8at — 8b + 20at + 10a + 20b — 4at — 4a — 4b + 4 soit
2
gt +b
12a = 6a+4 ou a=2/3 => X, (1) = e* §t+§+ 2b | ou b peut prendre n'importe quelle valeur.
8 8
Et + 3 + 4b

Avec b=0, la solution générale du systeme différentiel est :

2 te?t
! ! 1 4 ’ 2
X(t) = k1 1 et + k2 2 eZt + k3 —4 e_4‘t + 5teZt + §e2t

1 4 16 8, ot 8 ot
gte +§e

Si on choisit la méthode de variation des constantes, on obtient la solution associée a b=-7/9 soit

2. 7 2. 7
37 9 1 1 1 37 9
Xp(t) = e* gt—g etX(t)=k1(1>et+k2(2)e2t+k3(—4>e“”+e2t %t—g
Sy 1 4 16 8, _4
37 9 37 9

Méthode de variation des constantes : on cherche une solution particuliere sous la forme

1 1 1
Xp(®) = kq(b) <1> et + k,(t) (2) 2t 4 k3(b) ( > ~4t le systeme X'(t)=AX(t)+B(t) devient
1 4 16

ot o2t ki (et + ky(De?t + ki (De ™t =0
k() <et> + k5 (1) <2e2t> + k5 (t) < 4e‘4t> < ) ou{ Kkj(De'+ 2k, (t)e?t — 4ks(He *t =0
et 4e?t 16e~4t 4e?t ki (Det + 4k (De?t + 16 ki (e *t = 4e?t

—4t

e? e” et o0 e et et o
0 2eZt —4e™4t et 0 —4e*t et 2e* 0
4 A S1,7 _ lae?t 4e?' 16e*tl 1/ 4e?t 16e~%t et 4e?t 4e?t
On résout le systeme : ki (t) = ozt o-at v Ko(D) = ﬁ etk;(t) = TP
et 22t —4e—4t et 2e2t —ge4t et 2e2t —ge=4t
et 4e2t 16e 4t et 4e2t 16e 4t et 4e2t 16e 4t
. 20e” —4et 2 2 et
soit ki (t) = 0o kz(t) 0ot etki(t) = 50|t ki(t) = — k5 (t) = 5 et k5(t) =

—SHIt+ o 2¢-2
6t i i 4 i g
Doty () = —Zet, ky() =>tetky() = =, X, () = | —2+3t—= |e®soit X, () = | st—3 | et

5 3 45 9
4 8 8 4
\—§+§t+z/ \at—a/

3) La solution générale f(t) (premiére ligne de X(t)) est donc : f(t) = %te2t + ket + kye?t + kze ™t

ou f(t) = %te2t — geZt + koet + k,e?t + kze™*t (le -7/9 et le k. peuvent étre regroupés)




   ( 𝒂 )      {        x 1 ′  ( t ) =   x 1  ( t ) + 2   x 2  ( t )     x 2 ′  ( t ) =   x 1  ( t ) +   x 2  ( t )    


  X ′ ( t ) = AX  ( t )


  A =  (    1  2   1  1 )


   P C  ( λ ) =   ( 1 − λ ) 2 − 2 =  λ 2 − 2 λ − 1


   P C  ( λ ) = ( 1 − λ −  2 ) ( 1 − λ +  2 ) = ( λ − 1 −  2 ) ( λ − 1 +  2 )


  1 −  2


  1 +  2


   λ 1 = 1 −  2 ,  


   {    x + 2 y = ( 1 −  2 ) x   x + y = ( 1 −  2 ) y


  2 y = −  2 x


   V 1 =  (    2   −  2 )


   2


   V 1 )


   λ 2 = 1 +  2 ,  


   {    x + 2 y = ( 1 +  2 ) x   x + y = ( 1 +  2 ) y


  2 y =  2 x


   V 2 =  (    2    2 )


   λ 2  


   2


   V 2 )


   X h  ( t ) =  k 1  V 1  e  ( 1 −  2 ) t +  k 2  V 2  e  ( 1 +  2 ) t


   {     x 1  ( t ) =   2 k 1  e  ( 1 −  2 ) t +   2 k 2  e  ( 1 +  2 ) t                        x 2  ( t ) =   −  2 k 1  e  ( 1 −  2 ) t +  k 2  2    e  ( 1 +  2 ) t


     ( 𝒃 )      {        x 1 ′  ( t ) = −   x 2  ( t )       x 2 ′  ( t ) =   3 x 1  ( t )            


  X ′ ( t ) = AX  ( t )


  A =  (    0  − 1     3  0 )


   P C  ( λ ) =  λ 2 + 3 = ( λ + i  3 ) ( λ − i  3 )


  − i  3


  i  3


   λ 1 = i  3


   {    − y = i  3 x   3 x = i  3 y


  y = − i  3 x


   V 1 =  (    1   − i  3 )


   λ 2 =    λ 1 - = − i  3


   V 2 =    V 1 - =  (    1   i  3 )


   X h  ( t ) =  k 1  V 1  e  i  3 t +  k 2  V 2  e  − i  3 t


   {     x 1  ( t ) =  k 1  e  i  3 t +  k 2  e  − i  3 t      x 2  ( t ) =   − ik 1  3  e  i  3 t + i  k 2  3  e  − i  3 t


   V 1   e  i  3 t )


   V 1   e  i  3 t )


   (      e  i  3 t   − i  3   e  i  3 t )


   (      e  i  3 t   − i  3   e  i  3 t )


   (    cos (  3 t )    3 sin (  3 t ) )


   (    sin (  3 t )   −  3 cos (  3 t ) )


   X h  ( t ) =  C 1  (    cos (  3 t )    3 sin (  3 t ) ) +  C 2  (    sin (  3 t )   −  3 cos (  3 t ) )


   {     x 1  ( t ) =  C 1 cos  (  3 t ) +  C 2 sin (  3 t )      x 2  ( t ) =      3 C 1 sin  (  3 t ) −  3 C 2   cos  (  3 t )


  cos (  3 t )


  sin (  3 t )


   {     x 1  ( t ) = Ccos (  3 t ) + Dsin (  3 t )      x 2  ( t ) = Ecos  (  3 t ) + Fsin (  3 t )


   {    − C  3 sin  ( t ) + D  3  cos ⁡   (  3 t ) = −  Ecos ⁡   (  3 t ) − Fsin (  3 t )   − E  3 sin  ( t ) + F  3  cos ⁡   (  3 t ) = 3 C  cos ⁡   (  3 t ) + 3 Dsin (  3 t )


   {    E = −  3 D   F =  3 C


   {     x 1  ( t ) = Ccos (  3 t ) + Dsin (  3 t )      x 2  ( t ) = −  3 Dcos  (  3 t ) +  3 Csin (  3 t )


   X h  ( t ) = C  X 1 ( t ) + D  X 2 ( t )


   X 1  ( t ) =  (     cos ⁡   (  3 t )      3 sin ⁡   (  3 t ) )


   X 2  ( t ) =  (     sin ⁡   (  3 t )     −  3 cos ⁡   (  3 t ) )


   ( 𝒄 )  {        x 1 ′  ( t ) =   x 1  ( t ) −   x 2  ( t )       x 2 ′  ( t ) =   x 1  ( t ) +   x 2  ( t )


  X ′ ( t ) = AX  ( t )


  A =  (    1  − 1     1  1 )


   P C  ( λ ) =   ( 1 − λ ) 2 + 1 =  λ 2 − 2 λ + 2


   λ 1 = 1 − i


   {    i x − y = 0   x + i y = 0


  y = i x


   V 1 =  (    1   i )


   λ 2 =    λ 1 - = 1 + i


   V 2 =    V 1 - =  (    1   − i )


   X h  ( t ) =  k 1  V 1  e   ( 1 − i ) t +  k 2  V 2  e   ( 1 + i ) t


   {     x 1  ( t ) =  k 1  e   ( 1 − i ) t +  k 2  e   ( 1 + i ) t      x 2  ( t ) =  ik 1  e   ( 1 − i ) t − i  k 2  e   ( 1 + i ) t


   {     x 1  ( t ) =    e t ( k 1  e  − it +  k 2  e  + it )    x 2  ( t ) =  e t  (  ik 1  e  − it −  ik 2  e  + it )


   V 1  e   ( 1 − i ) t


   V 1  e   ( 1 − i ) t )


  Re  (     e t  cos ⁡   ( t ) − i  e t   sin ( t )    ie t  cos ⁡   ( t ) +  e t sin ( t ) )


  Im  (     e t  cos ⁡   ( t ) − i  e t   sin ( t )    ie t  cos ⁡   ( t ) +  e t sin ( t ) )


   (     e t  cos ⁡   ( t )    e t sin ( t ) )


   (      − e t   sin ( t )    e t  cos ⁡   ( t ) )


   X h  ( t ) =  A 1  (     e t  cos ⁡   ( t )    e t sin ( t ) ) +  A 2  (      − e t   sin ( t )    e t  cos ⁡   ( t ) )


   {     x 1  ( t ) =  A 1     e t cos  ( t ) −  A 2     e t sin ( t )      x 2  ( t ) =    A 1     e t sin  ( t ) + A 2    e t cos  ( t )


   e t cos ( t )


   e t sin ( t )


   {     x 1  ( t ) =  C 1     e t cos ( t ) +  C 2     e t sin ( t )      x 2  ( t ) =  D 1    e t cos  ( t ) +  D 2     e t sin ( t )


   {      ( C 1   +  C 2 )   e t cos ( t ) +   ( − C 1   +  C 2 )   e t sin ( t ) =   ( C 1   −  D 1 ) e t cos ( t ) +   ( C 2   −  D 2 )   e t sin ( t )     ( D 1   +  D 2 ) e t cos ( t ) +   ( − D 1   +  D 2 )   e t sin ( t ) =   ( C 1   +  D 1 ) e t cos ( t ) +   ( C 2   +  D 2 )   e t sin ( t )


   {      D 1 = −   C 2     D 2 =   C 1


   {     x 1  ( t ) =  C 1     e t cos ( t ) +  C 2     e t sin ( t )      x 2  ( t ) =    C 1     e t sin ( t ) − C 2    e t cos  ( t )


   X h  ( t ) =  C 1  X 1 ( t ) +  C 2  X 2 ( t )


   X 1  ( t ) =  (     e t  cos ⁡   ( t )    e t   sin ( t ) )


   X 2  ( t ) =  (     e t  sin ⁡   ( t )     − e t cos ( t ) )


   {      x ′  ( t ) = 3 x  ( t ) − y  ( t ) + z ( t )     y ′  ( t ) = 2 y  ( t )     z ′  ( t ) = x  ( t ) − y  ( t ) + 3 z ( t )


  X  ( t ) =  (       x  ( t )   y  ( t )   z ( t ) )


  A =  (    3  − 1  1   0  2  0   1  − 1  3 )


   P C  ( λ ) =  ( 3 − λ )  [    ( 2 − λ )  ( 3 − λ )   ] − ( 2 − λ ) =  ( 9 − 6 λ +  λ 2 )  ( 2 − λ ) − 2 = −  λ 3 + 8  λ 2   − 20 λ + 16


   P C  ( λ ) = −  ( λ − 2 )  (  λ 2   − 6 λ + 8 ) = −  ( λ − 2 )  ( λ − 2 )  ( λ − 4 ) .  


  𝛌 = 𝟐


   {    3 x − y + z = 2 x   2 y = 2 y   x − y + 3 z = 2 z


   { x − y + z = 0


   V 1 =  (    1   0   − 1 )


   V 2 =  (    0   1   1 )


  𝛌 = 𝟒


   {    3 x − y + z = 4 x   2 y = 4 y   x − y + 3 z = 4 z


   {    − x − y + z = 0   y = 0   x − y − z = 0


   {    y = 0   x = z


   V 4 =  (    1   0   1 )


   (     x h  ( t )    y h  ( t )    z h  ( t ) ) =    k 1   exp ⁡   ( 2 t )  (    1   0   − 1 ) +    k 2   exp ⁡   ( 2 t )  (    0   1   1 ) +      k 3   exp ⁡   ( 4 t )  (    1   0   1 )  


   ( 𝒃 )      {      x ′  ( t ) = x  ( t ) + 4 y  ( t ) − 2 z ( t )     y ′  ( t ) = 6 y  ( t ) − 3 z ( t )     z ′  ( t ) = − x  ( t ) + 4 y  ( t )  


  X  ( t ) =  (       x  ( t )   y  ( t )   z ( t ) )


  A =  (    1  4  − 2   0  6  − 3   − 1  4  0 )


   P C  ( λ ) =  ( 1 − λ )  [    ( 6 − λ )  ( − λ ) + 12 ] −  ( − 12 + 2  ( 6 − λ ) ) =  ( 12 − 6 λ +  λ 2 )  ( 1 − λ ) + 2 λ = −  λ 3 + 14  λ 2   − 16 λ + 12


   P C  ( λ ) = −  λ 3 + 7  λ 2   − 16 λ + 12 = −  ( λ − 2 )  ( λ − 2 )  ( λ − 3 ) .  


  𝛌 = 𝟐


   {    x + 4 y − 2 z = 2 x   6 y − 3 z = 2 y   − x + 4 y = 2 z


   {    − x + 4 y − 2 z = 0   4 y − 3 z = 0   − x + 4 y − 2 z = 0


   {    y =   3 z 4     z = x    


   V 2 =  (    4   3   4 ) .


  J =  (    3  0  0   0  2  1   0  0  2 )


  A = P . J .  P  − 1


  λ = 3  


  A  V 3 =   2 V 3 +  V 2


  𝛌 = 𝟑


   {    x + 4 y − 2 z = 3 x   6 y − 3 z = 3 y   − x + 4 y = 3 z


   {    − 2 x + 4 y − 2 z = 0   3 ( y − z ) = 0   − x + 4 y − 3 z = 0


   {    y = z   y = x


   V 1 =  (    1   1   1 )


  A  V 3 =   2 V 3 +  V 2


   {    x + 4 y − 2 z = 2 x + 4   6 y − 3 z = 2 y + 3   − x + 4 y = 2 z + 4


   {    − x + 4 y − 2 z = 4   4 y − 3 z = + 3   − x + 4 y − 2 z = 4


   {    − x + 4 y − 2 z = 4   x = z − 1


   {    4 y = 3 + 3 z   x = z − 1


   V 3 =  (    0   3 / 2   1 )


  P =  (    1  4  0   1  3  3 / 2   1  4  1 )


  U  ( t ) =  (    u  ( t )   v  ( t )   w  ( t ) )


   {      u ′  ( t ) = 3 u  ( t )     v ′  ( t ) = 2 v  ( t ) + w ( t )     w ′  ( t ) = 2 w  ( t )


   {    u  ( t ) =   k 1   e  3 t   v  ( t ) =   k 2   e  2 t +   k 3 t   e  2 t   w  ( t ) =   k 3   e  2 t


   {    x  ( t ) = u  ( t ) + 4 v  ( t ) =   k 1   e  3 t   + 4 k 2   e  2 t +   4 k 3 t   e  2 t   y  ( t ) =   u  ( t ) + 3 v  ( t ) +  3 2 w  ( t ) =   k 1   e  3 t + 3 k 2   e  2 t +   3 k 3 t   e  2 t +  3 2   k 3   e  2 t   z  ( t ) = u  ( t ) + 4 v  ( t ) + w  ( t ) =   k 1   e  3 t +     4 k 2   e  2 t +   4 k 3 t   e  2 t + k 3   e  2 t


   (    x  ( t )   y  ( t )   z  ( t ) ) =   k 1   e  3 t  (    1   1   1 ) +   k 2   e  2 t  (    4   3   4 ) +     k 3   e  2 t  [  (    4   3   4 ) t +  (    0   3 / 2   1 ) ]


       ( 𝒄 )  {     x ′  ( t ) = −  1 2 x  ( t ) + y  ( t ) +  3 2 z ( t )    y ′  ( t ) = −  3 2 x  ( t ) + y  ( t ) +  1 2 z ( t )    z ′  ( t ) =  1 2 x  ( t ) + y  ( t ) +  1 2 z ( t )    


  X  ( t ) =  (       x  ( t )   y  ( t )   z ( t ) )


  A =  (    −  1 2  1   3 2   −  3 2  1   1 2    1 2  1   1 2 )


   P C  ( λ ) =  ( −  1 2 − λ )  [    ( 1 − λ )  (  1 2 − λ ) −  1 2   ] −  [    ( −  3 2 )  (  1 2 − λ ) −  1 4   ] +  3 2  ( −  3 2 −  1 2  ( 1 − λ ) )  


   P C  ( λ ) = −  λ 3 +  λ 2 − 2


   P C  ( λ ) = −  ( λ + 1 )   ( λ 2 − 2 λ + 2 ) −  ( λ + 1 )  ( λ − 1 − i )  ( λ − 1 + i )


  𝛌 = − 𝟏


   {    −  1 2 x + y +  3 2 z = − x   −  3 2 x + y +  1 2 z = − y    1 2 x + y +  1 2 z = − z


   {     1 2 x + y +  3 2 z = 0   −  3 2 x + 2 y +  1 2 z = 0


   {    x + 2 y + 3 z = 0   − 3 x + 4 y + z = 0


   {    x = − z   y = − z


   V  − 1 =  (    1   1   − 1 )


  𝛌 = 𝟏 + 𝐢


   {    −  1 2 x + y +  3 2 z = ( 1 + i ) x   −  3 2 x + y +  1 2 z = ( 1 + i ) y    1 2 x + y +  1 2 z = ( 1 + i ) z


   {    − (  3 2 + i ) x + y +  3 2 z = 0   −  3 2 x − iy +  1 2 z = 0    1 2 x + y + ( −  1 2 − i ) z = 0


   {    − (  3 2 + i ) x + (   − iz + 3 ix 2 ) +  3 2 z = 0   y = ( − iz + 3 ix ) / 2    1 2 x + (   − iz + 3 ix 2 ) + ( −  1 2 − i ) z = 0


   {     ( −  3 2 +  i 2 ) x + (  3 2 −  i 2 ) z = 0   y =   − iz + 3 ix 2    1 2 x +   3 i 2 x + ( −  1 2 −  3 2 i ) z = 0


   {    x = z   y = ix  


   V  1 + i =  (    1   i   1 )


   V  1 − i =    V  1 + i - =  (    1   − i   1 )


   (     x h  ( t )    y h  ( t )    z h  ( t ) ) =    k 1   exp ⁡   ( − t )  (    1   1   − 1 ) +    k 2   exp ⁡   ( ( 1 + i ) t )  (    1   i   1 ) +      k 3   exp ⁡   ( ( 1 − i ) t )  (    1   − i   1 )  


    ( e  − t  (    1   1   − 1 ) ,  e  ( 1 + i ) t  (    1   i   1 ) ,      e  ( 1 − i ) t  (    1   − i   1 )


    ( e  − t  (    1   1   − 1 ) ,   Re ( e  ( 1 + i ) t  (    1   i   1 ) ) ,     Im (  e   ( 1 + i ) t  (    1   + i   1 ) )


   X 1 ( t )


     X 1 -  ( t )


   X 1  ( t ) =  e  ( 1 + i ) t  (    1   i   1 ) )


    (   e  − t  (    1   1   − 1 ) ,  e t  (    cos ( t )   − sin ( t )   cos ( t ) ) ,  e t  (    sin ( t )   cos ( t )   sin ( t ) )  


   (     x h  ( t )    y h  ( t )    z h  ( t ) ) =    k 1   e  − t  (    1   1   − 1 ) +     k ′ 2 ⁡   e t  (    cos ( t )   − sin ( t )   cos ( t ) ) +     k ′ 3    e t  (    sin ( t )   cos ( t )   sin ( t ) )  


   e t  cos ⁡   ( t )


   e t  sin ⁡   ( t ) .


   X 2  ( t ) =  (        x 2  ( t )    y 2  ( t )    z 2  ( t ) ) =  (     a 1    e t   cos ⁡   ( t ) +  a 2     e t  sin ⁡   ( t )    b  1    e t cos  ( t ) +  b 2    e t sin ⁡  ( t )    c  1    e t cos  ( t ) +  c 2    e t sin ⁡  ( t ) )


   {     x 2 ′  ( t ) = −  1 2  x 2  ( t ) +  y 2  ( t ) +  3 2  z 2 ( t )    y 2 ′  ( t ) = −  3 2  x 2  ( t ) +  y 2  ( t ) +  1 2  z 2 ( t )    z 2 ′  ( t ) =  1 2  x 2  ( t ) +  y 2  ( t ) +  1 2  z 2 ( t )    


   {         a 1 e t ( cos ⁡   ( t ) − sin ⁡ ( t ) ) +  a 2  e t  (  sin ⁡   ( t ) +  cos ⁡   ( t ) ) =   −    e t 2 ( a 1 cos  ( t ) +  a 2 sin  ( t ) ) +    e t ( b 1 cos  ( t ) +  b 2 sin  ( t ) ) +       3 e t 2 ( c 1 cos  ( t ) +  c 2 sin  ( t ) )        b 1 e t ( cos ⁡   ( t ) − sin ⁡ ( t ) ) +  b 2  e t (  sin ⁡   ( t ) +  cos ⁡   ( t ) ) =   −     3 e t 2 ( a 1 cos  ( t ) +  a 2 sin  ( t ) ) +    e t ( b 1 cos  ( t ) +  b 2 sin  ( t ) ) +      e t 2 ( c 1 cos  ( t ) +  c 2 sin  ( t ) )    c 1    e t ( cos ⁡   ( t ) − sin ⁡ ( t ) ) +  c 2  e t (  sin ⁡   ( t ) +  cos ⁡   ( t ) ) =      e t 2 ( a 1 cos  ( t ) +  a 2 sin  ( t ) ) +    e t ( b 1 cos  ( t ) +  b 2 sin  ( t ) ) +      e t 2 ( c 1 cos  ( t ) +  c 2 sin  ( t ) )            


   {     a 1   ( cos ⁡   ( t ) − sin ⁡ ( t ) ) +  a 2  (  sin ⁡   ( t ) +  cos ⁡   ( t ) ) =   −  1 2 ( a 1 cos  ( t ) +  a 2 sin  ( t ) ) +  b 1 cos  ( t ) +  b 2 sin  ( t ) +    3 2 ( c 1 cos  ( t ) +  c 2 sin  ( t ) )                b 1   ( cos ⁡   ( t ) − sin ⁡ ( t ) ) +  b 2 (  sin ⁡   ( t ) +  cos ⁡   ( t ) ) =   −  3 2 ( a 1 cos  ( t ) +  a 2 sin  ( t ) ) +  b 1 cos  ( t ) +  b 2 sin  ( t ) +    1 2 ( c 1 cos  ( t ) +  c 2 sin  ( t ) )            c 1   ( cos ⁡   ( t ) − sin ⁡ ( t ) ) +  c 2 (  sin ⁡   ( t ) +  cos ⁡   ( t ) ) =    1 2 ( a 1 cos  ( t ) +  a 2 sin  ( t ) ) +  b 1 cos  ( t ) +  b 2 sin  ( t ) +    1 2 ( c 1 cos  ( t ) +  c 2 sin  ( t ) )              


   {     a 1 +  a 2 =   −  1 2 a 1 +  b 1 +    3 2 c 1   −  a 1 +  a 2 = −  1 2  a 2 +  b 2 +  3 2  c 2      b 1 +  b 2 =   −  3 2 a 1 +  b 1 +    1 2 c 1   −  b 1 +  b 2 = −  3 2  a 2 +  b 2 +  1 2  c 2    c 1 +  c 2 =    1 2 a 1 +  b 1 +    1 2 c 1     − c 1 +  c 2 =    1 2 a 2 +  b 2 +  1 2  c 2


   {     b 1 +    3 2 c 1 =  3 2  a 1 +  a 2    b 2 +  3 2  c 2 = −  a 1 +  3 2  a 2      b 2 −    1 2 c 1 =   −  3 2 a 1   −  b 1 −  1 2  c 2 = −  3 2  a 2   −  b 1 +    1 2 c 1 +  c 2 =    1 2 a 1       − b 2 − c 1 +  1 2  c 2 =    1 2 a 2


   {    2  b 1 +   3 c 1 = 3  a 1 +   2 a 2               (   E 1 )     2 b 2 + 3  c 2 = − 2  a 1 + 3  a 2       (   E 2 )       2  b 2 −  c 1 =   − 3 a 1                                 (   E 3 )     2  b 1 +  c 2 = 3  a 2                                         (   E 4 )   − 2  b 1 +  c 1 + 2  c 2 =  a 1                 (   E 5 )       − 2 b 2 − 2 c 1 +  c 2 =  a 2                   (   E 6 )


   {    2  b 1 +   3 c 1 = 3  a 1 +   2 a 2     2 b 2 + 3  c 2 = − 2  a 1 + 3  a 2     2  b 1 − 2  b 2 +  c 1 +  c 2 =   3 ( a 1 +  a 2 )                                         (   E 3 ′ =   E 4 −   E 3 )   2  b 1 +  c 2 = 3  a 2   − 2  b 1 +  c 1 + 2  c 2 =  a 1       − 6  b 1 − 6 b 2 − 3 c 1 + 9  c 2 =   3 ( a 2 +  a 1 )                                   (   E 6 ′ = 3 ∗  (   E 6 +   E 5 ) )


   {    2  b 1 +   3 c 1 = 3  a 1 +   2 a 2                         2 b 2 + 3  c 2 = − 2  a 1 + 3  a 2                           2  b 1 +  b 2 +  c 1 − 2  c 2 = 0                       (   E 3  ′ ′ =   ( E 3 ′ −   E 6 ′ ) / 4 )   2  b 1 +  c 2 = 3  a 2             − 2  b 1 +  c 1 + 2  c 2 =  a 1                                                   − 6  b 1 − 6 b 2 − 3 c 1 + 9  c 2 =   3 ( a 2 +  a 1 )                                        


   c 1 = − 2  b 1 −  b 2 + 2  c 2


   E 4


   E 6


   {    2  b 1 +  c 2 = 3  a 2       − 2 b 2 + 4 b 1 + 2  b 2 − 4  c 2 +  c 2 =  a 2


   {    2  b 1 +  c 2 = 3  a 2     4 b 1 − 3  c 2 =  a 2


   {     b 1 =  a 2    c 2 =  a 2


   {    2  a 2 + 3  c 1 = 3  a 1 + 2  a 2       2 b 2 + 3 a 2 = − 2  a 1 + 3  a 2


   {     c 1 =  a 1    b 2 = −  a 1  


   E 1


   E 2


   X 2  ( t ) =  (     a 1    e t   cos ⁡   ( t ) +  a 2     e t  sin ⁡   ( t )    a 2    e t cos  ( t ) −  a 1    e t sin ⁡  ( t )    a 1  e t cos  ( t ) +  a 2    e t sin ⁡  ( t ) )


   X 2  ( t ) =  a 1  (       e t   cos ⁡   ( t )   −    e t sin ⁡  ( t )    e t cos  ( t ) ) +  a 2  (        e t  sin ⁡   ( t )    e t cos  ( t )      e t sin ⁡  ( t ) )


   (    x  ( t )   y  ( t )   z  ( t ) ) =    k 1   e  − t  (    1   1   − 1 ) +    a 1 ⁡   e t  (    cos ( t )   − sin ( t )   cos ( t ) ) +    a 2    e t  (    sin ( t )   cos ( t )   sin ( t ) )


   a 1 =   k ′ 2


   a 2 =   k ′ 3


  X  ( t ) =  (      x 1  ( t )     x 2 ( t ) )


       {        x 1 ′  ( t ) =   x 1  ( t ) +   x 2  ( t ) + 3   e  2 t       x 2 ′  ( t ) = 4   x 1  ( t ) +   x 2  ( t ) + 9 t


   X ′  ( t ) = AX  ( t ) + B ( t )


  A =  (    1  1     4  1 )


  B ( t ) =  (    3  e  2 t   9 t )


   P C  ( λ ) =   ( 1 − λ ) 2 − 4 =  λ 2 − 2 λ − 3


   P C  ( λ ) = ( 1 − λ − 2 ) ( 1 − λ + 2 ) = ( λ + 1 ) ( λ − 3 )


   λ 1 = − 1 ,  


   {    x + y = − x   4 x + y = − y


  y = − 2 x


   V 1 =  (    1   − 2 )


   V 1 )


   λ 2 = 3 ,  


   {    x + y = 3 x   4 x + y = 3 y


  y = 2 x


   V 2 =  (    1   2 )


   V 2 )


   X h  ( t ) =  k 1  V 1  e  − t +  k 2  V 2  e  3 t


   {     x 1  ( t ) =  k 1  e  − t +  k 2  e  3 t      x 2  ( t ) =   − 2 k 1  e  − t +   2 k 2  e  3 t


   X p  ( t ) =  (    at + b + α  e  2 t   ct + d + β  e  2 t )


     X ′ P  ( t ) =  (    a + 2 α  e  2 t   c + 2 β  e  2 t ) =  (    at + b + α  e  2 t + ct + d + β  e  2 t   4 at + 4 b + 4 α  e  2 t + ct + d + β  e  2 t ) +  (    3  e  2 t   9 t )


   (     ( a + c ) t + b + d + ( α + β + 3 )  e  2 t    ( 4 a + c + 9 ) t + 4 b + d + ( 4 α + β )  e  2 t ) =  (    a + 2 α  e  2 t   c + 2 β  e  2 t )


   {    a + c = 0   b + d = a   α + β + 3 = 2 α   4 a + c + 9 = 0   4 b + d = c   4 α + β = 2 β


   {    c = − a   b + d = a   4 b + d = − a   3 a + 9 = 0         β + 3 = α   4 α = β


   {    a = − 3   c = 3   b = 2   d = − 5       α = − 1   β = − 4


   X p  ( t ) =  (    − 3 t + 2 −  e  2 t   3 t − 5 − 4  e  2 t )


   {     x 1  ( t ) =  k 1  e  − t +  k 2  e  3 t − 3 t + 2 −  e  2 t      x 2  ( t ) =   − 2 k 1  e  − t +   2 k 2  e  3 t + 3 t − 5 − 4  e  2 t


   X p  ( t ) =  k 1 ( t )  (    1   − 2 )  e  − t +  k 2 ( t )  (    1   2 )  e  3 t


  X ′ ( t ) = AX  ( t ) + B ( t )


   k 1 ′  ( t )  (    1   − 2 )  e  − t +  k 2 ′  ( t )  (    1   2 )  e  3 t =  (    3  e  2 t   9 t )


   k 1 ′  ( t ) =    |        3 e  2 t                    e  3 t           9 t                       2 e  3 t |   |              e  − t                    e  3 t     − 2 e  − t                 2 e  3 t | =     6 e  5 t − 9   t    e  3 t    4   e  2 t =  3 2  e  3 t −  9 4 t  e t


   k 2 ′  ( t ) =    |             e  − t                           3 e  2 t       − 2 e  − t                       9 t       |   |              e  − t                    e  3 t     − 2 e  − t                 2 e  3 t | =     9   t    e  − t + 6 e t    4   e  2 t =  9 4 t     e  − 3 t +  3 2  e  − t


   k 1  ( t ) =    e  3 t 2 −  9 4     ∫ t  x  e x dx


   k 2  ( t ) = +  9 4     ∫ t  x  e  − 3 x dx −  3 2  e  − t


    ∫ t  x  e ax dx =    [   x  e ax a ] t −   ∫ t     e ax a dx =   t    e at a −    [    e ax   a 2 ] t =    ( at − 1 )    e at   a 2


    ∫ t  x  e x dx =  ( t − 1 )    e t


    ∫ t  x  e  − 3 x dx =    ( − 3 t − 1 )    e  − 3 t 9


   k 1  ( t ) =    e  3 t 2 −  9 4    ( t − 1 )    e t


   k 2  ( t ) = −      ( 3 t + 1 )    e  − 3 t 4 −  3 2  e  − t


   X p  ( t ) =  k 1  ( t )  (    1   − 2 )  e  − t +  k 2  ( t )  (    1   2 )  e  3 t =  (    e  3 t 2 −  9 4    ( t − 1 )    e t )  (    1   − 2 )  e  − t +  ( −      ( 3 t + 1 )    e  − 3 t 4 −  3 2  e  − t )  (    1   2 )  e  3 t


   X p  ( t ) =  (    e  2 t 2 −  9 4    ( t − 1 ) )  (    1   − 2 ) +  ( −      ( 3 t + 1 )   4 −  3 2  e  2 t )  (    1   2 ) =  e  2 t  (     1 2 −  3 2   − 1 − 3 ) +  (    −   9 ( t − 1 ) 4   −      ( 3 t + 1 )   4     9   ( t − 1 ) 2   −      ( 3 t + 1 )   2 )


   X p  ( t ) =  e  2 t  (    − 1   − 4 ) +  (    − 3 t + 2   3 t − 5 ) =  (    − 3 t + 2 −  e  2 t   3 t − 5 − 4  e  2 t )


  X ′ ( t ) = AX  ( t ) + B ( t )


  A =  (    − 1  − 1   1  − 3 )


  B  ( t ) =  (    t   0 )


   P C  ( λ ) =  ( − 1 − λ )  ( − 3 − λ ) + 1 =  λ 2 + 4 λ + 4 =   ( 2 + λ ) 2  


  λ = − 2 ,  


   {    − x − y = − 2 x   x − 3 y = − 2 y


  y = x


   V 1 =  (    1   1 )


   V 1 )


  J =  (    − 2  1   0  − 2 )


   V 2 =  (    x   y )  


  A  V 2 = − 2  V 2 +  V 1


   {    − x − y = − 2 x + 1   x − 3 y = − 2 y + 1


   {    x − y = + 1   x − y = + 1 .


   V 2 =  (    0   − 1 )


   U ′ = JU


   {      u ′ 1  ( t ) = − 2  u 1 ( t ) +  u 2 ( t )       u ′ 2  ( t ) = − 2  u 2 ( t )


   {      u ′ 1  ( t ) + 2  u 1  ( t ) =  k 2  e  − 2 t      u 2 ( t ) =  k 2  e  − 2 t


   {     u 1  ( t ) =  k 2 t     e  − 2 t +  k 1  e  − 2 t      u 2 ( t ) =  k 2  e  − 2 t


   X h  ( t ) =  k 1  V 1  e  − 2 t +  k 2 t  V 1  e  − 2 t +  k 2  V 2  e  − 2 t


   {     x  1 h  ( t ) =  k 1  e  − 2 t +  k 2  te  − 2 t      x  2 h  ( t ) =  k 1  e  − 2 t +  k 2 t  e  − 2 t −  k 2  e  − 2 t


   X p  ( t ) =  (    at + b   ct + d )


     X ′ P  ( t ) =  (    a   c ) =  (    − at − b − ct − d   at + b − 3 ct − 3 d ) +  (    t   0 )


   (    −  ( a + c ) t + t − b − d    ( a − 3 c ) t + b − 3 d ) =  (    a   c )


   {    − a − c + 1 = 0   a = − b − d   a − 3 c = 0   b − 3 d = c


   {    − 4 c + 1 = 0   − b − d = 3 c   a = 3 c   b − 3 d = c


   {    c =  1 4   a =  3 4   d = − c = −  1 4   b = c + 3 d = −  1 2


   X p  ( t ) =  (     3 4 t −  1 2    1 4 t −  1 4 )


   {     x 1  ( t ) =  k 1  e  − 2 t +  k 2  te  − 2 t +  3 4 t −  1 2      x 2  ( t ) =  k 1  e  − 2 t +  k 2 t  e  − 2 t −  k 2  e  − 2 t +  1 4 t −  1 4


    f   ( 3 )  ( t )   + f  ′ ′  ( t ) − 10   f ′  ( t ) + 8 f  ( t ) = 4  e  2 t


  X  ( t ) =  (       f  ( t )   f ′  ( t )   f ′ ′ ( t ) )


  X ′ ( t ) = AX  ( t ) + B ( t )


  A =  (    0  1  0   0  0  1   − 8  10  − 1 )


  B  ( t ) =  (    0   0   4  e  2 t )


   P C  ( λ ) =  ( − λ )  [  ( − λ )  ( − 1 − λ ) − 10 ] − 8


   P C  ( λ ) = − ( λ − 2 ) ( λ − 1 ) ( λ + 4 )


   λ 1 = 1 ,  


   {    y = x   z = y   − 8 x + 10 y − z = z


   {    y = x   z = y


   V 1 =  (    1   1   1 )


   V 1 )


   λ 2 = 2 ,  


   {    y = 2 x   z = 2 y   − 8 x + 10 y − z = 2 z


   {    y = 2 x   z = 2 y


   V 2 =  (    1   2   4 )


   V 2 )


   λ 3 = − 4 ,  


   {    y = − 4 x   z = − 4 y   − 8 x + 10 y − z = − 4 z


   {    y = − 4 x   z = − 4 y


   V 3 =  (    1   − 4   16 )


   V 3 )


   X h  ( t ) =  k 1  V 1  e t +  k 2  V 2  e  2 t +  k 3  V 3  e  − 4 t


   X h  ( t ) =  k 1    (    1   1   1 ) e t +  k 2  (    1   2   4 )  e  2 t +  k 3  (    1   − 4   16 )  e  − 4 t


  λ


   (    1   λ         λ 2 )


   X p  ( t ) =  (    at  e  2 t + b  e  2 t   2 at  e  2 t + ( a + 2 b )  e  2 t   4 at  e  2 t + ( 4 a + 4 b )  e  2 t )


  ( at + b )  e  2 t


  a  e  2 t


   e  2 t


    X ′ p  ( t ) =  (    2 at + ( a + 2 b )   4 at + ( 4 a + 4 b )   8 at + ( 12 a + 8 b ) )  e  2 t =  e  2 t  (    2 at + a + 2 b   4 at + 4 a + 4 b   − 8 ( at + b ) + 10  ( 2 at + a + 2 b ) −  ( 4 at + 4 a + 4 b ) + 4 )


  8 at + 12 a + 8 b = − 8 at − 8 b + 20 at + 10 a + 20 b − 4 at − 4 a − 4 b + 4


  12 a = 6 a + 4


   X p  ( t ) =  e  2 t  (     2 3 t + b    4 3 t +  2 3 + 2 b    8 3 t +  8 3 + 4 b )


  X  ( t ) =  k 1    (    1   1   1 ) e t +  k 2  (    1   2   4 )  e  2 t +  k 3  (    1   − 4   16 )  e  − 4 t +  (     2 3 t  e  2 t    4 3 t  e  2 t +  2 3  e  2 t    8 3 t  e  2 t +  8 3  e  2 t )


   X p  ( t ) =  e  2 t  (     2 3 t −  7 9    4 3 t −  8 9    8 3 t −  4 9 )


  X  ( t ) =  k 1    (    1   1   1 ) e t +  k 2  (    1   2   4 )  e  2 t +  k 3  (    1   − 4   16 )  e  − 4 t +  e  2 t  (     2 3 t −  7 9    4 3 t −  8 9    8 3 t −  4 9 )


   X p  ( t ) =  k 1 ( t )    (    1   1   1 ) e t +  k 2 ( t )  (    1   2   4 )  e  2 t +  k 3 ( t )  (    1   − 4   16 )  e  − 4 t


   k 1 ′  ( t )  (     e t    e t    e t ) +  k 2 ′  ( t )  (     e  2 t   2  e  2 t   4  e  2 t ) +  k 3 ′  ( t )  (     e  − 4 t   − 4  e  − 4 t   16  e  − 4 t ) =  (    0   0   4  e  2 t )


   {     k 1 ′  ( t )  e t +  k 2 ′  ( t )  e  2 t +  k 3 ′  ( t )  e  − 4 t = 0    k 1 ′  ( t )  e t + 2  k 2 ′  ( t )  e  2 t − 4  k 3 ′  ( t )  e  − 4 t = 0    k 1 ′  ( t )  e t + 4  k 2 ′  ( t )  e  2 t +   16   k 3 ′  ( t )  e  − 4 t = 4  e  2 t


   k 1 ′  ( t ) =      |    0   e  2 t   e  − 4 t   0  2  e  2 t  − 4  e  − 4 t   4  e  2 t  4  e  2 t    16 e  − 4 t |   |     e t   e  2 t   e  − 4 t    e t  2  e  2 t    − 4 e  − 4 t    e t    4 e  2 t    16 e  − 4 t |


   k 2 ′  ( t ) =      |     e t  0   e  − 4 t    e t  0  − 4  e  − 4 t    e t  4  e  2 t    16 e  − 4 t |   |     e t   e  2 t   e  − 4 t    e t  2  e  2 t    − 4 e  − 4 t    e t    4 e  2 t    16 e  − 4 t |


   k 3 ′  ( t ) =      |     e t   e  2 t  0    e t  2  e  2 t  0    e t  4  e  2 t  4  e  2 t |   |     e t   e  2 t   e  − 4 t    e t  2  e  2 t    − 4 e  − 4 t    e t    4 e  2 t    16 e  − 4 t |


   k 1 ′  ( t ) =     − 24  30    e  − t


   k 2 ′  ( t ) =  


    20    e  − t  30    e  − t


   k 3 ′  ( t ) =     4    e  5 t  30    e  − t


   k 1 ′  ( t ) =     − 4  e t  5  


   k 2 ′  ( t ) =  2 3  


   k 3 ′  ( t ) =     2    e  6 t 15


   k 1  ( t ) =   −  4 5  e t


   k 2  ( t ) =  2 3 t


   k 3  ( t ) =      e  6 t 45


   X p  ( t ) =  (    −  4 5 +  2 3 t +  1 45   −  4 5 +  4 3 t −  4 45   −  4 5 +  8 3 t +  16 45 )  e  2 t


   X p  ( t ) =  (     2 3 t −  7 9    4 3 t −  8 9    8 3 t −  4 9 )    e  2 t


  f  ( t ) =  2 3 t  e  2 t +  k 1  e t +  k 2  e  2 t +  k 3  e  − 4 t


  f  ( t ) =  2 3 t  e  2 t −  7 9  e  2 t   +  k 1  e t +  k 2  e  2 t +  k 3  e  − 4 t

