ENSICAEN - 1A Matériaux et Chimie - FISE
TD1 - Systémes différentiels linéaires
CORRIGE

Exercice 1. Systeme homogene : solutions complexes et réelles

x(8) = 2x: (1) + x, (1t) ,
X'(t) = AX(t) avec A = ( 5 1)
Le polynéme caractéristique Pc(A) = dét(A - Alo) vaut Pc(A) = (1 — A)% — 4 = A2 — 2\ — 3 soit
PP =(1-2-2)1—-2+2)=A+1)(A—3). Le polyndbme caractéristique Pc(1) admet
deux racines réelles -1 et 3. A est diagonalisable dans R.

On cherche les sev propres associés aux valeurs propres :

- , . . 2y = —
Pour A; = —1, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : {chx++§// _ _;
i.e. y = —x => un générateur possible est V; = (_11) , soit Ker(A+1)=VECT(V;).
L , . . 2y =3x.
Pour A, = 3, les vecteurs propres de ce sev vérifient les égquations suivantes : {)Zcx++§ _ 3; i.e.

Yy = x => un générateur possible est V, = (D , soit Ker(A-31)=VECT(V,).

La solution est donc Xj(t) =k,Vie t+k,V,e3t (oU ki et k. sont des constantes) soit
{ Xl (t) == kle_t + k2e3t
X (t) = _kle_t + kzegt

o [x1() = —xa(t)

ii p
@D { x,(t) = 3x,.(t)
X'(t) = AX(t) avec A = (% _01)
Le polynédme caractéristique Pc(L) = dét(A - Alp) vaut Pc(A) = A2 + 3 = (A +iV3) (A — iv/3) soit
Le polynéme caractéristique Pc(L) admet deux racines complexes conjuguées —iv3 et iv3. A
est diagonalisable dans C.

On cherche le sev propre associé a une des valeurs propres A; = iV3 :

_— , . . —y =iv3x . ,
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : {Sy .1\\//_;x i.e —iv/3x et
x =1V3y

Ly =
. \ . . "y 1
appartiennent donc a une droite vectorielle dont un vecteur générateur est V; = (—i\/§)
o — . "y - 1
Le sev propre associé a A, = A; = —iv3 a pour générateur est V, = V; = (L\/§)

La solution homogéne complexe est donc X;,(t) = klvleiﬁt + kzvze‘iﬁt (ou kq et kz sont des
X, () = ky e"V3t 4 k,e71V3

constantes complexes) soit { . :
XZ (t) = _ikl\/gel\/?_’t + ikz\/ge_l\/gt



) ) 3 V3 . elV3t
Une autre base de I'ensemble des solutions est Re(V;e'V3t) et Im(V;e'V3?!) soit Re _
—iv/3elV3t

piV3t . { cos(\/3t) ) < sin(v3t) >
et Im(_i\/gei\/?t> soit <\/§sin(\/§t) ot —/3cos(vV3t)/ "

. e _ cos(v/3t) sin(v3t) )
Et la solution peut s'écrire X;,(t) = C; <\/§sin(\/§t)> +C; <—\/§cos(\/§t)

't{ x4 (t) = Cycos(V3t) + Csin(v/3t)
"7 (0 = V3Csin(v3t) — V3C, cos(v3t)

Autre possibilité : on écrit les solutions du systeme homogene sous la forme de combinaisons
linéaires des fonctions cos(¥/3t) et sin(v/3t) soit :

{xl (t) = Ccos(v/3t) + Dsin(v/3t)
X, (1) = Ecos(\/gt) + Fsin(V/3t)

On réinjecte dans le systeme et on identifie :

{—C\/ﬁsin(t) + DV3 cos(V3t) = — Ecos(V3t) — Fsin(v/3t) {E = 3D
—E+/3sin(t) + FV3 cos(\/§t) = 3C cos(\/§t) + 3Dsin(v/3t) o F =+/3C

X, (t) = Ccos(¥/3t) + Dsin(+/3t)
X, (t) = —V3Dcos(V3t) + V3Csin(v3t)

On a donc comme solution du systeme : {

Xn(t) = CX;(t) + DX, (t) avec X, (t) = < \/%()Ssll(l\(/j;)t)> et X,(t) = (—j%t&f%t)) (avecCetD

des constantes réelles)

x1 (1) = x1(t) — x,(1)
x2(t) = x1(t) + x(t)

X'(t) = AX(t) avec A = (11 _11>

Le polynéme caractéristique Pc()) = dét(A - Aly) vaut Pc(A) = (1 —A)2 +1 =22 -2+ 2. Le
polynéme caractéristique Pc(L) admet deux racines complexes conjuguées 1+i et 1-i. A est
diagonalisable dans C.

(iii){

On cherche le sev propre associé a une des valeurs propresA; =1 —i: Ey;

ix—y=20

Xx+iy=0 le.y =ix et

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : {

appartiennent donc a une droite vectorielle dont un vecteur générateur est V; = (1)
Pour le sev propre associé a A, = A; = 1 +1i : E1y, il @ pour générateur est V, =V, = (_11)

La solution homogéne complexe est donc X, (t) = k,V;e(1~Dt 4 k,v,e(1+Dt (o4 ks et ko sont
Xl (t) = kle(l_i)t + kze(1+i)t

X, (t) = ik, e(1~Dt — jk,e(1+Dt ou

des constantes complexes) soit {

x1 (1) = ef(k et + k,etit)
X, (t) = e'(ik; e — ik, ety



Une autre base de I'ensemble des solutions est Re(V;e(*~Dt) et Im(V,e(1~Dt) soit
Re (éttcos(t) — iett s.in(t)) ot Im (?ttcos(t) — iett s.in(t)) coit (etth)s(t)) ot (—izt sin(t)) ot
iet cos(t) + e'sin(t) ie' cos(t) + e'sin(t) e'sin(t) e’ cos(t)
et cos(t)) (—et sin(t)) coit {Xl (t) = A, etcos(t) — A, e'sin(t)
2

Xh(t) = A (etsin(t) et COS(t) X5 (t) =A etSin(t) + A, etCOS(t)‘

Autre possibilité : on écrit les solutions du systeme homogeéne sous la forme de combinaisons
linéaires des fonctions e'cos(t) et e'sin(t) soit :
{xl (t) = C4 e'cos(t) + C, e'sin(t)
X5 (t) = D; etcos(t) + D, e'sin(t)
On réinjecte dans le systeme et on identifie :

{(C1+C2) etcos(t) + (—C;+Cy) e'sin(t) = (C;—D;)etcos(t) + (C,—D,) e'sin(t) {Dl =—C,
(D;+D,)etcos(t) + (—D;+D,) e'sin(t) = (C;+D;)etcos(t) + (C,+D,) e'sin(t) Y1 =¢

On a donc comme solution du systeme :

X1 (t) = C4 e'cos(t) + C, e'sin(t)
{xz (t) = C; etsin(t) — C, e'cos(t)
et sin(t)
—e'cos(b)

et cos(t)) ot

ou Xp(t) = C1X;(t) + C,X,(t) avec X (t) = (et sin(t)

X, = (

) (avec Cq et C; sont des constantes réelles)

Exercice 2. Systeme homogene

x'(t) = 3x(t) —y(t) +z(t) x(t) 3 -1 1
() y'(t) = 2y(t) soit X'(t)=AX(t) ou X(t) = | y(t) |etA = (0 2 O)
z'(t) = x(t) — y(t) + 3z(t) z(t) 1 -1 3

On forme le polyndme caractéristique Pc(A) = dét(A - Als)

PPN =C@B-ND[C-DB-D]-C-)=0—-61+A2)(2—-1) —2=-23+8\% —201+ 16
soit () = —(A—2)(A2 =61 +8) = —(A—2)(A — 2)(A — 4). A n'est diagonalisable que si le
sev associé a la valeur propre 2 soit Ker(A-2I) est de dimension 2.

On cherche le sev propre associé a A = 2 : E;=Ker(A-2I)

3x—y+z=2x

Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : 2y =2y soit
X—y+3z=2z

{x —y+z =0, ils appartiennent a un plan vectoriel de dimension 2 dont une base peut étre

1 0
Vv, = < 0 ) etV, = (1) et Ex=vect(Vs, V) (le choix des vecteurs V1 et V2 est non unique) ; la

-1 1
matrice A est donc diagonalisable.

On cherche le sev propre associé a A = 4 : E4=Ker(A-4l)



3x—y+z=4x
Les vecteurs propres de ce sev Vérifient les équations suivantes: 2y =4y
X—y+3z=14z

—x—-y+z=0 _
{ y=0 soit {y _ 0 et appartiennent a une droite vectorielle dont un générateur
x—y—z=0 X=1z
1
estV, = (0) : BEa=vect(Va)
1
La solution de I'équation homogéne est donnée par
Xn () 1 0 1
yn(t) | = k; exp(2t) < 0 ) + k, exp(2t) (1) + k3 exp(4t) (0) .
Zh(t) -1 1 1
x'() = x(t) + 4y(t) — 2z(t) x() 1 4 =2
(i) y'(t) = 6y(t) — 3z(t) soit X'(t)=AX(t) ou X(t) = | y(t) | et A = ( 0 6 —3)
z'(t) = —x(t) + 4y(t) z(t) -1 4 0

On forme le polyndme caractéristique Pc(A) = dét(A - Als)

P =1 -6 - +12] - (-12+2(6-2) =(12-6A+2)(1 - D) + 22 = -2 +
1422 —16A+12 soit Pc(A) =-A3+472%2 —16A+12=-A—-2)(A—2)(A—3).A n'est
diagonalisable que si le sev associé a la valeur propre 2 soit Ker(A-2l) est de dimension 2.

On cherche le sev propre associé a A = 2 : E;=Ker(A-2l)
X+4y — 2z = 2x

Les vecteurs propres de ce sev Vérifient les équations suivantes: { 6y —3z=2y  soit
—X+ 4y = 2z
—x+4y—-22=0 3z
i 4y —-3z=0 {y =% ils appartiennent a une droite vectorielle (dimension 1) dont un
—x+4y—2z=0 "2=X
4
vecteur générateur est V, = (3) Le sev E2=vect(V); la matrice A n’est donc pas diagonalisable
4

mais comme le polyndme caractéristique est scindé, A est semblable a une matrice de Jordan

3 00

J= (0 2 1) reliée a A par A = P.].P~1. On cherche un vecteur propre associé a A = 3 et on
0 0 2

complete la base associée a J avec la relation AV; = 2V; + V.

On cherche le sev propre associé a A = 3 : E3=Ker(A-3l)

X+ 4y — 2z = 3x
Les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes: 6y — 3z = 3y
—X+ 4y =3z

=z
3(y—2)=0 soit {y _ et appartiennent a une droite vectorielle dont un genérateur

—2x+4y—-2z=0
{ y

—X+4y—3z=0

1
estV, = (1) : Es=vect(V1)
1



X+4y—2z=2x+4 —Xx+4y—2z2=4
On cherche un vecteur tel que AV; = 2V; +V, soit{ 6y —3z=2y+3 soit{ 4y — 3z = +3
—X+4y=2z+4 —X+4y—2z=4
_ _ 0
ou {_X tdy—2z=4 {4y =3+32 o, prend (par exemple) V; = [ 3/2 |. La matrice de
x=z—1 x=z—1 1
1 4 O
passage est donc P = (1 3 3/2)
1 4 1
u(®
X'(t)=AX(t) devient U'(t)=JU(t) (X(t)=PU(t)). On note U(t) =| v(t) |, on résoud le systeme
w(t)
u'(t) = 3u(t) u(t) = k.e3t
U'(t)=JU(t) soit : { v'(t) = 2v(t) + w(t). La résolution conduit & {v(t) = k,e?t + kste?t puis a
w'(t) = 2w(t) w(t) = kze?®

x(t) = u(t) + 4v(t) = kie3t+4k,e?t + 4kste?t
y(t) = u(t) + 3v(t) + %w(t) = k,e3t + 3k,e2t + 3kste?t + §k3e2f ou
z(t) = u(t) + 4v(t) + w(t) = kie3 + 4k,e?t + 4kste?t + kye?t

x(t) 1 4 4 0
y(©) | = kie® <1> + kye?t (3) + kse?t [(3) t+ (3/2)].
z(t) 1 4 4 1

Exercice 3. Systeme avec second membre

x1(t) = x1(t) + x,(t) + 3e?t

_ xl(t)) ; ‘ iffé [ {
X(@) = ( solution du systeme différentiel x5 (t) = 4x;(t) + x,(t) + 9t

X, (8)

X'(t) = AX(t) + B(t) avec A = (i D et B() = (Bgtzt)

1) Solution homogeéne :

Le polynéme caractéristique Pc(h) = dét(A - Aly) vaut Pc(A) = (1 —2)%2 — 4 =A% — 21 — 3 soit
P =(1-2-2)(1—-2+2)=A+ 1)(A—3). Le polynOme caractéristique Pc(A) admet deux
racines réelles -1 et 3. A est diagonalisable dans R.

On cherche les sev propres associés aux valeurs propres :

, g , . . XxX+y=—x
Pour A; = —1, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes : {4x Yy=—y
i.e. y = —2x => un générateur possible est V; = (_12) , soit Ker(A+1)=VECT(V,).
Pour A, = 3, les vecteurs propres d v vérifient les équations suivant ,{x+y=3xi
our A, = 3, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suiva es'4x+y=3y £.

y = 2x => un générateur possible est V, = (é) , soit Ker(A-3l)=VECT(V,).

La solution est donc Xj(t) =k,Vie t+k,V,e3t (oU ki et k. sont des constantes) soit
{ X1 (t) = kle_t + k2e3t
Xz(t) = _Zkle_t + 2k2€3t



at + b + ae?t

ct+d+ B€2t>' on réinjecte dans le

2) On choisit comme solution particuliere : X, (t) = (

systeme différentiel et on identifie les coefficients :

X! (t)Z(a+2ae2t): at+b + ae?t + ct + d + Be?t (3e2t) soit
P c+ 2Be?t 4at + 4b + 4ae?t + ct + d + Be?t ot
{ a+c=0
b+d=a
(@+ot+b+d+ (a+p+3)e* —(a+2a92t) ce qui conduit a atp+3=2a soit
(4a+c+9t+4b+d+ (4a+B)e?t)  \c+2pe?)’ a 4a+c+9=0
4b+d=c
5 4a+ B =28
C=—a a=—
b+d=a (C:
3a+9=0 SOty g4-_5-
B+3=a a=-1
4a=f B=—4

—3t+2—e?
3t—5—4e?t

x;() = ket + kye3t —3t+2 —e?t
Xz(t) = _Zkle_t + 2k263t + 3t - 5 - 462t'

On obtient comme solution particuliere X, (t) = ( ) et comme solution générale

du systeme différentiel {

Exercice 4. Systeme avec second membre

X'(t) = AX(t) + B(t) oU A = (_11 :g) et B® = ()

Solution homogéne :
Le polyndme caractéristique vaut Pc(A) = (-1 —A)(-3-D)+1=22+41+4=(2+1)?. Le
polynéme caractéristique Pc(L) admet une racine double (-2).

On cherche le sev propre associé a cette valeur propre : pour A = —2, les vecteurs propres de
—-X—y=-2x.

ce sev verifient les équations suivantes : {x _3y =2y €Y=X=> le sev est de dimension

1, un générateur possible est V; = (1) , soit Ker(A+21)=VECT(V;). A nest pas diagonalisable
dans R mais est trigonalisable et on peut trouver une matrice semblable a A: ] = (_02 _12)
X .. .

y) en utilisant la relation

On choisit V, = (_01) (choix

w'1(6) = —2uy () + uz(0)
u'5 (0 = —2uy(b)
u'; () + 2u, (t) = ke 2t uy () = kpte 2t + ke 2t

{ uy(t) = kye™2t u, (t) = kpe™2t

obtient X, (t) =k, Vie 2t + k,tV;e 2t + k,V,e72t (ol ki et k. sont des constantes) soit
X1h(0) = k72t + k,te ™2t

{th(t) =k,e 2t + kyte 2t — k,e™2t

La base des vecteurs de J est composée de V; et V.. On obtient V, = (
L (~x—y=-2x+1 . (x—y=+1
AV, = —2V, +V, soit { Xoy=-—oxd t {x y=+

x—3y=-2y+1 x—y=+1

arbitraire) puis on résout U’ =]JU soit le systéeme différentiel {

qui a pour solution { . Et comme X=PU, on

Solution générale :
at+b

n réinjecte dans | stéeme
ct+d)’o éinjecte e syste

On choisit comme solution particuliére : X, (t) = (

différentiel et on identifie les coefficients :
, _(ay _(—at—b—-ct—d t .
X'p(0) = (c) - (at +b—3ct— 3d) + (0) soit



—a—c+1=0 —4c+1=0

—(a+c)t+t—b—d)_ a . s a=-b-d . J—=b—d=3c .
( (a—30t+b-3d )= (C) , ce qui conduita{ °” "7 " soit = 3c soit
b—3d=c b—-3d=c
c=2
4
a =E —-t—-
. * | . On obtient comme solution particuliére X,(©=|7 2| et comme
=—Cc=—= Zt—=
4 4

b=c+3d=—
Xl(t) = kle_Zt + kzte_Zt + %t _%

solution générale du systeme différentiel Y
X9 (t) = kle_Zt + kzte_Zt - kze_Zt + Zt - Z

Exercice 5. Résolution d'une équation différentielle linéaire (EDL) d'ordre 3
Trouver les solutions réelles f(t) de 'EDL d'ordre 3 : f®(t)+£"(t) — 10f'(t) + 8f(t) = 4e?t

f(@®) 0 1 0 0
1N X = f'(t) | X'(t) = AX(t) + B(t) avec A = < 0 0 1 ) et B(t) = < 0 )Ie
£ () -8 10 -1 4e2t
2) Solution homogeéne:
Le polyndme caractéristique Pc(L) = dét(A - Al3) vaut Pc(A) = (=) [(—1)(—1 —2A) — 10] — 8 soit
Pc() = —(A = 2)(A — 1)(A + 4). Le polyndme caractéristique Pc(L) admet trois racines réelles 1,
2 et -4. A est diagonalisable dans R.

On cherche les sev propres associés aux valeurs propres :

Pour A; =1, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes:
y=x 1
=X
z=Yy ie. {321 —y => un générateur est V; = (1) soit Ker(A-1)=VECT(V,).
—-8x+10y—z=2z 1
Pour A, =2, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes:
y=2x = 2x 1
z=2y ie. {321 ; 9y => UN générateur est V, = (2) soit Ker(A-21)=VECT(V,).
—8x + 10y — z = 2z y 4
Pour A; =—4, les vecteurs propres de ce sev vérifient les équations suivantes:
y=—4x y = —4x 1
z=—4y ie. {Z — _gy=>UN générateur est V; = [ —4 |, soit Ker(A+41)=VECT(V3).
—8x + 10y — z = —4z Y 16

La solution homogeéne est donc X, (t) = k,V;et + k,V,e2t + kyVze ™t (ol ki, ko et ks sont des
1 1 1

constantes) soit X;,(t) = k; (1) et +k, <2> e’t + kj (—4) e 4t
1 4 16

Remarque : Pour le sev propre associé a une valeur propre 2, a cause de la forme particuliere
de la matrice A (la position des 1 des premieres lignes), le vecteur propre sera nécessairement

1
de la forme < A )
)\2



ate?t
Solution générale : on prend comme solution particuliere X, (t) = ( 2ate?t + ae?t > (on utilise

4ate?t + 4ae?t
le fait que la deuxieme ligne est la dérivée de la premiere et que la troisieme la dérivée de la

deuxiéme). On prend ate?* et pas ae?* car e?t est solution de I'équation homogene.
On réinjecte dans le systeme différentiel, on obtient :

2ate?t + ae?t 2ate?t + ae?t
X'p(®) = 4ate?' + 4ae?t | = 4ate?t + 4ae?t
8ate?! + 12ae?t —8ate?t + 10(2ate?* + ae?t) — (4ate?t + 4ae?") + 4e2t

La troisieme ligne donne 8at + 12a = —8at + 10(2at + a) — 4at — 4a + 4 soit 12a = 6a+ 4 ou
( - \
3
a=2/3 => X, () = %te2t + %eZt et la solution générale du systéme différentiel est :

8, 2t 8 2t
—te“"+-e
3 3

2
3

1 1 1
X() = k4 (1) et +k, <2> e?' + ks (—4) e+ %teZt + %eZt
1 4 16 8

8 2t
—te?t 4+ e
3 t 3

3) On en déduit la solution générale f(t) (premiere ligne de X(t)) :

2
f(t) = §te2t + ket + kye?t + kze™#t



