ENSICAEN - 1A Matériaux et Chimie - FISE
TD2 - Variations de fonctions a plusieurs variables
CORRIGE

Exercice 1. Intégration d’équations aux dérivées partielles
Soit f une fonction de deux variables et de classe C?.

) a—f =0 admet comme squtions les fonctions telles que f(x,y) = @1 (y)

2
(u) — =0 soit — P (ZD 0 > —=@,(y) et % = 0 admet comme solutions les fonctions

teIIes que f,y) = x 02 (y) + ll)l(Y)

_ of af a%f . .
(iii) W 0 soit — (ay) =0=>-"=@3(y) et oy = 0 admet comme solutions les fonctions

telles que f(x,y) = (p4(y) + P, (x) aVE‘C 0'2(y) = p3(»)

Exercice 2. Regle de dérivation en chaine

F une fonction de classe C%(R?, R). f(x) = F(3x + 1,—x) = F(u(x), v(x)),
ulx) =3x+1letv(x) =—

a) f'(x0) =u' (). 55 (u,v) + v/ (0.2 (u,v) = 3.2 (,v) + (—1). 5 (u,v)

0700 05 (3% ) Vi 2 (2 ) <22 (6 -2 - 2 a2

9%F(u,v)

p 9 (L 0F a_F) _ i( dF 6F) _ q0*Fwy) ,0°F(wvy) ., 9*F(uv) .
f ( ) =3. 6u( av aw\“ou av) 9 26u2 ;’)u v ) dv ou t 26172 SOIt2

" _ 2 0 6_F _ a_F) _ i( aF BF) _ q0°F(uv) _ 0“F(u,v) ., 0°F(u,v) 0°F(uw,v) _ 9°F(u,v)
f (x) =3 (3 ou ov aw\"ou av) 9 ou? du dv t ov? car dudv  odvou

d'apreés le théoréme de Schwarz qui s'applique car F est de classe C?.

Exercice 3. EDP résolue par changement linéaire de variables

f et F deux fonctions a valeurs réelles, de classe C 2sur R% f(x,y) = F(u,v),otu=U(x,y) =x +a
y y y

etv = V(x,y) = x + by, avec a et b des constantes réelles.

a) La matrice Jacobienne doit étre inversible, son déterminant vaut b-a, il faut donca # b

) of _9F(uv)du , 9F(uv)dv _ 9F(uv) + OF(uv) _OF  OF

ax  du ox v 0x ou v du v
of _0F(uwv)du , OF(uv)dv _  9F(u,v) aF(u v) oF oF
6y_ du 0dy v 6y_a u +b 6u+bav
L N T O a_F)a_v_az_F 0% | 9°F  0°F
ax2 au\du ov/ax  ov\ou ov/ox ou? ' oudv ovou = ov?
9’f _ @ ( oF 6F) ou 3} ( ) _ 0 ( oF aF) a ( oF aF)
37 — o a6u+b6v 6y+6v +b 3y =a_-(a, +b +bav 5 +ba soit
%f _ Za F Za F 2 0%F 9%F 2 0°F
ayz + u ov v ou t+ vz =a du? + 2ab oudv +b v2
%’f o ( oF GF) ou 3} ( oF 6F) ov _ 0 ( oF GF) a ( oF aF) .
taxay_au a6u+b6v 6x+6v a6u+b6v ax  du 6u+b6v +6v a6u+b6v soit
0%f 0%F OF a
axay_aau2+bauav+ 6v6u+b6v2_ +( +b)a 6v+b0v2

of af _ o s 4 NOF L NOF _ . . B 4 5 OF _
c)a—a—Oestequwalenta(l a)—+ A =b)5-=0 soit en choisissant a=1 et b= 1’231;_0

qui a pour solution F(u,v) = ). Et f(x,y) = p(x +y)



d % - Z_f = 0 est équivalent a (1 — az) + 2(1 - ab)— +(1- bz)— = 0. En choisissant a=1

et b=-1, on a donc 4ﬁ =0ou 662 = 0 qui a pour solution F(u,v) = ¢(u) + Y (v).
Etf(x,y) = o(x +y) + Y (x =)
Iy . 0°f azf o*f
e)L equation —— — 2 %9y a_ = 0 est équivalente a
1+ a? —2a)—+2(1+ab—a—b)—+(1+b2—2b)——050|t
(1—a)2 +2(1—a)(1—b))—+(1— )2 —O En prenant a=0 et b=1 (u=x et v=x+y), on a
gi = 0 qui a pour solution F(u,v) = u.@(v) + 1/)(17) etdonc f(x,y) =x.o(x+y) +P(x +y)

Exercice 4. EDP résolue par changement de variables
Soit f une fonction de deux variables x et y, de classe C%sur I'ouvert U = {(x,y) € R?/x —y > 0}.

On resoud (x y) — —(x V+7(x—y)f(x,y) =0

a) f(x,y) = g(u,v), olu=xy et v=x+y, et g estune fonction de classe C?sur un ouvert.

of _ogwv)du  dguv)ov _  dg(uv)  dgwv)  dg | Og
ax  ou 6x+ v adx 7 du + ov _y'au+av
of _ dg(uwwv)du | dg(uw)dv _ X ag(u,v) n og(uyv) _ X ag n ag
dy  du ady v a9y = du v TTou  ov

b) g—i(x,}/) - %(x,y) + 7(x — y)f(x,y) = 0 est équivalent a (y — x). [Z—i - 79(u, v)] =0 soit
ag _ a_g _
P 7g(u,v) =0 ou Pl 79(u,v)

c) Z—‘Z = 7g(u,v) a pour solutions g(u,v) = K(v).exp (7u) et les solutions de I'EDP sont donc les

fonctions f telles que f(x,y) = K(x + y).exp (7xy)

Exercice 5. Recherche d’extremum, nature des points critiques
Soit la fonction f(x,y,z) de classe C*: f(x,y,z) = (x — 1D? + 3(y + 1)? + 2(y + 1) z + 322,
a) Dérivées partielles premiéres de f sur R®:

a—f=2(x—1),2—£=6(y+1)+22,g—£=2(y+1)+6z.

0x

Le (ou les) point(s) critique(s) de f sont caractérisés par g—i =2(x—1) =0, Z—; =6(y+1)+2z=0

et — =2y +1)+6z=0.Ilyadonc un seul point critique (x=1,y=-1,z=0).

b) On calcule les dérivées partielles secondes de f:

0*f _ ., 9*f _ . 9*f _ 9%f _ 9*f _ 9%f _ 9*f _ a%f _ 9%*f _ . .

oz = L T 6, Py 6, oxdy — ayox 0, %ds = 2m0% — 0et 3y0z — 970y 2. La matrice hessienne
2 0 0 X

vautdonc (0 6 2|, lesvaleurs propres de cette matrice sont 2 (cf. 1 colonne), 4 et 8 (trace=14,
0 2 6

déterminant=64) qui sont toutes positives. Il s'agit d'un minimum local.



