ENSICAEN - 1A Matériaux et Chimie FISE
TD2 - Variations de fonctions a plusieurs variables
CORRIGE

Exercice 1. Intégration d’équations aux dérivées partielles
Soit f une fonction de deux variables et de classe C?.

) a—f = 0 admet comme solutions les fonctions telles que f(x,y) = @1 (¥)

2
(u) — =0 soit —(Z—D =0 > = @,(y) et ZT = 0 admet comme solutions les fonctions

telles que flx,y) = x 2 (y) + wl(y)

*f _ of af %f . .
(ii1) Iy 0 soit — (6y) 0=>-"= = @3(y) et oy = 0 admet comme solutions les fonctions

telles que f(x,y) = <p4(y) +12(x) avec ¢'4(¥) = 93 ()

Exercice 2. Regle de dérivation en chaine

F une fonction de classe C%(RR?, R). f(x) = F(3x + 1,—x) = F(u(x),v(x)),
ulx)=3x+1letv(x) =—
a) f'(x) = u’(x).Z—z(u v) + v'(x). a—F(u v) = 3. a—F(u v) + (—1).Z—Z(u, V)

0 770 =) (33 - ) 4 v & (32 ) =32 (35 ) - 2 (52 )

oF ] dF _OF 62F(u v) 9%F(u,v) 9’F(uv) , 9%F(uv) __.
fr=3-(30-2) -2 (35 -2 =9 -3 -3 + ZEWY) oot
£"(x) = 3. _( a_u _ g_;) _ %_v( g_z _ g_?) 9 62F(u v) _6 6?;(?;11) BZF?Z,g;l car azaFv(u,v) _ 9%F(uw)
- ou odv ov du dv ou v ov? dudv  dvou

d'apres le théoreme de Schwarz qui s'appllque car F est de classe C?.

Exercice 3. EDP résolue par changement linéaire de variables

f et F deux fonctions a valeurs réelles, de classe C 2sur R f(x,y) = F(u,v), ol u = U(x,y) = x + ay

etv= V(x,y) = x + by, avec a et b des constantes réelles.

a) La matrice Jacobienne doit étre inversible, son déterminant vaut b-a, il faut donca # b

b) a_f _ 6F(u,v)6_u + 6F(u,v)6_17 _ OF(wv) + OF(w,v) _ 6_F 6_F
ax  du ox v dx  ou v ou  ov
of _0F(uwv)ou , OF(uw)dv _  9F(u,v) aF(u v) 6_F 6_F
ay_ ou 0dy v ay_a u +b 6u+b6v
2 _ 2 (3, oryou, 0 o a_F)a_v_az_F 0% | 0% | 9'F
ax2 au\ou ov/ax  ov\ou av/ox ou? ' oudv ovou  ov?
62f 3} ( OF 6F) ou 3} ( oF 6F) ov _ 0 ( oF GF) 3} ( d )
3y —au\%au T 05, 6y+6v az,tba)g, =aml\ag tby,) by lag, + b5 )soit
’f _ Za F 2 0°F 2 0%F 9%F 2 0°F
ayz + u ov v ou t+ vz =a du? + 2ab oudv +b v2
o%f _ 0 oF 6F) u a ( oF 6F) dv _ 0 ( OF) a ( )
Etaxay—au( Ly ax+av EipI) =2 (a4 p2) + 2 (aZ+ b2 soit
e R TR L P L R o X
axdy 6u2 6u 6 617 au av? ou 617 V2



c) a_ = 0 est équivalent a (1 — a)—+ 1- b)g—i = 0 soit en choisissant a=1 et b=-1, 2‘;—5 =0
qui a pour solution F(u,v) = ). Et f(x,y) = p(x +y)

2
d —Zx’; — —Zy’; = 0 est équivalent a (1 — )— +2(1 - ab)— + (1 - bz)— = 0. En choisissant a=1
2
et b=-1, on a donc 4% =0ou aiau = 0 qui a pour solution F(u,v) = ¢(u) + ¢ (v).

Etf(uy) =o(x+y) +y(x—y)

o, o o
dx2 26x6y+62

e) L'équation = 0 est équivalente a

1+ a? 2a) +2(1+ab—a—b)—+(1+b2 2b)——050|t
a- )ZaF+2(1—a)(1—b))—+(1—b)26F—O En prenant a=0 et b=1 (u=x et v=x+y), on a
gi = 0 qui a pour solution F(u,v) = u.@(v) + P (v), etdonc f(x,y) = x.p(x +y) +P(x + y)

Exercice 4. EDP résolue par changement de variables

Soit f une fonction de deux variables x et y, de classe C?sur I'ouvert U = {(x,y) € R?/x —y > 0}.
On resoud (x y) — —(x V+7x—=y)f(x,y) =0

a) f(x,y) = g(u,v),olu=xy et v=x+7y,etgestune fonction de classe C*sur un ouvert.

af _ dg(uv)ou , dgluv)dv _  dg(uwv) , dg(wv) _ _ 0g , 0g
- ow ax T o ax Y aw T v Vo
of _dguv)ou , dgluv)ov _  adguv) , 0gluv) _  dg , dg
- ow o oy T ow T aw  Voulow

b) g—i(x,y) - z—f/(x,y) + 7(x —y)f(x,y) = 0 est équivalent a (y — x). [Z—i —-7g(u, v)] =0 soit
ag _ 99 _
i 7g(w,v) =0 ou pi 79(u,v)

<) Z—i = 7g(u,v) a pour solutions g(u,v) = K(v).exp(7u) et les solutions de I'EDP sont donc les
fonctions f telles que f(x,y) = K(x + y).exp(7xy)

Exercice 5. Recherche d’extremum, nature des points critiques

1) Soit la fonction f(x,y, z) de classe C? :f(x, y,z) = (x — 1)2 +3(y+1?+2(y +1)z + 322

a) Dérivées partielles premieres de f sur R3 —=2(x— 1) —=6W+1)+2z, 3—’; =2(y+1)+6z
Le (ou les) point(s) critique(s) de f sont caractérisés par é =2(x—1) =0, g—; =6(y+1)+2z=0

et 3—’; =2(y +1)+6z=0.Ilyadoncun seul point critique (x=1y=-1,z=0).
b) On calcule les dérivées partielles secondes de f:

P OF _ g Of g OF _0F _ O _ 9 % _ O _

ax2 ~ “' ay2 "9z2 ~ ' 9xdy  dydx ' 0xdz  9zdx et dydz  9zdy



2 00
La matrice hessienne vaut donc <0 6 2), les valeurs propres de cette matrice sont 2 (cf. 1°®
0 2 6

colonne), 4 et 8 (trace=14, déterminant=64) qui sont toutes positives. Il s'agit d'un minimum local.

2) Soit la fonction g(x,y) définie par: g(x,y) = cos(x) + cos(y). Etude sur I'ouvert [0, 2n[ x [0, 2m[.

a) Dérivées partielles premieres de g: Z—i = —sin(x), g—i = —sin(y). Les points critiques de g sont

caractérisés par Z—i =0et g—i = 0. Il y a donc 4 points critiques (0,0), (0, ), (11,0) et (i, 1) (sur U).

PE: PE
9 =29 —0. La

d%g
= —cos(x), 57 = —cos(y) et oxoy — ayox

SR . 62
b) Les dérivées partielles secondes de g sont : a—x‘z’
—cos(x)

matrice hessienne est Hy (x,y) = ( 0 —cos(y)

), il s'agit d'une matrice diagonale.

-1 0

En(00) Hy00) = (7,

) => les valeurs propres sont toutes strictement négatives => maximum

local pour (0,0).

-1 0
0 1

opposés => ce sont des points-selles.

1 0
0 1

En (0, ), Hy(0,m) = ( ) et en (1,0), Hy(m, 0) = ((1) _01) les valeurs propres sont de signes

En (m, m), Hy(m,m) = ( ) => |les valeurs propres sont toutes strictement positives => minimum

local pour (m, ).




   ( i )       𝜕 f  𝜕 x = 0  


  f ( x , y ) =   𝜑 1 ( y )                          


   ( i i )         𝜕 2 f  𝜕   x 2 = 0    


    𝜕  𝜕 x  (   𝜕 f  𝜕 x ) = 0 = >   𝜕 f  𝜕 x =   𝜑 2 ( y )  


          𝜕 2 f  𝜕   x 2 = 0


  f  ( x , y ) = x .   𝜑 2  ( y ) +   𝜓 1 ( y )


   ( i i i )         𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y = 0


    𝜕  𝜕 x  (   𝜕 f  𝜕 y ) = 0 = >   𝜕 f  𝜕 y =   𝜑 3 ( y )


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y = 0


  f  ( x , y ) =   𝜑 4  ( y ) +   𝜓 2 ( x )


    𝜑 ′ 4  ( y ) =   𝜑 3  ( y )


  f  ( x ) = F  ( 3 x + 1 , − x ) = F ( u ( x ) , v ( x ) )


  u  ( x ) = 3 x + 1   et   v  ( x ) = − x


    f ′  ( x ) =   u ′  ( x ) .   𝜕 F  𝜕 u  ( u , v ) +   v ′  ( x ) .   𝜕 F  𝜕 v  ( u , v ) = 3 .   𝜕 F  𝜕 u  ( u , v ) + ( − 1 ) .   𝜕 F  𝜕 v  ( u , v )


    f  ′ ′  ( x ) =   u ′  ( x ) .   𝜕  𝜕 u  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) +   v ′  ( x ) .   𝜕  𝜕 v  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) = 3 .   𝜕  𝜕 u  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) −   𝜕  𝜕 v  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v )


    f  ′ ′  ( x ) = 3 .   𝜕  𝜕 u  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) −   𝜕  𝜕 v  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) = 9     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕   u 2 − 3     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕 u   𝜕 v − 3     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕 v   𝜕 u +     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕   v 2


    f  ′ ′  ( x ) = 3 .   𝜕  𝜕 u  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) −   𝜕  𝜕 v  ( 3   𝜕 F  𝜕 u −   𝜕 F  𝜕 v ) = 9     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕   u 2 − 6     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕 u   𝜕 v +     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕   v 2


      𝜕 2 F ( u , v )  𝜕 u   𝜕 v =     𝜕 2 F ( u , v )  𝜕 v   𝜕 u


  F


  f  ( x , y ) = F ( u , v )


  u = U  ( x , y ) = x + a y


  v =   V  ( x , y ) = x + b y


    𝜕 f  𝜕 x =   𝜕 F ( u , v )  𝜕 u   𝜕 u  𝜕 x +   𝜕 F ( u , v )  𝜕 v   𝜕 v  𝜕 x =   𝜕 F ( u , v )  𝜕 u +   𝜕 F ( u , v )  𝜕 v =   𝜕 F  𝜕 u +   𝜕 F  𝜕 v


    𝜕 f  𝜕 y =   𝜕 F  ( u , v )  𝜕 u   𝜕 u  𝜕 y +   𝜕 F  ( u , v )  𝜕 v   𝜕 v  𝜕 y = a   𝜕 F  ( u , v )  𝜕 u + b   𝜕 F  ( u , v )  𝜕 v = a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v


      𝜕 2 f  𝜕   x 2 =   𝜕  𝜕 u  (   𝜕 F  𝜕 u +   𝜕 F  𝜕 v )   𝜕 u  𝜕 x +   𝜕  𝜕 v  (   𝜕 F  𝜕 u +   𝜕 F  𝜕 v )   𝜕 v  𝜕 x =     𝜕 2 F  𝜕   u 2 +     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v +     𝜕 2 F  𝜕 v 𝜕 u +     𝜕 2 F  𝜕   v 2


      𝜕 2 f  𝜕   y 2 =   𝜕  𝜕 u  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v )   𝜕 u  𝜕 y +   𝜕  𝜕 v  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v )   𝜕 v  𝜕 y = a   𝜕  𝜕 u  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v ) + b   𝜕  𝜕 v  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v )


      𝜕 2 f  𝜕   y 2 =   a 2     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + a b   𝜕 F  𝜕 u   𝜕 v + a b   𝜕 F  𝜕 v   𝜕 u +   b 2     𝜕 2 F  𝜕   v 2 =   a 2     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + 2 a b     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v +   b 2     𝜕 2 F  𝜕   v 2


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y =   𝜕  𝜕 u  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v )   𝜕 u  𝜕 x +   𝜕  𝜕 v  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v )   𝜕 v  𝜕 x =   𝜕  𝜕 u  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v ) +   𝜕  𝜕 v  ( a   𝜕 F  𝜕 u + b   𝜕 F  𝜕 v )


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y = a     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + b   𝜕 F  𝜕 u   𝜕 v + a   𝜕 F  𝜕 v   𝜕 u + b     𝜕 2 F  𝜕   v 2 = a     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + ( a + b )     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v + b     𝜕 2 F  𝜕   v 2


    𝜕 f  𝜕 x −   𝜕 f  𝜕 y = 0


  ( 1 − a )   𝜕 F  𝜕 u + ( 1 − b )   𝜕 F  𝜕 v = 0  


  2   𝜕 F  𝜕 v = 0


  F  ( u , v ) = 𝜑  ( u ) .


  f  ( x , y ) = 𝜑 ( x + y )


      𝜕 2 f  𝜕   x 2 −     𝜕 2 f  𝜕   y 2 = 0


   ( 1 −   a 2 )     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + 2  ( 1 − a b )     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v +  ( 1 −   b 2 )     𝜕 2 F  𝜕   v 2 = 0


  4     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v = 0


      𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v = 0


  F  ( u , v ) = 𝜑  ( u ) + 𝜓 ( v )


  f  ( x , y ) = 𝜑  ( x + y ) + 𝜓 ( x − y )


      𝜕 2 f  𝜕   x 2 − 2     𝜕 2 f  𝜕 x   𝜕 y +     𝜕 2 f  𝜕   y 2 = 0


   ( 1 +   a 2 − 2 a )     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + 2  ( 1 + a b − a − b )     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v +  ( 1 +   b 2 − 2 b )     𝜕 2 F  𝜕   v 2 = 0


     ( 1 − a ) 2     𝜕 2 F  𝜕   u 2 + 2  ( 1 − a ) ( 1 − b ) )     𝜕 2 F  𝜕 u 𝜕 v +    ( 1 − b ) 2     𝜕 2 F  𝜕   v 2 = 0


      𝜕 2 F  𝜕   u 2 = 0


  F  ( u , v ) = u . 𝜑  ( v ) + 𝜓 ( v )


  f  ( x , y ) = x . 𝜑  ( x + y ) + 𝜓 ( x + y )


  f


  x   et   y


  U = {  ( x , y ) ∈     R 2 /   x − y > 0 }


    𝜕 f  𝜕 x ( x , y ) −   𝜕 f  𝜕 y ( x , y ) + 7  ( x − y ) f ( x , y ) = 0


  f  ( x , y ) = g ( u , v )


  u = x . y     et     v = x + y


    𝜕 f  𝜕 x =   𝜕 g ( u , v )  𝜕 u   𝜕 u  𝜕 x +   𝜕 g ( u , v )  𝜕 v   𝜕 v  𝜕 x = y .   𝜕 g ( u , v )  𝜕 u +   𝜕 g ( u , v )  𝜕 v = y .   𝜕 g  𝜕 u +   𝜕 g  𝜕 v


    𝜕 f  𝜕 y =   𝜕 g ( u , v )  𝜕 u   𝜕 u  𝜕 y +   𝜕 g ( u , v )  𝜕 v   𝜕 v  𝜕 y = x .   𝜕 g  ( u , v )  𝜕 u +   𝜕 g  ( u , v )  𝜕 v = x .   𝜕 g  𝜕 u +   𝜕 g  𝜕 v


    𝜕 f  𝜕 x ( x , y ) −   𝜕 f  𝜕 y ( x , y ) + 7  ( x − y ) f ( x , y ) = 0


   ( y − x ) .  [   𝜕 g  𝜕 u − 7 g  ( u , v ) ] = 0  


    𝜕 g  𝜕 u − 7 g  ( u , v ) = 0


    𝜕 g  𝜕 u = 7 g  ( u , v )


    𝜕 g  𝜕 u = 7 g  ( u , v )


  g  ( u , v ) = K  ( v ) . exp ⁡ ( 7 u )


  f  ( x , y ) = K  ( x + y ) . exp ⁡ ( 7 x y )


  f  ( x , y , z )


  f  ( x , y , z ) =    ( x − 1 ) 2 +   3  ( y + 1 ) 2 + 2  ( y + 1 )   z   + 3   z 2


  f


    𝜕 f  𝜕 x = 2 ( x − 1 )


    𝜕 f  𝜕 y = 6    ( y + 1 ) + 2 z  


    𝜕 f  𝜕 z = 2  ( y + 1 ) + 6 z


  f


    𝜕 f  𝜕 x = 2  ( x − 1 ) = 0


    𝜕 f  𝜕 y = 6  ( y + 1 ) + 2 z = 0


    𝜕 f  𝜕 z = 2  ( y + 1 ) + 6 z = 0


      𝜕 2 f  𝜕   x 2 = 2


      𝜕 2 f  𝜕   y 2 = 6


      𝜕 2 f  𝜕   z 2 = 6


        𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y =     𝜕 2 f  𝜕 y 𝜕 x = 0


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 z =     𝜕 2 f  𝜕 z 𝜕 x = 0


      𝜕 2 f  𝜕 y 𝜕 z =     𝜕 2 f  𝜕 z 𝜕 y = 2


   (    2  0  0   0  6  2   0  2  6 )


  g  ( x , y )


  g  ( x , y ) =  cos ⁡   ( x ) + cos ⁡ ( y )


  g  


    𝜕 g  𝜕 x = − sin  ( x )


    𝜕 g  𝜕 y = − sin ⁡ ( y )


  g


    𝜕 g  𝜕 x = 0


    𝜕 g  𝜕 y = 0


      𝜕 2 g  𝜕   x 2 = − cos ( x )


      𝜕 2 g  𝜕   y 2 = − cos ( y )


        𝜕 2 g  𝜕 x 𝜕 y =     𝜕 2 g  𝜕 y 𝜕 x = 0


    H  g  ( x , y ) =  (    − cos ( x )  0   0  − cos ( y ) )


    H  g  ( 0 , 0 ) =  (    − 1  0   0  − 1 )


    H  g  ( 0 , π ) =  (    − 1  0   0  1 )


    H  g  ( π , 0 ) =  (    1  0   0  − 1 )


    H  g  ( π ,   π ) =  (    1  0   0  1 )

