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Exercice 1.
Le plan est muni du repére cartésien orthonormal direct (O, ¥, @y). Soit le point A (0, %)
et lellipse Q d’équation g(x,y) = 0 ou la fonction g est définie par g(x,y) = 322 +y? — 1.

a) Soit P(x,yo) un point de €. Calculer le gradient §g(x0,y0), puis en déduire un vecteur
directeur U'(xo,yo) de la droite tangente a Dellipse au point P.

b) Le carré de la distance entre le point A et un point M de cordonnées (z,y) est donné par
la fonction

2

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, déterminer les extrema de f pour
M restreint a Dellipse €, et préciser leurs natures (maximum ou minimum).

fz,y) =2* + (y— 1>2-

Solution 1.
a) Le gradient de g au point P(xg,y0) € 2 est

R B %(xo,yo) _ (670
Vg(zo, o) = (%g(xo,yo)> - <2y0> '

Ce vecteur est non nul (car l'origine n’appartient pas a lellipse €2) et il est normal a la
droite tangente & U'ellipse au point P. En d’autres termes, un vecteur directeur U (xq, y) de
la tangente est orthogonal au gradient. Cela équivaut a ce que leur produit scalaire est nul :

U (z0,Y0) - %’g(xo, yo) = 0. Avec ¥'(x0,y0) = <zx>, I'égalité s’écrit vy x 6z + vy X 2yo = 0.

Y
Une solution possible est alors de prendre prendre v, = —yo et vy = 3z, ce qui donne

— —Y0
U(xo,yo) = (350) .
b) e Points critiques :

On définit le lagrangien du probléme d’optimisation sous contrainte par

2 1 2 2 2
Ly ) = flay) = Mgloy) =2+ (5= 5 ) = AG2" 447 - 1),

Ses points critiques vérifient

. . %ﬁﬁ(%ﬂ& o) =0 2o(1 —3X) =0
VL(20,90,Xo0) = 0 < a—g(:co,yo,ho) =0 = { yp(l—X)=3
%($07y07)‘0) =0 337%"’2/8 =1
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Par conséquent, zg = 0 ou \g = %

Sixzg =0, alors yg = +1 avec \g=1F

N[ =

=

SiAg = 3, alors yg = % avec xg = :I:1
Et donc les points crlthues de L sont
* (21,y1,M1) = < )
* ($27y27>\2 (0715%)7
1 31
( 1\/; e §)

* (x4,y4,/\4) - (% 57%%)

* (23,13, A3) =

e Caractérisation faible des points critiques :
Pour chaque point P;(z;,y;) avec i € [1,4], on définit la fonction L; : (z,y) —
f(z,y) — \ig(z,y). La matrice hessienne H; de L; est constante :

27 . 27 .
7 ) - 2 277 — .
gyéx( ) Shi(,y) 0 21— A\)

Les valeurs propres 2(1 — 3);) et 2(1 — \;) valent :
x* —7 et —1 pour Hy,
* —1 et 1 pour Ha,
* 0 et % pour Hj, et de méme pour Hy.

Par conséquent, on ne peut tirer une conclusion que pour le point P : les va-
leurs propres étant toutes négatives, on en déduit qu’il y a un maximum local sous
contrainte en (0, —1).
e Caractérisation forte des autres points critiques :
D’apres la question a), la droite tangente a la contrainte Q au point Pj(z;,y;) est
~—Yi
3.%’1'

{ r = x; — ;s + o(s)

dirigée par le vecteur v; = . Par conséquent, si (x,y) € Q au voisinage de P,

Yy =y + 3x;8 + o(s) avec sER

et
f(z,y) = Li(z,y)
= Li(zi, yi) + 822272 - Hivi +o (S2>
= flay) + s +o (7)) avee gi=(1-3X\)y? +9(1 - Aj)a?
Ainsi :
* pour Py, gg = —1 x 12 +1 x 02 = —1 < 0 donc il y a un maximum local sous

contrainte en (0, 1).

2
* pour P3, g3 =0 X (%) % X ( %\/g) = % > (0 donc il y a un minimum local

sous contrainte en ( % %, %)
3)% | 4 N> _ 7
* pour Py, g4 =0 X (Z) 3 X (f g) = 35 > 0 donc il y a un minimum local
i 1. /73
sous contrainte en (34/3, 7
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Exercice 2.
Soit la boule & = {(z,y,2) € R3|2% + 3% + 22 < 1} et le cube # = [~1,1]3. Le domaine
D= \B={(v,y,2) € X |2>+y*+ 2% > 1} est la partie du cube # privé de 4. Calculer

les intégrales I = /// (22 +yH) dxdydz et J = /// (2% + %) da dy d=.
4 9

Solution 2.

e Le domaine £ possede la symétrie sphérique. Il est alors judicieux d’évaluer l'intégrale en
passant en coordonnées sphériques.

[ a2 . a2\ 2
I_/rzo /6:0 o ((TCOS(SO) sin(f))” + (rsin(p) sin(6)) )7" sin(0) dr df dp

1 27 1
= / rddr x / sin®(#) df x / dp =
0 0 0

7;’510 X /07r sin(6) (1 - 0052(0)) do x [gp} o
_2m o cos?’(e)r _2m 1 1\ _8r
[ (0) + 0 (1-5+1-3)

0
5 3 5 3 3) " 15

e Calculons d’abord K = /// (2 +y?) de dydz :
H

1,1 gl 1,1 gl
K:/ / / :B2d:vdydz—|—/ / / y? dx dy dz
—1J-1J-1 —1J-1J-1
1 1 1 1 1 1
:/xde/dy/dz+/dx/y2dy/dz
~1 R ~1 ~1 -1
73 ! 1 1 1 y3 ! 1
_ M ' <[+ o] x [3 [,
2
3

16
3 3

Puisque la boule Z est incluse dans le cube ., I'union de Z et de Z = J# \ A est égale

J . Les domaines A et & étant disjoints par définition, on a alors I + J = K, et donc
J=K—1T= E _ SI — m
3 15 15

Exercice 3.

L’espace est muni du repére cartésien orthonormal di-
rect (O, Uy, Uy, U;). Soit 2 un domaine qui possede la AZ
symétrie de révolution autour de l'axe Oz. Sa tranche S, :
a la cote z est un disque horizontal, centré sur I'axe Oz.
L’intersection de & avec le plan Oxz est représentée sur la
figure ci-contre. Le haut de & est délimité par une sphere
de centre O et de rayon R = 2. Le bas de & est déli-
mité par un cone droit d’axe Oz et de sommet situé en
A(0,0,—4).
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a)

b)

)

Le cone et la sphere sont tangents au point
B(xp,0,zp). Montrer que xp = V3et zp = —1.

Déterminer le rayon p(z) de la tranche S, pour la
cote z € [—4, —1], et pour z € [—1,2].

Calculer le volume V du domaine 9.

Solution 3.

a)

b)

AZ

Le cone et la sphere sont tangents au point B, donc
la droite (AB) et le rayon [OB] sont perpendiculaires.
Ainsi le triangle ABO est rectangle en B. Alors, d’apres
le théoréme de Pythagore, AB%+0OB? = OA?. Et donc
AB?=0A? -0B? =4*-22=12.

Soit H le projeté orthogonal du point B sur 'axe Oz.
Alors zg = —OH. De plus, le triangle BHO étant rec-
tangle en H, on a BH? + OH? = OB?. De méme pour
le triangle ABH, on obtient BH? + AH? = AB?. Par
conséquent,

OB? —0OH? = AB? - AH?

— 22— 2% = 12— (—4—2zp)?
= 4—2% = 12-16—82p — 2%
<~ zp = —1.

Enfin, g = BH = VOB2 —OH? =4 —1=+/3.

e Pour z € [—4,—1], le rayon p est une fonction affine de z qui vérifie p(z4) = x4 et
p(zp) = xp. Posons p(z) = az + (. Alors
1
aza+ B =xa —4a+ =0 B = 4a a=—z
<~ — —
{oezBJrB::L‘B {a+5:¢§ 3o =+/3 5:%
z+4
Donc p(z) = —— pour z € |—4, —1].
i) =—=p [ ]
e Pour z € [—1,2], le bord de la tranche a la cote z se situe sur la sphere de rayon R.
Donc 22 + p(z)? = R?, et donc p(z = VR2 — 22 = /4 22

Le domaine 2 possede la symétrie de revolutlon autour
de 'axe Oz. On peut tirer avantage des coordonnées
cylindriques pour calculer son volume V.

V = ///dV / /: 2?/ TdeHdz = /02ﬂd9 X /24 (/OP(Z)rdr> dz
= 27r/24 7122‘|:::(Z)d2’ = 7'('/24/)(2)2612 = 7T</41 (2—24)2dz+/21 (4—22) dz)
- W( (+ 47 4z—ir_1) = 7T<?§—0+<8—§>—(—4+;>>
8

9
—r(3+8-gH-g)-12
=7 3 5 ) =12m

+
—4
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Exercice 4.

Soit le domaine carré 2 = [1,2]2.

2/ 2
a) Calculer I = / (/ ye™ dx) dy .
1 \J1

b) Montrer que // ze™ dxdy = I, puis en déduire la valeur de J = //(ac +y)e*™dxdy.
9 9

c¢) Soit lapplication ® : (z,y) — (%, %) On admettra sans démonstration que c’est un

¢'-difféomorphisme de (]Ri)2 sur (Ri)Z. Calculer son jacobien det Jg(z,y).
d) Soit le domaine A = {(z,y) € (R4)?| vz <y <2z, %2 <y <a2?}

3 3
Calculer l'intégrale K = // Ty
A TY

e dx dy.

Solution 4.

b) D’apres le théoreme de Fubini,

2 2
//:L‘exydxdy:/ / ze™dy | dz.
9 1 1

Les variables d’intégration étant des variables muettes, on peut échanger les symboles x
et y sans changer la valeur de I'intégrale :

2 2 2 2
/ (/ :z:egﬁydy) dx:/ (/ yeywdx> dy = 1.
1 1 1 1

Et donc
J://(x+y)ezydxdy://memydxdy—i—//yexydxdy
2 2 2
2 2 2 2
:/ (/ me”ydy> dx—i—/ </ yexyda:> dy
1 1 1 1
=T+T=e*—3e%+2e.
c)
b 2 ) 2 2
det Jo(z,y) %(%) Fy(%) =2 ( y2>< x2> 202y _ 4 3
P e = — _—— _— - = —4 = —
’ o (2 o (z? 2z 22 2 2
w(5) &)1y 8 v v,ove

d) e Etablissons d’abord que I’ensemble image de A par I'application ® est 2 = [1, 2]?.
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Pour cela, remarquons que pour tout (z,y) € (R%)?,

VT <y 1<
VI <y <2z y < V2 £ <9 1<% <2
ﬁ 2 22 2 :ﬁ
> <y<zw 5 <Y T =2 1<% <2
y < a? 1<z

donc on a I'équivalence (z,y) € A <= ®(z,y) € Z.

Cela montre en premier lieu que 'image de tout point de A appartient a . Pour obtenir
légalité ®(A) = 2, il reste encore & vérifier que tout point de Z est bien 'image d’un
point de A. Or Iapplication ® est un ¢'-difféomorphisme de (IR*JF)2 sur lui-méme, donc
V(u,v) € (R%)?, il existe (z,y) € (R%)? tel que (u,v) = ®(z,y). Et si (u,v) € Z, donc
O(x,y) € 2, alors (z,y) € A d’apres I'équivalence. Ceci achéve la démonstration.

e On remarque que

3, .3
K:// Tty e™ dx dy
A TY
2 2 ¥2 22 -3
2//<$+y>eyxxyx‘ ‘dmdy
A\Y T 3

2 2
:;//Af<i,z> X|—3| dx dy avec f(u7v):(u+,u)euv

— ;//Af(é(l’,y)) x | det Jo(z,y)| dz dy

et donc, d’apres le théoreme de changement de variables dans I'intégrale multiple,

1 1 J 1 —3e?+42
K:// f(u,v)dudv://(u—I—v)e“”dudv::w.
3 Jaa) 3 M)y 3 3
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