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Exercice 1.

L’espace étant muni du repére orthonormé direct (O, Uy, Uy, U-), on étudie le mouvement
d’une particule qui se déplace dans le plan Ozy. Elle possede une masse de 1 kg et une charge
g > 0. Elle est soumise au champ électrique uniforme E=F 1 ., au champ magnétique uniforme
o= H7, et a la force de frottement fluide de coefficient v. £ > 0, H > 0 et v > 0 sont des

vz (t)
vy(t)

V'(t)=AV(t)+ B

ou A= (_,y w) avec w = gH, et B = (qE)
—w =Y 0

a. Déterminer les solutions réelles du systeme différentiel.

constantes. Son vecteur vitesse dans le plan V(¢) = < ) vérifie alors le systeme différentiel

e e
b. Pour v = 0, calculer les vitesses moyennes (v;) = T / vy (t) dt et (vy) = T / vy(t) dt, avec
0 0

T:Q”T”etnEN*.

Solution 1.
a. o Solutions du systéme homogéne :

— Valeurs propres de A :

-y = A w
—W -y = A

Alors Y(A\) =0 <= (A +9)?=—-w? <= A +y=+tiw <= A= +tiw.

Les valeurs propres de A sont donc les nombres complexes conjugués Ay = —y + iw

et Ao = —y —iw.

Le polynéme caractéristique est y(A) = ’ ’ = (A7) + w2

— Vecteur propre associé a Aj :

<__1:JJ —ui}w> (g) = (8) < f=ia (carw #0)
donc Uy = (11)

— Vecteur propre associé a s :

s 1 : ,
Un vecteur propre associé a Ay = A] est Uy = U = ( i) car la matrice A est réelle.



— Une base des solutions réelles s’obtient en prenant les parties réelle et imaginaire de
la solution complexe

Vi(t) = MUy = el <1> — et ( cos(wt) + i sin(wt) ) .

i —sin(wt) +1i cos(wt)

Donc la solution générale du systéme homogene est

= (50 s () e

o Solution particulére du systéme avec second membre :
Le second membre est constant, donc on peut chercher une solution particuliére sous la

forme d’un vecteur constant Vp(t) = <a>. Alors

)= (2 =)0+ (%)

0=—ya+wp+qFk

Vh(t) = AVp(t) + B <

— {Oz—wa—'yﬁ
a=-18
= “
{fﬁ—f—wﬁz—qE
_ i
— a_72+°ijE
b=tk

_ _qE v

e Solution générale du systéeme avec second membre :

V(t) = Kie ™" ( cos(wt) ) Ky (Sm“’“) T L ( ! ) avec (K1, Kz) € B2

— sin(wt) cos(wt) Y24 w? \ ~w
. Pour v =0,
_ cos(wt) sin(wt) 0 2
V(t) = K1 (_ sin(wt)) + K> (cos(wt) + £ avec (K1, K2) € R”.

Par ailleurs, avec T = 2"7” et n € N*,

/()zos(wt) g — [sin{’(uwt)}j _ sin(2n7r)w— sin(0) _0
) sin(wt _|_cos wt)] _ —cos(@nT) + cos(0) 0.
t /OT Jd { 5} )]0 (2 w)+ (0)
Donc LT
(ve) = 7 velt) dt =0
et



Exercice 2.
On souhaite trouver les extrema locaux de la fonction f : R? — R définie par

f(z,y,2) = cos(x) + cos(y) cos(z).

a. Déterminer les points critiques de f qui appartiennent au cube K = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7].
b. Calculer la matrice hessienne H(x,y, z) de la fonction au point (z,y, 2).

c. Etudier la nature (maximum, minimum...) des points critiques se trouvant dans K a
I’abscisse = 0.

Solution 2.

a.

—sin(x
%’f(a:,y,z):ff <= ¢ —sin(y)co
—cos(y) si

) =0
s(z) =
n(

z):

Si sin(y) = 0 alors cos(y) # 0, donc nécessairement sin(z) = 0. De méme, si cos(y) = 0
alors sin(y) # 0 donc forcément cos(z) = 0. Par conséquent,

) x =0 [r]
{ sin(z) =0 — y =0 [r] y=1]
sin(y) =sin(z) =0 ou cos(y) = cos(z) =0 { 2= 0] ou { c= 1
Dans le cube [0, 7]3, les points critiques sont donc :
— a l'abscisse z = 0 : (0,0,0), (0,7,0), (0,0,7), (0,7, 7) et (0,5, ).
— al'abscisse z = 7 : (7,0,0), (7,7,0), (7,0,7), (7,7,7) et (7,5, 5).
b. La matrice hessienne est
o’ f  9f  9%f
952 Dady D)z —cos(x) 0 0
0 0 0 . .
Hy(x,y,2) = ayafx agf 6y8fz = 0 —cos(y) cos(z)  sin(y)sin(z)
?f  o°f  9*f 0 sin(y) sin(z)  — cos(y) cos(z)

020 020y 022

c. Nature des points critiques a ’abscisse z =0 :

— En (0,0,0) :

Hf(0,0,00=| 0 —1 0

Les valeurs propres sont toutes égales & —1 < 0, donc il y a un maximum.

— En (0,7,0) :
-1
H(0,m,0) =

o = O

0

0 0

0 1
Les valeurs propres sont —1 < 0 et 1 > 0, donc il y a un point-selle.

— En (0,0, 7) : la matrice hessienne est la méme qu’en (0, 7, 0), donc il y a un point-selle.

— En (0,7, 7) : la matrice hessienne est la méme qu’en (0, 0,0), donc il y a un maximum.
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LA



o -1 00
0 10
-1-Xx 0
Son polynoéme caractéristique est x(A) = 0 A 1 | =—-1+NN=-1).
0 1 =X

Ses valeurs propres sont donc égales a —1 < 0 et 1 > 0. Et donc il y a un point-selle.

Exercice 3.

On cherche les fonctions f & valeurs réelles, de classe ¢! sur le demi-plan % = R% x R, qui

vérifient I’équation aux dérivées partielles

of 2y Of
E): 2xy— 1 = =0.
(B): 2eyg (@y) + (+y7) 5 (@0)
. . . e a? + b? a
Pour cela, on introduit la fonction F' définie par F(a,b) = f(X,Y) avec X = et Y = 3
pour tout (a,b) € P2 =R x RY.
; B Lo AP+ B
a. Pour un couple donné (z,y) € &1, déterminer (A, B) € &5 qui vérifient —5 =37 et

A

BV

b. Exprimer les dérivées partielles de F' en fonction de celles de f.
c. En déduire que Y(a,b) € P,

of 1 OF OF
LXY)= <aaa(a,b) + bab(a,b)> .

0
d. Déterminer une expression similaire pour a—(X JY).
Y

e. En déduire les solutions f de ’équation (F).

Solution 3.

a. Pour (z,y) € #1 et (A, B) € P,

A24B2 _ A=uyB A—uB A=y, )2

= Yy Yy 241

{ A 2 — { (y2*+1)B? _ T — { B2 - 2 — B ;2/;
v =

puisque = > 0 et B > 0.

Remarque : on a donc F (y,/y%ﬁl, 1/y22_9‘|;1) = f(z,y).

b. AvecX:#etY:%,

ox _of, .Y  df 10f

OF _of _of 19f
et
OF (1 00 )X OF OV 08 L aof



_ﬂg(X Y)

Y(a,b) € Ps,
OF OF ) ) )
aaa( ,b) + b%( ,b) = 28f(X Y)+%8—f(X Y)+b28£(X Y) b3y
( +b2) 8f(X Y)
done of 1 oF oF
%(X7Y) = a2 —|—b2 (aaa(a7b) + bab(aab)> .
d. Y(a,b) € P,
OF OF of of of a? o f
b%(a,b) 8b(a b) = ab= (X, Y)+8—(X Y)—a ab=~ (X,Y)+ > @(X,Y)
of
<1+ b2> 3 2 (X,Y)
1 OF OF
(baa(a,b) a o a, b))
4 et en utilisant les

of
- (X,Y) = —25
1+ %2

21 p2
ety =g,

donc
dy
e. En remplacant = et y dans ’équation (E) par X
relations obtenues aux questions c. et d., on trouve que
0 0
V(a,b) € Ps, 2XYaf(X Y) 4+ (14+Y?) ai(x,y) =
a?+v* a 1 oF oF
9 B P il
Xy Xy X (aa (a,b)+bab(a,b)>
a\? 1 oF OF
1 — — b) — a—(a,b 0
+< +(b> 8 1+g§< Ba @) —agyle )>
a? or or oF L OF
a? + b2 oF
—(a,b) = 0.
b 8 (CL, ) 0
Puisque a? + b # 0, on en déduit que
oF
(E) <= VY(a,b) € P, %(a, b) = 0.
Donc F' est une fonction uniquement de la variable b
V(a, b) € @27 (a7b) - g(b>
avec ¢ une fonction classe €
2x
(z .
) 21\ 21 R
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