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UNE APPROCHE SYSTEMEI
DANS
UN CONTEXTE POLYNOMIAL'
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# Asservissements

& Le systéme

& Le régulateur

& Systéme de commande
& Analyse systémique

& Structure du régulateur

& Synthése modale
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ASSERVISSEMENT'S .
u(t) ()
. |
AN u(t) 1)
REGULATEUR " SYSTEME

ym(t) = y(t) +n(t)

TREG — {u®)} /[ {y®)} e V{Hy @)} / {o@®)} et {n(t)}
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yrt+d+1)
SYSTEME , y(t)
o(t) — DE
COMMANDE —u(t)
n(t) ———

SYSTEME DE COMMANDE '
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LE SYSTEME '
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n(t) - SYSTEME
R > Ym (1)
v(t)
GENERATEUR
DES < 0y (t)

PERTURBATIONS
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MCOM Dig~")o(t) = Clg~)5.(1)
ym(t) = y(t) + n(t)
T
AlgH =14+a1qg ' +... +anag ™
B(g') =bo+big + ...+ bupg ™

1

v(t) =va(t) = D@ ')=1-q¢

v(t) = vsin(wt + ¢)a(t)

— D(q_l) =1—2cos(wTe)q

-1 + q—2
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MODELE DE COMMANDE '

y(t) = Golg™") u(t) + Gp(g™) v(t)
v(t) =H(g™") 0u(t)
)

MODC g
ym (t) = y(t) +n(t




Systémes asservis échantillonnés 9/ 74

LE REGULATEUR '

Ym(t) >
REGULATEUR - u(t)
y* ()
GENERATEUR
DE - u*(t)
REFERENCE
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Ra(q " u(t) + Rn(q ym(t) = T (¢ Dy (t +d + 1)
REG
A*(q_l)y*(t+d+ 1) _ B*(q_l)u*(t)
1
u(t> - _Rreg(q_ ) ym(t> + Rtra(q_1> y*(t + d + 1)
REG
y () =G"(a7) w(t)
/]\
“1y A Ba(z7) _1y A Bp(z7h)
Rreg(z ) - Rd(Z 1)7 Rtra(z ) — Rd(Z_l)
et )
g*(z—l) éz—d—l B (Z )
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COMMANDE AVEC RETOUR UNITAIRE.
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Be always with usI
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SYSTEME DE COMMANDE'

U(f)
()
d |REGULATUR U sysTeme y(t)
ym(t)
D)<
@ n(t)

TREG — {u®)} /[ {y®)} e V{y @)} / {o®)} et {n()}
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EQUATIONS FONDAMENTALES '

& Le systeme

& Le régulateur

(

Ra(q~ " )u(t) + Rn(q~ " )ym(t) = Tr(qg y*(t+ d + 1)
Ym (t) = y(t) + n(t)

A*(q Ny (t+d+1) = B*(q~u*(t)

REG

D*(g~u(t) = C*(g~1)o*(t)




Systémes asservis échantillonnés 15/ 74

SYSTEME R y(t)
o(t) —— DE
COMMANDE —u(?)

SYSTEME DE COMMANDE .

Systémes asservis échantillonnés 16/ 74

SYSTEME DE COMMANDE NOMINAL'

SAS
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FONCTIONS DE TRANSFERT DU SYSTEME ASSERVI'

( —d-1 -1 -1
Az B(z=")T,.(z7")
gsr(z ) = PC(Z_I)
1 A E(Z_l)Rd Z_1>
gsp(’z ) - PC(Z_l)
—d—1 -1 -1
A2 B(z"H )R, (z7")
FTR Ganlz) = P.(z71)
-1y A Al DT (271
Ger(277) = P(z~1)
~1y A _E(Z_l)Rn(Z_l)
gep(z ) - PC(Z_l)
~1y A _A(Z_l)Rn(Z_l)
| Tt = EG)
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PERFORMANCES NOMINALES .
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uw(t+d+ 12 g*(2_1> y"(t—}-d—i—lr gsr('z_l) yr(t)
0y (%) v(t) p(t) v
- H(Z_l) " gsp(z_l) L’qp—' y(t>
——— Ga(z7)
n(t) Yn(t)
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uw(t+d+ 12 g*(2_1> y*<t—|—d+1' ger('z_l) uy(t)
0y (%) v(t) up(t) v
- H(Z_l) " gep(z_l) 4><T>—> u(t>
——— Gap(27)

ub(t)
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ANALYSE SYSTEMIQUE I

Fonctions de transfert essentielles

Stabilité nominale

Marge de stabilité
e Dynamique de poursuite

e Dynamique de régulation

Sensibilité aux bruits de mesure
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FONCTIONS DE TRANSFERT ESSENTIELLES

Soe(t)  €oe(t) Sos (1) €os(t)

oe oS
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TRANSFERTS VITAUX '

e Gain en boucle ouverte

Goe (1) 2 GHR(=™Y et Goelzh) 2 Gz HR(zY)

e Différence de retour

DRz 2 14 Go(z7Y) et DRo(z7Y) 2 14 Gos(z7Y)
1
DR(z ™) 2 DR.(¢ ' = DR, (2"
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& Fonction de sensibilité

A -1 A —1

Se(z7h) (DRe(271)) et Sy(z71)
1

S(="1) £ (DR(z™1))

(DRs(z71))

& Fonction de sensibilité complémentaire

|12

Tz & (DR.(z™)) " Goez7Y)

et

2
o
L
1>

(DRo(z7) ' Gos(z7)
l
Tz & (DR(=")) ' Go(z7Y)
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PROPRIETES ESSENTIELLES '
#& Relation essentielle
S(2)+T(z) = 1 pour tout z€C
& Fonction de sensibilité
A(z"HRa(27)
Sz 2 —  FPH
T TR
& Fonction de sensibilité complémentaire
—d—1 —1 -1
_ z B(z7)R,(271)
Tz~ & —  FPB
= P
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FONCTIONS DE SENSIBILITE USUELLES .

S 2 A(Z;zf_df)z_l) s FPH

>

2= 1B(z YR, (271

T(z™Y P D) —  FPB

98(2_1) é Z_d_lB<Z_1)Rd(Z_1)

P D) —  FPB
sy @ ARG f o

TFPB
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STABILITE NOMINALE '

Le systéme asservi est stable si et seulement si tous ses modes sont
situés dans le domaine de stabilité, soit

SAS est stable < CM (SAS) C Dgq.

ou d’une maniére équivalente

(S.AS est stable) = (Pc(z_l) =0 = 7| < 1)

Pz = Az"YRe(z™H) + 27 Bz R, (27 1)
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Zm(s)

A

» +jw\/m

% q
ji ? —jwy/1-¢2

Mode (£, w) — 5%+ 2ws + w?
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DOMAINE DE STABILITE ET DE PERFORMANCES '

1Zm(s)

Ce

ﬁ Dgps Ms .

CM (SAS) C Dyps C Dyas
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Dyps = {S €C [/ Re(s) € [—p&wr, —&rwy] avee > 1

et |Tm(s)| < |Re(s)|7\/1§:£’%}

Ups € Dsps  —  flp, = etsTe ¢ Dy

Mode ({,w) — 1—2e *"ecos (\/1 — §2wTe> 27 e HwTe 2
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MARGES DE STABIITE'

MARGE DE GAIN (MG) I
MARGES DE PHASE (MP) I
MARGES DE MODULE (MM) I
MARGES DE RETARD (MR) I
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4o}

JAC)

\4

(Go(e77))
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DYNAMIQUE DE POURSUITE'

Y, (2) = DP(z7 1) U*(2)

Le retard et les zéros du systéme

sont tnvartants par rétroaction
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CAS D’UN RETOUR UNITAIRE'

Z_d_l Z_l Z_l
DP(Z_I) _ BP(C<Z_)1‘§€R( ) (j*(z_l)

= TG g

1
La poursuite parfaite

n’est réalisable avec un retour unitaire
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DYNAMIQUE DE REGULATION '

Les zéros de la fonction de transfert G,(z1)

sont tnvariants par rétroaction
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SENSIBILITE AUX BRUITS DE MESURE'

(ysb (t) )
SBM: {n(t)} —s

Yeb (t)

G () T
SBM (=71 = _

Ge (=) RS (=)
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REGULATEURS ADMISSIBLESI

e Composantes temporelles du systéme asservi
e Erreurs de poursuite

e (Classe des régulateurs admissibles

e Performances dynamiques

e Insensibilité aux bruits de mesure

e Compensation parfaite des perturbations

e Dépollution du signal de commande

e Poursuite admissible

e Precision maximale

e Structure canonique d’un régulateur

e Synthése modale
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COMPOSANTES TEMPORELLES DU SYSTEME ASSERVI '

y(t) = yr(t) +yp(t) + us(t)

SAS
u(t) = ur(t) +up(t) + up(t)
1
[ y(t) = Gurlg Dy (t+d+1)
Yp(t) = GeplgH)v(t)
CSAS up(t) = Gep(qgHn(t)
ur(t) = Ger(gHy*(t+d+1)
up(t) = Gep(qg)v(t)
up(t) = Gen(q~)n(t)
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ERREUR DE POURSUITE EN SORTIE.
A
ey(t) = y) —ur(t) = yp(t) +u(t)
o) —— Gy (27

Yp(t)
(D elt)

yb(t)

n(t) ——— Gy (=)
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ERREUR DE POURSUITE EN ENTREE'

U(t) - " gep (Z—1>
up (1)
L
ub(t)
n(t) —— er (Z_l)
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ERREUR DE POURSUITE .

avec

1
geC(q_l)
A
Al Ra(e™) + B¢ ") (' Ra(q™) —To(a™Y) v 4
Plg ) )
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(5*((‘,) H* (2_1) u*(t) : gec (Z_1> ec(t)
5.(1) o(t) en(t) 4
7 H(z_l) g gsp (Z_l) 4’@‘9—' e(?)

— —Ga (27
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CLASSE DES REGULATEURS ADMISSIBLES '

C1l. Le systéme de commande réalise les performances dynamiques
requises

RPD { CM(SAS) C Dy

C2. Le systéme de commande est insensible aux bruits de mesures
inéluctables

IBM { (ys(t)} € SAZT et {up(t)} € SAZT

C3. Le systéme de commande réalise une compensation parfaite des
perturbations qui affectent ses performances en sortie

CPP { lim y,(t) =0

t— 00
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C4. Le systéme de commande réalise une poursuite admissible

(resp. une précision maximale)

PA{ {ey ()} € SAZT (resp. PM { {e,(t)} € SAZT )

C5. Le systéme de commande réalise, si besoin est, une dépollution
du signal de commande des composantes indésirables en sortie

DSEC { tgn Uing(t) =0 avec uing(t) = —RS(¢™HYina(t)
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REALISATION DES PERFORMANCES DYNAMIQUES I

RPD { CM(SAS) C Dy

1
() = ) ) P € Dl
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INSENSIBILITE AUX BRUITS DE MESURE .
w(t) = Galg " n(t) = =T (a7)n(t)
up(t) = Gen(g " )n(t) = —RS(¢7")n(t)

et

T (z_l) est un filtre passe bas

SAS est IBM ssi RS (2_1) est un filtre passe bas
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COMPENSATION DES PERTURBATIONS '

1
. E(g)Ra(g _
tgnoo P.(¢71) v(t) =0
i
D(q™Y) divise E(qg ' )Ry4(q™")
T

pged (E(g=1), D(¢™1))
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DEPOLLUTION DU SIGNAL D’ENTREE'

Y (t) = Ya(t) + Yina(t) avee Ding(q™ )ina(t) = Cina(q™")dina(t)

1
_ _ Alg " )Rn(q!
Uind(t) = Gep(q™ )Yina(t) avee Gep(¢™h) = — e Pczq—l()q )
1
SAS reéalise une DSE/ {yina(t)} ssi tgn Uind(t) =0
1
tgn Uing(t) =0 ssi Dijna(q™") divise A(g")R,(¢71)
/]\

Rn(¢Y) = R(gY)D.(¢7") puisque pgcd (Dmd(q_l),A(q_l)) =1
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POURSUITE PARFAITE '
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POURSUITE SEMI PARFAITE '

DP(1) = BB(=~1)G" (1) avec B = ﬁ
)
Gor(271) = BB(271)
)

TT(Z_1> = QPC(Z_1>

)

0 ¢ CZ (SYS)
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PRECISION MAXIMALE '

e (t) = er(t) +ep(t) + en(t)

avec
er(t) = Geela™)y" (t)
ep(t) = —Gopla™u(t) et ep(t) = ~Gap(q™ )n(t)
)
SAS réalise une PM ssi {e,(t)} € SAZT
)
SAS réalise une PM ssi lim e, (t) =0 et lim e,(t) =0
t—00 t—00
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1tlim ep(t) =0 ssi D(qg™ ') divise E(q ')Ra(qg™")
— 00
1
T =q " 'Ralg™") et D*(q Mu*(t) = C* (g~ )" (t)
4
lim e.(t) =0 ssi D*(¢" ') divise A(g~')Ra(q™ ")

t—o00

SAS réalise une PM ssi Ry(¢™) = S(¢g~Y)D,(¢71)

+
1 — poem D(q_1> D*(q_1>
Drla™) = <chd (D(g~1), E(qY)) pged (D*(Q‘l%A(q_l)))
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STRUCTURE USUELLE DU REULATEUR.

Ra(qg Hu(t) + Rn(q ym(t) = Tr(g Dy*(t +d+1)
REG
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ZEROS FIXES DU REGULATEUR'

Dina(q™h) st DSE

Dapa(q7Y)  autrement

1

Dapa(¢7) =1+ ¢ " est un choix judicieux




Systémes asservis échantillonnés 55/ 74

SYNTHESE MODALE '

?(R(z"Y, R(z7Y) /

AzHD ()8 (z ) + 279 Bz YD (z7HR(z7Y)

B(q™1) si PP

1 autrement

My(z7) =1 —2e “rTecos <\/ 1—¢? ere) 27 4 em2rwrTe 5 =2

—  Mode (wr, ()
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RESULTAT FUNDAMENTAL '

Soient A(z7') et B(z7') deux polynomes de degrés respectifs
na et nb et C(z~1) un polynome arbitraire de degré nc tels que

Cl. pged (A(z""),B(z1)) =1
C2. nc<na+nb—1
Alors, l’équation polynomiale
£QP { ATHX(=) + BE)Y () = 06

admet une solution unique pourvu que les degrés des polyndmes
X(z7Y) et Y(271) soient spécifiés comme suit

ne=nb—1 et ny=na—1
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La solution unique de I’équation polynomiale £QP n’est autre que
celle du systéme d’équations linéaires sous-jacent, soit

AX =B
avec ~ _
a 0 0 b 0 0
0 0
Qo bo
A = )
Gna bng 0
0 IO 0
0 0 a@wa 0 0 by
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To [ _ T
Co
X = L1 et B ==
Yo
Yna—1 | End—l—ng—l |

/I\

A est la matrice de Sylvester associée a (A(z71), B(z71))

¢; =0 pour tout 1 > nc
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REMARQUES '

R1. La matrice de Sylvester associée aux polynomes A(z71) et
B(z71) est inversible si et seulement si ces polynémes sont

premiers entre eux.

R12. Une équation polynomiale admet une infinité de solutions si
aucune contrainte n’est imposée sur la structure de la solution

recherchée. En effet, on peut verifier que si
(X(z7),Y(z™)
est une solution, alors
(X +BE YW ()Y () - AW ()

est une solution pour tout polynéme arbitraire W(z=1).
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POLYNOME T (¢~ ")

Ma(gYM,(g™) si PP
T(g™") = BM(q~1) si PSP

¢ T R(¢7Y)Do(q7 1) st PM
GENERATEUR DE LA SEQUENCE DE REFERENCEI

z—d-1 <1 — 2e~SpwrTecpg ( (1 — Cg)pre> + B_QCPWpTe)

G*(z7") =
1 —2e~wrTecos < (1- Cg)pre) 271 4 e 26pwpTe z—2

—  Mode (wp, (p) I
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POURSUITE PARFAITE '

e La propriété fondamentale

yr(t) = y*(t) pour tout t

1y BEHT(TY
sr D= - =1V
Gsr(277) ey zeC
Y
M(z"") = B(z™)
e La condition requise
CZ (SYS) C Dy
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e La structure du régulateur

Dy (q71)S(a Hult) + De(q ) R(q™ ym(t) = T(q™ y*(t+d+1
ym(t) = y(t) +n()
A*(q Ny (t+d+1) = B* (¢ u*(?)
!
Dy(27") = Dyp(271)
Dina(2~1) si DSE

D.(z71) =
Dapa(271) autrement
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e Le calcul du régulateur

A YD (z"HG (™) + 279 D (2" HR(z7Y) = M(27 1)

/I\

Mz = My(z= Y My (z71)
/I\
nm < na+ nd, + nd. + d
ng =nd. +d
nr =na +nd, — 1
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POURSUITE SEMI PARFAITE'

e La propriété fondamentale

1

yr(t) = BB(q¢ V) y*(t) avec B = W

0
Gor(271) = B2 'B(z7)

e La condition requise

1¢CZ(SYS) < B(1)#£0
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e La structure du régulateur

Dy (q71)S(a™u(t) + De(q ) R(¢ Hym(t) =T(¢ M)y (t+d+1
ym(t) = y(t) +n(t)
A (@ Ny (t+d+1) = B (g~ H)u*(t)
!

Dy(271) = Dyp(27")

Dind(z_l) si DSE
D.(z71) =
Dapa(z71) autrement
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e Le calcul du régulateur

T(z1) = pM(z)

AzHD ()8 (2 H4+2" 4Bz ") D(z"HR(z7Y) = M(271)

/]\

Mz = My(z= Y My (2z71)
)

nm < na+ nb+ nd, +nd. + d
ns =nb+ nd. + d

nr =na +nd, — 1
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PRECISION MAXIMALE '

e La propriété fondamentale

{e. (1)) € SAZT

/]\

t1—1>r£lo ce(t) =0
7

D* (¢ Hu*(t) = C*(¢71)5*(t) avec 6*(t) = u*d(t)
et

lim e,(t) =0

t—o0
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e La structure du régulateur

Dy (q7")S(g " u(t) = De(g " )R(a™") (y*(t) — ym(t))
ym(t) = y(t) +n(t)
A* (¢ Ny (t+d+1) = B (g~ u*(t)
D*(q~")u*(t) = C*(q~")d*(t)
!

Dr(z_l) = ppcm (Drp(z_1)7 Drc(z_l))

Dind(z_l) si DSE
D.(z71) =
Dapa(z71) autrement
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e Le calcul du régulateur

T(z 4 = z_d_ch(z_l)R(z_l)

Az ND (278 )42 Bz D(zHR(z7Y) = M(271)
T
Mz = My(z= Y My (z71)
T
nm < na+ nb+ nd, +nd. + d
ns =nb+ nd. + d
nr =na+nd, — 1
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How to properly implement the regulator?'
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MISE EN OEUVRE DU REGULATERUR'

y (t+d+1)

y(t) R (z71) v u(t) Uuq (t)
Byl T) H@_'/

Po(27") = Ra(27")
P,(="1)

/]\

Po(q_l) € Rsp[q_l] avec Mp, = nrq et Poo = T'do
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Ra(q™") Rn(¢”") (¢ .

u(t) —u(t) + u(t) + t) = t+d+1
(1) = ult) + ) )+ oy u(t) = e vt )
)

Po(q") — Ra(q™") Rn(¢”?) T.(¢")

u(t) =

P,(q 1) U(t)_m y(t)-f-PO(q_l) y*(t+d+1)

comme P,(¢71) € Replg™!] et np, =nrq et poo = Tdo, toutes les
composantes du régulateur sont stables et la composante relative a

I’entrée, soit la fonction de transfert

Ra(q™") = Polg™)
Po(q™1)

exhibe un retard pur d’'une période d’échantillonnage; et donc sa
sortie ne dépend que du passé de la commande.
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CONCLUSION I

# Asservissement standard

& Une démarche rationnelle

& Analyse systémique

& Structure usuelle du régulateur
& Synthése modale

& Mise en oeuvre du régulateur
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UNE APPROCHE SYSTEMEI
DANS
UN CONTEXTE POLTNOMIAL.




