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A LA MEMOIRE
DE
AMINE TAHANT

e Si tu chantes la beauté, méme dans la solitude du désert, tu
trouveras une oreille attentive.

e L'espace n’'est point ce qui sépare la terre du soleil aux yeux

de celui qui se penche pour regarder par les fenétres de la
voie lactée.

Gibran KChalil Gibran






Avant-propos

L'essence de I'art et la maniere d’enseigner est une syml@asre une équipe pédagogique
passionnée avec des éleves dévoués. Une telle symbiosétpeuéalisée naturellement en
adoptant une approche pédagogique collective ou I'élegénieur est plutdt un acteur res-
ponsable et dynamique qu’un simple apprenant. Le concepétdeaction peut étre exploité
judicieusement pour mieux appréhender cette symbiose eolamrmontre la figure 1 ou les
blocsELEVES et £EQP sont respectivement constitués par les éléves et I'équéigdagngique
en charge de I'enseignement, alors que les b&ie¢®P et £VC sont respectivement consti-
tués des supports pédagogiques et des outils adoptés poseijnement et I'évaluation des
connaissances acquises par les éléves. La séq{encg (resp.{c(t)}) représente les connais-
sances spécifigues a I'enseignement considéré (resp.Hpaiseances acquises par les éleves).
La séquencéu.(t)} (resp.{v.(t)}) englobe toutes les causes réductrices des degrés dattent
et de concentration des éléves (resp. les éventuelles p&tences de I'équipe pédagogique).
Quant a la séquende(t)}, elle estintrinséque aux imperfections inéluctables e'évaluation
des connaissances et d’'un échange relativement faible lestéleves et I'équipe pédagogique
en charge de I'enseignement.

Va(t) ve(t)

SUPP EQP ELEVES

Eve

n(t)

FIGURE 1 — Diagramme fonctionnel d’un enseignement rétroactif

On notera que les composantes dominantes de la séq{leritg sont essentiellement dues
aux lacunes en matiére des connaissances préalablesetfangue de motivation par rapport

a la nature de I'enseignement considéré, qui se manifgséentes absences et des bavardages
soutenus. Alors que les composantes dominantes de la sguelt)} sont principalement
dues a un manque de maturité de I'équipe pédagogique etfueidivergence de conception de
'enseignement et/ou & une éventuelle défaillance d’'umntiepde ses membres.



L'ultime motivation d’'un enseignement est de doter les&edes connaissances qui lui sontin-
trinséques, indépendamment de toutes les causes sukeegtdntraver son bon déroulement,
soit

ey eve®h / ({e®}, fwa®}, 1n0)})

Un tel objectif est réalisable modulo une appréciation demaissances préalables des éléves,
des causes susceptibles de réduire leur attention et dostb@m durant toutes les activités
associées a I'enseignement considéré et des limites died@té des supports pédagogiques
adoptés. Compte tenu de toutes ces considérations, ldit@alin enseignement rétroactif est
essentiellement caractérisée par les deux exigencesisesva

e Une équipe pédagogique mature et soucieuse de I'émaripises éléves qui se dis-
tingue par des supports pédagogiques d’excellente quatiéddémarche méthodologique
efficace et rationnelle et une écoute continue de ses élaires, elle peut définir d’'une
maniére claire, concise et précise les connaissancedigpésia I'enseignement consi-
déré, i.e. la séquende*(t)}, soutenir les éleves qui ont des lacunes ou des difficultés,
élaborer bureaux d’étude et des examens qui permettentatiserétoutes les motiva-
tions de I'enseignement tout en appréciant les connaissaauxjuises par les éléves, i.e.
la séquencédc(t)}, et émerveiller les éléves par la rigueur de la partie foretdale de
'enseignement et ses retombées sur I'ingénierie desragste

e Des éleves motivés et conscients de la pluralité des comggEtaequises pour relever
les défis d’'une ingénierie des systemes a haute valeur ajjmdépendamment de leur
spécialité. lls se distinguent par une curiosité scientdfigemarquable et un travail meé-
thodique et acharné conformément aux exigences d’'un emeroent privilégié pour un
apprentissage rétroactif.

Un investissement pédagogique doit susciter naturelletaesuriosité scientifique des éleves
pour mieux les accompagner dans I'acquisition du potemwtigbonible sur I'enseignement
considéré. Il requiert un engagement pour une veille p&glgge exigeante et un attachement
indéfectible a la qualité de I'enseignement. Ce documenties introduction rigoureuse et
compréhensive aux problématiques d’analyse et de syndlegsesservissements dans le cas des
systémes linéaires échantillonnés invariants dans ledekife permet d’acquérir le language,
les bases et les limites des systemes de commande échrarégla partir d’'une approche sys-
teme pragmatique. Une attention particuliere est réseaugejuantificateurs de performances
nominales et de robustesse en stabilité d’'un asservissernara synthése modale. Les pro-
blemes et devoirs proposés permettent de développer atrtemles connaissances acquises
sur 'analyse et la conception des systémes asservis.

Aux éleves motivés, ce document offre une belle promenadezat dans les champs du po-
tentiel de de I'approche systéme adoptée pour mieux amguiéatoncept d’échantillonnage, le
génie de la rétroaction qui est au coeur des sciences deéitiegr et les possibilités offertes par
le concept de prédiction.
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Notations utilisées

Ensemble des entiers naturels et ensemble des entieitsrelat
Ensemble des nombres réels et ensemble des nombres cosaplexe
Parties réelle et imaginaire du nombre complexe

Matrice identité et matrice nulle de dimension

Transposée et conjuguée transposée de la matrice

Norme euclidienne.

Espérance mathématique.

Période et pulsation d’échantillonnage.

Fonction continue et fonction échantillonnée sous-jazent

Opérateur différentiel et variable complexe de la tramef deCaplace.
Opérateur retard et variable complexe associée a la trangéoen z.
Transformée deé-ourier de la fonctiory.

Transformée d&aplace de la fonctiorf.

Transformée en de la séquencéf (kT.)}.

Disque et cercle de centre I'origine et rayon unitaire dunglemplexe en.
Domaines de stabilité asymptotique et de stabilité et dimpeances.
Ensemble des polynémes era coefficients réels.

Ensemble des polyndmes de degré nul.

Ensemble des polyndmes era coefficients réels dont toutes les racines
sont situées a I'intérieur du domaine de stabilite.

Ensemble des polyndmes era coefficients réels dont toutes les racines
sont situées dans le domaine de stabilité avec au moins cine 1ur

la frontiere du domaine de stabilité et dont toutes les excgituées sur la
frontiére du domaine de stabilité sont simples.

Ensemble des polyndmes era coefficients réels dont toutes les racines
sont simples et situées sur la frontiere du domaine de séabil
Ensemble des polynémes era coefficients réels dont toutes les racines
sont situées a l'intérieur du domaine de stabilité et degperénce.
Entrée du systeme et sa transformée en z.

Sortie du systeme et sa transformée en z.

Séquence des perturbations et sa transformée en z.

Bruit de mesure et sa transformée en z.

Séquence de référence et sa transformée en z.

Séquence de référence et sa transformée en z.

Impulsion et échelon unitaires.

Réponse impulsionnelle du systéme.

Réponse fréquentielle du systeme.

Fonctions de transfert du systeme.

Fonctions de transfert du régulateur.

Fonction de transfert du systeme asservi.

Elément de la fonctions de transfert du systeme asservi.

Fonction de transfert en boucle ouverte.

Fonction de transfert de la différence de retour.

Fonction de sensibilité et fonction de sensibilité compataire.

Fonction de sensibilité& fonction de transfert du régulateur.

Fonction de sensibilité& fonction de transfert du systeme.
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APRS
CM (SYS)
CP (SYS)
CZ (SYS)
CPP
CSESAS
DSC
EDS
EFPB
EFPBAND
EFPH
EP
EPES
FTS
IBM
MCS
MGP
MGCT
MGC
MGR
PID
PA

PM

PP
PRED
PSN
PSP
PSS
REG
REP
RES
RHS
RIS
RPD
RR
SAS
SVAT
SAZT
SYS
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Abréviations

Affinement des performances et de la robustesse en stabilité
Configuration des modes du systeme.

Configuration des péles du systeme.

Configuration des zéros du systeme.

Compensation parfaite des perturbations.

Composantes des signaux d’entrée-sortie du systéme iasserv
Dépollution du signal de commande.

Equation aux différences du systéme.

Ensemble des filtres passe bas.

Ensemble des filtres passe bande.

Ensemble des filtres passe haut.

Erreur de poursuite .

Erreurs de poursuite d’entrée-sortie.

Fonction de transfert du systeme.

Insensibilité aux bruits de mesure.

Modele de commande du systeme.

Modele générateur des perturbations.

Modeéle générateur des composantes indésirables.

Modéle générateur de la séquence de consigne.

Modele générateur de la séquence de référence.
Régulateur caractérisé par des actions proportionnetiegiale et dérivée.
Poursuite admissible.

Précision maximale.

Poursuite parfaite

Prédicteur.

Propriété de stabilité nominale.

Poursuite semi-parfaite.

Processus stochastique stationnaire.

Régulateur.

Représentation d’état partiel.

Représentation (Réalisation) d’état du systeme.

Réponse harmonique du systeme.

Réponse impulsionnelle du systeme.

Réalisation des performances dynamiques.

Réalisation du régulateur.

Systeme asservi.

Séquences de variables aléatoires indépendantes.
Ensemble des séquences assimilables & un zéro ingénieur.
Systeme.
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Chapitre 1

Introduction

La révolution continue du circuit intégré a particulieramhienpulsé un développement des tech-
nologies des sciences de l'information dont la théorie getemes échantillonnés représente
'essence de I'innovation dans ce domaine des sciencegdéliieur. Les ingénieurs disposent
actuellement d’'une théorie rigoureuse des systemes l@gachantillonnés qui traite tous les
probléemes fondamentaux auxquels ils sont confrontés,ardavmodélisation, la commande et
la supervision des systemes dynamiques. Les applicatidnstrielles réussies ont imposé des
valeurs scientifiques telles que le traitement numériqueighal, la régulation industrielle par
calculateur et les interfac&somme= Machine pour la supervision des systemes dynamiques.

L'ingénierie des systemes linéaires échantillonnés a ét&ldppée a partir d'une recherche

méthodologique vigoureuse comme en témoignent les canosssistées par ordinateur dis-

ponibles sur le marché des asservissements industriedyrithese d’'un systéme de commande
se fait en trois étapes comme I'indique la figure 1.1.

e La premiere étape consiste a élaborer un modeéle de comman@presente au mieux le
comportement d’entrée-sortie du systéme par rapport adarpgnces requises comme
I'indique la figure 1.2. On dispose pour ce faire de la thédead'identification des sys-
temes dont les ouvrages [11] et [12] représentent le plusnté&inon le meilleur état
de l'art. Les signaux d’entrée-sortie sont préalablemmaitéts pour réduire les effets des
perturbations qui affectent le fonctionnement du systénakee bruits de mesure inéluc-
tables. Toutes les connaissances disponibles sur le syskeinent étre prises en compte
aussi bien pour la spécification de la structure du modeledtification que pour sa
validation. Cette derniere est faite a partir des propsiéie la méthode d’identification
considérée, des connaissances disponibles et des pent@seequises du systeme de
commande.

e La deuxieme étape consiste a déterminer les parametresétjutateur en fonction des
performances requises. Pour ce faire, on utilise la thélwriea commande que I'on peut
agréablement lire dans les ouvrages d’enseignement dedegr@&coles d’automatique
(2], [3], [11], [23]). Notons que la spécification des perfances a partir du cahier des
charges constitue la tache essentielle du concepteur gdiodauler I'ultime motivation
d’'un probléme de commandiee. maintenir la séquence de sortie du systeme dans un
voisinage de la séquence de référence indépendammentrii@bptons qui affectent le
fonctionnement du systéme et des bruits de mesure inélestah un objectif de com-
mande réalisable. Pour ce faire, une bonne culture de lai¢hd®la commande associée
a une bonne conception assistée par ordinateur sont requise

17



18 Chapitre 1

e La troisieme étape consiste a mettre en ceuvre le réguladéennainé sur un calculateur
fonctionnant en temps réel. Pour ce faire, il faut faireipaiti club des fans de program-
mation, disposer d’'une bonne librairie d’analyse numériguaccorder une attention a la
veille technologique en matiere de systémes embarqués.

SPECIFICATIONS CAHIER
DES DES
PERFORMANCES CHARGES
THEORIE MODELISATION
DE ET
LACOMMANDE IDENTIFICATION
METHODE MODELE
DE DE
SYNTHESE COMMANDE
 ENVIRONNEMENT !
o(t)
*(t
v ult) y(t)
REGULATEUR SYSTEME

FIGURE 1.1 — Le probléme d’automatique
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SYSTEME

TRAITEMENT
DES
DONNEES

COMPLEXITE
DU

MODELE

ALGORITHME
D’ADAPTATION
PARAMETRIQUE

VALIDATION
DU
MODELE

Oul NON

FIGURE 1.2 — Identification des systemes
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Chapitre 1

Cet ouvrage présente d’'une maniére compréhensive lesdessgstemes asservis échantillon-
nés a partir des études vigoureuses d’analyse et de symtbgesystemes échantillonnés. Son
organisation est conforme a la démarche naturelle d’'umiegé qui souhaite acquérir un po-
tentiel sur la modélisation, la stabilité et la commandesyssemes échantillonnés pour mieux
apprécier cette lapalissade des temps modernes : "donriammalculateur et je maitriserais
le monde". Outre une présentation concise des outils matigmes spécifiqgues aux systémes
échantillonnés, on distingue quatre parties principales.

e La premiere partie concerne les problémes d’échantillgarkes signaux continus et la

reconstruction des signaux échantillonnés. Ceci permetidax apprécier les deux ré-

sultats fondamentaux qui constituent I'essence du corttéghhantillonnage. Le premier

résultat est le fruit d’'une analyse spectrale d’'une fomcéohantillonnée alors que le se-
cond résultat n’est autre que le célébre théoremsgtdmnon.

La seconde partie est consacrée aux problemes de moddlisatde stabilité des sys-
temes échantillonnés. On traite d’abord le probleme deésgmtation, en I'occurrence la
réponse impulsionnelle et la réponse harmonique, la foncte transfert, I'équation aux
différences et la réalisation d’état, en accordant unentidte particuliere aux systemes
qui exhibent un retard et a la modélisation des perturbatibas concepts de stabilité
externe et interne sont ensuite présentés d’'une maniemseoa partir de la réponse
impulsionnelle du systeme et la trajectoire d’état du syst@autonome sous-jacent. La
vraisemblance entre la stabilité externe et la stabilitééerbornée-sortie bornédsSB
est particulierement mise en exergue. La présentation staltéité interne est essentiel-
lement faite en adoptant une approchelgapunov qui s’est imposée par sa simplicité et
son efficacité.

La troisieme partie est dediée au probleme d’automatiquartér pl’'une classe de sys-
temes asservis suffisamment générale pour englober toasdes/issements disponibles.
Les problemes de stabilité et de performances sont étugiagiad’'une approche systé-
mique judicieuse. On montre que les fonctions de senghititielles (resp. la dynamique
de poursuite et les diverses composantes de la sortie denmsgstles asservissements
sont des quantificateurs de performances nominales et deteslse en stabilité (resp.
des quantificateurs de poursuite) qui doivent étre utdisisns toute démarche métho-
dologique efficace et rationnelle. Les limitations intégses la commande avec modéle
interne ont été aisément mises en exergue a partir desatssiogihdamentaux obtenus.

La quatriéme partie est consacrée a la synthese modale stésngg asservis, i.e. I'as-
signement des modes du systeme asservi. Quelques éléreergtgudation industrielle
sont présentés pour mieux appréhender ses limitatiorsymoent la sensibilité des sys-
temes de commandeZD aux bruits de mesure inéluctables et I'invariance des mddes
systéme par une loi de commande avec modéle interne. Unépnebdi’asservissement
de température d’'un réacteur chimique est traité pour raplarcapacité d’'une synthése
modale a réaliser aisément un bon compromis perforambestesse par rapport aux
techniques dominantes de régulation industrielle, ercio@nce la commandeZD et

la commande avec modéele interne.
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Chapitre 2

Operateur retard et transformee en

L'analyse et la synthése des systemes linéaires échamidtoont été principalement dévelop-
pées a partir de deux outils fondamentaux, en I'occurreénpéiateur retard et la transformée
en z. L'opérateur retard (resp. la transformée gnest pour les systémes échantillonnés ce
gu’est I'opérateur différentiel (resp. la transforméefdmlace) pour les systemes continus. Ce
chapitre présente d’une maniere compréhensible ces deilxrathématiques.

2.1 Opérateur retard

L'opérateur retard est a la base d’'une algebre d’analyse gfrthese des systemes échantillon-
nés. Il est défini par

' /{f : N—R} — {f : N—R}
{f(kTe>} — {frl (kTe>}

avec
fo1 (KT,) = f((k—1)T.) pourtoutke N

Pour mieux apprécier un telle définition, on notera que Fapur retard est la cellule élément-
aire de I'approche systémes dans le contexte des systeimastifonnés que I'on peut repré-
senter comme l'indique la figure 2.1.

f(KT)

q_l — frl(kTe)

FIGURE 2.1 — Représentation d’un retard unitaire

Remarque 2.1 On peut définir un retard depériodes d’échantillonnage comme suit

"/ {f : N—R} — {f : N—R}
{f<kTe>} — {fm (kTe>}

avec
fri (KT.) = f((k—1)T,) pour tout ke N

23



24 Chapitre 2

La séquencd f,; (kT.)} est communément noté¢ ((k —i)7.)} pour des considérations de
simplicité ; la propriété suivante permet de conforter eetobtation

9 o [ 1osii=]
of (k—J)T¢) <f((k_Z)TE)> B { 0 autrement

L'opérateur retard est linéaire, il permet de définir un apgur polynomial a partir de 'anneau
des polyndmes en I'opérateur retard a coefficients réel® jg—'], comme suit

A(q_l) /{f : N—R} — {f : N—R}

{f (KT2)} — {/a (kT2)}

avec
LT = A7) (FHT)) = 3 afu (WT) = 3 auf (k=) T2)

Comme l'opérateur différentiel pour les systémes contihogérateur retard permet de récrire
les équations aux différences d’une maniére plus concisfestuer aisément le calcul aux dif-
férences dans le contexte des systemes échantillonnépra@sétés remarquables suivantes
sont au coeur de cette aisance.

P1.V (A(q1), B(g™Y)) € R[g™Y] x R[g~}] etV (a, 8) ER x R, on a
(@A(q™") +BB(¢7) (F(KT)) = (@A(g™)) (F(KT.) + (BB(a™)) (f(KTL))
P2.V (A(¢™"), B(¢™") € R[g""] x Rlg"'], ona
Alg™h) (B(a™) (f(kT.))) = (Ale™H)B(¢Y)) (f(KT2) = B(g™") (Alg™) (f(KT2)))
P3.V (F(q™),G(¢™")) € R[g™!]* x R[g""],on a

(e (10m)) = 6t (s (1020) ) = ST (o)

F(q1)

Remarque 2.2 La propriété suivante permet de mieux assimiler le concegétateur poly-
nomial si besoin est

0
af ((k - 7’) Te

] (A (q_l) (f(k:Te))> = a; pour touti € N

On n’insistera jamais assez sur la nature produit de contvotude I'opérateur polynomial pour
mieux le maitriser.
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2.2 Transformée enz

Dans le contexte de la théorie des systemes, on utilisetpduti@dnsformée en unilatérale dont
la définition est donnée ci-dessous.

Définition 2.1 Soit f : R™ — R une fonction temporelle continue, la transforméezami-
latérale def est une fonction complexe: {x € C / |z |> R;} — C définie par la série
de Laurent

F(2)=Z{f(t)} =) f(KT.)=™*
k=o
ou Ry désigne le rayon de convergence.

Le domaine de convergence d’une transformée est complétement caractérisé a partir du
résultat suivant

Résultat 2.1 La série deCaurent définissant la transformée erconverge pour tout nombre
complexe satisfaisant la condition

| z | > Ry avec Ry = klim sup /| f(KT.) |
—00
Etsilaséquencéf(kT.)} ., est majorée a l'infini par une fonction exponentielle, i.e.

In*,a,r) ENXRXR / | f(ET.) | < arf™ pour tout k > n*

alors F'(z) converge au moins pour toutes les valeursdelles que = | > Ry.

Par ailleurs, il est possible de remonter a la sequégri¢ceT)}, .- a partir de sa transformée
enz comme l'indique le résultat suivant

Reésultat 2.2 La séquencd f(kT,)},., est reliée a sa transformée erpar la relation inté-
grale

f(nT,) = ! féz”_lF(z)dz

2mj
ouC est un contour fermé entourant I'origine du plan complexerienté dans le sens direct et

situé complétement dans le domaine de convergenég de c’est-a-dire toujours situé a une
distance supérieure au rayon de convergeRgear rapport a l'origine.

Preuve.Ce résultat est principalement di au théoreméalechy qui stipule que

1 3 1 sik=-1
— P 2¥dz =
21y Je 0 autrement

En effet, on a

PUR(z) =2y f(RT) R =) (T2
k=o k=o



26 Chapitre 2

soit

PR(2) = f(0)2" T+ f(T)2" 2+ +fnT)z ..

On aura alors

1
— ¢ 2" F(2)dz = {—,%z_ldz} f(nT)
2mj Je c
qui n'est autre que le résultat recherché.
COFD.

Remarque 2.3 Comme seules les valeurs de la fonction aux instants d’éidloamage 47,
sont utilisées, la transformée enest completement définie par la séquefgekT.)} .\ ON
peut alors écrire

F(z) = Z{f(KL.)} = ) | f(KT.)=™" pour | z| > Ry

C’est pourquoi, on indique généralement la transformée émdifféremment sous les formes
F(z), Z{f(t)}, Z{F(s)} et Z{f(kT.)} ou F(s) désigne la transformée daplace unilaté-
rale de f, soit

F(s)=L{f(t)} = /OO ft)e™*tdt pour R(s) > r¢

2.3 Transformées en: élémentaires

Dans ce qui suit, on détermine a titre d’exercice quelquesformées en d’'un ensemble de
signaux usuels.

e Impulsion unitaire

1 pour k=0 e
— F(2) =) 6(kT.)z* =1
k=o

0 autrement

f(kTe) = 0(kTe) = {

e Echelon unitaire

[e.e]

f)=alt)=F(z) = > a(kl.)z"

k=o

e Rampe unitaire

ft)=r(t)alt) = F(z) = > kT.z™"
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e Fonctions exponentielles

[t =da(ty = F(z) = 3 aTez =3 (a%2 )"
k=0 k=o
z
= 7 Ppour | 2 |[>] a™ |
f(t) = e "alt) = F(z) = Y e ®Tzh =3 (el
k=0 k=o
z
= = POUr |z [> =&
e Fonctions harmoniques
J(t) = sin(wialt) = F(z) = Y sin(whT,)=™*
k=o0
= %Z (ejwkTeZ k_ e—jwkTeZ—k)
J

1 _ 6jUJTeZ—1 - 1 _ 6_jWTeZ_1

zsin(wTy) our |z|>1
— z
22 —2cos(wT,)z + 1 P

cos(wkT,)z7"

WE

f(t) = cos(wt)a(t) = F(z) =

k=o0
_ % Z (6jwkTeZ—lc + 6—jwkTez—k)
k=o0
- 1 1 1
2|1 —ewleyml ] — emiwTep—1

22 — cos(wTy)z

= > 1
22 —2cos(wT,)z+ 1 pour | 2|

Remarque 2.4 Dans la plupart des applications des systémes échantélsnia transformée
en z peut étre mise sous la forme d’'une fraction rationnelle peopn = comme l'indique la
table 2.1 des transformées emsuelles, soit

F(Z) _ B(Z) _ bOZNb + bl,ZNb_l 4+ ... + bpp—12 + by
A(z) 2zt apzrel 4000 + Upa—12 + Upg

ou d’'une maniere équivalente sous la forme d’une fractidiormelle enz~! qui pourrait étre
plus appropriée pour une certaine conception des systeoieséllonnées.

B(z)  byznetmb y pypmnatnbol + bz

F(z) = —
(2) A(z)  TH+az7t+4...... + Qpg_127 "0t L g, 2na

On notera que les racines des polyndm¥s) et A(z) sont respectivement les zéros et les pbles
deF(z)
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2

Signal continu | Transformée de Laplace Transformée en
a(t) : 5
ta(?) - (ZT—621)2
0 1 %ﬁl
e "a(t) S Jlr a P Z—aTe
et a7 ey
tk—ie_“ta(t) (s +1a)k+1 (_]j')k (%)k (z _ z—aTe)
sin(wt)a(t) A , zsin(wTe)
sT+w z* —2cos(wTy)z + 1
cos(wi)a(?) 52 j w? 2 Z—(ZZEO(SI()Z(%?Z)EL 1
sin(wt)e”*a(t) W;ﬁ 29 Cz:g:;j:igf)_i_ o2,
costwt)ealt) | tm | A Qco_sﬁfmf:”

TABLE 2.1 — Table des transformées ensuelles




Opérateur retard et transforméezen 29

2.4 Propriétés de la transformée en

On donne ci-dessous les propriétés fondamentales de &drarée erx. Pour ce faire, on uti-
lisera des fonctions temporelles continyeg et h dont les transformées sont respectivement
données paf’, G et H. Les rayons de convergence H¢éz), G(z) et H(z) seront respective-
ment notésky, R, et RRy,.

e Linéarité. Soienta et 5 deux nombres complexes, on a
Z{af(t)+B9()} = aZ{f(O)} + BZ{g(t)} = aF(2) + BG(2)
Notons que le rayon de convergencend€(z) + 3G(z) est égal anax(Ry, R,).

e Translation temporelle. Soit n un entier naturel, on a

Z{f(t+nT,)}=2" (F(z) — z_: f(k‘Te)z_k>
et

Z{ft —nT.)} = z7"F(z)

Preuve.Ces résultats peuvent étre obtenus a partir des définitmtastdansformée en
En effet, on a

Z{f(t+nT.)} = i (kT. +nT.)z

[e.e]

k=0

00 n—1
= Z FRT.)zF
k=0
n—1
= 2"F(2) =) f(kT.)z""
k=o

et

Z{f(t=nT.)} = > fkT.—nT.)z""
k=o
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e Translation fréquentielle. Il s’agit d’'une translation complexe donnée par les prdapsé

suivantes
{—atf } F aTeZ) et Z{eatf } F —aTe)

Preuve.Ces résultats sont naturellement obtenus a partir desti#imde la transformée
enz comme suit

—atf } Z e ak:Te ]{?T i f aTe —k — F(eaTez)

k=o
et

Z {e“tf } Z okTe £(KT.) 2 Zf (kT.) _“Tez) r F(emez)

Théoréme de la valeur initiale.Si lim F'(z) existe, alors la valeur initiale déest don-
Z—00
née par

Ilciir(l] f(ET,) = lim F(z)

Z—r00
Preuve.Ce résultat est une simple conséquence du développemeautisui

fRT) | L f(T)

Il permet de vérifier rapidement si le calcul d’une transféenen: est erroné.

Théoréme de la valeur finale Si tlim f(t) existe, i.e. tous les poles dgz) sont a I'in-
—00

térieur du cercle unité a I'exception éventuelle d’'un patepe sur le cercle unité, alors
on aura

1
lim f(kT,) = lim =

k—00 z—1 z

F(z)

Preuve.Notons d’abord que I'hypothése faite sur les poleg'de) assure I'existence de
klim f(kT,). Par ailleurs, on a
—00

S T, —T)) 2 = (1 — 2" )F(2) = = . Lre
k=o
Et comme
g; f(RT. = T¢)) = lim f(KT)
on aura bien
lim f(t) = lim - 1F(z)

t—o0 z—1 z
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Théoreme de sommationll s’agit d’un résultat concernant I'intégration discreseit

Z{Zf(k:Te)} = ﬁF(z) pour toutn > 1
k=o

Preuve.Posons

P
ona
g(nTe) = g((n — 1)T)) + f(nTe)
soit
G(z) = 27 G(z) + F(2) = G(2) = - - _F(2)

Une application naturelle consiste a calculer la somme elesets d’'une série conver-
gente, soit

z—1 z

lim, gﬂkmznmz‘l{ RG] = P

e . ) d
Dérivation complexe.Considérons I’operatewTezd—, ona
z

2{f(0a0} = (T ) 2 {0a()

. d\" .
Preuve. Notons que s’ converge suDy, alors (d_) F converge suD; pour tout i
VA

e N. Par ailleurs, on a

o0

—Tezdilzmz) =3 (KT F(RT.)=* soit Z {tf(H)alt)} = —TezdilzZ{ F(H)a(t)}

On peut généraliser ce résultat en appliquant succesmﬂé’nmrateur(—Tezd—) ala
z

transformée en de la fonctionf.

La dérivation complexe peut étre utilisée pour calculerdasformée en d’'une fonction
temporelle a partir de celle de sa dérivée, e.g.

Z{ta(t)} = _Tezdi,lzz {a(t)} = (ZT_321>2
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e Intégration complexe.Considérons la sequenée(kT,)}, .\, définie par

f(KTe)
KT,

pour k # 0

lim g(kT,) pourk =0

k—o00

en supposant qukh'm g(kT.) existe et est finie, on a
—00

2(oUt) = [ (@) dn + i g(KT,)

Preuve.Notons d’abord que

G(z) = Zg(kTe)z_k

on aura alors

d 1S I . F(2)
—G(2) = —i;ﬂkn)z = —Te;f(kmz b= T

soit

/:O (dilzc;(z)) dz = G(oo) — G(z) = —Ti h <@) dn

e Dérivation et intégration par rapport & un parametre. On a

z {%f(t,a)} - a%p(z,a)

z [/bcf(t,a)da} - /bCF(z,a)da

Preuve. Ces résultats sont naturellement obtenus a partir de laitit#dinle la transfor-
mée er:. En effet, on a

et

soit
z [/bcf(t,a)da} _ g: {/bcf(kTe,a)da] ok /ch(z,a)da

o
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On peut utiliser ce résultat pour calculer la transformée: @ la fonctionf définie
par f(t) = t?e"*a(t). On a

Z{tPe "a(t)} = 2 {aga(—te_“ta(t))} = %Z {—te~"a(t)}

0 T.eoTez=1

da (1 —eaT-z-1)2

T?emTe((1 4 emTez71) 27 1)
(1— e-aTep—1)3

e Théoremes de convolutionConsidérons le produit de convolution

k
h(kTe) = (f * g)(kTe) = Z f(ZTe)g((k - Z)Te)
ona -

Z{h(t)a(t)} = Z{fH)a)} Z{gt)a(t)}

Preuve.Ce résultat est obtenu en utilisant la définition de la tramsée err comme suit

H(z) = Z{h(D)a(t)} = ) (Z fTe)g((k - i)Te)> e

k=o

= Z (Z FUT.)g((k — z’)TJ) 2

= Zf (iT,)z Zg _(k_i)
= Zf (iTe)z Zg jTe)z™ = F(2)G(z)

Par ailleurs, considérons le produit de deux fonctions dpén

ona
1 | 2|

i -1 F(n~12)d i}
%jfén GE G z)dy pour By <n|< B

Z{h(t)a(t)} =

Preuve. Ce résultat est obtenu en utilisant la définition de la tramsée en z et de son
inverse comme suit

Z{nt)at)y = > f(kT)g(kT.)z* pour |z|> R,

_ gf(k:Te)z"“ (% j{ nk‘lG(n)dn)
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soit

Z {h(t)alt)} = %Z 75 7 1G(n) f (KT,) =+ dn

o

- o 7{ G Y FRT) (172) ™ d
1

_ -1 1
= 5 b G(n)F (n'z) dn

ouC est un cercle de centre I'origine contenue dans le domaiira pér

| 2]

R, <|n|< —=— avec |z|> R,
By

e Théoreme deParseval.On a

- 2 1 -1 -1
> (F(KTL)) =55 P FOFGa:

k=o

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe du théoréme ddwmvet du théo-
reme de sommation. En effet, on a

D (f(RL))? = lm Z{f(t)f(H)a(t)}
1

1
= o cz_lF(z)F(z_l)dz pour R <| z |< =

2.5 Inversion de la transformée en:

Les transformées enusuelles sont données dans des tables que I'on peut ugbserda dé-
termination des transformées erinverses mais ces inversions ne sont pas toujours évidentes
lorsque la transformée erest relativement complexe pour étre facilement décompipéetir

des transformées emui figurent dans les tables disponibles. On distingue quaéthodes qui
sont généralement utilisées pour I'inversion des transé@s enr et donc pour la résolution des
éguations aux différences a partir d’équations algébsaupropriées

e Utilisation des tables.Cette méthode consiste tout simplement a décomposer Edran
mée er: a inverser a partir des transformées:atisponibles dans les tables, soit

bo H(z—zi) .
F(2) = ———— =) Fi(2)

na

H(Z—pi) i=1

i=1

OU {2} e (1) €1{Pi}ic)1 0 SONt respectivement les zéros et les poles'de) alors que
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F;(z) est une transformée enque I'on peut déterminer relativement facilement a partir
des transformées endisponibles dans les tables. L'inversion est alors simplerobte-
nue a partir des transformées eimversesy;(¢) desF;(z), soit

1O =3 £

Division euclidienne.Les transformées encommunément utilisées en traitement de si-
gnal et en automatique peuvent se mettre sous la forme d'acioin rationnelle propre
gue I'on peut récrire sous la forme

On peut alors déterminer la séquedgeiT.)}, . - en effectuant une division euclidienne
deB(z!) parA(z~1). En effet, on a

> » bo+biz7 . + Doz ™
F(Z) — ; f(kTe)Z - 1 + az 1 4+ + ana—lz_na+1 + anaz—na
soit
nb na o
(r)- (o) ()
=0 Jj=1 k=o
et donc

na

FORTL) = b =Y aif((k —i)T)
i=1
oub; =0 pour i >nb et i <0eta; =0 pour ¢ >na et i <0.

Equation aux différences.Cette méthode consiste a effectuer une simulation a partir
d’'une équation aux différences associée a la transforméaenverser. En effet, on peut
récrire une transformée ensous la forme

nb
> b
1 + Z CLjZ_j
j=1
ou d’'une maniére équivalente
na nb
(1 + Zajz_]) F(z) = (Z biz_’) A(z)
j=1 =0

On aura donc un algorithme que I'on peut mettre en oeuvréwetaent facilement sur
un quelconque calculateur comme suit

F(z) A(z) avec Az) =1

na

FORT) = = 3 _aif ((k = )T) + 3 bid((k = i)T2)

i=1
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o Méthode des résidusElle est basée sur la transforméezanverse, soit

f 2R (2)dz

f(nT.) = % )

Pour ce faire, il suffit de choisir un contour qui entoure arspés poles dé'(z) et d’ap-
pliquer le théoreme des résidus. On aura donc

FRT) =S {Résidus de zk_lF(z)}

pi

Z=pi

avec

{Résidus de zk_lF(z)} -t lim (i)mi_l ((z — pi)m’izk_lF(z)>

2=p; (ml — 1)' Zrpi dz

olip; est un péle multiple d’ordre; de z*~1F ().

2.6 Conclusion

La motivation principale de ce chapitre a été de présensepudils mathématiques incontour-
nables pour I'étude des systémes linéaires invariantsx@ttbanés, notamment I'opérateur re-
tard et la transformée en L'opérateur retard a été défini et ses propriétés usueliegté
données. La définition de la transforméezem été précisée avec une attention particuliere sur
son domaine de convergence et I'existence d’'une transtoené inverse. Les transformée
en z des signaux élémentaires ont été déterminées a titre diegefoutes les propriétés de
la transformée en ont été établies. Les méthodes d’inversion de la transfereme ont été
présentées.

2.7 Probléemes

Probléme 2.1 Montrer que la transformée ende la fonction harmonique généralis¢edéfi-
nie par

f(t) = rcos(wt)a(t) avec r >0
peut se mettre sous la forme

z2(z — )

O = 0w

pour | z |>| rle

avec

21 = 1 cos(wT,)

p1 = 7 (cos(wT,) + jsin(wTL)) et py = r’*(cos(wT,) — jsin(wT,))

On étudiera le comportement de la fonction harmonique géis&e f pourr = 1,r > 1 et
r < 1.
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Probleme 2.2 Chercher la fonction dont la transformée erst donnée par

22

2O} =FC) =

en utilisant la méthode des résidus.

Probléme 2.3 Déterminer les séquences,, (k71.)}, {g2(kT.)}, {gm(kT.)} et{g,(kT.)} dont
les transformées ensont données par

Z{gn(kT)} = Gn(2) = 57—

Z{g2(K1o)} = Go(2) = (2 _];2((22)_ p*)
Z {gn(KT.)} = Gn(2) = %
Ny(2)

Z{g(kT2)} = Gu(2) =

oup; € C pouri € [1,n] désigne un pdle simple et non ny, p*) représente une paire de
pbles complexes conjugués, (=), Na(z), N,,(z) et N,(z) sont des polynémes erde degrés
n, 2, m etl, respectivement. Pour ce faire, on suggere de procéder@ssiyement comme suit.

1) Montrer que la transformée eninverse de

Gi(z) = : - avec i > 2

est donnée par

G(kTe) = (k — H)p" " a(kT)

2) Montrer que les fonctions de transfert échantillonnégsz), Ga(z2), Gn(2) et Gi(z)
peuvent se factoriser comme suit

gn<z):gn<0)+iyi © avecy; = lim (Z_pign(@)

Z— i 2—pi z

avec y = lim (Z — pgg(z))

Z—=0p z—p* z—p z

W

Gu(2) = Gul0) + 37 e s = i (1‘ () (@—%wgm(z))>
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L1 1/d\
Gi(z) = ;%; avec Yyp_; = £1_r>% (5 (5) (%Qz(z)))
3) En déduire les séquencés, (kT.)}, {g2(kTe.)}, {gm(kTe)} et{qg.(kT.)}
4) Etudier le comportement des séquences en fonction desgodtespondants, notamment
| pi |< 1 pour tout i € [1,n]

| pi |= 1 pour tout i € [1,n]

et
| pi |> 1 pour tout i € [1,n]

5) Traiter les exemples suivants a titre illustratif

z+3
9(2) = 22 —-324+2
322 4+ 0.52
G(2) = 22 —240.5
23— 222422
S5 =Tt )
G(z) = z+1

Co22(z—1)
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Chapitre 3

Echantillonnage et reconstruction

La commande d’'un systeme par un calculateur, dont le schénwidnnel est donné par la
figure 3.1, permet d’illustrer convenablement ce qu’estystésne échantillonné sans occulter
aucun probleme. L'horloge permet de définir les instantshiiétillonnage qui sont suppo-
sés étre régulierement espacés, {iid.. } .cy oU T, désigne la période d’échantillonnage; elle
constitue ainsi le coeur des applications temps réel. Leastinseur analogique-numérique
(CAN) et le convertisseur numérique-analogiqdd/(4) permettent d'interfacer le systeme,
qui est intrinséquement continu, au calculateur qui estidamentalement un systéme discret
puisqu’il ne manipule que des nombres.@.d4N transforme un signal continu en une suite de
nombres, i.e.

FOher — {f(KT)}pen

Quant awlCN A, il permet de restituer un signal continu a partir d'uneesdie nombres, i.e.

{f(kT) hew — {fo()}ier

Cette restitution est réalisée par un bloqueur via unepotation adéquate du signal échantill-
onneé.

SYSTEME
CNA HORLOGE CAN
CALCULATEUR
u(kT,) y(kT,)

FIGURE 3.1 — Commande numérique d’'un systéme

41
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Vu du calculateur numérique, on a manifestement un systehenéllonné dont I'entrée et la

sortie sont respectivement les valeurs des signaux deetréle sortie aux instants d’échan-
tillonnage, i.e. les séquencés(kT.)}ren €t {y(kT.)}ren. |l peut étre décrit par un modeéle

stroboscopique reliant les valeurs de la sortie a cellesed¢rée aux instants d’échantillon-

nage, soit

SYSE : {u(kTo)then:  —  {Y(FT.)}ren

Dans le cas des systemes linéaires échantillonnés, cedanoaé été fondamentalement élabo-
rés a partir d'une modélisation des convertiss€uts etCN A et des modeles utilisés pour la

représentation du systéme continu sous-jacent, notamaré&mtonse impulsionnelle, la réponse
harmonique, I'équation différentielle, la fonction dertséert et la représentation d’état. Cette
approche de modélisation est I'essence de l'ingénierisgtemes linéaires échantillonnés qui
a été développée a partir d’'une recherche méthodologigueireuse comme en témoignent les
conceptions assistées par ordinateurs utilisées au gerotidns les bureaux d’études.

Ce chapitre est particulierement consacré aux probléngéesdhtillonnage et de reconstruction
des signaux en vue de modéliser les convertisseurs : leaptéale la modélisation des systémes
échantillonnés, i.e. la cascadd/ A — SYSTEME — CAN. On présente les deux résul-
tats fondamentaux qui sont au coeur du concept d’échamigige. Le premier concerne une
analyse spectrale d’une fonction échantillonnée alorslegecond n’est autre que le célebre
théoréme de&Shannon qui est le seul et unique résultat fondamental disfgopour la spéci-
fication de la période d’échantillonnage. Le théoremeStannon requiert I'existence d’'une
fréequence maximale au dela de laquelle le spectre du sigeciantillonner est identiquement
nul. C’est pourquoi, les signaux sont préalablement fillnésnt leur échantillonnage pour évi-
ter un éventuel repliement du spectre du signal. Par adljéareconstruction exacte du signal
continu ne peut étre faite que par un filtre non causal. Daapglications temps réel, cette
reconstitution est généralement faite avec des bloquenirdrd zéro dont la modélisation sera
particulierement développée. Un récapitulatif de ce daiit absolument retenir est donné en
guise de conclusion.

3.1 Echantillonnage

L'échantillonnage des signaux se fait a partir d@AN qui transforme un signal continu en
une suite de nombres comme le montre la figure 3.2. La modélisdu C AN est générale-
ment faite en supposant que sa résolution est suffisammemdgpour négliger les erreurs de
guantification et que le temps de conversion est suffisampetittpour étre considéré comme
nul. Ces hypothéses seront prises en considération los medélisation globale du systeme
échantillonné pour ne pas nuire a la rigueur des sciencémgérieur. On peut alors représen-
ter unCAN par un échantillonneur élémentaire comme l'indique la g8 et considérer le
signal échantillonné comme le résultat de la modulation ¢fain d'impulsions unitaires par le
signal continu comme le montre la figure 3.4. On aura alors

[e.e]

fo(t) = f(t) m(t) avec m(t) = &(t—kT.)

k=0

oum est une distribution communément appelée peign®idac. Il faut bien remarquer que
la fonction échantillonnég. a été introduite beaucoup plus pour une commaodité mathgueati
gue pour une quelconque considération physique. En edfegule information disponible dans
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la pratique consiste en la séquence des valeurs de la forfcdax instants d’échantillonnage.
La commodité mathématique résulte du potentiel de la teétes distributions qui constitue
'une des plus belles oeuvres dédole Francaise deg1athématiques ([19]).

f(t) f(ET.)
SN o

t kT,

FIGURE 3.2 — Conversion analogique-numérique

f(t) J/ fe(t)

T

FIGURE 3.3 — Echantillonneur élémentaire

m(t)

f(t) ——— MODULATEUR —— [f.(1)

FIGURE 3.4 — Fonction d’échantillonnage

Le résultat fondamental suivant représente I'essence deepd d’échantillonnage. C’est une
analyse spectrale qui précise la relation entre les tremsfes deCaplace d’une fonctiorf et
la fonction échantillonnéé. qui lui est associée, i.e.

F(s) = L{f()y  —  Fu(s) = L{fe(1)}

Résultat 3.1 Soit f une fonction dont la transformée daplace est et soitF, la transformée
de Laplace de la fonctiorf, qui résulte d’'un échantillonnage déa la cadencel,.. Supposons
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que F'(s) soit strictement propre alors on a

F.(s) = f F(KT.) e~ (3.1)
k=—o0
1, 1 & 2
F(s) = 5 f(0%) + Tk; F<s+kji) (3.2)
Si de plus sF(s) est strictement propre alors on a
F.(s) = 1 Jio F<s+k:j2—ﬁ) (3.3)
Te ~—~ T,

Preuve.Notons d’abord que la relation (3.1) entre la transformégajglacer.(s) et la trans-
formée enz F'(z) découle des propriétés élémentaires de la transformé&aplkace comme le
montrent les manipulations suivantes

Fe(s) = ‘C{fe(t)} =L {Z f(kTe) 6(t - kTe)}
k=0
soit

Fu(s) = LD} = D f(KT)e "

La relation (3.2) entre la transformée daplace des fonctioyi et celle de la fonction échan-
tillonnée f, est la pierre d’achoppement du résultat, il sera démonteppliquant le théoréme
des résidus donné ci-dessous.

Résultat 3.2 SoitF' : s € C — F(s) € C une fonction analytique sur une courbe simple et
ferméeC, sauf en des singularités pour i € [1, n] intérieures aC pour lesquelles les résidus

de F sont Ry pour k € [1,n], alors I'intégrale deF'(s) le long deC est égale &7 fois la
somme des résidus deen les singularités contenues dafissoit

/F(s)ds = 27erRk
¢ k=1

Rappelons que le résidu d’une fonction complékpour un pdlep; d’ordre de multiplicitém;
est donné par

(Residu da’?(s))s:m _ ﬁ ((%)mi_l( (s=n)" F(s))>

et que la formule d’inversion ddellin-Fourier pour les fonctions continues par morceaux
donne

S=Ds

c+joo
<f(t+) + f(t‘)) = % F(u)e'du pour tout réek > o

N —

ft) =

c—joo
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Et comme on ne considérera que des signaux causaug(tije= 0 pour t < 0, on aura

1 c+joo

SF(0%) =

5 F(p)dp pour tout réek > oy

ﬁj c—joo
On peut donc récrire la transformée faplace de la fonction échantillonnée comme suit
“+oo
Fe(s) = Z F(KT,) et
k=o
= 1f(0+) + 1f(0+) + f fRT,)e e
2 2 — ¢

1 1 feti <
= O+ 5= F(p)dp+Y f(kTe)e‘kTes>
k=1

27Tj c—joo
1f(0+)+ 1 C+jooF( i + Ji’o e 1 /’c—l—jooF( g
= 5 Py H)ap e T o— peredu
2 21 Jejoo ) Je o
soit
F() = 2100 + = [ R f e ) d
e = = P e ¢
i 2 217 Jeojoo a p H
Et puisque
fe_kTe(s_iu‘) 1 pour ‘ e Te(S—/J') | < 1
1 — e Te(s—p)
k=o0
on obtient
F, _ 1 0f L C+jOOF L d R
e(s) = §f( ) + 275 ) (”)1_6—%(5 du pour R(s) > ¢ > oy

L'évaluation de l'intégrale

c+joo 1
/c F(p) T Tomp W

peut étre effectuée en appliquant le théoréme des résidies tav contour convenablement
choisi; e.g. le contou€, obtenu en complétant la droi®. = {u € C / R(u) = ¢} par un
demi cercle de rayon infini a droitg;. Ce choix est motivé par la configuration des péles de la

. . F . , N
fonction ratlonnellel_(% dans le plan complexe donnée par la figure 3.5. Les poles
—e e(s—

de F'(1) se trouvent a gauche de la drofe puisqueR(p;) < o < c alors que les poles de
Qe wemmy Soitp;, = s + kjw. pour k € N, se trouvent a droite de la droif, puisque
—e elS—

c < R(s).
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Im(p)
|
X
oy c o Re(p)
X
poles deF (1) poles de—L
Iu' 1 _ e_Te(s_H’)

FIGURE 3.5 — Configuration des pdles
En effet, si 'on applique le théoréme des résidus avec l#otw@,, on trouve

1 1 1
/CdF(ﬂ)md“:/FdF(“)md“+/cF(“>md“

(5

k=5+kjwe

avec

R, — (Résidud Flu) )
Pr=s+kjwe

1 — e Tels—n)

puisque le contour d’'intégratiaf), est parcouru dans le sens négatif. Et coninie) est stric-
tement propre et que€<* —; oo lorsquey parcourd’y, on obtient

1
Flp) —————du = 0
[ F0

On aura donc

c+joo 1 .
/c Fip) 1 — e Tels—w) dp = = 2m] ( Z de>

—Jjoe pr=st+kjwe
La transformée d€aplace de la fonction échantillonnée est alors donnée par
1 i F(p)
- +\ _ -\
F(s) = 5f(0%) > (RE‘SIdU des— iy )
Pr=s+kjwe K=Dk

. 1 : . C .
Et comme les pbles de—1 T sont simples, les résidus associés sont donnés par
P 6_ e -

- F(u) 1 :
= e— = ——
Ry, (ReS|du d T e_Te(s_u)) | 7 F (s + kjw.)
pu=s+kjwe €
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On retrouve alors I'expression recherchée de la transfede&aplace de la fonction échantill-

onnée, soit
+oo

1 1 .
5f(o*) T k:Z_OOF (s + kjw.)

F.(s) =
Par ailleurs, skF(s) est strictement propre, alotam sF(s) = 0 etdoncf(0") = lim sF(s)
5—00 5—00
en vertu du théoréme de la condition initiale.

COFD.

Remarque 3.1 La transformée d&€aplace du signal échantillonné peut étre évaluée en appli-
quant le théoreme des residus avec un contGuobtenu en complétant la droitB, par un
demi cercle de rayon infini a gauclhg. Pour ce faire, il suffit de remarquer que

1 o
/FgF(#)mdﬂ = jnf(07)

car F(s) est supposée étre strictement propre’et = 0 lorsquey, parcoursl’,. On en déduit
alors que

F.(s) = > (Re5|du deF_(—ﬁ)())
pe=POles der(y) HEP

On peut en déduire deux aspects vitaux pour le concept dieitbhanage en supposant plus
particulierement quef(0) = 0; une hypothése sans aucune incidence sur la généralité des
choses.

Al. Léchantillonnage étale le spectre de fréquences denletit;m continue jusqu’a l'infini,
i.e.

Fe(jw) = F{fe(t) :_Z J (@ + kwe))

€ k=—c0

Ce spectre est symétrique par rapport a I'axe réel et péuiedile période la pulsation
d’échantillonnage, i.e.

| F.(jw) | =| F.(—jw) | pourtoutw € R*

et
| Fo(jw) | = | Fo(j(w + kw.)) | pour tout k € N

On peut donc déterminer le spectre d’'une fonction échantike a partir de sa représent-
. . . . We ™ . .
ation sur l'intervalle de pulsations, w,| otw, = 5 =7 est la pulsation d&/yquist.
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Rappelons toutefois que la relation entre les transforndéesourier d’'une fonction
échantillonnée et la fonction continue sous-jacente mjéaéralement pas valable pour
les spectres d’énergie définis a partir des modules comesimbs puisque

[e.e]

| F(w) | < ) | Fli(w + kwe)) |

k=—o00

L'égalité n’est vérifiée que dans le cas de situations exweptlles ou la phase dé(s)
est constante.

A2. L'échantillonnage induit une duplication infinie des gkt des zéros de la transformée
de Laplace de la fonction continue, i.e. les pblesidés) sont égaux aux poles de(s)
modulojw,.. Autrement dit, pour un pélg.; de F'(s), il correspond une infinité de poles
{pir }ren de F,(s) donnée par

Pit = Pei — kjwe pour k € N

Remarque 3.2 Le résultat concernant la série deourier décrivant le peigne d®irac peut
étre obtenu en remarquant que les coefficientFdearier correspondants sont donnés par

1 [t . 1
n = — S(t)e Theldt = —
‘ T, /;% ( )6 T,

3.2 Théoréme deShannon

L'intérét porté a I'échantillonnage des signaux a été ppalement motivé par le développe-
ment des calculateurs numériques, qui de par leur natuggeuneent manipuler que des suites
de nombres. La question de base qui se pose est de savoaisd@&€hantillonner une fonction
continuef n’est pas intrinsequement accompagné par une perte deriiiation contenue dans
cette fonction, i.e. peut-on reconstruffé(t) },cr ou { F'(jw)}wecr & partir de la seule connais-
sance de{ f.(t)}ier OU {F.(jw)}wer ? Un simple examen de ce probléme dans le domaine
temporel montre qu’il n’est pas possible de reconstriiff¢) },cr a partir de{ f.(¢) }.cr dans

le cas général. En effet, il existe une infinité de fonctieamaporelles qui prennent toutes les
mémes valeurs aux instants d’échantillonnage. Autremgnirte fonction arbitraire du temps
n’est pas completement définie par ses valeurs a des inataittaires méme s’ils sont régulie-
rement espaces. Il va falloir chercher les conditions smpphtaires que devrait satisfaire cette
fonction du temps pour gu’elle soit parfaitement définie g@8 valeurs aux instants d’échan-
tilonnage. Cette recherche est loin d’étre évidente si Bdopte une approche temporelle. Le
probleme correspondant est généralement étudié dans Em®méquentiel : il consiste a res-
taurer{ F'(jw) }.er & partir de{ F,.(jw)},cr dans les meilleures conditions possibles. En guise
d’illustration, considérons un signal continu dont l'aitydde et la phase sont respectivement
données par les figures 3.6 et 3.7. On notera que les pulsationnormalisées par rapport a la
pulsation d’échantillonnage. et que le spectre est identiquement nul au-dela d’'une pafsat
maximalew,,. Les figures 3.8 et 3.9 montrent que I'on peut reconstruirsignal continu a
partir de ses valeurs aux instants d’échantillonnage pogoe la pulsation maximale de son
spectre soit inférieure a la moitié de la pulsation d’éclannage, i.ew. > 2w,,. Lorsque la
pulsation d’échantillonnage est trop faible par rappod aulsation maximale contenue dans
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le signal, il apparait un phénomene de recouvrement quitingurepliement de fréquences
comme l'indiquent les figures 3.10 et 3.11. Cet exemple neaque la reconstitution d’un signal
continu a partir du signal échantillonné correspondaneddmu choix de la période d’échan-
tilonnage. Par ailleurs, on voit que pour reconstruire igna ressemblant a la fonctiofy la
sagesse oblige de procéder a un filtrage approprié du sighahgllonné comme le montre la
figure 3.12. Ce filtrage permettrait d’éliminer toutes lesyposantes hautes fréquences particu-
lierement introduites par I'échantillonnage. On noterdéfois que méme si ce filtre est parfait,
on ne peut espérer retrouver exactement le signal continaidsmue son spectre ne soit nul

au-dela de la pulsation d€yquistw,, = %

1.2

o)
)
T
|

Amplitude
o

o
'S
T
i

0 L i !
-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

(0]
Fréquence Normalisée

FIGURE 3.6 — Amplitude du spectre du signal continu
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-300 I I I I
-15 -1 -0.5 0.5 1 1.5
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Fréguence Normalisée

FIGURE 3.7 — Phase du spectre du signal continu
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1.2
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T

Amplitude
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FIGURE 3.8 — Amplitude du spectre du signal échantillonné
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FIGURE 3.9 — Phase du spectre du signal échantillonné
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FIGURE 3.10 — Recouvrement du spectre
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FIGURE 3.11 — Recouvrement de la phase
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fe(t) Fr(s)

FIGURE 3.12 — Filtre reconstructeur

Le résultat fondamental suivant est le célebre théorémghd@non qui précise les conditions
requises sur un signal continu pour que I'on puisse le remoapartir de ses valeurs prises a
des instants d’échantillonnage régulierement espaceés.

Résultat 3.3 Un signal { f(¢) }:.cr dont la transformée dé-ourier est nulle a I'extérieur de
lintervalle [—w,,, w,,] est parfaitement défini par son signal échantilloqféx7,)}.cn Si la
période d’échantillonnagé. est telle quev, > 2w,,. Le signal{ f(t)}.cr est obtenu comme
suit

k=00 .
B sin (w,, ((t — kT))
f(t> - Z f (kTe) W (t _ kTe)

k=—o0

Preuve Le théoréme dé&hannon stipule qu'’il est théoriquement possible de recomstune
fonction continue a partir de ses valeurs aux instants didtlfonnage pourvu que la fréquence
d’échantillonnage soit au moins deux fois plus grande gfrétmence maximale contenue dans
le spectre de cette fonction. Dans ce cas particulier, ohgeinir parfaitemen{ F'(jw)}.er

en fonction de{ F..(jw) } ,cr @ partir de la relation

T.F.(jw) si|w]|< wy,
F(jw) =
0 st |w|> wy

On obtiendrait alorg f (¢) },cr en faisant passelrf.(t) }.cr dans un filtre passe-bas idéal carac-
térisé par la réponse fréquentielle

T. si|w|< wy
Fr(jw):
0 si|w|> w,

Cette maniere de faire découle essentiellement du fait que

Elle permet de retrouver le résultat de reconstructioglannon en effectuant un retour dans
le domaine temporel ou ces relations deviennent

1 +o0 ) T +wn )
() = / Fljw)etdy = 1< / F, (jw) et du

2 o 27 ) o,
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soit

T, [Fen IX . _
f(t) = ﬁ/ Z F(ET,)e <k ecivt gy,

Wn  k=—oo

Et en effectuant la permutation des opérations d’intégmnatt de sommation, on obtient

o T, [T Jw(t— RS in (wn(t — KT))
f(t) _ Z f(kTe) %/;wn e ( kTe)du) = Z f(kTe) > w:)(t—kTe)

k=—o00 k=—o00
Ainsi, si'on désigne paf f;(t) }.cr la réponse impulsionnelle du filtre passe-bas idéal de fonc-
tion de transferf’,, la fonctionf peut étre définie a partir du produit de convolution

ft) = (for£) () = D0 FT) £t = kT.)
k=—o00

Cette opération de filtrage transmettrait toutes les coamges de fréequences inférieures a la
fréquence déVyquist et supprimerait complétement toutes les composaigdréquences qui
y sont plus élevées. Elle n'est pas physiquement réaligabsgue sa réponse impulsionnelle
n'est pas causale. On peut cependant construire des filtrédalréponse impulsionnelle est
voisine de celle du filtre idéal a condition d’introduire wtard ([10])

COFD.

Remarque 3.3 La transformée d&€aplace de la fonction échantillonnée

F.(s) = £{fe(t)} = i FKT,) e *Tes

k=—00

peut se récrire sous la forme d’'une transforméezemoyennant le changement de variable
Tes
z=e€e°,le.

F.(s) = F(z) pour z = e'**

Le potentiel de la transformée erest présenté d’'une maniére compléete dans I'ouvrage du pere
Jury ([8]) ou dans le "best seller" du pé@gata ([16]). Une synthése concise a été présentée
dans le chapitre précédent consacré aux préliminaires grattiques.

Le passage du plan complexe emu plan complexe en est donc effectué par la transfor-

mation complexe

s — oz = el

Cette transformation d’échantillonnage n’est pas bijeefpuisque les bandes de I'espace com-
plexe ens définies par

B, ={seC/ (2k—1w, < Im(s) < (2k+1)w, pour tout k € N}

ont la méme image : c’est le plan complexeze®n distingue plus particulierement la bande
centrale du plan complexe en

B, = {se€C/Im(s)€ |[—wn, +wn]}
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qui permet d’accéder directement a I'information utile $aifonction continue pourvu que la
période d'échantillonnage soit spécifiée conformémenthaoreme de Shannon. Ceci justifie
'appellation bande de Shannon communément utilisée pésigders;.

Il est important de remarquer que la duplication des poleaslke plan complexe enn’est
pas percevable dans le plan complexe:guisque

elsthive)Te — osTe oy tout (s,k) eCxN

En guise d'illustration, on donne ci-aprés les images deaiges parties du plan complexe en
p par cette transformation d’échantillonnage.

e L'image de I'origine est le pointl, 0), i.e
Image (0) = 1
e L'image de I'axe imaginaire est le cercle de centre I'origiet de rayon unitaire, i.e.
Image({s€C/R(s)=0}) = {z€C/ |2z|=1}

e L’image du plan complexe de gauche est le disque de centigilie et de rayon unitaire,
i.e.
Image({s€ C/R(s)<0}) = {z€C/ |z|< 1}

e L'image du plan complexe de droite est I'extérieur du disgeecentre I'origine et de
rayon unitaire, i.e.

Image({s€C/R(s)>0}) = {z€C/ |z]|>1}

e L'image d'une droite horizontale d’ordonnéeest une droite oblique passant par I'ori-
gine de pente/7, , i.e.

Image ({s€C/Im(s)=w}) = {z€C/ Arg(2) =wT.}

e L'image d’une droite verticale d’abscisgeest le cercle de centre 'origine et de rayon
eI je.

Image({s€ C/R(s) = a}) = {z€C/ |z|=e"T}

e L'image des demi-droites obliques passant par I'origingothn complexe de gauche, i.e.
les courbes iso-amortissement [0, 1], est une cardioide.

—x T
Image({sé@/%(s)—iﬁz ()})

{ 2€C [z = Wle gtivy 1-C*Te }

Cet aspect vital de I'échantillonnage constitue la mofimatprincipale de I'utilisation de la
transformée enr pour I'analyse et la synthése des systemes échantillohaésansformation
d’échantillonnage peut étre interprétée comme un pont dsgge entre les systemes continus
et les systemes échantillonnés.
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Remarque 3.4 Le théoréme d&hannon est le seul résultat fondamental disponible pour la
spécification de la période de I'échantillonnage et il ne@ame que les sighaux dont le spectre
d’énergie est parfaitement limité. Comme cette hypothélese beaucoup plus de I'exception
gue de laregle dans la pratique, on est amené a procéder aaiternnent préalable du signal
pour recouvrir un contexte conforme a I'application du thédme deShannon. Ce traitement vi-
tal est réalisé avec un filtre anti-repliemgi® AR ) de fréquences que I'on place entre le signal
a échantillonner et I€ AN comme l'indique la figure 3.13. Ce filtre est généralementpmsé
d’'une cascade de filtres du second ordre de gain statiquaitaui €liminent les composantes
de fréquences indésirables. Cette cascade peut étre denitla fonction de transfert

w2

F(s) = ( . )Z avec (> 2

$2 4 2Cwys + w2

ou le coefficient d’'amortissemepest supérieur &.7 et la pulsation proprev,, est spécifiée en
fonction de la bande passante désirée. Cette derniére dépssentiellement de la fréquence
d’échantillonnage. Ce filtrage conditionne amplement leces d’une quelconque application
avec calculateur. Les filtres anti-recouvrement sont didples sur le marché : une information
susceptible d’éveiller I'intérét de ce filtrage.

— SYSTEME FAR CAN —

FIGURE 3.13 — Emplacement du filtre anti-repliement

3.3 Reconstruction physique

La reconstitution physique d’un signal est fondamentatdrbasée sur un développement en
série deT aylor de la fonction temporellg au voisinage d’un instant d’échantillonnage k7.,
i.e.

%

f(kTe+T):f(kTe)+T(pf(t)> +...+T,—'(pif(t)> +... pourT€0,T,)
t=kT, il t=kT.

Ce développement est généralement évalué en utilisanfymexamation des dérivées succes-
sives par des différences finies, en I'occurrence

pfT) ~ o (FORT) — £~ 1T)
et

PIET) ~ o (T = 2f((k = )T + f(k = 2)T) )

e
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La reconstruction du signal sera d’autant meilleure que poendra plus de termes dans le
développement. Pour des considérations technologiquadjlse généralement une approxi-
mation d’ordre zéro

f(kT. + 1) = f(KT.) pour tout T € [0,T,)

La réalisation de I'approximation d’ordre zéro est efféetypar un bloqueur d’ordre zéro. Ce
dernier est a I'origine du concept de blocage : une opérgtibpermet de transformer une suite
de nombres en un signal continu, soit

{f(RTe) Yeew — {fo(t) }rer

satisfaisant la propriété
fo(t) = f(KT.) pour tout k € [KT,, (k+ 1)T,)

Il s’agit d’une extrapolation du signal échantillonné ré&¢ par de€ VA comme l'indique la
figure 3.14. Le bloqueur élémentaire peut étre représeméned’indique la figure 3.15 oBZ

et BOZ désignent respectivement un bloqueur impulsionnel et agudur d’ordre zéro. Le
bloqueur impulsionnel est un artifice mathématique destirétude des bloqueurs alors que le
bloqueur d’ordre zéro est au coeur de la technologie’dést.

fe(t) fo(t)

B pwa BRI

kT, t
FIGURE 3.14 — Conversion numérigue-analogique

BT BOZ — fi(t)
fe(t)

f(KT)

FIGURE 3.15 — Bloqueur d’ordre zéro

3(t)

t T, t

FIGURE 3.16 — Réponse impulsionnelle d'un bloqueur d’ordre zéro
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La figure 3.16 montre la réponse impulsionnelle d’un blogukardre zéro que I'on peut inter-
préter comme un intégrateur systématiquement réinéiaigéro a chaque instant d’échantil-
lonnage, soit

Bo(t) = a(kT,) — a(kT, —T.)

La réponse du bloqueur au signal défini par une fonction ddloemée f, est alors donnée par

ft) = 32 FOT) (alt=KT) —a(t = (k+ DT.)

k=o

Et si 'on applique la transformée déaplace a cette équation de comportement entrée-sortie,
on obtient

ol
I
8

6—/€T58 _ 6—(k+1)Tes 1—

Fi(s) = £(f0) = Y FRT) - L R()

S S
k=o

Le blogueur d’ordre zéro peut étre alors décrit par sa fondadie transfert comme suit

Fy(s) = Bo(s)F.(s) avec By(s) = L(Bo(t)) = 1%

Remarque 3.5 La théorie des systémes échantillonnés a été principaledeeloppée avec
une reconstruction réalisée par un bloqueur d’ordre zéréahNmoins, de nombreuses études ont
éte dédiées au probleme de reconstruction d’un signal étdisponibles dans des publications
ou des monographes de recherche.

3.4 Conclusion

Les résultats fondamentaux du concept d’échantillonnageét® développés d’une maniére
concise et précise en interprétant un signal échantill@onéme le résultat de la modulation
d’un train d'impulsions unitaires par le signal continuitso

fe(t> = Z f(kTe>5(t - kTe)

On distingue

e Le résultat d’analyse spectrale qui précise la relationedies transformées déaplace
d’une fonctionf et la fonction échantillonnég qui lui est associée

+oo
F (s + kjw,)

k=—00

1

F(s) = 5

f07) + T

Cette relation est I'essence d’une propriété vitale : l&@tillonnage étale le spectre du
signal continu jusqu’a I'infini.
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e Le théoreme deShannon stipule qu'il est théoriquement possible de recoinstune
fonction continue a partir de ses valeurs aux instants diélfonnage pourvu que la fré-
guence d’échantillonnage soit au moins deux fois plus graje la fréquence maximale
contenue dans le spectre de cette fonction.

FO) = (fox£) () = D0 FKT) £t = kT.)

avec
sin (wyt)

fi(t) =

wpt

On notera qud f,() };cr est la réponse impulsionnelle du filtre passe-bas idéal.@n n
tera que ce filtre n’est pas réalisable.

e La transformation d’échantillonnage qui permet de passgiah complexe er au plan
complexe er, i.e.

Cette transformation est au coeur de la commodité de laftnanée en: pour la modélis-
ation, I'analyse et la synthése des systemes échantibonné

e Les nuances entre la transforméefdmlace d’une fonction échantillonnée et sa transfor-
meée enz, notamment la relation entre les configurations des pOlesgmondantes.

3.5 Problemes

Probléme 3.1 On propose de faire un bilan sur les résultats fondamentaugedchapitre en
répondant d’'une maniére concise et précise aux deux gusssinivantes.

1) Décrire brievement les incidences de I'échantillonnageétipdes résultats fondamen-
taux qui lui sont associés.

2) Comment spécifier la période d’échantillonnage dans le ¢as gystéeme dont la dyna-
mique est caractérisée par un mode dominant d’amortisseométaire et de pulsation
proprew ? Préciser si un filtre anti-recouvrement est nécessairé @isdonner sa fonc-
tion de transfert.

Probléme 3.2 Soit f une fonction dont la transformée deourier estF’ et soitF, la transfor-
mée deFourier de la fonctionf, qui résulte d’un échantillonnage dea la périodeT’,. Montrer
que

. LS
F.(jw) = — Z F (jw + kjw.)

k=—00
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an admettant que le peigne @drac peut étre définie a partir de son développement en série
de Fourier comme suit

o0

i (S(t—]{?Te) = Z Ckejkwet

k=—0o0 k=—00

avec

1
Ck:i

Que peut-on conclure sur le spectre d’un signal échantilto®

Probléme 3.3 On se propose de faire la démonstration du théorem&hdmnon autrement en
procédant comme suit

1) Exprimer la transformée d&ourier de la fonction continue en fonction de la transformée
de Fourier de la fonction échantillonnée correspondante dansdntexte du théoréme
de Shannon et en déduire que la transforméeBeurier de la fonction échantillonnée
peut se récrire sous la forme d’'une sérieBeurier

+00
Fuw) = Y [f(kT.) e 7<M

k=—00

2) Montrer que

T, [T X . .
f) = 5 / S F(KT,) e b et o,
™

TWn k=—oco

et en déduire que

0 = Y sy = L)

k=—o00
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Modélisation

La modélisation des systemes échantillonnés est dévedappartir d’'une application de com-
mande par calculateur dont le schéma fonctionnel est doami@ figure 4.1. Cette application
est communément réalisée conformément aux étapes sw@vante

£1. Attendre le top d’horloge.

£2. Acquérir la sortie du systeme : conversion et sauvegarde.

£3. Déterminer le signal de commande selon I'algorithme de canda considére.
£4. Appliquer le signal de commande au systeme.

E5. Allerené&l.

Ces étapes conduisent inéluctablement a un retard fracti@égal a la somme des temps de
conversion analogique= numeérique et du temps d’execution de I'algorithme de comdean
Ce retard doit étre intégré dans le retard pur du systemesgaiparticulierement pris en consi-
dération lors de la modélisation du systeme échantillonné.

u(t) y(?)

SYSTEME
CNA HORLOGE CAN
CALCULATEUR
u(kT) y(KT.)

FIGURE 4.1 — Commande numérique d’un systéme
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VU du calculateur numérique, on a manifestement un systetrenéllonné dont I'entrée et la
sortie sont respectivement les valeurs des signaux d&eatide sortie aux instants d’échantillon-
nage, i.e. les séquencgs(kT,)}ren €t {y(kT.) }ren. Il peut étre décrit par un modéle strobo-
scopique reliant les valeurs de la sortie a celles de I'erdté instants d’échantillonnage, soit

SYSE : {ulkT)ren — {y(kT.)}ren

Ce modéle est fondamentalement développé a partir d'unélisation des convertisseurs, i.e.
CAN etCN A, et du modele utilisé pour la description du systeme contiotemment la ré-
ponse impulsionnelle, la réponse harmonique, I'équatitiérdntielle, la fonction de transfert
et la représentation d’état.

Le théoreme d’analyse spectrale d’une fonction échantibe et le théoréme dtghannon per-
mettent de développer un formalisme rigoureux pour la msalkbn, I'analyse et la synthese
des systémes échantillonnés. Ces derniers peuvent étéseapes comme lindiquent les fi-
gures 4.2 et 4.3.

HORLOGE

— CNA SYSTEME CAN —

u(kTe) ub(t) y(t) y(kTe)

FIGURE 4.2 — Diagramme fonctionnel d’un systeme échantillonné

HORLOGE

— — BOZ SYSC —

u(t) Ue (t) ub<t) y(t) Ye (t)

FIGURE 4.3 — Modélisation d’'un systeme échantillonné
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Supposons que le systeme continu sous-jacent est déctihpgrérateur entrée-sortd) SC
défini par

SyYSC : Uy={u : Rt —R} — Y={y:R"— R}

up(t) — y(t) = SYSC (u(t))

alors le systeme échantillonné correspondant peut étrésepté comme l'indique la figure 4.3.
Un tel systéme peut étre décrit par un opérateur entréesl@fini comme suit

Sys¢€ :U={u : N— R} — Y={y:N-— R}

u(kT.) — y(KT.) = SYSE (u(kT.)

Comme pour les systemes continus, les systemes échamnéiiggeuvent étre décrits par plu-
sieurs représentations qui seront progressivement péeseadi-dessous. Pour ce faire, on utili-
sera I'opérateur retard et la transforméezeminsi que le résultat suivant qui permet de déter-
miner la fonction échantillonnée du produit de convolutibmne fonction continue avec une
fonction échantillonnée.

Résultat 4.1 Soientf et g deux fonctions qui admettent des transforméegagace alors la
fonction échantillonnée du produit de convolutioe- g x f. est donnée par

he(t) = (ge * fe) (t)

et donc
LA{he(t)} = Ge(s) X Fe(s)

Preuve. La démonstration est faite a partir de la définition du prbdaiconvolution et de la
fonction échantillonnée d’une fonction continue, soit

no = ([ - Nimar ) mo) = [ gt = rymo) f(ym(r)dr

o0 o0

Et comme la fonctionn est périodique de périodgE, et qu'elle est identiquement nulle sauf
aux instants d’échantillonnage, on trouve

hlt) = [ gt =rmle =) f@mir)dr = gule) 100

o0

La seconde partie du résultat est une conséquence direttiéahéme de convolution associé a
la transformée en.
COFD.
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Ce chapitre est consacré aux problemes fondamentaux dedélisaiion des systemes échan-
tillonnés dans un contexte idéal, i.e. une modélisatiofafiaret une absence des perturbations,
des bruits de mesure et des erreurs de quantification. Leélesod’'un systeme échantillonné
sont d’abord progressivement élaborés a partir des modeksonvertisseurs et du systeme
continu sous-jacent, en I'occurrence les réponses inguigile et harmonique la fonction de
transfert, 'équation différentielle et la réalisatiorétiit, dans le cas des systémes sans retard en
occultant le retard requis pour les conversions analogiguaimérique et le calcul de la com-
mande. Les modéles générateurs des perturbations (resgpegieences de points de consigne)
sont ensuite naturellement introduits a partir de leurssfirmées en compte tenu de la défi-
nition d’une impulsion unitaire, soit

1 pour k=0
S(kT,) = — Z(0(kT.)) =1 (4.1)

0 autrement

Un focus est enfin fait sur la modélisation du systeme édiamié dans le cas d’un systeme
continu exhibant un retrad pur sans occulter les retard®ecsion et de calcul intrinseques
a la commande par calculateur. Cette modélisation estphgtiement effectuée a partir de la
réponse impulsionnelle et la fonction de transfert qui petemt d’élaborer aisément les autres
représentations.

La représentation d’état utilise I'exponentielle d’'unetna A € R™*™ qui est définie a partir
de la série convergente

1
eA:In+A+§A2+...—0——Ak+...
soit

Elle vérifie les propriétés usuellg3l a P9 données dans le probleme 4.2. Par ailleurs, on no-
tera que pour toute matricd € R"*", la matrice(sl,, — A) € C"*™ estinversible puisque son
déterminant, qui n’est autre que le polyndme caracténigige associée a la matricg n’est
pas nul. Le résultat suivant donne un algorithme pour cac@/,, — A)~' qui est communé-
ment appelée matrice résolvante associée a la mattieeR"*", soit

Pourtout A€ R " ona: L (eAtoz(t)) = (s, — A"

Le résultat suivant donne un algorithme adéquat qui perraatadculer la matrice résolvante.

Résultat 4.2La matrice résolvante associée a une matrice R"*" est donnée par

1

L —A) ' =—— —
(sIn ) det (sI, — A)

Adj (sI,, — A)

avec
det (sI, — A) = ao8" + a18" " + ...+ ap_15+ay,

et
Adj (21, — A) = Ajs" 4 Ags™ 2+ Ags" P 4L+ A5+ A,
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ou {ag }repon) €L { Ak }repn,n) SONt respectivement données par les algorithmes suivants

1
a, =1 et a = —Etrace(MkA) pour ke [1,n]

avec
M, =0, et My =My 1A+ ax_1I, pourke [1,n]

et
k—1

Ay, = ZaiAk_i_l pour k € [1,n]

i=o0

4.1 Reéponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un systéme échantillonnétr@ae que sa réponse a une impul-
sion unitaire que I'on peut obtenir a partir de la réponseuisipnnelle du systeme continu
sous-jacent a la lumiere du résultat suivant

Résultat 4.3 Considérons le systeme échantillonné de la figure 4.3 etomqns que le systéme
continu sous-jacent soit décrit par sa réponse impulsitian@.(t) }.cr+, alors la réponse im-
pulsionnelle du systéme échantillonné, que I'on désigpard g(kT.) } en, €St donnée par

kT.
g(kT,) = /( ge(T)dT (4.2)

k—1)Te.

Preuve.Rappelons que la sortie d’'un systéme continu n’est autréequ®duit de convolution
de son entrée par sa réponse impulsionelle, soit

v0) = [ gyt - s
La sortie du systeme échantillonné est donc donnée par
00 oo (T,
y(kT,) = / ge(T)up(kT, — 1)dr = Z/ ge(T)up(kKT, — T)dT

/=1 (e-1)Te

Et commekT, — (T, < kT, — (¢ — 1)T,, on aura
up(kKT, — 7) = w(kT, — (T,) pour T € ((¢ —1)T,,(T,]

La séquence de sortie du systéme échantillonné peut étseraérrite sous la forme

JOT) = 3 ( /( gcmdf) u(kT, — (T,)

1 DT,

Et compte tenu de I'expression (4.2), on retrouve le prodeitonvolution du systéme échan-
tillonné

(e}

y(kT.) = > g(UT)u(kT. — (T,) (4.3)

(=1
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Il est claire que la séquenge(kT.)} e représente bien la réponse du systéme a une impulsion
unitaire.

CQFD.

Remarque 4.1 Le produit de convolution (4.3) du systeme échantillonné pe mettre sous la
forme

y(kT,) = G (q_l) u(kT,) avec G (q_l) = Z g(¢T,)qg™*

(=1

L'opérateur de convolutio (¢—*) peut se mettre sous la forme d’une fraction rationnelle en
I'opérateur retard puisqu’on peut toujours effectuer umégion euclidienne dans I'anneau des
polyndme®R[q¢!], soit

g (q_l) _ q_l bo + blq_1 +...+ ban_nb _ q_l B (q_l)
I1+aqg7 '+ ... 4 apeg ™ Ag™1)

Cette forme permet de mettre en évidence un effet secomigdidechantillonnage : le bloqueur

d’ordre zéro introduit un retard d’une période d’échamiinage dans le cas ou la réponse im-

pulsionnelle du systéme continu admet une limite finie en izértlim0 g.(t) existe et est finie.
_)

Cette condition stipule que le systéme continu est strietepropre et sera confortée lorsqu’on
abordera la représentation par fonction de transfert.

Remarque 4.2 Si I'on applique la transformée enaux deux membres de la description d’'un
systéme par une réponse impulsionnelle, on obtient

2 (yi7)) = Y 0T 2 (a7,

(=1

Y(z) = G(2)U(2)

avec

G(x) 2 gltr)="
/=1
On peut alors représenter le systeme comme le montre la figdrgui met en évidence le
transfert entre I'entrée échantillonnée et la sortie édillonnée. On retrouvera ce résultat
autrement lorsqu’on abordera la représentation par foontde transfert.

bt bz bz A B, (2)
= Z =
l+az7V+... F a2z A, (2)

u(kTe)

G(z) t—— ykT)

FIGURE 4.4 — Représentation d’'un systéme échantillonné
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4.2 Reéponse harmonigque

On peut déterminer aisément la réponse du systéme a une éatréonique généralisée uni-
taire, i.e.u(kT,) = e’“*=q(t), pourvu qu’elle existe. En effet, on a

o0

y(kT.) = G (q7") &4 = Z G(UT,) i (KTe=eTe)
=1
soit

o0

y(kT.) = G (e77¥"¢) /M avec G (e 977 = Z g(eT,)e 7w e (4.4)

(=1

On retrouve la réponse harmonique du systeme échantilguiméest autre que la transformée
de Fourier discréte de sa réponse impulsionnelle, soit

G (e) = F({g(kT)}) = M(jw)e/#)
avec

M (jw) =| G (eT) | et p(w)=arg (G (e7T))

Et comme la réponse harmonique est périodigue et symétpiglueapport a I'axe imaginaire,
i.e.

G (et = G (/“T)) pour tout w € R
et

G (6—j(UJ)Te) — (g (ej(“)Te))* pour tout w € R

on en déduit que les fonctions module et argument assoc@esespectivement paire et im-
paire. La réponse fréquentie{g (¢/7+)},cr se déduit donc du liedG (e7“7*) } .o w,)- ON
retrouve I'essence du théoremed&tgannon selon laquelle les pulsations au dela de la pulsation
deNyquistw, ne sont pas fondamentales pour un échantillonnage effeotwé&nablement.

La réponse harmonique est caractérisée par les diagranefiesld, Nyquist et5lack selon la
motivation courante. Les deux aspects suivants sont généat rencontrés lors de I'évalua-
tion d’'une réponse harmonique.

A1 Sila fonction de transfefi (z) contient un pble. = 1 de multiplicitém, reflétant I'effet
des intégrateurs, alors la fonctigh: R — C n’est pas définie pouv = 0. On peut
toutefois utiliser I'approximation suivante au voisinaggela pulsation nulle

g (ej“’Te) ~ (jwT.)™
qui permet de postuler que
| G (e™7) | est grand et arg (G (¢/*7¢)) = —m g
dans le domaine des basses fréquences.
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A2 Un retard pur d¢ périodes d’échantillonnage se traduit ggrbles a l'origine. Ceci ne
change pas le module @é(eine) ne change pas mais retarde son argumentwér,.
Ainsi, le lieu{g (ejWTe)}we[Own] autour de I'origine dans le sens négatif lorsqueroit.

Les figures 4.5 et 4.6 montrent les lieux Ngquist d'un systéme échantillonné avec et sans
retard.

Nyquist Diagrams

0.8

0.6

0.4

0.2

Imaginary Axis

Real Axis

FIGURE 4.5 — Lieu deNyquist d’un systéme sans retard

Nyquist Diagrams

Imaginary Axis

Real Axis

FIGURE 4.6 — Lieu deNyquist d’'un systéme exhibant un retard
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4.3 Fonction de transfert

Le résultat suivant précise la relation entre la fonctiortrdasfert d’un systeme échantillonné
et la fonction de transfert du systéme continu sous-jaeenapsence d’'un retrad pur.

Résultat 4.4 Considérons le systéeme échantillonné de la figure 4.3 etosgus que le systéme
continu sous-jacent soit décrit par sa fonction de transfefs) sans aucun retrad pur, alors la
fonction de transfert du systéme échantillonné, que I'migieera parg(z), est donnée par

g(’z) = 21 z ({gcind(kTe)}keg) (45)

z

00U {geina(t) },cx N'eSt autre que la réponse indicielle du modele du systéemeng soit

s

(Gema(D)} 2 £ (gc<s> 1) (4.6)

Preuve. Considérons le systeme échantillonné de la figure 4.3 etosaps que le systéme
continu sous-jacent soit décrit par sa fonction de trahsdéors on a

Y(s) = Ge(s) Up(s) avec Ge(s) = L(ge(t))

Et en vertu de la modélisation du bloqueur d’ordre zéro, aa au

Y(s) = G(s) Uc(s) avec avec G(s) = G.(s)B,(s)

Cette équation permet de déterminer directement la sautigydteme a partir de la réponse
impulsionnelle associée a la fonction de transfert de laames composée du bloqueur et du
systéme, soit

y(t) = (g*ue)(t) avec g(t) = L71{G.(5)By(s)}

La sortie échantillonnée du systéme peut étre alors aisédéelnite en vertu du résultat 4.1,
soit
Ye(t) = (e * ue)(t)

On peut alors décrire le comportement entrée-sortie désys€chantillonné comme suit

Ye(s) = ge(5> Ue(s) avec ge(5> = L({ge(w}tek)

Cette équation suggére de consid&yefs) comme la fonction de transfert du systeme échantill-
onné. Or cette derniere a une dimension infinie en vertu dedhaation infinie des pbéles et des
zéros induite par I'’échantillonnage et n’est donc pas codeypour I'ingénierie des systemes
échantillonnés. On peut pallier ce probleme en puisant idgpstentiel de la transformée en
puisqu’on peut emprunter la transformation d’échantilagez — e pour récrire I'équa-
tion de comportement entrée-sortie du systéme échamtéleous la forme

Y(z) = G(2) U(z) avec G(z) = Z({g(kTe)}keN)
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Et comme tenu de I'expression de la sequep@T?)}, ., donnée plus haut, on aura

g(t> = gcind(t> - gcind<t - Te) avec gcind(t> = ‘C_l <gc(8)§)

Une telle équation est beaucoup plus appropriée pour dé&fifonction de transfert d’'un sys-
téme échantillonné a partir dé(z).
COFD.

Remarque 4.3 La relation (4.5) montre que la dimension de la fonction dmnsgfert définie

a partir de la transformée en préserve la dimension du systéme continu contrairement a la
transformée deCaplace du comportement entrée-sortie échantillonné. iAassurante que
puisse étre cette propriété vitale, on peut se demandertt@ odiniment grande réduction de
dimension du modéle du systéme échantillonnée n’est gasaiaprix d'une perte d’'informa-
tion sur le systeme continu ? La réponse a cette questiorafoadtalement |€gitime résulte du
théoreme dé&hannon en tenant compte de la discussion faite sur les asg&cthantillonnage,

en l'occurrence la périodicité de la transformée daplace G.(s) et le fait que le plan com-
plexe en: est I'image des bandes

B, = {SGC/ 2k —1Dw, < ZIm(s) < 2k+1)w, pourtouthZ}

Ceci permet de faire le postulat suivant : si la période dauillonnage est spécifiée confor-
mément au théoreme ddannon, alors on peut se contenter de la bandé€dannon

B, = {s€C/Tm(s) € [~wn, +wn]}

pour décrire le systéme échantillonné. La fonction de tiang;(z) est donc une description
parfaite de la dynamique du systéme pourvu que les exigdecdgannon soient satisfaites. Ce
postulat naturel met I'accent sur I'importance du théorédeeShannon pour l'ingénierie des
systemes échantillonnés et la subtilité erdife) et G.(s) qui est bien au dela du changement
de variablez = ¢*7< comme le laisse entendre certaines idées regues.

Remarque 4.4 La relation entre la fonction de transfert d’un systeme éthianné et celle du
systeme sous-jacent, soit

g(z) = : ; ! z ({gcind<kTe>}keZ)

recouvre un fait naturel des systémes échantillonnéspecu’rrence la réponse indicielle d'un
systéme échantillonné n’est autre que la séquence desrsaleda réponse indicielle du sys-
teme continu sous-jacent aux instants d’échantillonnage.

La table 4.1 donne des fonctions de transfert usuelles ; ohlie@richir & volonté a partir de
ses propres exercices dans le domaine des systéemes dohagsl|
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z—1 blz”_l —+ bgz"_z + ...+ bn
Qc(s) g(Z) = > z ({gcind(kTe)}kGZ) - a2+ +a
1 e
S 2
l Te2 Z+ 1)
5 2(z —1)?
1 2 —1 py, (ED7 07 -
s Z as0 om!l 9a™ \ z — et
e—sTE %
a 1 e—aTe
(s+a) z—e e
_ 1 —ale — 1 —ale —Qle
oy | b= d (Tl L e ), by = (1 e — aTen )
ar=—(1+e ), ap = e e
by =1—e (14 aT),)
2
a by = —aTe (,—aTe + Te -1
o+ P e et
a; = —2e e gy = e720Te
S Tee_aTe (Z _ 1)
Grar s
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ab b — b(1 — e ) — q(1 — e7T)
(s+a)(s+0) 1= ) b—a b
_ bTeN —aTe _ —aTle\  —bTe
o b b2:a(1 e e)e _2(1 e e
a; = _(6—aTe + e—bT ), ay = 6—((1—}-5))TE
7. —aT. , (1 _ —bTe\ _ € (4 —al.
s+ c b:e e +b(1 e ) a(l e )
(s+a)(s+0b) ! ) a—>b
_ € —(a+b)T. —C __—al. c—a T,
a#b by = —ye +b(a—be +aa—b)e
a; = —e aTe _ e bTe’ as = e (a+b)Te
o bl—l—a<ﬁ+cov> bQZOéZ‘FOé(C ‘W—ﬂ)
5% + 2Cw,s + w? wo ) w
(<1 a; = —2af, ay = o?
W=we\/1—C2 a=eT B =cos(wl,), vy = sin(wT,)
s _ _ 1 —Cw.Te
5% 4 2CWes + w2 b= —by = e sin(w L)
(<1 ay = —2e" e lecos(wTy), ay = e~ XweTe
W= wey/1—(?
a’ by = by = 1 — cos(aTl)
=by =1 — cos(aT,
s* + a’ ! 2
a; = —2cos(aTy),as =1
_po 1
21 a2 by = by = gsin(aTe)
a; = —2cos(aTy),ay =1
_ Te 1
bl - laza —|—Te 7 - a)
_ 22\, T _
a _ aTe e _ & Le aTe
$2(s +a) by =(1—e )(2 Py + (1 +e )
by = (1= ™) (L™ — 1)+ =1, (% + 1))
ap = —(e‘“Te + 2), Ay = 26_aTe + 1, az = —e‘“Te

TABLE 4.1 — Transmittances échantillonnées usuelles
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La relation entre la réponse impulsionnelle et la fonctiertrdnsfert du systéme échantillonné
est donnée par

LT

G(z) = Z g(lT,)z"" avec g({T,) = / ge(T)dT

/=1 (-1)Te
On peut donc récrire la fonction de transfert sous la forrmee fraction rationnelle encomme
pour I'opérateur de convolution, soit

1 BT
A(z1)

G(z) = =z

1 b, + blz‘l + ...+ bnbz_”b
= z avec na > nb
14+aiz7t+ ...+ apez

bozna—l + blzna—Z 4+ bnbzna—nb—l

2 gzl b 12 g

B, (z)
Aq(2)

Ceci permet de récrire le modele fonction de transfert dtesys échantillonné comme suit

_, B(z™) _ B;(2)
AGT) Ulz) <= Y(z)=

Y(2) ==z

Remarque 4.5 La fonction de transfert d'un systeme échantillonné peutéseire sous la
forme d’une fraction rationnelle en

G(2) = =y o

H (z —pi)

=1

Cette expression de la fonction de transfert permet de déter directement les pdles et les
zéros du systeme, soit les solutions des équations caisttjgesZ(z) = 0 et P(z) = 0.

On peut alors déterminer les zéros du systeme(Ci®(S)YS) = {z,...,2..}, les pbles du
systeme, i.&CP (SYS) = {p1,...,pnp} €t la configuration pbles-zéros du systeme, i.e. I'en-
semble&CPZ (SYS) = CP (SYS)JCZ (SYS).

A la lumiére des aspects vitaux du concept d’échantilloengqgi ont été mis en évidence a

partir du résultat 3.1, on peut en déduire aisément que ldegpd'un systéme échantillonné

dans le plan complexe, i.e. p.; pour ¢ € [1, np|, sont reliés aux pbles du systéme continu
sous-jacent dans le plan complexesmne.p.; pour i € [1, np|, comme suit

Pei = €’ pour i € [1, np)

Par contre, il nexiste pas de relation générale entre lemgdl’'un systeme échantillonné et
ceux du systeme continu sous-jacent comme l'indique l& t4ldl des fonctions de transfert
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usuelles des systemes échantillonnés. Cet aspect des gfaagettre particulierement illustré
en considérant un systéme continu décrit par la fonctionalesfert

La fonction de transfert du systéme échantillonne corradpat est donnée par

g<z):z—1z{1}:T£M

z gntl nl (z—1)"

avec

Bn(2) =biz" '+ . b1z + by,

ou les coefficientd,, pour k € [1, n] sont déterminés comme suit

On constate que I'échantillonnage génére des zéros darasldes systemes continus de degré
relatif supérieur a deux comme l'indique clairement la ®Hl2 et que ces zéros ne sont pas
nécessairement dans le domaine de stabilité.

n B,(2)

1 1

2 z+1

3 22 +4z+1

4 211224+ 112+ 1

) 2+ 2623 + 6622 + 262 + 1

TABLE 4.2 — Zéros d’un intégrateur multiple

La figure 4.7 permet de mieux apprécier la configuration desszé’'un systeme échantillonné.
Elle montre I'évolution des podles et des zéros d’'un systechandillonné issu d’'un systeme
continu stable sans aucun zéro. Deux observations peutrerfa@es. La premiére est que les
trois pbles du systéme sont proches du cercle unité pourétisdes d’échantillonnage relati-
vement petites. La seconde est que I'échantillonnagedunitales zéros et que ces zéros sont a
I'extérieur du disque unité pour des périodes d’échantiiage relativement raisonnables.
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Périodes d'échantillonnage: initiale=0,1s  finale=3s

partie imaginaire
o
@

L L L L L L L L L L
-35 -3 =25 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1
partie réelle

FIGURE 4.7 — Pdles et zéros d'un systeme échantillonné

4.4 Equation aux différences

Le modele du type fonction de transfert peut se récrire cosuite

AzNY(2) = 2 'B(z"HU(2)
avec
Az =14 a2t + .o apez ™™
B(z™') = by + b1z 4. bz

Compte tenu des expressions des polynores') et B(z~!), on obtient

na nb
Y(z)+ Z a;2 'Y (2) = Z biz 27U (2)
=1 =0

Cette équation permet de déterminer I'équation aux difféee du systéeme échantillonné en
vertu du théoreme du retard associé a la transformée swit

na nb
y(kT2) + Y ay(kT. —iT.) = > bu(kT, —iT. — T.)
=1 i=0
Et en utilisant 'opérateur retard, on obtient

Al y(kT.) = ¢ 'Blg u (kT.) (4.7)

avec
A(q_l) =14ag 4. . +apg ™ (4.8)
B(q_l) = bo + blq_l + ...+ ban_nb (49)
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L'équation aux différences peut étre interprétée commepénateur linéaire décrit par une frac-
tion rationnelle en 'opérateur retard, soit

B(q™")
A(q™)

On peut alors en déduire naturellement la relation entgribéon aux différences et la réponse
impulsionnelle, i.e.

y(kT.) =

(q‘lu (k:Te)) (4.10)

(4.11)

4.5 Représentation d’état

Supposons gue le systéme continu sous-jacent est dédat ggurésentation d’état donnée par

px(t) = Fox(t) + Geu(t) avec z(0) =z,
SYSC (4.12)
y(t) = Hex(t) + Ecu(t)

ou{z(t)} € R™représente latrajectoire de I'état du systemdetG., H., E.) désigne une réa-
lisation d’état du systeme de dimensions appropriées. luadfig.9 montre une représentation
du systeme qui illustre bien la nature intrinséque des bbasad’état : une mémoire parfaite du
systéme qui permet de réaliser une prédiction parfaite chpootement futur du systeme dans
le contexte idéal considéré comme l'indique le résultatasii

ESC

FIGURE 4.8 — Représentation d’état

Résultat 4.5 Les trajectoires d’état et de sortie des systémes linéaikegiants dans le temps
décrits par une réalisation d’état sont respectivementrei@s par

t
z(t) = eft=to)g(t,) +/ el G u(r)dr
TESC , (4.13)
y(t) = HeeP ") p(t,) + / He" "G ou(r)dr + Eu(t)
to
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Preuve.Notons d’abord que I'équation d’état du systeme peut sé&redoomme suit

e Ft (pa(t) — For(t)) = e G ul(t)

ou d’une maniére équivalente

ple " z(t)] = e ' Geult)
En effet, si I'on intégre les deux membres de cette équatitne ées instants, et¢, on obtient
t
e Fely(t) = e Felog(t,) +/ e ' Gou(T)dr
to
ou d’une maniére équivalente
t
x(t) = efet=t)g(t,) +/ e NG ou(r)dr
to

On retrouve bien la trajectoire d’état du systeme et on peutéeluire aisément sa trajectoire
de sortie a partir son équation de sortie.
COFD.

Le résultat suivant donne la représentation d’état du Bystéchantillonné issu du systeme
continu (4.12).

Résultat 4.6 Considérons le systeme continu décrit par la réalisaticitat (4.12), le systeme
échantillonné correspondant est décrit par la représentad’état

z((k+ 1)T,) = Fx(kT,) + Gu(kT,)
SYSE (4.14)
y(kT.) = Hx(kT.) + Eu(kT,)

avec

Te
F=elTe G= (/ chTdT) G., H=H, et E=EFE, (4.15)

Preuve. Le systeme échantillonné est completement défini par ldgelantre les variables
d’état (4.13) aux instants d’échantillonnagk. et (k + 1)7.. Cette relation peut étre obtenue a
partir de la trajectoire d’état du systeme avge- k7, et t = (k+ 1)T,, soit

(k+1)T.
o((k+1)T,) = DTk Te) g (kT,) 4 / el VL= Gy (7)dr
KT,

Compte tenu du bloqueur d’ordre zéro, on a
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u(7'> = u(kTe) pour tout T € [kTey (k + 1)Te>

Et si I'on effectue le changement de variable+ 1)7. — 7 = n, on obtient

Te
o((k+1DT.) = ef*Tea(kT,) + (/ ch"chn) u(kT,)
Le systeme échantillonné est donc bien décrit par les angati'état et de sortie (4.15) puisque

y(kT,) = H.x(kT.) + E.u(kT,) pouttout k > 1
COFD.
Le systéme échantillonné peut étre représenté commedtiedia figure 4.9. Par ailleurs, on

montre aisément que les trajectoires d’état et de sortierespectivement données par les ex-
pressions suivantes pour tout> /.

( k-1
2(kT.) = F*=O2(eT,) + Y FOI-DGu(4T.)
j=¢
TRESE (4.16)
k—1
y(kT.) = HF D2((T,) + Y HF¥ 9 VGu(jT.) + Eu(kT,)
\ 3=t
E
x(t)
ult) G @) 21 H —E— y@)

F

FIGURE 4.9 — Représentation d’état

La trajectoire d’état permet de déduire la matrice de ttenmsdu systeme échantillonné définie

par¢(kT.) 2 [kt soit la matrice de passage de I'ét&tT,) a I'étatx(kT,) pour une entrée
identiguement nulle. Cette matrice n’est autre que la swlute I'équation aux différences

6 ((k+ )T, (T.) = F (kT..(T,) avec ¢ ((T.,(T.) = I, (4.17)

La matrice de transition est réguliere puisque la matriétad’d’un systéme échantillonné, i.e.
F = ef*1= est réguliére. Quant a la trajectoire de sortie, elle pewésrire comme suit
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k—1
y(kT.) = HF*z, + Y HF* " DGu(iT,) + Eu(kT.)
Cette forme permet de préciser la relation entre une réialisd’état et la réponse impulsion-
nelle du systeme, soit

HF®*YG  pourk >0
g(kTe) = (4.18)
E pour k=0

Par ailleurs, si I'on applique la transformée eaux équations d’état et de sortie du systeme
échantillonné, on obtient

2[, - F -G X(z)\ [ =x(0)
( H E)(U@)‘(Y@ (4.19)
Cette description permet d’introduire naturellement larioa systeme définie par la matrice
complexe

M, (z) = ( Z]"H_ d _EG ) (4.20)
et de déterminer la fonction de transfert du systéme a phertsa réalisation d’état
G(z)=H(zI, -F)'G+E (4.21)
On notera que cette fonction de transfert peut s’écrire koimsme
G(z) = HAdj (21, — F)G + det (21, — F) E a B, (z) (4.22)

det (21, — F) Ay (2)

gui permet de mettre en évidence que les modes d’un systéimee gont autres que les valeurs
propres de la matrice d’étét, ne sont pas nécessairement des péles du systeme puisque

CP (SYS) C CM (SYS) =V (SYS)

Remarque 4.6 Compte tenu de I'expression de la matrice résolvante dopaéde résultat
4.2, le passage d’une relation d’état d’'un systeme écHantié a sa fonction de transfert peut
étre exprimée comme sulit

n

1 n—k —
G(z)= m kzzg (HALG + axF) =z avec A, =0,

Cette expression montre clairement que le retard d’écliantiage est bien intrinseque aux
systemes continus strictement propres. En effet, la pétpsuivante est toujours vraie

by + bz . 4+ by12+ by
E#£0) = =
(E#0) G(2) a2+ a1z +ay
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Rappelons que les systemes physiques se comportent généndlcomme des systemes stric-
tement propres, i.e. = 0. Les systémes échantillonnés correspondants sont alorgsipar

z((k+1)T.) = Fx (kT,) + Gu (kT,)
SYSE
y (kT,) = Hx (KT,)

et peuvent étre représentés comme l'indique la figure 4.10.

x(t)
u(t) —— @ () 21 H — y)

FIGURE 4.10 — Représentation d’'état des systemes strictementgsrop

4.6 Reéalisations d’état
La représentation d’état est plurielle puisqu’on peut padine réalisatiofr, G, H, E') a une

autre réalisatio ', G, H, E) modulo une matrice de transformatiéh En effet, si 'on ef-
fectue le changement de base dans I'espace d’état défini par

z (KT,) = T7 (KT,)

ouT € R™" est une matrice de transformation réguliére, alors on @euire les équations du
systéme pour le vecteur d’étatk 7, ) modulo quelques manipulations algébriques relativement
simples comme suit

T(k+1D)T) =T 2 (k+1)T.) =T 'FTz (kT,) + T 'Gu (kT,)

y (KT,) = H (T% (KT,)) + Fu (kT,) = HTZ (kT.) + Eu (kT,)
On aboutit alors au systeme équivalent suivant

z(((k+1)T.) = Fz (kT.) + Gu (kT,)
SYS . . (4.23)
y (kT.) = Hz (KT,) + Fu (KT,)

avec
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F=T7'FT, G=T"'G, H=HT e E=FE (4.24)

La pluralité de la représentation d’état concerne aussatioe-systéme. On montre aisément
gue la matrice-systéme associée a la réalisation o(’étaﬂ, H, E) soit M(z), estreliée a la
matrice-systéme associée a la réalisation di@tat;, H, £'), soit M(z), comme suit

Nua=<ﬁiz)ﬂua(€}i) (4.25)

Contrairement a la matrice-systeme, la fonction de transli¢ systéme est un invariant par
un changement de base dans I'espace d’état comme le mansirples manipulations algé-
briques suivantes

G(z) = H(20,~F) G+E

-1
— HT (T—lanT _ T‘lFT> T-'G+E

— HT (T—1 (z]n _ F) T) ‘TG4 E

_ H(z]n—F)_1G+E
= G(2)

Ce résultat est tout a fait naturel dans la mesure ou la fumcte transfert est une représen-
tation externe qui n’a aucune raison d'étre différente ppuméme systéme. Cette unicité de
représentation est vraie pour toutes les représentatideses, notamment la réponse impul-
sionnelle et la réponse harmonique.

Remarque 4.7 Le polynéme caractéristique d’'un systeme est invariant gieangement de
base. En effet, on a

det (21, — F) =det (T'2I,T — T 'FT) =det (T~ (21, — F)T) = det (21, — F)

Le probleme de réalisation consiste en le passage d'undéidange transfert a une réalisa-
tion d’état. Comme la représentation d’état est pluriglies’intéressera aux réalisations d’état
usuelles qui sont particulierement motivées par des céraidns d’analyse et/ou de synthese.
Pour des considérations purement pédagogiques, cesatiaigsseront principalement dévelo-
ppées pour des cas particuliers.

La forme canonique de commandabilitéest une représentation d’état que I'on peut détermi-
ner a partir de la description suivante du comportemenéergortie du systeme.

V() = B (g U6)
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avec
Y(2) = Z({y(KT2)}) et U(z) = Z ({u(kTe)})

Cette description peut se récrire, en introduisant une elteivariable, sous la forme
A(z"1)Z(2) = U(2)
REP

Y(z) = B(z7)Z(2)
avec

Z(z) = Z ({2(k12)})
dite représentation d’état partiel et que I'on peut expridans le domaine temporel comme suit

A(gYHz(kT,) = u(kT,)
REP
y(kTe) = B(q™")z(kTe)
Considérons le cas d’un systeme de troisieme ordre déctia panction de transfert

B(z™) bo + b1zt 4+ byz72 + b3z 3
A(z7Y) 14 a1zl + ag2? + azz=3

La représentation d’état partiel correspondante est dopag
2(kT.) = —ar12((k — )T,) — agz((k — 2)T.) — azz((k — 3)T.) + u(kT.)
REP

Y(KTL) = boz(KT.) + brz((k — 1)TL) + byz((k — 2)T,) + bsz((k — 3)T)

Cette forme suggere de définir un vecteur d’état a partir gariablez(k7,) comme suit

xe1 (KT) z((k—1)T)
2 (kT.) = | za2(kT) | = | 2((k—2)T,)
re3(kTe) z((k = 3)T¢)

za((k+1DT.) = —a1xa (kT,) — asxea(kT,) — azzes(kT,) + u(kT)
zea((k+ 1)T,.) = x4 (kTL)
ze3((k+ 1D)T,.) = xa(kTL)
y(kTe) = (bl — boal) l‘cl(k’Te) + (b2 — boa,g) ZL’CQ(/{?Te) + (bg — boa,g) l‘cg(k’Te)
+ bou(kT)

Le systéme peut étre alors décrit par les équations d’'étht sortie
z((k+ 1)T,) = Fox (kT.) + G.u(kT,)
Fcc

y(kT.) = Hex(KT.) + E.u(kT,)
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ou(F., G., H., E.) est une réalisation du systéme, dite forme canonique cowhaée don-
née par

—a1 —a —das 1 bl — boal
F.=1] 1 0 0 |,Ge=1|01|,H =] by—boay | et E.=1b,
0 1 0 0 bg - boa,g

On notera quért., G., H,., E.) est une réalisation commandable : c’est ce qui justifie B&pp
lation forme canonique commandable. Quant a I'appelladtan partiel, elle est naturellement
motivée par le fait que(kT.) est une variable d’état du systeme.

Remarque 4.8 En adoptant la méme approche, on peut déduire que la formenigne com-
mandable associée a la fonction de transfert

G(2) B(z™Y) byt biz i+ by 2T b2
z) = =
A(z71) l+az7t+...+a,12" L +a,2"

est donnée par

—a; —Qo ... —a, 1 by — byay
0 0 T b2 —-b a9
Fc: . 7Gc: . 7Hc: ? et Ec:bo
I, : :
0 0 bn - boan

La forme canonique d’observabilité est une représentation d’état que I'on peut déterminer a
partir de la description suivante du comportement entoégesdu systéme

V() = 10 (B(z—l) U(z))

ou d’'une maniére équivalente

Y(2) = bU(z) + 3 2 (—aiY(z)w,-U(z))

1=1

Considérons le cas du systéme de troisieme ordre, cettéi@ugpaut se récrire sous la forme

Y(2) = bU(z) + 27 (((- @Y (2) + blU(z)) 4! ((— Y (2) + sz(z)) .........
............. e (- asY (2) + bgU(z)>)>

Ce systeme comporte trois retards purs dont les sortiesepeétre considérées comme des
variables d’état que I'on peut définir a partir du comportehemtrée-sortie comme suit
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)~<
—~
N
~—
I

bOU(Z) + Xol(Z)

En substituant I'expression ci dessus de la sortie du systans ses équations de variables
d’état, on obtient

Le systéeme peut étre alors décrit par les équations d’'étk sbrtie
zo((k+ DT.) = Fyxo(kT.) + Gou(kT,)
FCO
y(kT.) = Hoxo(kT.) + E,u(kT,)

ou (F,,G,, H,, E,) est une réalisation du systeme, dite forme canonique cdisiervdonnée

par
—a; 1 0 by — boay
F,=1| —ay 0 1 ,Go= | by—boas |, H,=[1 0 0] et E,=b,
—as 0 0 b3_boa3

On notera quérF,, G,, H,, E,) est une réalisation observable : c’est ce qui justifie I'dpfien
forme canonique observable.

Remarque 4.9 La forme canonique observable aurait pu étre déduite ais¢@meartir de la
forme canonique commandable. Il suffit de remarquer queration de transfert du systéme
peut se récrire comme suit

G(2) = H(zl, — F)" G.+E,
— (H,(zI, - F.)"' G, +E.)"
— GT (21, — FT) " HT + ET
= H,(zI,—F,) 'G,+E,
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Remarque 4.10En adoptant la méme approche, on peut déduire que la formenigne ob-
servable associée a la fonction de transfert

B(Z_l) . bo + blz_l + ...+ bn_lz_"'H + b,z

G(z) = Az 14aiz 4. Fap12"t +az™
est donnée par
—a; b1 — boay
oo | T2 T G, = b2 = bott JHy=[10 ... 0] et E,=0b,
—a, 0 0 bn, — boay,

Les formes modalessont obtenus a partir d’'une décomposition modale du systeme des
considérations de simplicité, on ne traitera qu’un exenilistratif du probleme de réalisation
a partir d’'une fonction de transfert décomposée en élénsamfies comme suit

Q(z): Y11 I Y12 n Y21 n Y22 I Y23 X V31

zZ—=p (z—p1)2 Z— P2 (z—pg)2 (z—p2)3 Z—DP3

La sortie du systeme peut se récrire comme suit

Y(2) = 712X1(2) + 711X2(2) + 723 X3(2) + 720 X4 (2) + 721 X5(2) + 731 X6(2)

ou les variablesY;(z) pour ¢ € [1, 6] sont respectivement définies par

1 271

Xi(z) = . Xa(2) = Tyt X (2)
1 z71

Xo(z) = P U(z) = Tt U(z)
1 z71

X3(2) = 7 — Xy(z) = W Xy(z)
1 271

Xu(z) = o Xs(2) = 1=yt Xs5(2)
1 z71

X5(z) = 7 — U(z) = W U(z)
1 271

Xe(z) = % — D U(z) = WU(Z)

On peut donc définir des variables d’état comme suit

r1((k+ 1V)T,) = proq(kTe) + x2(KT,)
zo((k+ 1)T,) = praa(kTe) + u(kT,)
z3((k + 1)T.) = pas(kT.) + w4(kT)
zy((k+ 1)T,) = poxy(kT,) + x5(kT,)
z5((k + 1)T,) = poxs(kTe) + u(kTy)
ze((k+ 1)T,) = psze(kTe) + u(kT,)
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pour aboutir a la réalisation d’état modale

2o((k + 1)) = Fpap (K1) + Gou(KT)

RMOD
y(kT.) = Hpx, (KT,)
avec

[ P1 1 0 O 0 0 i [ 0 i [ Y12 i

O pr 0 0 0 O 1 Y11

o 0 0 P2 1 0 0 . 0 T Y23

Fo=10 00 p1 0" ]o]| @Hn=|,,

0 0 0 0 py O 1 V21
L O 0 0 O 0 P3 i | 1 ] | Y31 ]

4.7 Modélisation des perturbations

Le probléme de modélisation des perturbations a recu uewtiaih particuliére puisqu’il estim-
possible de concevoir des systemes de commande réalisaocbmpensation des perturbations
ou des filtres réalisant une estimation optimale du signkd séins aucune connaissance sur la
nature des perturbations ou des bruits de mesure ([2],[[7)). On distingue deux classes de
perturbations selon leur réalisation, e.g. une réalisat@erministe ou une réalisation aléatoire.

e Latransformée en d’'une perturbation déterministe (k7.)}ren peut se récrire sous la
forme
Vi)=H(z"") =M (") A(2) (4.26)
avec
A(z) = Z (6(kT.)) (4.27)

Une perturbation déterministe peut étre alors interprétdeme la réponse impulsion-
nelle d'un systéme dynamique dont la fonction de transfarégale a la transformée en
z de cette perturbation comme l'indique la figure 4.11.

5(kT) o(kT.)

H (z_l)

FIGURE 4.11 — Générateur d’'une perturbation déterministe

Les autres représentations peuvent étre déduites de lidiode transfert, e.g. la réponse
impulsionnelle et I'équation aux différences respectigatdéfinies par

{v(l{:Te)}kEN avec Z ({ U(kTe)}k€N> =H(z7") (4.28)
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v (KT.) =H (¢") 6 (KT) (4.29)

En guise d'illustration, on peut respectivement représdas perturbations du type éche-
lon et une perturbation harmonique de pulsatioccomme suit

(1—¢ ") v (kT.) =vd (kT.)
et

(1 —2cos (wT.) g~ " +q72) v (KT,) = vsin (wT.) § ((k — 1) T.)

e Une perturbation aléatoirgy((k7.)} reny €St généralement décrite par un processus sto-
chastique ergodique et stationnaire comme suit

v(kT.) = M (q7") v (KT.) (4.30)

avec
H(eT) = S ({ v(kTe)}kEN) (4.31)

ou H (2~ ') est une fonction de transfert propre dont le module sur leleamité est
égal au spectre de la séqueraé(kT.)}ren €t {7y (kT.) }ren €St UNe séquence de va-
riables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et dwas finies. Une perturba-
tion aléatoire peut étre alors interprétée comme la répansebruit blanc d’un systéme
dynamique dont la réponse harmonique peut étre détermipédifdu spectre de cette
perturbation comme l'indique la figure 4.12.

Y(kTe) H (=) v(kT,)

FIGURE 4.12 — Générateur d’'une perturbation aléatoire

Les différentes représentations d’un générateur desrpattans peuvent étre déduites naturel-
lement a partir de I'opérated (¢—'). Ce dernier peut étre obtenu a partir d’'une expérience
d’identification adéquate [11], [12], [21]) dont l'ultimeativation est de développer une ap-
proche rationnelle et efficace pour traiter les problemegrddiction et de filtrage inhérents a
la théorie des systémes .

4.8 Systemes a retard

Le résultat suivant précise la relation entre les fonctaasransfert du systeme échantillonné
et du systeme continu sous-jacent dans le cas d’un systémigekun retard pur.
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Résultat 4.7 Considérons le systéeme échantillonné de la figure 4.3 etosqus que le systéme
continu sous-jacent soit décrit par sa fonction de trartséerexhibe un retard pur; que I'on
peut exprimer en fonction de la période d’échantillonnagenme suit

Tg=(d+1)T,—nT, avec deN et 0 <n<1 (4.32)

La fonction de transfert du systéme échantillonné, quedésignera pag(z), est alors don-
née par

g(’z) = 2;_11 z ({gcoind(kTe + nTe)}keN) (433)
avec
(a0} 2 £7 (5.2 (@38

La preuve peut étre aisément effectuée en adoptant la démarche agmpteprouver le résultat
4.4 tout en remarquant que

Z ({gcoind(kTe + nTe)}keN) =Zz ({(gcoind (kTe + nTe)) « (kTe)}keN) .

Cette preuve est disponible dans la solution du premieridesibe peut étre consultée si besoin
est.

Ce résultat peut étre conforté en utilisant la propriét&asue de la réponse impulsionnelle
du systeme continu, soit

ge(t) = 0 pout tout t < 74 (4.35)

En effet, compte tenu de la relation entre la réponse impuitglle du systéme continu et celle
du systeme échantillonné correspondant, soit

kT.
g(KT,) = /( ge(r)dr

k—1)T.

on peut en déduire aisément que la réponse impulsionnedigsié@me échantillonné est donnée
par

( 0 pour k € [0, d]
(d+1)T.
_ ge(T)dr  pour f =d+1
g(kT.) /( P (7) (4.36)
kT.
/ ge(T)dT  pourk >d+1
\ (k—1)T.

L'opérateur de convolution discrete associé a cette répwngulsionnelle est alors donné par

b, +bigt+...+0b, —nb
g(q_l): —d—1 + 01" + + Onpq

4.37
1+aig '+ ...+ aqg ™ ( )
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On peut donc en déduire aisément la fonction de transferysiig¢rme échantillonné par une
simple application de la transformée en la réponse impulsionnelle qui donne

g (Z_l) _ Z_d_l bo + blz_l _|‘ “ e + bnbz_Nb

4.38
L+arz7t 4. F apez™ ( )

Ce développement montre clairement que le probleme duretaim’est pas aussi crucial pour
les systemes échantillonnés dans la mesure ou la fonctimardgert associée est de dimension
finie contrairement au cas des systemes continus a retatdeddimension est infinie. Rappe-
lons par ailleurs que la mise en ceuvre des algorithmes de aop@conduit inéluctablement a
un retard fractionnaire égal au temps de conversion et delai signal de commande.

Remarque 4.11 Compte tenu de I'expression de la fonction de transfert dystéme exhibant
un retard pur, I'ordre et le degré relatif du systéme sonpexstivement donnés par

némax(na, nb+d+1)

et
rén—mm(na, nb+d+1)

On distingue alors deux cas qui permettent de mieux apprécmonfiguration pdles-zéros du
systéme.

e Le casna > nb+ d + 1 ou I'on peut récrire la fonction de transfert du systéme écha
tillonné comme suit

g(z):z_d_lB(z_) anB(Z_)

A1) ~ 7 A (21

avecC
r=na—nb—d-—1

Outre les na péles et nb zéros du systéme, qui sont respaetindes zéros des polyndmes
2" A (271 etz B (271), on aurana — nb — d — 1 zéros a l'origine.

e Le casna < nb+ d + 1 ou I'on peut récrire la fonction de transfert du systéme écha
tillonné comme suit

G(z) = -1 B(z™) 1 2B (z71)

A(z7l) 2 znaA(z7Y)

avecC
r=nb+d+1—na

Outre les na péles et nb zéros du systéme, qui sont respaetindes zéros des polyndmes
2" A (27 etz B (271), on auranb + d + 1 — na poles a l'origine.

B, (z)
B, (2)
tion d'état(F, G, H, E') du systeme avec retard a partir d’'un probléme de réalisatipproprié.

La fonction de transfel§ (») =

d’ordre n peut étre utilisée pour déterminer une réalisa-



90 Chapitre 4

4.9 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la modélisation des systengesrdéig échantillonnés a partir
des représentations des systémes continus sous-jacetasiment la réponse impulsionnelle
{9¢(t) },cr+ €t la fonction de transfei, (s). On retiendra qu’un systéme échantillonné issu
d’un systéme linéaire continu est complétement caraét@as une application linéaire de I'en-
semble de ses entrées vers I'ensemble de ses sorties qé@tpergprésentée de plusieurs ma-
nieres selon l'ultime motivation de la modélisation. Ortidigue

e Laréponse impulsionnelle donnée par la séqugpc¢éT?)}, ., définie comme suit

S kT.
G(¢gh) = Z g (KT.) ¢% avec g (kT,) :/ ge(T)dr

e Laréponse harmonique, si elle existe, donnée par la ségqgéne’~*) }
comme suit

we[0n] définie

oo

G(T) = > g(hT.)e T

k=d+1
e La fonction de transfert donnée par
z—1 1 4 Bz
g (z) = P ﬁ Z ({gcoind(kTe + nTe)a(kTe)}keZ) =2z m

e L'équation aux différences donnée par
_ a1 B(g™!
g(ql):qdl (_1)
Alg™)
Les relations entre les diverses représentations ont éiépg&rement précisées, en l'occur-
rence

jwTey _ _ = —jwkTe _  —d—1 B(g™)
Gle )_f{g(kTe)}keN_k;Mg(kTe)e ¥ _ g sa)

G(z) = Z { g (k;Te)}keN —H(:I, - F)'G+E

M= | G

Une attention particuliere a été accordée aux problémegigu retard et de modélisation des
perturbations. En effet, la représentation d’un systérhamédlonné issu d’'un systeme continu
exhibant un retard pur a permis de mettre en exergue le pahatout des systemes échan-
tillonnés, i.e. la dimension des systemes échantillonegfree indépendamment de la valeur
du retard pur du systeme continu sous-jacent. Cette ptépst I'essence du développement
vigoureux du concept de prédiction linéaire dans le coptégs systemes échantillonnés. Quant
au probléme de modélisation des perturbations, il a ét&dmient traité a partir des résultats
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disponibles pour souligner la vraisemblance entre lesasiget les systémes : les perturbations
peuvent étre modélisées comme la sortie d’un systeme duonitde est une impulsion d’ampli-
tude inconnue (resp. une séquence de variables aléatod@sandantes de moyenne nulle et
de variances finies) selon que I'on considere un contextrmétiste (resp. stochastique), soit

v(kT) =H (V) S (KT.) (v(kT.) =H () v (KT.))

Il est important de noter que le probléeme de modélisationsgsemes échantillonnés consi-
déré a été fondamentalement étudié en supposant que laipnédies convertisseurs est infinie
et que le temps de conversion et de calcul sont nuls. La sedoyubthese n’est pas cruciale

puisqu’on peut intégrer les temps de conversion et de cdbmg le retard du systeme. Quant
aux erreurs de quantification, ils sont mis sur le compte ddsstde mesure qui conditionnent

les performances du systéme de traitement envisagé. Umercbe vigoureuse est développée,
au sein des communautés d’automatique et de traitemenglal sur la robustesse numérique

(51, [14], [22]).

Et comme il est supposé implicitement que la spécificatiola geg¢riode d’échanti-llonnage
est faite sous la bénédiction du théorémeStiannon, on peut se permettre un abus de notation
en désignant l'instant d’échantillonnagé4’, part et donc(k —i)7, part —i. Ceci nous amene

a récrire I'équation aux différences sous la forme

Alg Yy () =B(g Hu(t—d—1)
ou

y(t) = A u(t—d—1)

Cette forme est adoptée dans les principales contributsonga théorie des systémes dont les
ouvrages utilisés dans les grandes écoles d’automatique.

4.10 Problemes

Probléme 4.1 On se propose de faire une évaluation des connaissancessigeuce chapitre
en traitant les questions suivantes.

1) Déterminera les dérivées partielles suivantes

0

ot —i) ( (1-18¢"+0.81¢7?) x(t)) pour i € [0, 2]

2) Donner les relations entre les modéles de représentatian dystéme continu et ceux
du systeme échantillonné sous-jacent et en déduire laifonde transfert du systéme
échantillonné dans le cas ou le systeme continu exhibe ardret

3) Donner les configurations des poles et des zéros de la classsydtéemes décrits par la
fonction de transfert

B T (b + bz A bz ™)

—1y _
G9(=") = A(z1) l+az7t+.. .+ a2z
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On traitera le cas des fonctions de transfert

2771 — 272 -1 05272 — 24
= et gg(Z ) =
1—-1327140422 1—-1.62"14+0.64272

Gi(=71)

4) Préciser la relation entre la réponse impulsionnelle (relspréponse harmonique) et la
fonction de transfert d’'un systéme.

5) Préciser la relation entre la fonction de transfert et I'é&gion aux différences d’'un sys-
teme.

6) Préciser la relation entre la réalisation d’état et la forat de transfert d’'un systeme.

7) Donner la configuration modale d’'un systeme et indiquer $ati@n avec la configura-
tion de ses podles. On traitera les exemples suivants

1 —1] [ 1]
(F: 0 1 ,G:_O_,H [10})

et

_ 2 —1] - T[1] =
(F: 1 0 ,G:_l_,H [ 0 1})

8) Donner les équations aux différences décrivant des géadraities perturbations du type
échelon, i.ev(t) = va(t), et du type harmonique de pulsation connuei.e. v(t) =
vsin (wt) a(t)), ouwv désigne I'amplitude des perturbations qui est supposéanimge.

Probleme 4.2 Soit une matriced € R™*", on demande de retrouver les propriétés suivantes

PL. e =1,

P2. Aet =e4A

P3. NeV(A) = e eV ()

P4. AU — AT pour tout (t,7) € R
P5. WPl = APl = AB = BA
P6. [e"] Tl et pour tout t € R

P7. pett = Ae? = eMA pour tout t € R
P9. L (eAta(t)) = (sl, —A)7"

P10. e(TAT)tq (1) = T T a(t)
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Probléme 4.3 Déterminer les réponses impulsionnelles et les équatiomsdifférences des
deux systémes respectivement décrits par les fonctiomarusfert

zZ+2 z+ 2

Cri—o5 “ #H=2

_ 1 -2 -3 —
Gi(z) =271 —1.6272 4 0.64273, Go(2) = 2(z—1)(z — 0.5)

Probléme 4.4 Déterminer la fonction de transfert du systémes échantiéocorrespondant au
systeme continu décrit par la fonction de transfert

B.(s)

Gels) =™ 3.6)

avec
T =d+1)T,—nT, avec deN et 0<n<1

Probléme 4.5 Montrer qu'un systéme décrit par une réalisation d'état G, H, ') peut étre
représenté comme lindique la figure 4.13 a@e) = H (21, — F) ' G + E et H(z) =
H (21, — F)~" F + H et en déduire une interprétation des conditions initiales.

bt H(2)

FIGURE 4.13 — Représentation du systeme

Probléme 4.6 On se propose de déterminer le modeéle échantillonné carretgnt a la classe
des systemes dont le comportement entrée-sortie peutaétmnablement décrit par un mo-
dele de second ordre caractérisé par un amortisse@ttune fréquence propte donné par
la fonction de transfert

w2

52 4+ 2¢ws + w? pour ¢ <1

G.(s) =

Pour ce faire, on demande de procéder progressivement cauitne

1) Montrer que le systeme continu sous-jacent admet une adiainsd’ état donnée par

0 w 0
FC:[_W _2@}, Gc:[w},Hc:[l 0] et E.=0
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2) Donner une réalisation d’état du systeme échantillo(feG, H, E) et en déduire sa
configuration modale.

3) Montrer que la fonction de transfert du systéme échantiléoest donnée par

A Bo(z)  biz+b
CAg(2) 224 az+ay

g(2)

en précisant les expressions des parametres. Et en dédsiesafigurations des pbles et
des zéros.

4) Préciser la nature du systeme lorsqglie- 0 .

Probléme 4.7 Considérons la classe des perturbations données par
v(t) = vpsin (wt + @) + vea(t)
Préciser la nature des perturbations et montrer qu’ellesyant étre décrites par une réalisa-

tion d'état.

Probléme 4.8 Montrer que la fonction de transfert d’un systéme peut étpgienée en fonction
de sa matrice systéme((z) comme suit

det (M(2))

9C) = G (e, - F)

On précisera les atouts de la matrice systéme.
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Chapitre 5

Stabilité

La stabilité d’un systeme a été d’abord intuitivement liésaacapacité a produire des sorties
bornées a partir d’entrées bornées. Cette intuition a pestendévelopper le concept de stabilité
entrée bornée-sortie born&3SB) qui constitue I'essence du concept de stabilité exterae. L
concept de stabilité interne a été ensuite introduit ampdeti’aptitude d’un systéme a produire
des variables d’état bornées a partir d’entrées bornéespadiier ainsi la limitation intrin-
seque au concept de stabilité externe. Cette limitatioh @ee naturellement mise en exergue
en étudiant la stabilité des systémes interconnectéspeaulrence la stabilité externe d’'un
systéme interconnecté ne garantit pas que les sorties desgstémes qui le composent sont
nécessairement bornées. Le concept de stabilité intendepaigcipalement développé a partir
des approches déyapunov : un mathématicien de la prestigieuse école russartisans des
sciences pour l'ingénieur.

La motivation de ce chapitre est de faire une présentatiorpogéhensible des bases de la sta-
bilité des systémes échantillonnés issus des systemesréisénvariants dans le temps. On
présente d’abord le concept de stabilité externe a pactir dsultat fondamental sur la stabilité
EBSB. Le concept de stabilité interne est ensuite introduit dippdiune analyse de stabilité
d’'une cascade de deux systemes ayant un péle et un zéro canemunilisant la fonction de
transfert et une réalisation d’état appropriée de la casdagb résultats fondamentaux issus du
concept de stabilité interne sont présentés a partir d'ppeoahe deCyapunov qui a permis de
développer des outils efficaces d’analyse de stabilité piogénierie des systemes. L'étude de
la stabilité interne des systemes linéaires invariants teatemps est particulierement illustrée
au travers du résultat fondamental sur la décompositioctisgde d’'une matrice. Une attention
particulieére est accordée aux résultats usuels sur latéaisation de la réponse d’'un systéeme
stable a des classes d’entrées spécifiques et au test diéséapartir d’un critére algébriques.

Trois représentations de la classe des systemes échaméd@onsidérée seront utilisées pour
ce faire, en I'occurrence laréponse impulsionnelle, lafiom de transfert et la réalisation d’état
respectivement données par

{g(t)}t207 g(’z) = et <F>G7 H>E>

et reliées par

G(z)=H(z2I-F)'G+E=2{g(t)}

Les résultats de stabilité externe et interne sont resyfgeatint donnés en fonction des configu-
rations des péles et des modes du systémes qui sont éventagtldifférentes puisque

97
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CP(G(z)) CCM((F,G,H,E)) =V{F}

L'étude de la stabilité interne des systémes linéairesrigmts dans le temps est particuliere-
ment illustrée au travers du résultat fondamental sur lam@osition spectrale d’'une matrice
gue nous rappelons ci aprés.

Résultat 5.1 Pour toute matriced € C"*", il existe une matrice régulierg ¢ C"*" et une
matrice bloc diagonaleg € C™*™ telles que

T'AT = J = diag{J, , Jo, ..., J,}

avec
Ji = N1, + N; pour i € [1,7]

ou J; € Cv*¥ désigne I'un des; blocs de Jordan associé a la valeur propred’ordre de
multiplicité m;, on a alors

T
E m; =n avec m; = E v;
i=1

Remarque 5.1 Si les valeurs propres de la matricesont distinctes, alors la matricesn’est
autre que la matrice diagonalé = diag {\;} et les matrice§” et T~! sont particulierement
données par

T=[Vi ... Vi 0. Vo] et T =Wy ... Wi .. W, ]"

ou V; et IW; sont respectivement les vecteurs propres a droite et a gaasbociés a la valeur
propre \;.

Rappelons qu’'une valeur propre multiple admet autant desbite Jordan que de vecteurs
propres indépendants et qu’elle est dite non défective (d&fective) si les blocs de Jordan
qui lui sont associés se réduisent a des scalaires,/seit \; (resp. si elle admet un bloc de
Jordan de dimension supérieure ou égale a deux).
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5.1 Stabilité externe.

Dans ce paragraphe, on introduit d’abord le concept delgéadkterne a partir du concept de
stabilité EBSB en exploitant judicieusement le comportement de sa répiomselsionnelle.
Ensuite, on présente un résultat fondamental de stabiliééree & partir de la configuration des
poles du systeme. La stabilité interne est enfin motivée padimitation fondamentale de la
stabilité externe qui est mise en exergue a partir d'un exeagadémique approprié.

5.1.1 StabiliteEBSE.

La stabilité d'un systéme est étroitement liée a son apitugroduire des sorties bornées a
partir d’entrées bornées comme l'indique la définition anie

Définition 5.1 Un systeme est stable au s&isSB si pour toute entrée bornée, la sortie reste
bornée.

Le résultat fondamental suivant permet de caractériseaitdise £ 5SB des systemes échantillo-
nnés issus des systémes linéaires et invariants dans ls.temp

Résultat 5.2 Un systéme linéaire invariant est stable au s€&SB si et seulement si sa ré-
ponse impulsionnelle vérifie la propriété suivante

5K, €000/ 3 10T | < K, (5.1)

k=0

Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante. Pour ae fabnsidérons le produit
de convolution

k [e9)
y(kTe) = Z g(jTe)u(kTe - jTe) = Zg(]Te)u(kTe - jTe)

§=0
En vertu de I'inégalité de Schwartz, on a
| y(kTe) | S Z | g(]Te) || u(kTe _jTe) |
§=0
Et si I'entrée est bornée, saitk, € [0,00) / | u(kT.) | < K, pour tout k € N, alors on a
|y(kT,) | < K, Z | g(4T%.) | pour 0 < K, < oo pourtout k € N
j=0

la condition est bien suffisante puisque si la propriété Stvarie alors la réponse du systeme
a une entrée bornée est bornée puisque

| y(kT,) | < K, = K, K,

Montrons maintenant que la condition est nécessaire @nartilla contraposée de la propriété
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de stabilité au sen8BSB, en I'occurrence

*

VK*eRY, I eN/ > |gkT) [ > K* (5.2)

k=0

Pour ce faire, on procédera d’'une maniére constructive esidérant la séquence d’entrée dé-
finie par

W(kT,) — { u*(kT,) pour k € [0,n] 5.3)

0 atlleurs

avec

1 si g((n*—k)T.) >0
u(kT.) = 0 sig((n*—k)T.,)=0 pourk €0,n"] (5.4)
-1 si g((n*—k)T.) <0

La sortie du systeme qui en résulte a l'instatif, est donnée par
y('T) = g(iT)u((n” = HT.) =Y | 9(iT.) |
=0 §=0

Il est clair que la séquence d’entrée bornée (5.3)-(5.4bnduit pas a une sortie bornée lorsque
la réponse impulsionnelle vérifie la propriété (5.2). Cettepriété n’est autre que la négation
de la propriété considérée sur la réponse impulsionneitgpa

Y IgT) 1= > 19T |
k=0 k=0
CQFD.

5.1.2 Stabilité externe.

La stabilité externe d’'un systeme linéaire invariant dantemps peut étre alors fondamenta-
lement définie & partir de sa réponse impulsionnelle en \dertfait que la propriété 5.1 est
satisfaite si et seulement si la réponse impulsionnellagghptotiquement nulle.

Définition 5.2 Considérons un systéme échantillonné linéaire et invadamns le temps décrit
par sa réponse impulsionnelle. On dira que

D1. le systeme est stable si sa réponse impulsionnelle est &styoquement nulle, i.e.

lim g(kT,) =0

t—00

D2. le systeme est marginalement stable s’il n’est pas stalgjaeta réponse impulsionnelle
est bornée, i.e.

{9(kT.)} estbornée et si elle converge, alors sa limite n’est pasenull
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D3. le systeme est instable si sa réponse impulsionnelle nassbornée, i.e.

{g(kT.)} n’estpas bornée

Le domaine de stabilité des systemes échantillonnés issusydtémes linéaires et invariants
dans le temps est manifestement I'image du domaine deitdalels systémes continus sous-
jacents par I'opération d’échantillonnage puisque le ephade stabilité est un invariant par
échantillonnage. Et comme I'opération d’échantillonnagecaractérisée par la fonction com-
plexes — z = e*’, on retrouve naturellement le disque ouvert de centregfiog et de rayon

unitaire du plan complexe en soit D,, 2 {ze€C/ | z| < 1}. La stabilité d'un systeme
échantillonné linéaire et invariant dans le temps est cétapient caractérisée par la configura-
tion de ses poles du systeme comme l'indique le résultaiiomamtal suivant.

Résultat 5.3 Considérons un systéme échantillonné linéaire et invariams le temps décrit
par sa fonction de transfedf (z), alors les propositions suivantes sont vraies.

P1. Le systeme est stable si et seulement si tous ses polestaéatssi'intérieur du domaine
de stabilité,i.ed,(z) =0 = |z|< 1.

P2. Le systéme est marginalement stable si et seulement sigsymkes sont situés dans le
domaine de stabilité, i.ed,(z) =0 = | z | < 1, qu’iladmet au moins un péle sur la
frontiere du domaine de stabilité et que tous ses poélesssgugla frontiere du domaine
de stabilité sont simples.

P3. Le systeme est instable si et seulement si il admet au moimpdlena I'extérieur du
domaine de stabilité ou un péle multiple sur la frontiére dumdine de stabilité.

Preuve.Notons d’abord décrits par leurs fonctions de transfertuine une fraction rationnelle
propre que I'on peut toujours décomposer en €léments ssnepl@me suit

T

ZZ%J Z%] ﬂtiz:%]

=0 j=1 =1 j=1

oum, et{m;},cq, désignent respectivement les ordres de multiplicité de pal,> = 0, et
des poles non nuls, = p; pour i € [1,7], €{v;}(i.j)c0,1x[1,m;) SONt des nombres complexes.
La réponse impulsionnelle du systeme est donc donnée par

= > il - )T.)

m; j—2

+Z (%‘1]72 Z %J ,
i=1

=2 l=o0

(k—0) pi““) a(kT.)

avec

z

Vitmi—j) = 1m [1 <d%)j <w9(2))] pour j € [0,m; — 1]
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En remémorant les criteresfembert et de comparaison des séries, il est clair que lans&po
impulsionnelle est asymptotiquement nulle si et seulersetdus les pdles sont situés a I'in-
térieur du domaine de stabilité. Par ailleurs, il est évidgre la réponse impulsionnelle est
bornée si et seulement si tous les poles sont situés danmi@im® de stabilité et que tout pble
situé sur la frontiére du domaine de stabilité est simple.

COFD.

Remarque 5.2 Compte tenu de la vraisemblance des concepts de stabiiénexet de stabilité
EBSB, on utilisera le vocabl€ BSB stable pour se referrer aussi bien a la stabilit8S5 qu’a

la stabilité externe. Cette précision de la nature de stabglermettra de différencier le concept
de stabilité externe du concept de stabilité interne quibeatucoup plus général pour s’y référer
sans aucun qualificatif.

5.1.3 Limitation fondamentale.

Les systémes sont généralement concgus a partir d’'un enselitiierconnections appropriées
de systémes qui ont éventuellement des péles et des zéroswmnCes podles et zéros com-
muns ne sont pas nécessairement reliés a I'entrée et/ottimdio systéme et ne sont donc pas
perceptibles a partir du comportement d’entrée-sortieydteme, e.g. ils n'‘apparaissent pas
dans la fonction de transfert du systeme. Le concept deligtaditerne d’'un systeme occulte
les éventuelles simplifications entre les poles et les zdesssystéemes qui le composent. Et si
les pdles simplifiés ne sont pas situés dans le domaine dététaddors les variables internes
sous-jacentes ne sont pas bornées. A titre illustratifsici#mons le systéme issu d’une cascade
de deux systémes, comme le montre la figure 5.1, respectnted@erits par les fonctions de
transfert

_ 01 _ K
Gi(2) = p— et Gy(2) = (z—0.5)(z —0.8)
u(t) Gy (2) n G2 )
ui (1) uy(t)

FIGURE 5.1 — Interconnection en cascade

La fonction de transfert du systéme est alors donnée par

0.1
(z—10.5) (2 —0.8)

G(2) =G2(2) 61 (2) =

Le pblep = i du systeme 1 a été simplifié par le zére- 1 du systéme 2 et n’apparait pas dans
la configuration des péles de la cascade, 8Bt G (z)) = {0.5,0.8}. On peut alors conclure
gue la cascade est stable au s€B88 5 indépendamment du scalajie Néanmoins, comme le
systeme 1 n’est pas stable pqur> 1, sa sortie n’est pas bornée pour toute entrée bornée de
la cascade. Cette instabilité interne peut étre natureltéipercue a partir d’'une représentation
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d’'état de la cascade que I'on peut définir a partir des varsablétat des sous-systemes qui la
composent, soit

I (t) A T (t)

ct)= | w0 | 2| ()
3(t) T2 (t)
avec
r1(t+ 1) = pay(t) + 0.1u(t)
()= () ()= ()
et

y(t) = (1)

La cascade peut étre alors décrite par la réalisation d'état

I 0 O 0.1
F=( 1 13 1],G=( 0 |,H=(010) e E=0
—p =04 0 0

qui permet de déterminer aisément ses trajectoires dédat sortie issues d’une entrée impul-
sionnelle d’amplitude unitaire, soit

x (kT,) = F*x,
TESC
y(kT,) = HF*z,
Et comme la matrice d’étdf peut étre décomposée comme suit
F=TAT™
avec
1 0 0 w 0 0
T = 0 1 1 et A=1 0 05 0
-1 —-0.8 —-0.5 0 0 0.8

on peut en déduire aisément que les trajectoires d'état gbrdie du systeme issues d’une en-
trée impulsionnelle d’amplitude unitaire vérifient la prigpeé suivante

k

v
lim z(t)=1 0 et lim y(kT.)=0
k— o0 0 k—00

Il apparait alors clairement que la sortie du systeme, gustitnie sa seconde variable d’état,
est asymptotiguement nulle indépendamment du scalaifge fait corrobore la propriété de
stabilité externe. Quant au comportement de la premieiaehlard’état du systeme, il dépend
du scalaire. comme suit

oo st >1
lim z;(t)=¢ 1 st p=1
k— o0 .

0 st pu<l
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Ceci nous améne au concept de stabilité interne qui conteptidude d’un systéme a produire
des variables d’état bornées a partir d’entrées bornées.

5.2 Stabilité interne.

L'étude de la stabilité interne est effectuée en adoptaatapproche de&€yapunov qui s’est
imposée par sa généralité et I'efficacité. La généralit@gsentiellement due au fait que cette
approche peut étre utilisée aussi bien pour les systemesngs invariants dans le temps que
pour les systemes linéaires variants dans le temps, notatiesealgorithmes d’estimation et
d’adaptation paramétrique qui constituent la pierre amigrildes observateurs et des méthodes
d’identification en temps réel. Quant a I'efficacité, ellé¢ mstivée par les outils puissants qui
ont été développés a partir de cette approche pour le testloiété des systemes.

5.2.1 Stabilité au sens d&€yapunov.

Le concept de stabilité des systemes échantillonnés estajément développé a partir du sys-
téme autonome

SA { z((k+1T.) = f (x(kT.)) avec f(z.) = . (5.5)

ou x(kT.) € R™ désigne I'état du systéme a l'instant d’échantillonna@g, x. est un état
d’équilibre du systéeme et est une fonction continue par morceaux qui permet de défiv@r u
classe de systémes relativement large, notamment lesrgstinéaires variants dans le temps.
On présente ci-apres le concept de stabilité au sery/dpunov qui est généralement définie
par rapport aux états d’équilibre comme suit

Définition 5.3 L'état d’équilibrex. du systeme autonome (5.5) est dit

D1. stable au sens déyapunov si pour tout réel > 0, il existe un réeb(s) > 0 tel que
|x(0) — z|]| < d(e) = ||z(kT.) — x| < € pour tout k >0

D2. asymptotiguement stable s'il est stable au sensyBpunov et s'il existe un réél > 0
tel que
|z(0) — x| <d = klim |x(kT.) — z.|| =0
—00

D3. exponentiellement stable s’il est asymptotiquementestab sens deCyapunov et s'il
existe deux scalairgs < v < co et < A < 1 tels que

lo(kTe) = well < YA |

D4. instable s’il n’est pas stable au sens Agapunov

Ces définitions montrent clairement que le concept de #tahil sens d€yapunov est fonda-
mentalement local dans la mesure ou il ne concerne que ddgioos initiales qui se trouvent
dans un voisinage de I'état d’équilibre. En effet, la sithdu sens d€yapunov garantit que la
trajectoire d’état du systeme reste dans un voisinage ti t&quilibre pourvu que les condi-
tions initiales soient suffisamment proches de cet étatuilibee. La stabilité est dite globale
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lorsqu’elle est indépendante des conditions initiales.nOtera que la stabilité asymptotique
permet d’étendre le concept de stabilité au sengyBpunov dans la mesure ou elle garantit
gue la trajectoire d’état du systéme s’approche de pluswends I'état d’équilibre pourvu que
les conditions initiales soient prises dans un voisinageedeétat d’équilibre. Par ailleurs, il
faut remarquer que la stabilité au sens@@apunov est définie pour des états d’équilibre du
systéme, et non pour le systeme. C’est I'essence du coneegpablilité au sens entrée bornée-
sortie bornée.

5.2.2 lllustration usuelle.

Pour illustrer les concepts de stabilité au s€yspunov, considérons le cas des systemes li-
néaires invariants qui nous préoccupent essentiellenheoneles systémes autonomes corres-
pondants sont décrits par

SA { z((k+1)T.) = F 2(kT.) avec x(0) = x, (5.6)

ou F' € R™*™ désigne la matrice d’état du systeme. La stabilité est uojerigté intrinséque du
systéme et non d’'un état d’équilibre donné du systeme corimaégue le résultat suivant

Résultat 5.4 Considérons le systéeme linéaire autonome (5.6), alors fleprigtés suivantes
sont vraies

P1. x, = 0 est un état d’équilibre du systéeme

P2. L'état d’équilibrez, = 0 est stable au sens dgyapunov si et seulement si la séquence
{|IF*||} &0 st bornée.

P3. L'état d’équilibrex, = 0 est asymptotiquement stable si et seulement si la séquence
{I|F*|I}1>0 converge vers zéro, s%]tm | F*2,|| = 0 pour tout z,.
—00

P4. Sixz, = 0 estun état d’équilibre asymptotiguement stable, alorstilumique.

La preuve de résultat est triviale. Il suffit de remarquer que la trajee d’état a partir de I'ins-
tant initial nul est donnée par
z(kT,) = F* z, pour tout k > 0
soit
lz(RT)|| = [[F o]l < |1 E*| |l pour tout k> 0
Comme les conditions initiales sont bornées et ne sont pEssairement nuls, il apparait clai-
rement que

{|lz(kT.)||}r>0 est bornée si et seulement §i F*| .o est bornée

et
klim |z(kT.)|| =0 sietseulements{||F*|}.> estasymptotiquement nulle
—00
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Et on notera que

lim [[2(kT,)|| = oo si et seulement s{||F*||} x>0 diverge
—00

COFD.

On notera que la stabilité des systemes linéaires invaramit étre étudiée a partir d’'une ana-
lyse spectrale de la matrice d’état comme l'indique le t@s@bndamental suivant

Résultat 5.5 Considérons le systéme autonome (5.6), on a alors les ptaptssuivantes.

P1. x, = 0 est un état d’équilibre stable au sens dgapunov si et seulement si toutes les
valeurs propres de la matrice d’état sont situées a I'irgé@riou sur le cercle unité et que
toute valeur propre de module égal a un ne soit pas défedtazde bloc de Jordan qui
lui est associé est diagonal.

P2. L'état d’équilibrex, = 0 est asymptotiquement stable si et seulement si touteslagya
propres de la matrice d’état F sont situées a l'intérieur duate unité.

P3. x. = 0 est un état d’équilibre instable au sens gapunov si et seulement si la matrice
d’état a au moins une valeur propre a I'extérieur du cerclétému une valeur propre
multiple défective sur le cercle unité, i.e. le bloc de Jordgi lui est associé n’est pas
diagonal.

La preuve de ce théoréme peut étre faite en étudiant la séquence ddasawnate transition
{F*}>0 et par conséquent les solutions des systémes autonomasdmét invariants dans
le temps (5.6). Une telle étude peut étre effectuée a patia décomposition de Jordan de la
matrice d’état. En effet, il existe toujours une matriceulége 7’ € C**" et une matrice bloc
diagonaleJ € C"*" telles que

T~'FT = J = Diag{ .}, ..., J;}
avec
Y | [0 1 |
A1 0 1
Ji: :)\ZL,Z—FNZ avec Ni: 0 .,
PV 0 1
- AZ - - O -

ou J; € C"*¥ désigne I'un des; blocs de Jordan associés a la valeur proprd’ordre de

multiplicité m; = Z v;. Rappelons qu’une valeur propre multiple admet autant deshdie
j=1

Jordan que de vecteurs propres indépendants et qu’ellerestéfiective si les blocs de Jordan

qui lui sont associés se réduisent a des scalaires/;seit),.
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Cette décomposition permet de déterminer aisément lagaade transition du systéme au-
tonome (5.6) puisque

F* =TJ*T™' = TDiag {Jf} T~" = TDiag {(Ailmi + Ny } T

CommeN; est une matrice nilpotente d’ordrg soitNZ-j = 0 pour tout j > v;, la formule du
binbme donne

v;—1

i . k! .
Jk = N —— N9 pour tout k € N

;O Uk —j)!
La solution de I'équation d’état peut alors se mettre sousrae usuelle pour I'analyse des
systemes linéaires invariants, soit

~ < k! »
x(kT,) = Z Z — AT D 2(0) pour tout k € N
— = k=)
ou lesI';; sont des matrices complexes qui dépendent de la matricarmfdrmatiori” et des
matrices nilpotented/;. Les propositions du théoreme peuvent alors étre déduitesmpa-
rant dans chaque cas une croissance exponentielle et ussatrce polynomiale et en tenant

compte des résultats du théoréme précédent.
COFD.

Remarque 5.3 Sila matrice F est diagonalisable, i.e. les valeurs proprestiples ne sont pas
défectives, alors il existe une matrice réguliérec C"*" telle que

F* = TDiag {\;} T
avec
T=[Va oo Vg oo Vi | et T = [V oo Vo oo Ve "

OUV(F) = {\,..., \;,..., A\, } désigne le spectre de la matrice d'étatl; et V,; sont res-
pectivement les vecteurs propres a gauche et a droite assada valeur propre\;.

La réponse libre du systeme autonome (5.6) est donc donmée pa

mm=iﬁnm>

ou lesI'; sont des matrices complexes qui dépendent de la matriceadsformation?’. Il
apparait clairement que les valeurs propres non défectiela matrice d’état qui sont sur le
cercle unité ne conduisent pas a l'instabilité du systéme.

5.2.3 Critére deLyapunov.

L'analyse de la stabilité des systémes autonomes (5.6)éestrglement effectuée avec la se-
conde méthode d€yapunov qui représente I'un des outils les plus puissardsdences de
'ingénieur ([9], [13]). Le principe de cette méthode catsia introduire une fonction que I'on
peut assimiler a I'énergie totale du systéeme et a montrezliguést décroissante le long des
trajectoires d’état du systéeme. Une telle fonction est é&&iomme suit



108 Chapitre 5

Définition 5.4 V : z € R® — V(z) € R est dite fonction d€yapunov du systéme autonome
S A dans un voisinag®(z.) de son état d’équilibre si elle vérifie les propriétés suiesn

P1. V est continue suy(z. )

P2. V est définie positive dan4z.), soit
V(ze) =0 et V(z) >0 pourtout x € V(x.) — {x}

P3. La fonctionAV : z € R" — AV(z) = (V(f(z)) — V(x)) € R est définie négative
dansV(zx.), soit

AV(z.) =0 et AV(z) <0 pour tout x € V(z.) — {x.}

Le résultat suivant, qui précise ce point de vue, constaumitére deCyapunov qui est com-
munément utilisé aussi bien pour I'analyse de la stabilii jgour la synthése des systémes.

Résultat 5.6 Considérons le systeme autonome (5.6) et supposons gaigtaghe fonction de
Lyapunov V dans un voisinaggz.) de son état d’équilibre, alors on a les propositions sui-
vantes

P1. L'état d’équilibre est asymptotiguement stable d¥s. ).

P2. Si la fonction deCyapunov V est de plus radiale, i.elim V(x) = oo, alors I'état

[[]|—>o00

d’équilibre est asymptotiquement stable d&s

P3. Sila fonctionAV est définie non négative, i.AV (z) < 0 pour tout z € V(x.), alors
I'état d’équilibre z. est stable au sens d&/apunov.

Il faut remarquer que le critére dé&yapunov ne fournit que des conditions suffisantes de sta-
bilité. On peut toutefois étudier I'instabilité des étasalilibre a la lumiére du résultat suivant

Résultat 5.7 Considérons le systéme autonosd et supposons qu’il admet une fonction V
satisfaisant les propriétés suivantes dans son voisinadetat d'équilibre)(z.).

P1. V est continue.
P2. V est définie positive.

P3. AV est définie positive.

alors I'état d’équilibre est instable dans son voisinager. )

Dans le cas des systémes linéaires invariants, la secontt®aeédeLyapunov fournit des
conditions nécessaires et suffisantes comme le montredkaésuivant

Résultat 5.8 Considérons le systeme lin€aire invariant (5.6), alorsgegpositions suivantes
sont équivalentes
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P1. x. = 0 estun état d’équilibre asymptotiquement stable du systrnmome 5.6.

P2. Pour toute matrice symétrique et définie positive Q, il exigte matrice unique syme-
trique et définie positive P qui vérifie 'équation dgapunovE’’ PF — P = —Q

P3. Il existe une fonction d€yapunov quadratique V définie p&i(z) = 2 Pz avecP =
PT > 0 qui prouve la stabilité asymptotique.

Preuve.Notons que I'implicatioriP2 —- P3 est triviale, il suffit donc de montrer que
P3 = Pl et P1 = P2

Montrons d’abord qué®3 = P1 par application de la seconde méthodefgapunov. La
propositionP3 permet de définir une fonction d&apunov pour le systéme autonome 5.6, en
I'occurrence la fonctio/ : z € R — V(z) = 2T Pz € R*. En effet, elle vérifie les
propriétésP1 et P2 surR" et est radiale car” Px tend vers l'infini lorsque|z|| tend vers
l'infini. Quant a la propriétéP3, elle est satisfaite puisque la fonctidxl” est bien définie
négative suiR™. En effet, on a

AV (z) = 2" (kT,)F'PFx(kT,) — 2" (kT,)Px(KT,)
= 2" (kT.) (F"PF — P) z(kT,)
= —2"(KT,)Qx(kT,)

On peut donc conclure que = 0 est un état d’équilibre asymptotiquement stable du systeme
autonome 5.6.

Montrons maintenant qu®1 = 7P2. Pour ce faire, introduisons la série définie par la

matrice
k

P(k) = Z (FTY'QF" avec Q =Q" >0
=0
qui est symétrique et définie positive comme la matrice QteCGtrie converge si la proposition
P1 est vraie puisqué || F*||}r>o serait asymptotiquement nulle conformément a la propriété
P3 du résultat 5.4. On aura donc

“+oo
0<P(k)<P= Z(FT)’QFi pour tout k > 0

=0

Par ailleurs, on peut exprimer la matri@ea partir de la définition de la matride(k) comme
suit

k k k-1 k
—Q = Z(FT)ZQFZ . Z(FT)ZQFZ _ Z(FT)ZFTQFFZ . Z(FT)ZQFZ
i=1 =0 1=0 1=0

ou sous la forme de I'’équation aux différencesiy@apunov
F'P(k—1)F — P(k) = —-Q

La limite P de{P(k)}x>o Vérifie donc I'équation algébrique d&apunov, soit
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—Q=F'PF-pP

Il reste a montrer 'unicité de la matride. Pour ce faire, supposons que I'équation’g@punov
a une autre solutiof?, alors elle vérifie I'équation d€yapunov
F'PF —P=-Q
et peut se mettre comme suit
P=> (F")yPF' =Y (FT)YPF' =Y (F'yPF' =) (F')F'PFF'

=0 =1 =0 =0

soit
+00 +oo
P=> (F"y(P—-F'PF)F'=) (F)QF =P

CQFD.

Les deux remarques suivantes permettent d’apprécierdanajoutée de I'approche dgapunov
par rapport au concept de stabilité externe.

Remarque 5.4 Le concept de stabilité au sens dgapunov est beaucoup plus général que
celui de la stabilité€BSB qui ne concerne que le comportement entrée-sortie du sgstem
On montre aisément qu’un systeme asymptotiquement sktldtable au sen§BSB mais la
réciproque n’est pas vraie dans le cas d’une réalisation nonimale comme on le verra dans
le chapitre suivant.

Remarque 5.5 L'approche deCyapunov sera utilisée pour I'analyse de stabilité des syst
linéaires variants dans le temps que I'on peut rencontrergdas problémes d’estimation d’état
ou d’adaptation paramétrique en utilisant des fonctiong{gapunov quadratiques, soit

V(z) = 2" P(t)z avec P(t) = P(t)' >0

Pour mieux apprécier une telle remarque, on suggere de Ripzobléme 5.5.

5.3 Test de stabilité

Le test de stabilité d’'un systéme linéaire invariant dantetaps peut étre effectué par des
solveurs de racines d’'un polynéme ou des valeurs propregedhatrice. Or les solveurs des
racines d’un polynéme disponibles sont congues a partira@dures heuristiques dont la pré-
cision n’est pas prouvée indépendamment de I'habilité dedechitectes. Il en est de méme
pour les solveurs des valeurs propres d’une matrice qui passymeétrique. On présente dans
ce qui suit deux criteres algébriques pour tester la staliiks systémes échantillonnés issus
des systémes linéaires invariants dans le temps.

Le premier critére est issu de I'approche fgapunov en vertu de la propositigP2 du ré-
sultat 5.8) que nous rappelons ci dessous.
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Un systéme linéaire invariant dans le temps décrit par uradisation d'état(F, G, H, E') est
asymptotiquement stable si et seulement si pour toute ceagyimétrique et définie positige
il existe une matrice unique symétrique et définie positigaii vérifie I'équation deCyapunov.

FTPF —P=-Q

Pour tester la stabilité d’'un systéme linéaire invariamsdie temps, il suffit de montrer que
I'équation deLyapunovF T PF — P + I, = 0 admet une solution symétrique et définie po-
sitive, soitP = PT > 0. Pour ce faire, on dispose d’'une procédure efficace qui stnai
résoudre I'équation d€yapunov et a tester la positivité de la solution en calcudastvaleurs
propres. Ce test est réalisable avec les solveurs robustedalirs propres des matrices symé-
triques.

Pour tester la stabilité d’'un systéme linéaire invariamsdie temps, il suffit de montrer que
I'équation deLyapunovF T PF — P + I,, = 0 admet une solution symétrique et définie po-
sitive, soitP = PT > 0. Pour ce faire, on dispose d’'une procédure efficace qui stnai
résoudre I'équation d€yapunov et a tester la positivité de la solution en calcuastvaleurs
propres. Ce test est réalisable avec les solveurs robustedalirs propres des matrices symeé-
triques.

Remarque 5.6 Supposons que le critére de stabilité Agapunov ne soit pas vérifiée d’'une
maniére stricte, i.ed P = PT > 0/ FTPF — P < 0, alors les valeurs propres d& sont
situées dans le domaine de stabilité et celles qui sontestsar la frontiere du domaine de
stabilité sont non défectives. Physiquement, cela se itradu I'existence de solutions libres
bornées : c’est le cas d’un intégrateur ou d’'un oscillateur.

Le second critére reléve des méthodes algébriques qui érspécifiguement élaborées pour
vérifier directement si les zéros d’un polynéme a coeffigeétls, e.g.

A(z) = az" + a1 2" M ap" +a, 92>+ a,_12+ ay,

sont situés dans le disque ouvert de centre I'origine et ylenranité. On distingue plus parti-
culierement le critére dg' ury qui consiste a réaliser les deux étapes suivantes.

£1. Construire le tableau 5.1 d& + 1 lignes comme suit : les deux premiéres lignes sont
respectivement constituées des coefficients du polyndfa¢ selon les puissances dé-
croissantes et croissantes, soit

aj = a; pourj € [0,n]

Les autres lignes sont obtenues deux par deux par récurcenu®ee suit
_ _ at
a;y =a; —a;_y et oy = — pour(i,j) € [n,1] x [0,i — 1]
o

La derniére ligne est ainsi constituée d’'un seul élément.

£2. Conclure sur la position des racines du polyné#iie) a partir du résultat suivant



112 Chapitre 5

n n n n
a, ap Ap—1 ap,
a | a? al! | a? | = o, = a_g
n n—1 1 o n an
[0}
n—1 n—1 n—1 n—1
a, aq Ap_o | Gp1 T
—
a
n—1 n—1 -1 n—1 _ n—1
an—l a’n—2 al a'o — Op_1 = an_l
(o}
1 1
aj a,
L g IR
ay a, a1 = P
a’ ’
o)

TABLE 5.1 — Tableau de7ury du polyndmed(z) = Y ;2"

1=0

Résultat 5.9 Le polyndbmeA(z) a toutes ses racines de module strictement intérieur a
un si et seulement si tous les coefficierjtpour i € [0,» — 1] sont non nuls et de méme
signe que le coefficient,. Par ailleurs, si tous les coefficient§ pour i € [0, n] sont non
nuls, le nombre de coefficients pour i € [0,n — 1] qui ne sont pas de méme signe que
le coefficient,, correspond au nombre de racines de A(z) a I'extérieur duudisanite.

On notera que si tous le$ pour i€ [1,n — 1] sont du méme signe que, alorsa’ est du
méme signe que,. Le résultat suivant donne une condition nécessaire pdungpoly-
ndéme ait toutes ses racines de module strictement inf&ieuar. Cette condition permet
de vérifier rapidement si un test de stabilité est erroné.

Résultat 5.10 Un polynémeA(z) a toutes ses racines a l'intérieur du disque unité si
A(1) et(—1)"A(—1) sont du méme signe que le coefficient

A titre illustratif, considérons le polynéme suivatitz) = 22 + a2 + a,. Les conditions néces-
saires et suffisantes pour que toutes les racines du polyAdmesoient situées dans le disque
de centre l'origine et de rayon unitaire sont obtenues arghartableau dg7ury 5.2. On aura

a?(1l — ay) _1-a
1+a2 1—}—&2

1—a2>0et 1—a3— <(1+a2)2—af)
ou d’'une maniére équivalente
—l<ay<1let (1+ay)?>a]

soit les relations

(1+as>a;siap >0) et (1+ay>—a;sia; <0)

qui définissent le domaine de stabilité d’'un systéme de skouadre.
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1 aq a9
a9 aq 1 — Qg = A2
1-— (a2)2 CL1(1 — ag)
ay
1-— 1— (as)? — =
al( CL22) (CLQ) (05} 1 n o
a 1—a
(o - B )

TABLE 5.2 — Tableau de7ury du polyndmeA(z) = 22 + a1z + a

Remarque 5.7 Le critere algébrique dg7ury est relativement limité pour en faire un outil in-
génieur comme l'indiquent les faits suivants.

F1. Il ne permet de répondre a la question de stabilité que d’uaeigre dichotomique, i.e.
par un oui ou un non.

F2. Il est sensible aux incertitudes, sur les parametres durgotye considére, issues des er-
reurs de modélisation inéluctables.

F3. Le volume de calcul mis en jeu augmente fortement avec €aldrsystéme a analyser.

5.4 Reésultats remarquables

En vertu des résultats fondamentaux de modélisation etdditt externe, on peut en déduire
trois résultats remarquables sur la caractérisation dlanse d’'un systéme stable a des classes
spécifiques d’entrée. Ces résultats constituent les datidamentaux pour I'analyse des per-
formances des systemes asservis.

Résultat 5.11 La réponse d’'un systeme stable a une entrée asymptotiqtiaoiknest asymp-
totiguement nulle. Plus précisément, considérons unmeyssdable décrit par

B(q™!
Ag™1)

~—

y(kT.) =

u(kT,)

Alors on a

lim u(kT,) =0 = klim y(kT,) =0
—00

k—o0

Résultat 5.12 La réponse d’'un systéme stable a une séquence de variabisiats de moyenne
nulle et de variances finies est une séquence de variablataks de moyenne nulle et de va-
riances finies. Plus précisément, considérons un systeahke stécrit par

B(qg™!
(¢1)

~—

y(kTe) = u(kTe)

o

Alors on aura

(5 {u(kT.)} = 0 et £ {u*(KT.) } = 02) = (5 {y(kT.)} = 0 et € {y?(KT.)} = 702)
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Résultat 5.13 La réponse d’'un systéme stable a une entrée bornée que llancpasidérer
comme la réponse impulsionnelle d’'un systéme marginalesiahle est asymptotiquement
nulle si et seulement si les pdles du générateur de cettéeenitués sur le cercle unitaire sont
des zéros du systeme. Plus précisément, considérons amsystiable décrit par

B(g™!)
kT,) = u(kT,
y(RT:) = 0wk T)
et supposons que la séquence d’entrée est générée comme suit
-1
ulk) = =9 )5

Dsa(q_l)Dsu(q_l)
avec

(Dsa(g™), Doulg™)) € Roa [7'] x Rou [27]

Alors on aura
lim y(kT.,) =0 <= D.(q") divise B(qg™")

k—00

Ce dernier résultat conforte le fait que les zéros d’'un systéont perceptibles dans la nature
des entrées qui produisent des sorties nulles.

5.5 Conclusion.

Ce chapitre est une présentation compréhensible sur lititétdbs systemes linéaires échantill-
onnés a partir d’'une lecture attentive des résultats dibjm Cette présentation a été faite pro-
gressivement en trois parties. La premiére partie a étéwdsau concept de stabilité externe
qui a été défini a partir du comportement de la réponse inguigile du systéme en vertu
d’un résultat fondamental sur la stabilE&SB. Cette définition a été confortée par un résultat
fondamental sur la caractérisation de la nature de la gtathilin systéme en fonction de la loca-
lisation de ses podles. Ce résultat a été utilisé pour meitexergue la limitation du concept de
stabilité externe a partir d’'une étude du comportementaelcascade de deux systémes conve-
nablement choisis. Cette limitation nous améne natureliera la seconde partie consacrée au
concept de la stabilité interne qui a été défini a partir conéanent a I'approche déyapunov

qui s’est avérée vitale pour les sciences pour lI'ingéniBes résultats fondamentaux ont été
présentés pour illustrer 'approche et montrer commeetcéfier une analyse efficace de stabi-
lité des systemes linéaires échantillonnés. La troisiéantegpest dédiée au test de stabilité et la
caractérisation de la réponse d’'un systéme asymptotiquiestable a des entrées spécifiques.
Deux critéres algébriques sont proposés pour le test diitétabe premier est réalisé par des
solveurs efficaces issu de I'approchefigpunov, alors que le second n’est autre qu le critere
de Jury qui ne constitue pas un outil ingénieur. Et pour invedéins la mémoire ingénieur,
on peut retenir les aspects suivants sur les systemes #lcimendts issus des systémes linéaires
invariants dans le temps.

e Les domaines de stabilité (rep. stabilité asymptotiqueleedisque de centre I'origine du
plan complexe en et de rayon un (resp. le disque de centre l'origine du planptexe
enz et de rayon strictement inférieur a un), i.e.

D,A{zeC/ |2]< 1} <resp.Dsaé{zeC/ 2] < 1})
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e Un systeme est stable au sefi8SB (resp. asymptotiguement stable) si et seulement
si tous ses poles (resp. ses modes) sont situés a l'int@éhiedomaine de stabilité, i.e.
CP (SYS) C Dy, (resp.LM (SYS) C Ds,).

e Un systéeme asymptotiquement stable est stable au&d888 mais la réciproque n’est
pas vraie.

e Un systeme asymptotiguement stable est un systeme exjlenéent stable.
e Un systeme est asymptotiquement stable si et seulementsssas modes sont situés a
l'intérieur du domaine de stabilité, i.e.
V((A)CDy = 3IP=P'>0/F'PF-P<0,
e Un systéme est stable au sensdg@punov si et seulement si tous ses modes sont situées

dans le domaine de stabilité et les modes situés sur ladérentiu domaine de stabilité
correspondent a des valeurs propres non défectives de lmendittat, i.e.

IP=P'>0/F'PF-P<O0,

e Soit une matrice carrég € R™*" et un vecteur borng € R"*, on a

lim A*z =0 pour tout v € R <= V(A) C Dy,

k—o0

5.6 Problemes.

Outre une auto-évaluation des connaissances acquiseautéarig de ce chapitre, on suggére
d’effectuer les preuves qui ont été jugées relativemeiiefapour mieux apprécier le potentiel
minimal souhaité.

Probleme 5.1 Considérons un systeme décrit par sa fonction de transfert

SYS { Y(z) = G(2)U(2)
avec
(1 —27H(1 = 2cos(wT.)z! + 272)

G = (I—apz71) (1 — agz™1)

avec (a1, ay) € R?

On demande de traiter les aspects suivants du systeme

1) Donner la configuration pdles-zéros du systeme et étudiestaailité en fonction des
scalairesa; eta, comme l'indique le tableau suivant. On utilisera les acimegSST,
SMS etSZS pour désigner que le systeme est stable, marginalemenéestinstable,
respectivement.

2) Préciser le cas ou le systeme admet une réponse harmonigoedéduire son gain sta-
tique.
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‘ ‘|a2|>1‘a2:1‘|a2|<1‘
|Oé1|>1
061:1
|Oél|<1

3) Donner I'équation aux différences du systéeme.
4) Supposons que le systeme est stable, préciser la classetd&sssqui sont asymptotique-

ment rejetées par le systeme.

Probleme 5.2 Considérons la classe des systemes échantillonnés d@eritéa réalisation
d’état

0
F:Hl f2], G:[z;] et H=1[h by ]

ou f1, f2, g1, g2, hq €thy sont des scalaires qui représentent les parametres dursgsi@onner
les expressions des trajectoires d’état et de sortie diesystet étudier la stabilité interne du
systeme en fonction de ses parametres.

Probléme 5.3 Etudier la stabilité des systémes autonomes linéairesi@nt dans le temps
décrits par I'équation (5.6) en supposant que la matricaat'é’ est diagonalisable.

Probléme 5.4 Etablir les preuves des résultats remarquables 5.11, 5t1218 a partir des
résultats fondmentaux sur la stabilité des systemes liegachantillonnés.

Probleme 5.5 Etudier la stablité des systemes lin€aires vraints danergs décrits par
SALVT { x((k+ 1)T.) = F(kT,) z(kT.)

ou la séquence matricielleF'(kT.)} est bornée et vérifie la propriété suivante
FY(kT,)PF(kT,) — P <0 pour tout k >0

pour une certaine matrice symétrique et définie positive
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Chapitre 6

Systemes asservis

La figure 6.1 montre un diagramme fonctionnel d’un systérserasqui résulte naturellement
d’une interconnection du type rétroaction de deux systayeamiques qui ne sont autres que
le systéme et le régulatedru(t)} et {y(t)} désignent respectivement les séquences d’entrée
et de sortie du systeméy,,(¢)} désigne la séquence de sortie mesurée du systarte} et
{n(t)} représentent respectivement les perturbations qui effele fonctionnement du systéme
et des bruits de mesure inéluctable$$t¢)} est la séquence de référence. L'ultime motivation
d’'un asservissement est de

maintenir la séquence de sortie du systéme dans un voistiage séquence de référence
indépendamment des perturbations qui affectent le fomedment du systeme
et des bruits de mesure inéluctables, doitt)} € V ({y*(t)}) / {v(@®)},{n(t)})

v(t)

y*(t+d+1)

REGULATEUR SYSTEME

ym(t>

n(t)
FIGURE 6.1 — Diagramme fonctionnel d’un systeme asservi

La synthese d’'un asservissement est généralement eiecpadtir d’'un modele de commande
qui reproduit au mieux le comportement entrée-sortie dtesys et d’'un ensemble de spécifi-
cations qui constituent le cahier des charges du systereevasdn distingue cing propriétés
fondamentales d’'un asservissement.

e La stabilité interne.
e Les performances dynamiques, en lI'occurrence une dynanguoursuite admissible

avec une dynamique de régulation appropriée.

119
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L'insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

La compensation des perturbations qui affectent le fonngment des systemes avec une
précision adéquate, i.e une erreur de poursuite auss peiit possible.

La robustesse par rapport aux erreurs de modélisatiorcitadles.

La simplicité du régulateur, i.e une mise en ceuvre aiséeesint@rprétation comprehen-
sible de ses actions principales.

On présente dans ce chapitre les bases de la commandedidéaisystémes échantillonnés
a partir d’'une structure générale des systémes asserg@snbdeles de commande considérés
sont ceux qui sont communément utilisés pour représenterieux le comportement entrée-
sortie des systemes. Les régulateurs utilisés sont dotée dtructure suffisamment flexible
pour pouvoir y incorporer toutes les lois de commande Inesaiisponibles. Les équations du
systéme asservi sont établies sous des formes appropoigesffectuer une analyse fondamen-
tale de stabilité et de performances du systéme asserviattergion particuliere est accordée
aux quantificateurs de performances des systemes asssmlieccurrence les réponses har-
moniques de la dynamique de poursuite et des fonctions dédéa usuelles qui représentent
la dynamique de régulation, et les erreurs de poursuit@éessiortie sous-jacentes. Les résul-
tats de cette analyse ont permis de caractériser la clagggulateurs admissibles par rapport
a l'ultime motivation d’'un asservissement. Une analysealristesse du systeme asservi est
faite pour montrer que les fonctions de sensibilité usaeadlent aussi des quantificateurs de
robustesse en stabilité.

6.1 Le systeme

Le systeme a commander est la cascade constituée du cesgarthumérique analogique, du
systeme continu et du convertisseur analogique numérigmene I'indique la figure 6.2.

v(t)

CNA SYSTEME CAN

FIGURE 6.2 — Le systéeme

Le comportement entrée-sortie du systéme et son envircemeest généralement approximeé
par des équations aux différences de la forme
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MC (6.1)

D(q—")o(t) = Clg1)du(t)

ou {J,(t)} est une impulsion d’amplitude inconnuei.e.v(t) = vi(t). Ces équations repré-
sentent un modeéle de commande du systeme que I'on peutkréotis la forme

{ Alg M y(t) = B(qg~")u(t —d — 1) + E(g~")v(t)

{ y(t) = Golg™") ult) + Gplg™") v(t)
MC (6.2)
v(t) =H(g™) 0u(t)
avec
—1y _ Z—d—lB(Z_l) 1y — E(z™) e 1) — Cz)
gO(’Z ) - A(q_1)7 gp( ) - A(Z_l) t H( ) D(Z_l) (63)

Cette représentation est a la base de la figure 6.3. La fondtidransferg, (=) représente la
dynamique dominante du systéme alors que les fonctionsadsfértG, (> —!) et H(z~!) sont
des descriptions des effets des perturbations externes.

u(t)

H(z™l) ()

FIGURE 6.3 — Modéle de commande

Remarque 6.1 Comme la séquence des perturbations n’est pas nécessatrei@menoyenne
nulle et que la séquence d’entréé,(¢)} est bornée, on peut conclure naturellement que le
générateur des perturbations est marginalement stableesqgn inverse est stable, soit

D(z™h) € Rpu[z  JUR[z7Y] et Cz7) € R[]

Le polyndmeD (2 ~1) représente la nature des perturbations de charge qui affede fonction-
nement du systeme, e.g. les perturbations du type échetintgpe harmonique sont respecti-
vement caractérisées par

v(t) =va(t) = D(EY)=1-z"

ou
u(t) = vsin(wt + p)a(t) = D(:7') =1-2cos (WI.) 2™ +27°
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6.2 Le régulateur

Le régulateur est un systeme dynamique qui a deux entréelg séquence de sortie mesurée
du systéemdy,,(t)} et la séquence de référeng ()}, et une sortie, i.e. la séquence d’entrée
du systéme{u(t)}, comme l'indique la figure 6.4. Il peut étre alors décrit pas Equations
différences données par

{ Ra(q " )u(t) + Ru(q " ym(t) = T(¢ Dy (t +d + 1)
REG (6.4)

A (g Nyt +d+1) = B*(g Hu(t)

y(t+d+1)

REGULATEUR

Ym (t) -

FIGURE 6.4 — Le régulateur

G*(z7Y) P w(t+d+1)

Y (t) ———— Rreg(z_l)

FIGURE 6.5 — Régulateur a deux degrés de liberté

Pour mieux apprécier la nature du régulateur considérépt@ranque son équation peut se ré-
crire sous la forme

{ U(t) = =Rueg(q7) Ym(t) + Rualg™") y*(t +d +1)
REG (6.5)
y*(t) = G*(q7") u(t)
avecC
Rreg(z7h) = Rn(z‘1)7 Rira(z7h) = L) et G (z7Y) = Z—d—lw (6.6)

© Ry(z71) A (271)
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On distingue deux degrés de liberté comme le montre la fighre & premier degré de liberté,
i.e.R,.,(z71), est consacré aux performances en régulation alors quedadeegré de liberté,
i.e.Riq(q7h), permet de modeler les performances en poursuite par tzgppelies de la régu-
lation en utilisant la dynamique du générateur de la séqudacéférence, i.€* (= 71).

Remarque 6.2 L’avance de la séquence de référence adoptée dans I'équdtiaégulateur
(6.4) est essentiellement motivée par des considérations despiteiparfaite dans la mesure
du possible. Dans le cas ou les valeurs de la séquence demetfy*(t +i)}},c; 4.1 NE
sont pas disponibles a 'instant t, on peut toujours utilierégulateur (6.4) aved, (¢~ ') =

().

Remarque 6.3 Le casT,(¢7') = ¢ ¢ 1R,(q7"!) correspond a la classe des régulateurs avec
retour unitaire décrits par I'équation aux différences

RU { u(t) =R (y"(t) — ym(t)) (6.7)

Cette classe de régulateurs est décrite par les fonctiorsatsfertR,.,(z ) = R(z7') et
Rira(271) = 277 1R,.,(271) et n’admettent donc qu’un seul degré de liberté. Ils sontroom
nément utilisés dans les asservissements industrielssgiglzence de référence et les perturba-
tions qui affectent le fonctionnement du systeme sont duégipelon. Une action intégrale est
incorporée dans la synthese de ces asservissements palatézsid’'une erreur statique nulle.

Remarque 6.4 Le régulateurPZD est issu d’une composition d’une action proportionnelle,
d’'une action intégrale et d’'une action dérivée filtrée, soit

1 n 11—zt
1— -1 1y pgz~ !

Rreg(z_l) =Yp + Vi

Il peut étre ainsi décrit par une fonction de transfert de@®t ordre avec deux zéros et deux
poles avec un pdéle en un.

ro+ 112" 19z

(1—=2"Y(so+s1271)

Rreg(27') =

On montre que I'action intégrale est 'essence de ce typeédalateur dans la mesure ou elle
permet de réaliser un rejet asymptotique des perturbatitintype échelon.

6.3 Le systeme de commande

La figure 6.6 montre une représentation du systéme de conentamdhet en évidence ses trois
entrées, en l'occurrence la séquences de référence etlesligerturbations et du bruit de me-
sure, et ses deux sorties, notamment les sorties du systédoerégulateur. On distingue le
systeme de commande réel du systtme de commande nominal gsi hssocié. Le premier
est constitué par le systeme en rétroaction avec le réguledenme l'indique la figure 6.7. Le

systeme de commande nominal sous-jacent est obtenu aguadysteme de commande réel
en supposant que le comportement entrée-sortie du sysstmaréitement décrit par le mo-
dele de commande comme l'indique la figure 6.8. Le compontérmetrée-sortie du systéme
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de commande est complétement caractérisé par ceux du sydtane part et du régulateur
d’autre part. Comme un modeéle de commande n’est qu’une gippation, aussi bonne qu’elle
puisse étre du comportement entrée-sortie du systeme &tftleehce de son environnement,
les performances du systeme de commande et de sa versionat@mmont généralement dif-
férentes. Cette différence dépend essentiellement deleentre la dynamique du systéeme et
celle de son modéle de commande. Une bonne modélisationstiénsy est donc impérative
pour réaliser les performances requises. En effet, cesrmpathces sont, par conception, réali-
sées par le systeme de commande nominal.

y*(t+d+1)
SYSTEME y(t)
v(t) ———— DE
COMMANDE — u(t)
n(t) ————
FIGURE 6.6 — Systeme de commande
v(t)
yr(t+d+1
trdry u(t) ()
REGULATEUR SYSTEME
Ym(t)
n(t)
FIGURE 6.7 — Systeme de commande
v(t)
(t+d+1
yt+d+1) u(t) MODELE y()
REGULATEUR DE
COMMANDE
Ym(t)
n(t)

FIGURE 6.8 — Systéme de commande nominal
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6.3.1 Performances entrée-sortie

Les équations entrée-sortie du systéeme de commande samuesten éliminant respective-
ment I'entrée et la sortie du systeme entre les équationsatiel® de commande (6.1) et du
régulateur (6.4). L'élimination de I'entrée peut étre ohte en opérant sur les deux membres de
I'équation du modele de commande gay(¢~!) pour faire apparaitre le produit de convolution
R4(g")u(t). En effet, 'opération pafz;(¢~') sur les deux membres de I'équation (6.1) donne

Ra(q™") (Alg My(t)) = Ra(q™") (¢ "Bg  u(®)) + Ra(q™") (E(g Hv(2))

(Alg)Ralg™") y(t) = ¢ 'Blg™") (Ra(g u(®)) + (E(g ") Ra(g™")) v(t)

Et compte tenu de I'’équation du régulateur, on peut effedausubstitution requise du terme
Ra(q~1)u(t) dans I'équation du modele de commande ci-dessus afin deeéélimination
de la commande dans I'équation de sortie du systeme de codencamme suit.

Alg ) Ralg " y(t) = ¢ ' Blq™") (T (g Dyt +d+1) — Ru(q7") (y(t) + n(t)))
+ E(q" ") Ra(q Ho(t)

= ¢ 'Blg (g Yyt +d+1) — ¢ B ) Ralgy(t)
— ¢ "' Blg ") Ru(q " )n(t) + E(g ") Ralg " o(t)
<~
(AlgHRa(g™) + ¢ " BlgYRu(q™) y(t) = ¢ " Blg T (g y*(
+E(q ") Ra(g™")u(t)
—q "' B(g~ ") Ralg " )n(t)

t4+d+1)

Quant & I'élimination de la sortie, elle peut étre obtenuemrant sur I'équation du régulateur
(6.4) parA(q~') pour faire apparaitre le produit de convolutidiig=)y(¢) que I'on élimine
ensuite en utilisant I'équation du modéle de commande.(&d effet, 'opération pari(¢—")
sur les deux membres de I'équation (6.4) donne

Alg™") (Ra(a Mu(t) = Alg™) (Tolg Dy (t+d+1) = Rala™") (y(t) +0(t)))
<~
(Alg™H)Ra(a™h) u(t) = (Al T (a ) y*(t +d+1) = Ru(g™") (Alg™ )y (1))
— (Al Ra(g™) n(t)

Et compte tenu I'équation du modéle de commande (6.1), ohgifactuer la substitution re-
quise du termeld(¢—!)y(¢) dans I'équation du régulateur ci-dessus afin de réalisémiigation
de la sortie dans I'équation d’entrée du systéeme de comnormdme suit.

Alg " Ra(qg " u(t) = Al )T (g Dy (t+d+1) — ¢ 'Blg ) Ra(g " u(t)
— E(q ") Ru(g " u(t) — Alg~ ") Ru(g™ (1)
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(A(gHRa(g ") + ¢ "' Blg ) Rulg ™)) u(t) = Alg )T (g Dy (t+d +1)
—E(q" ") Ru(qHu(t)
—A(g ) Ra(g n(t)

Le comportement entrée-sortie du systéme asservi peudlénedécrit par les équations sui-
vantes

(Pq My(t) = ¢ " 'Blg )T (¢ ")y (t+d+1)

+ E(q " )Ra(g M o(t) — ¢ 'B(g ") Rulg " )n(t)
SAS (6.8)
P.(q Mu(t) = Alg T (¢ Dy (t+d+1)

\ — E(q™)Ra(g " o(t) — A(g™)Rulg™)n(t)

ou P.(¢~') désigne le polyndme caractéristique du systeme de comnatmahe par

Po(q") = A(g YRl ) + " Blg Y Ralq™") (6.9)

6.3.2 Fonctions de transfert remarquables

Un systéme asservi se distingue par une boucle de rétroapi® 'on peut mettre en exergue
en occultant toutes ses entrées comme le montre la figure 6.9.

Soe t €oe t Sos t €os t
R, () (t) (t) G, (1) (t) (t)

oe oS

FIGURE 6.9 — Boucle du systeme asservi

Et si I'on ouvre la boucle en entrée, i.e. au point (resp. en sortie, i.e. au point X ), ON
aura

Spe(2) = —Rp(27 NG (27 Eoe(2) et Eoe(2) — Spe(2) = (1 + Rr(z_l)ga(z_l)) E,.(2)
(Tesp, SOS(Z) = _g0<2_1)Rr<2_1)E08(z) et EOS('Z) - SOS(’Z) = (1 + go(’z—1>R7"<Z_1>) EOS(Z))

Ces éguations permettent de définir les fonctions de tdnsfimarquables d’'un systéme as-
servi, en l'occurrence

e Les fonctions de transfert en boucle ouverte en entrée efréa eespectivement données
par

Goe(z) B R (2 Go(27Y) et Gos(27) 2 Go(z )R, (27 (6.10)
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e Les différences de retour en entrée et en sortie respeaivietionnées par
DT@(’Z—l) é 1 + goe(z_l) et Drs(z_l) é 1 + gos(z_l) (611)

e Les fonctions de sensibilité et de sensibilité compléniemen entrée et en sortie respec-
tivement données par

S. (=) 2 (D=7, S (27 2 (Dr(27H) (6.12)

[

et

>

To(z) 2 (D) Gz, Ta (27Y) 2 (Dra(27) ' Gus(z7) (6.13)

Et elles sont reliées entre elles par la relation algébrique

Se(z N+ Tz =1=8,(zY) + T.(z7") pourtout z € C

Dans le cas des systémes monovariables, qui nous préocanpeet ouvrage, les fonctions de
transfert remarquables d’un systéme asservi en boucletelaeentrée et en sortie sont égales,
soit

Goe(2™1) = Gos(z1) 2 G, (271

A

Dye(z7') = D27 =D, (271

A

Sz =80ENESEY e Tz =Tz 2T
Les fonctions de sensibilité et de sensibilité complénissgalu systeme asservi sont alors res-
pectivement données par
2D Ry(27Y)
P.(z71)

2 IB( YR, (27Y)
P.(z71)

Sz = Al et T(z7')= (6.14)

Remarque 6.5 Compte tenu qu’'un systéme asservi est asymptotiquemdahed,stéd montre
aisément que la fonction de sensibilité réalise un filtragese-haut, alors que la fonction de
sensibilité complémentaire réalise un filtrage passe-bas.

6.3.3 Interprétation systemique

Rappelons que le systeme asservi est un systeme dynamicgérgis entrées et deux sorties,
comme le montre la figure 6.6, que I'on peut regrouper dans decteurs comme suit

yr(t+d+1)
o (1) = o(t) et yu(t) = [ Y1) (6.15)
n(t) ’ ( “) )

En appliguant la transformée eraux équations (6.8)-(6.9) du systéme asservi, on peut le re-
présenter comme suit
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SAS { }/;as(z) - gsas (Z_l) Usas(z) (616)

avec

1 Gor(27Y) Gop(z7Y) Gu(z7h)
Gsas (Z_ ) = (617)
Ger(27Y) Gep(27Y) Gup(27h)

ol Us,,s(2) etYy.s(2) désignent respectivement les transformées das vecteurs d’entrée et
de sortie du systeme de commande etdgéz~!) pour (i, j) € [s,e] x [r, p, b] désignent ses
différentes fonctions de transfert respectivement donpée

( oA ZTIBEHT(TY)
gsr('z ) = PC(Z—l)
s BEDREY
gsp( ) PC(Z_l)
B 2Bz YR, (27h)
gsb z ! é -
TR o Fe(7) (6.18)
G (Z_l) A Az T (27)
- P )
-1y A _E(Z_l)Rn<Z_l)
gep(z ) - Pc(z—l)
-1y A A(z7")Ra(271)
\ Gep(277) = - P.(z71)

Ces fonctions de transfert ont le méme dénominateur, gst algre que le polynéme.(z~1),
et ne sont pas nécessairement irréductibles. Les racingslgludomeP,(»~!) constituent alors
les modes du systéme asservi, soit

CM(SAS)={z€C/P(:") =0}

Cette relation est I'essence de I'appellation polyndmedaristique du systéeme asservi attri-
buée au polyndmé,.(z~1), confortée par la remarque suivante.

Remargue 6.6 On montre que le systeme asservi peut étre aussi décrit parammésentation
d’état
xsas(t _'_ 1) = Fsasxsas(t) + Gsasusas(t>
SAS (6.19)
ysas(t) - Hsasxsas(t) + Esasusas(t)

oU (Flyus, Gsas, Hsas, Fsas) €St Une réalisation d’état de la matrice de transi@ri; (=), i.e.

gsas(s) = Hsas (Z]nsas - Fsas)_l Gsas + Esas (620)
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Les figures 6.10 et 6.11 mettent en exergue les fonctionsadsfart qui caractérisent comple-
tement le systéme asservi, en I'occurrence les composaatessortie (resp. de I'entrée), que
I'on désigne pafy,(t)} , {y,(t)} et{w,(t)}), et qui ne sont sont autres que les effects de la sé-
quence de référence avandge(t + d + 1)}, des perturbation§v(t)} et des bruits de mesure
{n(t)} sur la sortie{y(t)} (resp. I'entrég{u(t)}) du systéme.

Gor (271)

y (t+d+1) yr(t)

®
=

1 9w (z7)

yp(t)

G (27!
() (=) (1)

FIGURE 6.10 — Performances nominales en sortie

Gor (=
corait )
o -1 u
] %) g W
g (e
() (=) un(1)

FIGURE 6.11 — Performances nominales en entrée
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Les fonctions de transfert d’'un asservissement suggénernnterprétation systemique que I'on
peut utiliser a bon escient aussi bien pour I'analyse que [gosynthése des asservissements
linéaires. La base fondamentale de cette interprétatiothoesée par les éléments suivants.

e Le systéme est asymptotiquement stable si et seulemesstrsiagies sont tous situés dans
le domaine de stabilité asymptotique, soit

CM (SAS> C Dsa <:'> PC<Z_1) E Rsa[z_l]

Le test de stabilité asymptotique peut étre effectué eisatit un critere algébrique issu
de I'approche d&€yapunov. Et si I'on adopte une forme canonique d’obseritélplour
la réalisation d’état du systéme asservi, la matrice degaparticulierement donnée par

_p2 Insas -1

—Pnews 0 ... 0

On peut alors conclure, en vertu du résultat de stabili® (Gue le systeme asservi est
asymptotiquement stable si et seulement si

P, =P

sas

>O/FT Psastas_Psas<O

sas Nsas

e Ladynamique de poursuite du systeme asservi est cara@etgyds la fonction de transfert
entre la composantgy,(¢)} de la sortie du systéme et la séquence de points de consigne
{u*(t)}, soit

2~ B(z7 )T,
P.(z71)
On peut alors postuler que le retard du systeme est invgraametroaction et qu’il en est

de méme pour les zéros de la fonction de trangfeltz~!) pourvu qu'ils ne soient pas
des modes du systémes asservi.

P (2—1) _q. (2—1) LG (1) = (z71) G

Remarque 6.7 L'avance de la séquence de référence d’'un horizon égal ardetu
systéme est principalement motivée par une compensatifaitpadu retard du systéeme
pour avoir une dynamique de poursuite sans retard. Autrémagpoursuite se fera avec
un retard égal au retard du systéme comme l'indique la remarg; 2.

Remarque 6.8 La dynamique de poursuite d’'un asservissements avec retutaire,
i.e.T.(q7Y) = ¢ 'R, (¢ '), est donnée par

DP () =G ()6 () = T (=) (=)

Et comme la fonction de sensibilité complémentaire n’estigantiguement égale a un,
on en déduit naturellement que la poursuite parfaite n'est igalisable par un asservis-
sement avec retour unitaire indépendamment de la naturesdgjaence de référence.
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e La dynamique de régulation est caractérisée par la fondiotnansfert entre la compo-
sante{y,(t)} de la sortie du systéme et la sequence des perturbdtigtlg, soit

E(z ) Ra(z™")
P.(z71)

DR (:7") =Gy (27) =

On peut alors postuler que les zéros de la fonction de trargf¢z ') du systeme sont
invariants par rétroaction puisqu’ils se retrouvent dangynamique de régulation as-
sociée aux perturbations de charge pourvu qu’ils ne soi@stdes modes du systeme
asservi. Par ailleurs, cette dynamique de régulation pexpismer a partir de la fonction
de sensibilité dans le cas ou toutes les perturbations peétre ramenées en sortie (resp.
en entrée). En effet, on a

Gp(27)=8(27") <= E(¢") =A™

A

(resp. Gsp (z_l) =g (z_l) S (Z_l) GgS (Z_l) — E(q_l) = q_d_lB(q_l))

e La sensibilité du systeme de commande par rapport aux lokeiilsesure est caractérisée
par les fonctions de transfert qui relient la composafitgg)} de la sortie et la compo-
sante{u,(t)} de I'entrée du systeme aux bruits de mesuré)}, soit

2Bz YR, (27h)

Gep (271 - (-1

o5 (1) & b(27) B P(z71)
Gy (271) _AGTDR(T

P.(z71)

On peut alors postuler que ces fonctions de transfert pegteprimer en fonction des
fonctions de sensibilité et de sensibilité complémentzdrame suit

et G (27) = =T (:7)
G (+7) = R (=) S (=) & —RS (=)

e La propagation en entrée des perturbations que I'on pegnmanen sortie, i.e2(¢!) =
A(q™1), etdes bruits de mesure est percevable a partir des foactétnansfert qui relient
I'entrée du systéme aux perturbations en sortie, et auxsbdei mesure respectivement
données par

Gep (z_l) = —RS (z_l) et Gep (Z_l) = —RS (z_l)

On peut alors postuler que la propagation en entrée de tmg@mperfections que I'on
peut ramener en sortie du systeme peut étre complétemeiteger la fonction de trans-
fert —RS (=71).

e Etsil'on désigne pafy;.(t)} et{u;.q(t)} 'ensemble des composantes indésirables en
sortie et le résultat de leur propagation en entrée, aloes on

wnat) = =2 ) = RS (47 st
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Cette interprétation montre clairement que les fonctiensahsfertS (z71), 7 (2 71), GS (= 71)
etRS (27') sont les fonctions de sensibilité usuelles d’un systemeraisstandard ou les per-
turbations et les bruits de mesure sont ramenés en entréesetrtee du systeme comme le
montre la figure 6.12. Elle suggere naturellement une mélbga de synthése des asservisse-
ments basée sur un modelage admissible des dynamiquesmaipoet de régulation a partir
de leurs réponses harmoniques. Le qualificatif usuel estipalement motivé par le fait que
ces fonctions de transfert constituent des quantificatdeiperformances nominales des asser-
vissements puisqug (1), 7 (2 7!) etGS (z7!) réalisent respectivement un filtrage passe haut,
passe-bas et passe-bande etBis > 1) réalise un filtrage passe bande pourvu que le gain de
la réponse fréquentielle du régulateur soit relativemetit pu voisinage de la fréquence de
Nyquist. Cette méthodologie exploite judicieusement lssiltats fondamentaux disponibles
sur la robustesse en stabilité et les limitations des padaces intrinseques aux configurations
des poles et des zéros du systeme pour trouver un comprdmistesse: performances admis-
sible ([4], [11],[20], [23]). Elle requiert un systeme denoeption assistée par ordinateur basée
sur des synthéses rationnelles et efficaces. Rappelonsadpamdle passante de la dynamique
de régulation doit étre relativement grande par rapporttatale passante de la dynamique de
poursuite et que cette propriété générique d’'un assemesieest satisfaite en spécifiant judi-
cieusement le générateur de la séquence de réfégiee').

SYS $ y(t)

o]
—~
H
S
»
—~
~
S—

ve(t) m

yr(t+d+1) l
REG @

ym(t>

-

FIGURE 6.12 — Systéeme de commande standard

Remarque 6.9 Les performances nominales peuvent étre déterminées i garsystéme de
commande standard de la figure 6.12 en éliminant respecéinetientrée et la sortie du sys-
teme entre les équations du modele de commande standardrégdiateur respectivement
donnés par les équations.

MCS { Alg My(t) = ¢ B(q™) (us(t) +ne(t)) + A(g ) vs(t) (6.21)
et

REG { Ra(q™") (uo(t) = ve(t)) + Rulq™) (y(t) + ns(t)) = T(¢ )y (t+d+ 1) (6.22)

On montre aisément que le comportement entrée-sortie dénsgcommande standard est dé-
crit par
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((y(t) = Gulg )y (t+d+1) + S(g ) vi(t) — T(a™") ns(t)

+GS(q7") (velt) + me(t))
SAS (6.23)
Us(t) = Ger(g ) y*(t+d+1) + S(g") ve(t) — T(g™") ne(t)

\ = RS(g7") (vs(t) + ns(t))

6.3.4 Reégulateurs admissibles

Les équations du comportement entrée-sortie du systermee.16) peuvent se récrire sous
la forme

{ y(t) = ye(t) + yp(t) + us(t)
SAS (6.24)

u(t) = up(t) + up(t) + up(t)
avec

yr(t) = Gar(g Ny (t+d+1)

Yp(t) = Geplq~")u(t)

w(t) = GalgHn(t)

CSAS (6.25)
ur(t) = Gerlg Ny (t+d+1)

up(t) = GepgHv(t)

w(t) = Gen(g~")n(t)

Cette expression nous amene a définir naturellement legrerde poursuite du systéme as-

servi, que nous utiliserons pour caractériser la classeédgsateurs admissibles par rapport a
l'ultime motivation d’un asservissement, en I'occurrence

maintenir la séquence de sortie du systéme dans un voisttiage séquence de référence
indépendamment des perturbations de charge qui affea@dahttionnement du systéeme
et des bruits de mesure inéluctables, oitt)} € V ({y*(t)}) / {v(t)},{n(t)})

e Les erreurs de poursuite en sortie et en entrée sont reggaetnt définies par

{ ey(t) 2 y(t) =y (t)
ERPES N (6.26)

eu(t) = u(t) — u,(t)

Elles représentent plus précisément les erreurs de ptaitsentrée et de sortie par rap-
port aux trajectoires nominales de la sortie et de I'entrégpectivement définies par les
sequencesy,.(t)} et{u,(t)}. C'est pourquoi, elles sont utilisées comme des quantifica-
teurs temporels des performances d’'un asservissementpgyeeut représenter comme
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l'indiquent les figures 6.13 et 6.14 qui mettent en exergaesféets des perturbations et
des bruits de mesure sur les performances du systéme asservi

U(t) - gsp (Z_1>

n(t) ——— Gg(271)

FIGURE 6.13 — Erreur de poursuite en sortie

U<t) - gep (Z_1>

n(t) ——— Ga(271)

FIGURE 6.14 — Erreur de poursuite en entrée

e L'erreur de poursuite d’un systéme asservi est communédwinie a partir de la sortie

du systéme, et non la mesure de la sortie du systeme, comtme sui
A
e(t) = y*(t) —y(t)

L'équation de cette erreur de poursuite peut étre déduit&deation de la sortie (6.8)
du systeme asservi, soit

P(g Me(t) = (A(z"HRa(z7") + B(z™") (7" 'Ra(z7) = To(z71)) ) y*(1)
— E(qg7")Ra(qg " v(t) + ¢ 'B(g"")Rn(q™")n(2)

Et compte tenu de la définition des composafigst) } et{y,(t)} de la sortie du systeme
{y(t)}, cette équation peut alors se récrire comme suit

ERP { e(t) = ec(t) — yp(t) — m(t)

ou {e.(t)} désigne la composante de I'erreur de poursuite associées@glzence de
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consigne{u*(t)} donnée par

ee(t) = Geelq™Hu(t) (6.27)
avec

a Az HRe(z7H + B(z™) (z_d_an(z_l) — Tr(z_l))
P.(z71)

Gee(27h) G*(=™") (6.28)

L'erreur de poursuite d’'un asservissement peut étre adpnesentée comme l'indique la
figure 6.15 qui permet de mieux percevoir la vraisemblanseeffets de la séquence de
référence et des perturbations sur I'erreur de poursuite.

_gs Z_l
n(t) (=) ()

FIGURE 6.15 — Erreur de poursuite

Remarque 6.10Dans le cas des systemes asservis avec retour unitaire tégises par
T,(¢7Y) = ¢4 1R, (¢ 1), lafonction de transfer@..(> ) est simplifiée comme suit

A ARy 1 = S0 G (-]
Gilo~) & A Gty = s ()

Rappelons que la dynamique de poursuite d’'un systeme assew/retour unitaire est
donnée par sa fonction de sensibilité complémentaire noodoé multiplication par la
fonction de transfert du modele générateur de la séquencéfdeence, soit

DP (z_l) =T (z_l) G (z7h)

Compte tenu des équations du systeme de commande (6.28);(6n distingue cing condi-
tions essentielles pour caractériser la classe des régumaadmissibles par rapport a l'ultime
motivation d’un asservissement.
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C1. Le systéme de commande réalise les performances dynaméaqueses, i.e.

RPD { CM (SAS) C Dy, (6.29)
C2. Le systéme de commande est insensible aux bruits de meséhestables, i.e.
IBM { {y(t)} € SAZT et {w(t)} € SAZT (6.30)

C3. Le systeme de commande réalise une compensation parfaitpedirbations qui af-
fectent ses performances en sortie, i.e.

cpp { Jim p(t) =0 (6.31)

C4. Le systéme de commande réalise une dépollution du signabmenande des compo-
santes indésirables en sortie si

DSC { tglloo Uing(t) = 0 avec uing(t) = —RS (¢ Yina(t) (6.32)

ou la séquencéy;,(t)} englobe I'ensemble des effets des composantes indésirable
sortie. Cette propriété n’est autre qu’une compensatiofaipa des effets des perturba-
tions en sortie sur les performances du systéeme de commaratdrée.

C5. Le systeme de commande réalise une poursuite admissige (nee précision maximale)
si 'erreur de poursuite en sortie (resp. I'erreur de poite$est aussi petite que possible,
ie.

{e,(t)} € SAZT

PA avec (6.33)
lim e,(t) =0 lorsque n(t) =0 pour tout t

t— o0

{e(t)) € SAZT

resp. PM avec (6.34)
lim e(t) =0 lorsque n(t) = 0 pour tout t

t— 00
Nous donnons dans ce qui suit les propriétés requises poartéeser la classe des régula-
teurs admissibles par rapport a l'ultime motivation d’useasissement en supposant qu’il est
asymptotiquement stable.

La condition RPD est naturellement réalisée par les synthéses disponilddalmune spé-
cification appropriée des paramétres de synthése assBi@sequiert que la réduction de la
fraction rationnelle qui conduit a la fonction de transfemtboucle ouvertg,(z~!) porte sur
des racines qui sont situées dans le domaine de stabiligéggrtbrmance®;,, soit

pged (A(z")Ra(z7"), 27 'B(z"HR\(27")) = 0 = 2 €D,

Et comme la fonction de transfert du systéme est irrédugtddle interdit toute compensation,
par les péles (resp. les zéros) du régulateur, des zérgs (fes poles) du systeme qui ne sont
pas situées dans le domaine de stabilité et de perform@nhges
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La condition ZBM est satisfaite si les fonctions sensibiliféz~!) et RS (»!) réalisent un
filtrage passe-bas. Il suffit de remarquer que I'insensédux bruits de mesure inéluctables est
caractérisée par les fonctions de transfest(z 1) etG., (2 !) et d’appliquer le résultat 5.12.
On notera que la fonction de sensibilité complémentaira disservissement linéaire réalise
naturellement un filtrage passe-bas.

La condition CPP est satisfaite si la propriété suivante est vraie
CPP { D(z"') divise E(z"")Rq(z7") (6.35)

Une telle propriété est naturellement issue du résult&, $jdi est connue dans la littérature
sous I'appellation de principe du modeéle interne. Elle requue les pbdles du générateur des
perturbations qui ne sont pas des zéros de la fonction deférag, (') du systéme sont aussi
des poles du régulate@ (z7'), i.e. le polynémeR,(z~!) est particulierement factorisé comme
suit

D(z71)

Ry(z"Y) = S(="YD.(27") avec D,(z7') = pgcd (B, D=1 (6.36)

Remarque 6.11 Si tous les poles du générateur des perturbatir(s—!) sont aussi des zéros
du systeme par rapport aux perturbations, on aura naturediat une compensation parfaite
des perturbations par un régulateur admissible sans au@amglition sur la configuration de
ses poles puisque

pged (E(z7),D(z"")) =D(z"") = D,(=7") =1

Si la configuration des péles du générateur des perturbateircelle des zéros de la fonction
de transfertg, (=~!) du systéme sont disjointes, alors la compensation parésiteperturba-
tions requiert que tous les pbles du générateur des pertimhbasoient des pdles du régulateur

pgcd (E(z_l),D(z_l)) =1 = D.(zH =D

La condition DSC consiste a bloquer la propagation des composantes indieside la sortie
sur la commande du systéme en supposant que leurs modéetatgéins sont connus : une
spécification qui s’est averée vitale pour préserver 'édeatanté des actionneurs. Supposons
gue ces composantes indésirables sont décrites par

Dina(q™Vina(t) = Cina(¢™1)6(t) avec pgcd (Dmd(z_l),A(z_l)) =1 (6.37)

Alors, cette condition est satisfaite par tout asservigsgraatisfaisant la conditioRPD et
vérifiant la propriété suivante

DSC { Dina(z7") divise R,(z7) (6.38)

Une telle propriété est naturellement issue du résult& Selle requiert que les pdles du géné-
rateur de la composante indésirable soient des zéros diatégui.e. le polyndme,, (2 1) est
particulierement factorisé comme suit

Ru(27") = R(z"") Dina(=™") (6.39)
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Remarque 6.12La compensation parfaite des perturbations en sortie dtesys (resp. des
composantes indésirables de la sortie en entrée du systemaprt d’assigner une partie des
poles (resp. des zéros) du régulateur comme l'indique fesgion (6.36) (resp. (6.39)). Il a été
montré dans plusieurs études, motivées par I'affinemenpedermances nominales et de la
robustesse en stabilité des systemes de commande, quigneasent d’une partie des pbles
d’'un régulateur doit étre accompagnée d’'un assignememel’partie de ses zéros méme si
la compensation des composantes indésirables de la satiihpas partie du cahier des
charges.R,(z7!) est généralement factorisé comme suit

Dina(z71) si la DSC estrequise
R,(z7") = R(z7")D.(27") avec D.(z71) =

Dopa(z71) autrement

ou D,,.(271) est un parameétre de synthese auxiliaire que I'on peut etiljsdicieusement
pour affiner le modelage des fonctions de sensibilité ussi@ll systéme de commande, e.g.
Dopa(z71) =14 274

La condition P.A est naturellement satisfaite si les conditidiidM et CPP sont satisfaites
puisquee, (t) = y,(t) + y»(t). On distingue deux solutions selon la configuration desszéwo
systéme qui est invariante par rétroaction.

e Une poursuite parfaite définie par

PP { y.(t) = y*(t) pour toutt
ou d’'une maniére équivalente
B(z"HYT,(z71)
P.(z71)

Les zéros de la fonction de transfgt (=) du systéme sont nécessairement des modes
du systeme asservi et doivent étre situés dans le domairtalulité et de performances
requis, i.e.

=1 pour tout z € C

PP { DP(zY) =G*(z"!) <

CZ(G,(x") C Dy, C Dy,

On notera que cette condition est beaucoup plus une exonepiiane régle dans la pra-
tigue comme lindique la remarque (4.5). Par ailleurs, tliegportant de remarquer que
I'erreur de poursuite en sortie est identique a I'erreur@erguite dans le cas d’une pour-
Suite parfaite.

DP(z')=G*(27") = e¢,(t) = e(t) pourtoutt € R
e Une poursuite semi-parfaite définie par

PSP { y-(t) = BB(q¢ Y )y*(t) pour toutt avec B = B0

ou d’'une maniére équivalente

PSP { DP(>7") = BB(z7")G*(z7") <= T.(27") = BP.(:7")
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Le scalaireg est essentiellement introduit pour réaliser la propriéégnéntaire d’'une
dynamique de poursuite, en l'occurrence un gain statiquiaitey qui requiert que la
fonction de transferg, (»~!) du systéme n’admette aucun zéro en un, i.e.

B(1) £0

On notera que les erreurs de poursuite d’entré-sortie d/atese asservi réalisant une
poursuite semi-parfaite sont respectivement données par

ey(t) =y(t) — Blg~")By*(t)

eu(t) = u(t) — A(g™")By*(t +d+1)

ERPSP

La condition P.M requiert une compensation parfaite des composdnigs) } et {e,(t)} de
I'erreur de poursuite. L'essence d’'une telle compensat@rt étre mieux apprécié si I'on récrit
le modéle de commande en substituant I'erreur de poursiatsartie du systeme, soit

A(gNe(t) = =B(qg u(t —d — 1) = E(g~")v(t) + AlgHy*(t)
MC (6.40)
D(g Mv(t) = Cg")du(t)

En effet, cette expression du modéle de commande permégmbigter la précision maximale
comme un objectif de régulation de I'erreur de poursuiterpogue la séquence de référence
soit considérée comme une perturbation dont le modéle gtngrest connu, soit

A*(gNy*(t) = B* (¢ Hu*(t —d — 1)
MGR (6.41)
D*(q " u*(t) = C*(q")6*(t)

ou {6*(t)} est une impulsion d'amplitude. En effet, le résultat 5.13 suggére de réaliser I'ob-
jectif P M par un asservissement avec retour unitaire satisfaispnbfaiété

PM { D(z7") divise E(z"")Rq(27") et D*(z7") divise A(z"")Rq(z7") (6.42)

Ainsi, on peut postuler naturellement que la précision mate est réalisable par un asser-
vissement avec retour unitaire satisfaisant la condiRJPD si et seulement si les pdles du
générateur des perturbations qui ne sont pas des zéros alectiof de transferg,(>~') du
systeme et les pbles du générateur de la séquence de poicbssigne qui ne sont pas des
poles du systéme sont des pdles du régulateur, i.e. lawtewdtun tel régulateur est particulié-
rement donnée par

-1 R(z™")
R(z )_S(Z_l)Dr(z_l) (6.43)
avec
N D)
DU = (e ey G T o) 4
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Compte tenu de toutes les propriétés données ci-dessustiogde deux classes de régulateurs
admissibles par rapport a I'ultime motivation d’un asseseiment selon I'objectif de poursuite
considére

e Dans le cas d'une poursuite admissible, la classe des tégtdaadmissibles est donnée
par

S(g D, (g7HYu®t) + R(g ) De(qgVym(t) = T.(¢ Dy (t +d + 1)
REG (6.45)
A (g Ny (t +d+1) = B*(¢"u'(t)

avec
P(:)=0 = zeD, (6.46)
—1 D(z7")
= A7
D) = aed (B, D) (647
( Dia(z7') si la DSC estrequise
D.(z7") = (6.48)

Dopa(z71) autrement

( BP.(z7') dansle cas dun®SP

T,(27 % = -1 (6.49)
Pz ) dans le cas d'un®P

[ B(z7)
e Dans le cas d’'une précision maximale, la classe des réeguaséeimissibles est donnée
par
S(a™)Dr(g M u(t) = R(g™)Delg™) (y*(t) — ym(t))
REG A(g Dy (t) = B* (¢ u*(t—d - 1) (6.50)
D*(qH)u*(t) = C*(q~")0"(t)
avec
P(z)=0 = z€D, (6.51)
Sy D'(=™!) D)
DU = (e oy G o) 659

Dina(z7t)  si la DSC estrequise
D, (271 = (6.53)

Dipa(z71) autrement
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ou D,,.(271) est un parameétre de synthese que I'on peut utiliser pousegain compromis
admissible entre les performances nominales et la rolsesesstabilité, notamment

D(z 1 =1+2z"' = lim T(ejWTe) =0 et lim RS (ej‘”Te) =0

wW—rwn, wW—rwn

Remarque 6.13La structure de régulateur est obtenue a partir de la streegénérale (6.4)
modulo un assignement d’'une partie de la configuration désspét des zéros du régulateur et
un changement de notation particulierement motivé par desidérations de conformité aux
notations communément utilisées dans la littérature otrlacsure RS7T s’est imposée par les
récents acteurs de la régulation industrielle.

Remarque 6.14Le casD(z7!) = 1 — z~! permet d’incorporer une action intégrale explicite

dans le systeme de commande indépendamment de la méthadsyi¢hese. On assure ainsi

une compensation des perturbations du type échelon. Cefpeigté représente I'essence des
performances de la comman®4Z D qui domine encore le marché de la régulation industrielle
en dépit de sa grande sensibilité par rapport aux bruits deums

Remarque 6.15La précision maximale est une poursuite parfaite d’'une séqa de référence
spécifigue modulo une configuration des poles du régulatatgié aux poles du modele géné-
rateur de la séquence de consigne en vertu du célébre parmttipnodéle interne. La structure
du régulateur est relativement complexe par rapport au ¢asalpoursuite admissible dans le
cas ou la nature de la séquence de consigne est différentelids des perturbations. Néan-
moins, la précision maximale est satisfaite en dépit desuesrde modélisation inéluctables
tant que la stabilité du systeme asservi est préservéee @aitistesse en performance n’est
pas satisfaite dans le cas d’'une poursuite admissible quuiegt une modélisation parfaite
par rapport aux performances en régulation requises. Ort péars postuler que dans le cas
usuel ou les perturbations sont ramenées en entrée et eie spgont de méme nature que la
séquence de consigne, la précision maximale s'impose alespibe parfaite par son privilege
de robustesse. Le probléme 6.3 permet de mieux appréciet privilege.

Latable 9.2 précise la classe des régulateurs admissibles par rappaspécifications élémen-
taires d’'un asservissement que I'on peut représenter cdlimtigue la figure 6.16 en fonction
du modéle du systeme et des modeles générateurs des ponsle des séquences de réfé-
rence et de consigne.

dux(t+d+1) dy(t)

MGC MGP
u*(t+d+1)

y*(t+d+1) u(t) o)

MGR REG SYS
u(t)
Ym (t)
+

FIGURE 6.16 — Systéme asservi



142

Chapitre 6
Conditions Structure
ADP Propriétés du
requises Régulateur
SPD | CM (SAS) C Dy, | P.(z71) € Ry, [27Y
{p(t)} e SAZT | Gy (27') € EFPB
IBM et et D.(z7)=1+27"
{es(t)} € SAZT | G (z71) € EFPB
D(=™) Rq(z7") = D,(271)S(=7)
CPP tlim yp(t) =0 divise 1
E(z"")Ra(=7) Dpp(z7)
Dina(z7") Ry(27') = De(271)R(27)
DSC tlim Uina(t) =0 divise 0
R,(z7) Dina(z71)
D(z7h)
divise T.(z7Y) = D.(z"HR(z™)
tlim yp(t) =0 E(z"Y)Ry(z71) et
PM et et Ry(z7Y) = D, (271)S(z71)
tlim e.(t) =0 D*(z71) 1
divise ppem (Dyp(271), Dye(271))
A(z7HRa(z71)
P.(z71)
—d—1 -1y _ ~¢
PP G (2) = 2 CZ (SYS) C Dy, T.(z71) = BG)
Gor (271)
PSP — 1 ¢ CZ(SYS) T.(27") = BP:(271)
ﬁz_d_lB(z_l)
-1 * (,—1
DT’p (Z_l) D<Z ) et D,. (2_1) . D (Z )

~ pged (D (1), B(zY))

- pged (D (271) , A (271))

TABLE 6.1 — Propriétés fondamentales d’'un asservissement
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6.4 Robustesse en stabilité

La robustesse en stabilité d’'un systéme asservi est étreiteliée a son aptitude a préserver sa
stabilité en présence des erreurs de modélisation inélestaOn distingue deux résultats fon-
damentaux pour étudier la robustesse en stabilité, endtogace le célebre critére déyquist

et le théoréme des petits gains. Le critere\dgguist est une ingénieuse application du principe
de 'argument que nous rappelons ci-dessous.

Résultat 6.1 SoientC un contour simple fermé parcouru dans le sens trigonomésriet £
une application complexe analytique a I'intérieur et surctntourC, sauf éventuellement en
un nombre fini de poles d€(z) a l'intérieur deC, et qui ne s’annule pas sur le contatirAlors
la relation suivante est satisfaite.

NJ©O = NI N

t/o

ou Nf;g‘” désigne le nombre de tours, comptés dans le sens trigonigoetautour de I'origine

de 'image par la fonction F du contout, soit la courbeF'(C), N! et N, sont respectivement les
nombres de zéros et de p6leside) a I'intérieur du contourC, en comptant leurs multiplicités.

6.4.1 Critere deNyquist

Le systeme a rétroaction de la figure 6.17 est semblable &nsgsasservi du point de vue de
'analyse de la stabilité puisque la séquence de référanles perturbations qui n'ont aucune
influence sur la propriété de stabilité.

v (1) @ G,(2) (1)

FIGURE 6.17 — Systéme a rétroaction

Le critére de\V'yquist a été principalement développé pour I'analyse d&alail#é des systémes

a rétroaction de la figure 6.17 a partir du lidlyquist de leur fonction de transfert en boucle
ouverteg,(z) qui n'est autre que I'image par la fonction compl&kedu contour deV'yquist

Cn, SOitG,(C,,). Le contour deV'yquistC,, est un contour parcouru dans le sens trigopnométrique
et formé par le cercle de centre 'origine et de rayon unignévellement modifié pour éviter,
arbitrairement par I'extérieur, les poles de la fonctiontdmsfertg,(z) qui se trouvent sur le
cercle unité par des demi-cercles de rayon infiniment petitré en ces poles.

Le résultat suivant représente I'essence du criteérd/giquist qui permet d’analyser la stabi-
lité du systéme a rétroaction de la figure 6.17 a partir du dielN'yquist de sa fonction de
transfert en boucle ouvertg,(C,,) et du nombre de ses poles a I'extérieur du domaine de stabi-
lité D,,.

Résultat 6.2 Le systeme a rétroaction de la figure 6.17 est stable si eegaiit si I'image du
contour de\Nyquist par I'application G, : = — G,(z) entoure le point critiqué—1 , 50)
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dans le sens trigonométrique un nombre de fois égal au nodimdles, en comptant leurs
multiplicités, deg,(z) a I'extérieur du cercle unité.

Preuve.Considérons la fonction complexe définie par la différereeatiour
D,:zeC — D.(z)eC

et le contour déV'yquistC,,. On notera qu®,.(z) n"admet aucun pdle sur le contour.deyquist

par construction et ne doit pas s’y annuler dans la mesure béu deNyquist de la fonction

de transfert en boucle ouverdg(z) ne doit pas passer par le point critiguel , j0), que les
pbles des fonctions de transféif(z) et D,.(z) sont identiques et que le systeme a rétroaction
est stable si et seulement si les zéros de la fonction deféraf.(z) sont situés dans le do-
maine de stabilité. Les applications compleggs = — G,(z) etD, : = — D,(z) sont alors
analytiques sur le contour d€yquist et a 'intérieur de ce contour sauf éventuellementen
nombre fini de pdles. Le résultat 6.1 permet alors de conglueda variation de I'argument de
D.(z) le long du contour d&V'yquistC, est donnée par

Bc,(Di(2)) = 27 (Ni = N;)

ouN' et N;; désignent respectivement le nombre de zéros et de pbélespgstant leurs multi-
plicités, deD,.(z) a l'intérieur du contour dé&/'yquist. Comme les nombres de péles et de zéros
deD,(z) sont égaux, on aura

Ac, (Dy(2)) = 2m (N — NY)

ou N¢ et N; désignent respectivement le nombre de zéros et de polespgstant leurs multi-
plicités, deD,.(z) a I'extérieur du contour d&/yquist. Les zéros d®,.(z) sont tous a l'intérieur
du cercle unité si et seulement’$f = 0, soit

Ac,(Dy(2)) = 27N,

Par ailleurs, il suffit de remarquer que lorsqugarcourt le contour d&/yquist, 'argument de
D.(z) varie de2r et donc I'image du contour d&'yquist parD, (D,(C,)) entoure une fois
I'origine dans le sens trigonométrique. La condition

Ac,(D,(2)) = 27N,

est satisfaite si et seulement si la cout®€C,,) entoure I'origine dans le sens trigonométrique
N fois. Le critére deV'yquist se déduit alors du fait que le nombre de tours de lebedy(C,, )
autour de I'origine est égal au nombre de tours du lieidejuistD,.(C,,) autour du point cri-
tique(—1, 50).

COFD.

Les remarques suivantes précisent la généralité du cdeéyquist tout en mettant en évi-
dence sa simplicité.

Remarque 6.16 Comme la fonction de transfert en boucle ouvétié:) est propre et a coef-
ficient réels, le lieu deV'yquist G,(C,,) peut étre facilement obtenu a partir du diagramme de
Nyquist deg,(z). On peut ainsi analyser la stabilité d’'un systéme avec eéttion a partir de
'information contenue dans sa fonction de transfert hanmqae en boucle ouverte.
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Remarque 6.17 Le théoreme deVyquist ne peut étre appliqué lorsqu2.(z) s’annule sur
le contour deNyquist. Cette situation signifie que I'équatigh(z) = —1 possede une ou
plusieurs solutions sur le contour déyquist et par conséquent la courlbg(C,,) doit passer
par le point critique(—1 , j0). Le systeme avec rétroaction n’est donc pas stable au888
car il admet des péles sur le cercle unité.

Si la transformationyj, : = — G,(z) est conforme sur le contour déyquist , soit
d
P (Go(2)) # 0 pour tout z € C,,

V4

alors elle préserve les angles et les orientations. Ureepedipriété conduit a la régle du revers
qui n’est autre qu’une version simplifiée du critere\dgquist.

g, est analytique sut,, et

Résultat 6.3 Supposons que la transformatidi) est conforme sur le contour d&yquist,
alors le systeme a rétroaction de la figure 6.17 est stablé¢ stelement si lorsqu’on parcourt
le diagramme deVyquist de la fonction de transfert en boucle ouverte souasfjte, dans le
sens des pulsations croissantes, on laisse le point cdtigu , j0) & gauche.

Remarque 6.18La propriété de conformité requise n’est manifestementveéagiée dans le
cas général et plus particulierement dans le cas ou les foneide transfert en boucle ouverte
G,(z) admettent des péles et des zéros a I'extérieur du domain&atdite. On notera néan-
moins que le critére du revers est utilisé dans la plupart éiesles de stabilité des systemes
de commande marginalement stables en boucle ouverte. @asrdesont beaucoup plus une
régle qu’une exception dans le contexte de régulation imilis.

/

¥ (GoleT))

-1 .
R (Go(e™7))

Mo

FIGURE 6.18 — Marges de stabilité

Limportance du critere déV quist réside dans le fait gqu'il fournit des marges de stabihi-
trinseques du systéme avec rétroaction, en I'occurrendaimes distances du point critique
(—1, j0) au diagramme d&/quist de la fonction de transfert en boucle ouverte comme I'i
dique la figure 6.18. On distingue
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e La marge de gain MG qui est le facteur par lequel le gain de la fonction de tratsfe

en boucle ouverte peut étre multiplié pour atteindre latkndee la stabilité. Elle est alors
égale a l'inverse du gain de la fonction de transfert haropomen boucle ouverte du sys-
téeme a la pulsation critique, correspondant a un déphasager¢soit

B 1
o |G, (edweTe)

La marge de gain est généralement exprimée en dB et doieBagtieV/G € [4dB, 6dB]
conformément aux regles d’une bonne pratique de la régulatdustrielle.

MG avec Arg(G,(e?“eTe)) =

Lorsque le diagramme d& quist de la fonction de transfert en boucle ouverte croise
I'axe réel a plusieurs pulsations; pouri € [1, n| caractérisées par un déphasage de
(2i + 1) pouri € [1, n] et des gains critiqueg, (e 7«<’=)|, la marge de gain est définie
par l'intervalle[M G,;n, MG,,..] avec

1 .
MG = min 4 ————— avec |Gy (77| < 1}
iE[O, n] { ‘go<€chiTe>| ‘ ( )
et 1
i€[l, n { |go(eﬂwciTe) | ( )

La marge de phaseVI® qui est la perte de phase mesurée sur le cercle unité qui aanene
la limite de la stabilité. C’est donc la phase qu'il faut dgrau déphasage de la fonction
de transfert harmonique en boucle ouverte du systeme afreaction pour obtenir un
déphasage total dea la pulsation de croisement pour laquelle le gain du systéme en
boucle ouverte est unitaire, soit

M® = Arg(G,(¢™*™)) — 7 avee |G,(¢"™)

La marge de phase est souvent mesurée en degrés et doitléterie\/ d € [30°, 60°]
conformément aux regles d’une bonne pratique de la régulatdustrielle.

=1

Lorsque le diagramme d& quist de la fonction de transfert en boucle ouverte croise
le cercle unité a plusieurs pulsations de croisemgnpouri € [1, n] caractérisées par
des marges de phadéd,; pouri € [1, n, la marge de phase du systéme avec rétroaction
est donnée par

M® = min {Md;}

i€[l, n]

La marge de retard MR qui est le retard que I'on peut ajouter au modéle de commande
pour atteindre la limite de la stabilité. C’est le rapporf@enarge de phase a la pulsation
de croisement, pour laquelle elle a été calculée, soit

Mo

Wa
Lorsque le diagramme d& quist de la fonction de transfert en boucle ouverte croise le
cercle unité a plusieurs pulsations de croisemgnpouri € [1, n| caractérisées par des

marges de retardl/ R; pouri € [1, n], la marge de retard du systeme avec rétroaction est
donnée par

MR =

MR = min MR,

1€[1, n]
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e La marge de module MM qui est le rayon du cercle centré en le point critiqué, ;0)
et tangent au diagramme déquist de la fonction de transfert en boucle ouverte du sys-
téme avec rétroaction, soit

. 1 .
MM: 1 1 o ]wTe I — S ]UJTC
i L+ Go(e™ )] ou g = max | S(e”) |

ou S(z) désigne la fonction de sensibilité du systéme avec réimadiotons qu’'une
bonne marge de gain, respectivement une bonne marge de pkaséfit pas a assurer
une distance raisonnable entre le point critiqué, j0) et le diagramme d@&/quist de
la fonction de transfert en boucle ouverte. La marge du neodst une mesure globale
d’une telle distance et peut étre interprétée comme uneatkrgain et de phase puisque

1 MM
> > i
MG_l—MM et M® > 2arcsin
La bonne pratique de la régulation industrielle suggérername du module dans l'in-
tervalle[-8dB, —6dB].

Ces aspects montrent I'intérét du crite¥equist pour I'analyse et la synthéses des systemes
asservis.

6.4.2 Théoreme des petits gains

L'aptitude des systemes de commande a préserver leurigtailprésence des erreurs de mo-
délisation est illustrée a travers le théoreme des petits gui est communément utilisé dans
les études de robustesse des systemes linéaires as#jyvik{]).

Résultat 6.4 Le systeme avec rétroaction de la figure 6.19 est stable pmue tfonction de
transfertA(z) propre, stable et telle que

A (e77) | <~ pour tout wT, € [—m, +7]
si et seulement la fonction de transf&ltz) est propre, stable et telle que

- 1
= (e | < S pour tout wT, € [—m, 4|

A(z)

—3(2)

FIGURE 6.19 — Systéme de contre-réaction usuel

Le concept de robustesse en stabilité peut étre étudié posamt que le comportement entrée-
sortie du systéme est décrit par un modéle de commande nloftineet ses incertitudeA(z).
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Ces erreurs de modélisation sont dites non-structuréespparsition aux erreurs de modéli-
sation structurées qui portent sur les parametres du mddédemmande ([6], [23]). Notons

gue la séquence de référence comme les perturbations dgeatdes bruits de mesure ont été
occultées dans la mesure ou ils n’ont aucune influence swoladitions de stabilité et de sa
robustesse.

Lareprésentation des incertitudes du modéle de commantiegvétir plusieurs formes comme
indiquent les figures 6.20 a 6.25 qui représentent lesesyss de commande correspondants.
On distingue les formes additives directe et inverse, lesmés multiplicatives directes et in-
verses a I'entrée et a la sortie du systéme a commander. lbe @lnoe forme ou d’'une autre
dépend de la connaissance du systéme et des propriétédéimesyle commande que I'on sou-
haite mettre en évidence. Les formes additives sont g&@meait utilisées pour représenter les
erreurs de modélisation sur toute la bande de fréquencedotmes multiplicatives directes
sont généralement utilisées pour représenter les erreursodélisation sur les actionneurs et
les capteurs, alors que les formes multiplicatives inveessmt généralement utilisées pour re-
présenter les variations des parametres du modéle de cateman

FIGURE 6.20 — Systéeme de commande : forme additive directe

2(t)

w(t)

By
O
(

“
O

FIGURE 6.21 — Systéme de commande : forme additive inverse
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w(t 2(t)
(t) A)

FIGURE 6.22 — Systeme de commande : forme multiplicative directergrée

w(t)
A(z)

2(t)

)

FIGURE 6.23 — Systeme de commande : forme multiplicative directsoetie

2(t) w(t)

=
R(2) ® G(2)

FIGURE 6.24 — Systéme de commande : forme multiplicative inversengrée

z(t)

w(t)

[&=
R(z) G(2) P

FIGURE 6.25 — Systéme de commande : forme multiplicative inverssoetie

149
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On montre facilement que tous les systemes de commandeléoésipeuvent se mettre sous
la forme standard de la figure 6.19 &liz) désigne la fonction de transfert qui relie la sortie
du bloc d’'incertitude{s(¢)} & son entréde(t)}. Les fonctions de transfeki(z) peuvent étre
déterminées apres quelgues simples manipulations adg&lsrcomme sulit

e Pour la forme additive directe (figure 6.20), le systéme éstitipar
P(z) =G(z) + A(z)
On aura donc
E(z) = —R(2)(G(2)E(2) + S(2))

e Pour la forme additive inverse (figure 6.21), le systeme éstitpar

1 1 1
+A(z) ou P(z) = 1500950

P(z)  G(2)
On aura donc

G(2)

B() = 0(2)(-RE)EE) - S(:)
1
T TTegeme T
= ~5(2)9() 5(2)

e Pour les formes multiplicatives directes a I'entrée et |gisdfigures 6.22 et 6.23), le
systeme est décrit par

P(z) =G(2) 1+A(2) ou P(z) = (14+A(2)) G(2)
On aura donc

E(z) = —R(2)6(2) (E(z) + 5(2))
___RGGE) g
1+ R(2)G(z)

= —T(z)S(z)

e Pour les formes multiplicatives inverses a I'entrée et alties (figures 6.24 et 6.25), le
systeme est décrit par

P(z) =G(z) %A(z) ou P(z) = %A(z) G(z)
On aura donc
E(z) = —S(2) —R(2)G(2)E(z)
1
- _1+R(z)(j(z)5(z)
= —85(2) S(»)

ou P(z) désigne la fonction de transfert du systéme“ét) et S(z) sont respectivement les
transformées en de I'entrée{e(t)} et la sortie{s(¢)} du bloc d’incertitude.
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La table 6.2 donne la fonction de transfg(t:) pour chaque forme d’incertitude. Les conditions
de robustesse en stabilité peuvent alors étre obtenuesiradpathéoreme des petits gains sous
la forme du résultat 6.4. Ce résultat précise la classe dearsrde modélisation admissibles
en supposant que les incertitudes du modele de commagfgesont des fonctions de transfert
propres et stables et fournit la valeur maximale admissibtéeur module.

| Forme d'incertitude | Fonction de sensibilit&(z) |

Forme additive directe — RS(2)

Forme additive inverse —GS(2)
Forme multiplicative directe - T(2)
Forme multiplicative inverse — S(z)

TABLE 6.2 — Quantificateurs de robustesse en stabilité

Remarque 6.19 L’hypothése de stabilité peut étre relachée sil'on utilesthéoreme dd/ quist
au lieu du théoreme des petits gains ([23], [9]). La conditibe stabilité devient une condition
d’égalité entre les pdles instables du systéme et ceux delmadminal.

6.5 Modelage des fonctions de sensibilité

Les fonctions de sensibilité usuelles représentent aiessdes quantificateurs de performances
nominales que des mesures de robustesse en stabilité.|l3a généralement une procédure
itérative qui consiste a repenser la spécification des patrasmde synthése tant que les formes
des fonctions de sensibilité usuelles ne sont pas jugéstassntes. Néanmoins, on ne peut pas
réaliser un modelage arbitraire des fonctions de sersilGilcause des propriétés structurelles
du systéme et des diverses contraintes intégrales et mjgébrsur les fonctions de sensibi-
lité. Ces contraintes dépendent particulierement de lfigumation pbles-zéros de la fonction
de transfert en boucle ouverte du systéme de commande. ahgsarcompréhensive de ce
probleme a été faite dans [14] et [20]. On distingue plusi@aiérement les deux contraintes
suivantes.

e Contrainte algébrique usuelle sur les fonctions de sensilié. Les fonctions de sensi-
bilité et de sensibilité complémentaire vérifient la pré@péi remarquable

S+ Tz =1 pourtout z € C

Les performances d’'un systéeme de commande ne peuvent &lisees conjointement
pour toutes les fréquences. Comme les bruits de mesure lsdt gominants pour les
hautes fréquences et que les effets des perturbations dgedwnt particulierement cru-
ciaux pour les basses fréquences, il est naturel de chexeckduire le gain de la fonction
de sensibilitéS(>~!) (resp. la fonction de sensibilité complémentgire.—!) ) en basses
fréquences (resp. en hautes fréquences). Par ailleurspotreraisément que les condi-
tions de performances nominales et de stabilité robusteékspar les fonctions de sen-
sibilité et de sensibilité complémentaire peuvent étraiexges en des conditions sur le
gain en boucle ouverte du systéme de commande pourvu querterdmit relativement
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grand aux basses fréquences et suffisamment faibles alesifetquences, soit

1G(e T ||R(e™7*T)| < Ws(w) pourtout w < w,

et
1G(e T ||R(e™*T)| < Wr(w) pourtout w < wy,

ouWs(w) etWr(w) dépendent des pondérations considérées. Ces conditifamis sknt
un gabarit fréquentiel sur la fonction de transfert en bewclverte du systeme de com-
mande qui est connu sous 'appellation "open loop gain stigpdans la littérature an-
glophone.

e Contrainte intégrale sur la fonction de sensibilité.Considérons un systéme de com-
mande asymptotiquement stable et supposons que sa fodetioansfert en boucle ou-
verteG, (') a un degré relatif,, > 1. Alorson a

1

1 21 iy T oy T'p
%/O ln(|8(eJT€) |)dw: ;/o ln(|8(eJTe) |)dw: ;pi

ou {p; }ic1, np) d€signe les poles instables de la fonction de transfert eleamuverte.

Ce résultat permet de mettre en évidence le principe de o@ism de la fonction de
sensibilité d’un systéme de commande et précise sa relatien les pbles instables de
sa fonction de transfert en boucle ouverte. On notera plaEpiérement que la valeur
exacte de l'intégrale n'est pas importante en elle mémeedamt le fait qu’elle soit
positive signifie que si la fonction de sensibilité admet baade d’atténuation, alors
elle doit admettre une bande d’amplification. C’est ce geeldomaticiens qualifient de
principe de conservation de la sensibilitéll apparait clairement que plus la somme des
poles instables est grande, plus la compensation entreies zl'attenuation et d’ampli-
fication des perturbations est difficile a réaliser sur umedbale fréquences finie comme
c’est le cas pour les systemes échantillonnés.

Les gabarits fréquentiels typiques des fonctions de s#itésibsuelles du systéme de com-
mande consistent en des gains suffisamment faibles auxstfaégaeences ou les perturbations
de charge sont dominantes et aux hautes fréquences ou lesdeumesure sont prépondé-
rants.Un compromis doit étre alors recherché pour réaliser cedgrenances sur des bandes
de fréquences différentes a travers une pondération frétiplee adéquate.

6.6 Commande avec modeéle interne

La commande avec modele interne s’est principalement iggasa régulation industrielle par
sa simplicité et sa robustesse qui ont été particulieremiss en évidence d’'une maniére com-
préhensive dans [15]. Le principe de la commande avec modétae est tres simple comme le
montre la figure 6.26. On distingue un modéle de commanderafig¢da avec le systeme pour
estimer les imperfections de modélisation sous-jaceritesesrétroaction appropriée utilisant
un filtre de robustification pour les atténuer. Un modéle deroande représentant au mieux le
comportement entrée-sortie du systeme peut étre aisémadoré sous la bénédiction du po-
tentiel disponible en matiere de I'identification des sys8, en I'occurrence des approches de
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modélisation expérimentales éprouvées. Quant au filtrellestification, il est spécifié conve-
nablement en fonction des spécifications requises, notamle® performances dynamiques,
l'insensibilité aux bruits de mesure inéluctables et laugibsse en stabilité qui est impérative
pour pallier le probléme des erreurs de modélisation inéhles.

y(t) FILTRE u(t) Ym(t)
@ DE SYSTEME
ROBUSTESSE
MODELE
DE —(1)
COMMANDE

FIGURE 6.26 — Commande avec modele interne

Supposons que le systéeme est parfaitement décrit par letidos de transferg,(z—!) et
G,(271) et que le filtre dr robustification est décrit par la fonctiom tdansfert7(z—'). Ces
fonctions de transfert sont respectivement données par

“1y _a1B(z™) —1 _E(Z_l) —1y
(gg(z )=z A(Z_l),gp(z )_A(z—l)) et F(z )_Fd(z—l)

Alors, la loi de commande avec modele interne peut étrediaaht obtenue a partir du dia-
gramme fonctionnel du systeme de commande correspondént, s

CMI { (1-F(zH)G(1)U(z) = F(z™1) (Y*(2) = Yin(2))

Il s’agit d’un régulateur avec retour unitaire dont la faontde transfert est donnée par

N f(z_l) B A(Z_I)Fn(z_l)
T1-—FEHG(ETY T A DE)(z ) — 2Bz ) F, (27 1) (6.54)
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et que I'on peut récrire sous la forme usuelle

CMT { Ra(q " u(t) + Ru(g ym(t) = Rulg "y (1) (6.55)

avec
Ra(g™) = Alg ) Falg™) —a "' Blg ) Fulg™) (6.56)
Ro(q¢7") = Alg)Fu(g™) (6.57)

Compte tenu des résultats fondamentaux des systemesisggésentés tout au long de ce
chapitre, on peut en déduire naturellement les aspectaifioandtaux suivants des systemes de
commande avec modele interne.

e Le polyndme caractéristique du systeme de commande avedenaterne est donné par
P.(27") = ATHA(ET) Fa(z7)

Les systémes de commande sont donc stables si et seulenterstysieme et le filtre
de robustification sous-jacent sont stables. Ainsi, la camae avec modele interne n’est
admissible que pour les systemes dont les péles sont siaméslel domaine de stabilité
et de performances et requiert une spécification adéqudtkrdwle robustification, no-
tamment des péles situés dans le domaine de stabilité erfdemances.

e La dynamique de poursuite d’'un systéme de commande avedeniatErne est donnée
par la fonction de transfert

DP(z"") =G(z ) F ()G (=)

Et comme le modéle générateur de la séquence de référencgainustatique unitaire,
i.e.G*(1) = 1, on aura une dynamique de poursuite de gain statique wnfiairrvu que

le gain statique du filtre de robustification soit inversetp@oportionnel a celui du mo-
déle de commande, sof(1)G(1) = 1. Par ailleurs, elle peut étre réduite en choisissant
judicieusement le filtre de robustification, notamment

Fo(z ) =A("DH(z™Y) et Fy(z™h) = Bsp(z_l)F(z_l)

avec
B(2™") = By~ ") Bsp(2 ™)

ou B,,(z7') (resp.Bs(271) ) comprend tous les zéros situés dans le domaine de stabi-
lité et de performances ( resp. tous les zéros situés atientédu domaine de stabilité et

de performances) et la paire polynomiai&(z~!) , F(z27!)) est spécifiée conformément
aux propriétés de robustesse requises.
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e La dynamique de régulation d’'un systéeme de commande aveelmimtierne est caracté-
risée par la fonction de transfert

Comme le filtre de robustification est spécifié de maniére BseFaune dynamique de
poursuite de gain statique unitaire, on a

FU)GO) =1 > F(1)AQ) - F,(1)B(1) =0

Et compte tenu de I'expression du polyndig~—1), on en déduit naturellement que le
régulateur admet une action intégrale implicite puisque

FUG(1) =1 = Fy(1)AQ) - F,(1)B(1) =0 <= Ry(1) =0

On peut ainsi postuler que les perturbations du type éctsglnhparfaitement compen-
sées par les systemes de commande avec modele interne.

e Les fonctions de sensibilité usuelles nominales des syst@® commande avec modeéle
interne sont données par les fonctions de transfert

S =1-F(=Hg()
(=) = F="h6()
GS(=71) = G(=7) (1= F(=")G(=™)

RS(z"H =F(zh

Il apparait clairement que le modelage de la fonction deilsiités usuelleRS (2 71) est
naturellement réalisé par un choix judicieux du filtre deusdification, on peut postuler
que les systemes de commande avec modeéle interne sontimegsasix bruits de mesure
pourvu que le filtre de robustification soit du type passe-bas

6.7 Conclusion

Une classe relativement générale de systemes de commanél@tmdiée pour mieux appré-
cier les propriétés fondamentales des asservissemerisceurrence la stabilité nominale, les
performances nominales et la robustesse en stabilité.drésrmances nominales ont été défi-
nies aussi bien dans le domaine temporel a partir des eteyrsursuite, que dans le domaine
fréquentiel a partir des dynamiques de poursuite et de agigal L'importance des fonctions
de sensibilité usuelles pour quantifier conjointement k$gomances nominales ainsi que la
robustesse en stabilité a été particulierement mise eg@xer
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Une attention particuliére a été accordée a la caractiénisde la classe des régulateurs ad-
missible par rapport a I'ultime motivation d’'un asserviseat. Les problémes d’insensibilité
aux bruits de mesure inéluctables, de compensation padas perturbations et de dépollution
du signal de commande ont été traités d’'une maniére rigearqui a permis de préciser la
structure des régulateurs admissibles. Les concepts dsytguadmissible, e.g. une poursuite
parfaite ou semi-parfaite, et de précision maximale, ine poursuite parte d’'une séquence de
référence spécifique, ont été définis tout en précisant ledittons requises pour leur réalisa-
tion. On retrouve les conditions usuelles sur les zéros dtesye dans le cas d’une poursuite
admissible et la réalisation naturelle d’une précision imake avec un asservissement avec
retour unitaire dans le cas d'une séquence de points degrendont le modéle générateur
est connu. Les limitations des performances intrinsequascanfiguration péles-zéros de la
fonction de transfert en boucle ouverte du systeme de comenamt €té particulierement souli-
gnées a partir d'un ensemble de résultats fondamentauxdeteiers révélent que I'on ne peut
pas modeler arbitrairement les performances d’un systemeehmande. Les résultats fonda-
mentaux qui ont été obtenus ont permis de mettre en exerguenligations intrinséques aux
systemes de commande avec modeéle interne qui sont pateEmient chéries par les artisans
du Génie des Procédeés.

Qui oserait infirmer qu’un automaticien est un ingénieux igesiaire des compromis entre les
performances et la robustesse ?

6.8 Problémes

Probléme 6.1 Considérons la classe des systemes décrits par le modeterdeande standard
donné par les équations (6.21) et supposons que les moagl@edurbations sont connus, soit

ve(t) =
MGP
vs(t) =

Montrer que la compensation parfaite des perturbationsiterges est réalisée si les péles du
générateur des perturbations en entrée (resp. en sortiehgsont pas des zéros du systeme
(resp. des pbles du systeme) sont des poles du régulatiur, so

Ry(>7") = S(z")D(z7")
avec

Dy(z71) D (z71) )
pged (Ds(271), A(z71)) 7 pged (D(271), B(z71))

D(27") = ppem (

Probléme 6.2 Considérons la classe des systemes décrits par le modeterdeande standard
donné par les équations (6.23). Montrer que I'équation ar du systeme de commande dans
le cas d’'un régulateur avec retour unitaire est donnée par

e(t) = S (M) —vt) + T(a ") ns(t) — GS(a™") (ve(t) +ne(t))
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et en déduire la structure du régulateur réalisant une i maximale pour une classe de
séquences de points de consigne décrite par par le moddlE)(6.

Probléme 6.3 On se propose d’étudier les problemes d’'analyse et de syatties systemes
asservis échantillonnés que I'on peut représenter commeoletre la figure 9.3 oduv.(t)} et
{v,(t)} désignent respectivement les perturbations de chargeffpgtant le fonctionnement du
systéme en entrée et en sortie.

V(1) vs(t)
y*(t) " " l
——  reg (t) & o(t) Sys Yo (t) & y(t)
ym<t) J
@

FIGURE 6.27 — Asservissement

Cette étude sera effectuée dans un contexte particulieaggsrvissements échantillonnés a
partir d'un ensemble d’hypothéses communément rencanttées les problémes de régula-
tion industrielle ; en I'occurrence

‘H1. Le systeme est parfaitement décrit par sa fonction de teshsf

Z_d_lB(z_l)
A(z71)

‘H2. Les perturbations de charge aussi bien en entrée qu’enessotit du type échelon.

Gz = avec B(1) #0

‘H3. Le bruit de mesure est caractérisé par une séquence de Vesiaktatoires de moyenne
nulle et de variances finies.

‘H4. Le régulateur est décrit par

Ra(q " )u(t) = Ru(q™") (*(t) — ym(t))

REG
A (g Ny*(t) = B (¢ u(t —d - 1)
< es 1 A 2B (2 . L ,
oug*(z—") = A est la fonction de transfert du modéle générateur de la sé-

quence de référence a partir d’'une séquence de réferengecitets de consignéu*(t) }
du type échelon.

Pour ce faire, on suggere de procéder d’'une maniére progresn tenant compte des hypo-
thesesH1—HA4.

1) Donner les polyndmes caractéristiques,, (s) et M., (z~') correspondants & un mode
Maode (£, w), dans les plans complexes ept enz, respectivement.
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2) Préciser comment choisir la période d’échantillonnagea@hment définir le domaine de
spécification des performances sous-jacent dans le plaplexmen:. Est-il nécessaire
de prévoir un filtre anti-recouvrement ? Et si oui, commersgécifier ?

3) Préciser les configurations des pdles et des zéros du sysigifieet justifier pourquoi
les polyndme®(~~') et D(2~!) sont premiers entre eux.

4) Montrer que les équations entrée-sortie du systéme assenvirespectivement données
par les équations

s y(t) = Gar(q™) ¥ (1) + Gape(q™") ve(t) + Gaps(¢™") vs(t) + Gan(q™") (1)
Uo(t) = Ger(¢7) ¥ (1) + Gepe(q™") Ve(t) + Geps(¢™") vs(t) + Gen(q™") (1)

ol lesG,;(271) pour (i,7) € [s,e] x [r, pe, ps, b] désignent les différentes fonctions de
transfert du systeme asservi dont on précisera les expmessi

5) Etudier la stabilité du systéme asservi et préciser la @adss régulateurs réalisant les
performances dynamiques requises.

6) Donner les dynamiques de poursuite et de régulation du reystesservi et préciser les
invariants par rétroaction.

7) Préciser les propriétés requises pour réaliser insengédux bruits de mesure inéluc-
tables, une compensation parfaite des perturbations, ondge en entrée des compo-
santes indésirables en sortie dont le modeéle génératedlossté par les équations (6.37)
et une précision maximal pour la classe des séquences deméédécrite par les équa-
tions (6.41).

8) Proposer un régulateur permettant de réaliser un asseewsnt insensible au bruit de
mesure dont la dynamique de régulation (rep. de poursusiedaractérisée par un mode
dominant d’amortissement unitaire et une pulsation propréresp.w,).

Probléme 6.4 On se propose d’effectuer une analyse du systeme de commaitlietive de
Smith donné par la figure 6.28 dans le cas des systémes stahlgisa des perturbations du
type échelon décrit par les équations aux différences stig

AlgH)y(t) = Blg Hult —d — 1) + A(g~)v(?)
SyYS
D(g~)v(t) = vd(t)
avecD(q™') = 1 — ¢~ '. Pour ce faire, on suggére de procéder progressivement eosuihen
tenant compte du fait que
1—qg ! o 1, -2
=

tout en remarquant que les mesures sont supposeées étrenafinprécises : une utopie sans
aucune incidence une synthése soucieuse de l'insens#duiik bruits de mesure.
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yt+d+1) H(Z_l) u(t) SYSTEME y(t)

®
®

FIGURE 6.28 — Systeme de commande prédictive de Smith

1) Montrer que le systéeme asservi peut étre représenté conmdalie la figure 6.29. On
précisera I'équation de la variablg(t + d + 1/t) et on la comparera a la sortie du sys-
teme a l'instant + d + 1. Expliquer alors I'essence de ce systéeme de commande et en
déduire que sa stabilité requiert que

le compensateus H(=") stabilise le systéme sans ret
P G)D(=") Y

4
A(z71)
soit

CNS { P(z") 2 AE")G(=")D(=") + B(z")H(="") € Ryy[z]
2) Montrer que que la loi de commande sous-jacente peut seasetlis la forme usuelle

REG { Ralg M u(t) + Ru(g ym(t) = T(q y*(t +d+1)

avecC
Ra(q™") = (Al¢")G(¢™") + B¢ " )E(¢ ") H(¢™ ")) D(¢)

R.(¢ ) =T(¢"=Alg HH (¢

Blg)=1+q¢" +q+...+q*

En déduire le polynbme caractéristique du systeme de cochenetrjustifier la nature de
la classe des systémes considérée et la condition requise sompensateur.
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3) Donner les équations du systéme de commande et en dédudgreeriques de pour-
suite et de régulation. On précisera la classe des pertiobatqui sont parfaitement

compenseées.
v(t)
y(t+d+1) H () u(t) y(t)
o z
S+ DGl ) SYSTEME
PREDICTEUR
y(t+d+1)

FIGURE 6.29 — Systéme de commande prédictive équivalent
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Chapitre 7

Commande modale

La synthése modale d’'un asservissement est effectuéeiadian modele de commande du

systéme et des performances requises du systéeme assarjasent. Rappelons que le modéle
de commande est une bonne approximation du comportemeatnigne du systeme et son

environnement que I'on peut décrire par les équations

Al y(t) = Blqg Hu(t —d — 1) + E(q~")v(t)
MC (7.1)
D(q~")o(t) = Clg")du(t)

ou les séquence(t)} et {n(t)} désignent les perturbations qui affectent le fonctionmgme
du systeme et les bruits de mesure inéluctables.

Quant aux performances requises, on distingue quatrefigpéions remarquables dans le cas
d’'une synthése modale.

S1. Une compensation parfaite des perturbations (resp. usesmé maximale) avec une dy-
namique de régulation caractérisée par une un mode dondfeanbrtissement unitaire
et de pulsation propre,.

S2. Une poursuite admissible caractérisée par un mode dontdfembrtissement unitaire et
de pulsation propre,.

S3. Une insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

S4. Un blocage en entrée des composantes indésirables sutilacactérisées par leurs
modeles générateurs, e.g.

Dina(q™")Yina(t) = Cina(q~")8(t)

Remarque 7.1 La faisabilité d’'un probléme d'asservissement requieré d@ dynamique de
régulation soit relativement rapide par rapport a la dynaue de poursuite, sait, > w,. Par
ailleurs, un mode d’amortissemefiet de fréquence propre est complétement défini dans le
contexte des systémes échantillonnés, avec une périocttedtlonnagel’,, par le polyndme
caractéristique

M(z™") =1 —2e“Tecos (\/ (1— C2)wTe) 2 e T 2

163



164 Chapitre 7

A la lumiere des résultats fondamentaux du chapitre 6 suallgé et les performances des
systémes asservis, on peut postuler naturellement quadaecties régulateurs qui permettent
de réaliser les spécificatiosd a S4 est donnée par

S(q")Dr(q Mu(t) + R(g™")De(q ym(t) = To(q )y (t + d + 1)
REG A (g Ny (t+d+1) = B*(¢"")u'(?) (7.2)
Ym(t) = y(t) +n(t)

Rappelons que cette structure de régulateur est obtenuéradpda structure générale des re-
gulateurs admissibles (6.45)-(6.49) et (6.50)-(6.58)(z!) (resp. D. (27')) est un polynéme
qui permet d’assigner une partie des podles (resp. des zsmaggulateur pour le doter d’'une
capacité de compensation parfaite des perturbation (@@edmpocage en entrée des composantes
indésirables de la sortie du systéme). Par aillelxs,z~!) peut étre considéré comme un pa-
rametre de synthese que I'on peut utiliser pour affiner leetage des fonctions de sensibilité
usuelles, i.e.

D(z")=1+z" = lim 7 () =0 et lim RS (") =0
W—rWn, W—rWn,
Les polyndmed(z~!) et S(z~') sont déterminés en fonction des performances requises en ré
gulation alors que le polynénig(z—1) est judicieusement choisi en fonction des performances
requises en poursuite.

On se propose dans ce chapitre de présenter d’'une maniaieede la synthése modale qui
se distingue par sa simplicité. Cette synthése est utifisée traiter les trois cas de poursuite
présentés au chapitre 6 et mettre en évidence les limitatibrinséques a la comman@# D

et lacommande avec modele interne qui sont principalentgistes en régulation industrielle.
Ell est fondamentalement basée sur la résolution d’unet@équpolynomiale a la lumiére du
résultat suivant

Résultat 7.1 SoientA(z~!) et B(z~!) des polynémes de degrés respeatifset nb et C'(z!)
un polynéme arbitraire de degrér tels que

Cl. pged (A(z71),B(z™")) =1
C2. née<na+nb—1
Alors, I'équation polynomiale
EQP { AHX (=Y + B Y (z) =C(z1)

admet une solution unique pourvu que les degrés des polyliie!) et Y (2~1) soient spé-
cifies comme suit )
nr=nb—1 et ny=na—1

La preuve de ce résultat est un bon exercice d’introducticchoenaine de synthése modale. Les
remarqgues suivantes permettent de le faire sereinement
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Remarque 7.2 La solution unique de I'équation polynomiaf&P n’est autre que celle du
systéme d’équations linéaires sous-jacent, soit

AX =B
avec _ - ) ) ) ) )
a, bo Lo Co
a b
A= ° Sl X = 2 | et B=
dna . bnj) . Yo
L Gna bnl_) i | Yna—1 | L En&+nl_)—1 |

ou A désigne la matrice d&ylvester associée & la paire polynomigld ('), B(z 1)) et
¢; = 0 pour tout © > nc.

Remarque 7.3 Une équation polynomiale admet une infinité de solutionsisiiae contrainte
n'estimposée sur la structure de la solution recherchéep@rt vérifier que siX (z71), V(2 71))
est une solution, aloréX (z71) + B(z"HW (271, Y (27!) — A(z~1)W(z~1)) est une solution
pour tout polyndme arbitrairél’ (z71).

7.1 Synthese modale

La synthése modale consiste a assigner aux modes du sysisene aes valeurs situées dans
le domaine de stabilité et de performandgg défini a partir des performances dynamiques
requises. Les polynomes(z~!) et S(z~!) sont alors déterminés a partir de la résolution de
I’équation polynomiale suivante sous la contraiSte

A ND (2SN + 27 Bz YD (2 HYR(z7Y) = M(z7Y)M (27 (7.3)
avec
M(z 1) = H (1= ™) et M(z"") = H (1— ") (7.4)

i=1 i=1

ou lesy; € Dy, pour i € [1,nm] désignent les modes du systéeme asservi que I'on peut as-
signer a des valeurs arbitraires du domaine de stabilitée giediformance et sont spécifiés
conformément aux performances requises en régulatiorset;le D, pour i € [1,nm)|

sont les modes spécifiques a la nature des performanceseasaun poursuite, en I'occurrence
M(z7') = B(z71) (resp.M(z7') = 1) dans le cas d'un@P (resp. une?SP ou uneP.M)
comme le montrent les développements consacrés a la agatitdh de la classe des régu-
lateurs admissibles du paragraphe 6.3.4. Compte tenu dliat8.1, la synthése modale est
possible pourvu que les conditions suivantes soient vraies

H1. pged (A(z"")D,(27"), B(z"")D.(z7")) =1

et
H2. nm +nm < na+nd, +nb+nd. + d
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Remarque 7.4 Dans le contexte considéré des systemes asservis, I'iggasth peut étre ré-
duite comme suit

H1. pged (B(z7"), D, (z71)) =1

puisquepged (A(z71), B(2™1)) = pged (Dy(271), De(271)) = pged (A(z71), De(271)) = 1.

En effet, les polyndmed(z~!) et B(x~!) sont premiers entre eux puisqu'’ils constituent la
fonction de transferg, (>~!) du systéme. Et comme les perturbations et les composaates in
désirables de la sortie ne sont pas de méme nature, les pobsB, (> ') et D.(2~!) soient
premiers entre eux. Par ailleurs, compte tenu de la strictllun régulateur réalisant une dé
pollution du signal de commande (6.39), Les polynérhes!) et D.(z~1) sont premiers entre
eux.

Quant au polynémé;.(z~1), il est judicieusement déterminé en fonction des perfooaa®n
poursuite a partir de la configuration des zéros de la fonat®transferty, (z=!) du systeme
et du type de séquence de points de consigne. On distingae#® de poursuite. Le premier
cas reléve d’une poursuite parfaite dont la propriété $acesate peut se récrire sous la forme

PP {Pc (z_l) =B (z_l) T, (z_l) pour tout z € C

On retrouve la problématique de synthése modale avée™!) = T,(z7!) et M(z7}) =
B(z71). Le polyndmeT, (') est alors déterminé a partir des modes du systéme asservi que
I'on peut arbitrairement assigner comme suit

nm

T, (z_l) =M (z_l) = H (1 — u,—z_l) avec p; € Dy
i=1

Et comme les zéros de la fonction de transfgr{z~') du systeme sont des modes spécifiques

du systeme asservi, il faut qu’ils soient situés dans le doende stabilité et de performance.
Ceci justifie 'hypothése supplémentaire

H3. CZ (G, (=) € Dy,

Le deuxieme cas concerne la poursuite semi-parfaite dgrblariété sous-jacente peut se ré-
crire comme suit

PSP {P. (") =B(1)T, (=7") pourtout z € C

On retrouve la problématique de synthése modale avec™') = B (1) T.(z ') et M(z7}) =
1. EtsiB (1) # 0, alors le polyndmé., (>~1) peut étre déterminé a partir des modes du systéme
asservi que I'on peut arbitrairement assigner comme sulit

1
B(1)

Une hypothése supplémentaire est alors nécessaire pountlese

T, (2_1) =GP, (2_1) avec =

H3. G, (-7') n"admet aucun zéro en un



Commande modale 167

Le troisieme cas concerne la précision maximale réalisée ane commande avec retour uni-
taire incorporant une compensation parfaite de la séquimo&férence sans aucune hypothése
sur les zéros du systeme hormis les hypotheses intrinsadaesabilité. On aura alors

T, (z_l) =z 4R (2_1) D. (z_l)

La compensation parfaite de la séquence de référence reguéconnaissance du modele gé-
nérateur de la séquence de points de consigne. Ce qui jlibfi@these complémentaire

H3. D*(q~u'(t) = C*(¢71)d(t)

La synthése modale d’'un asservissement peut étre alocsuefeeprogressivement en plusieurs
étapes en utilisant a la lumiére de la synthese concise daifaite en guise d’introduction.

e La premiére étape concerne la spécification de la périoadadidillonnage a partir de la
dynamique de régulation requise conformément au théoréeahnon, soib, T, < .
La condition suivante s’est avérée judicieuse dans laquatdes systemes échantillon-
nés.

m m

o 1

e La deuxiéme étape consiste en la définition du domaine déitgtah de performances a
partir des performances requises en régulation comme suit

Im(z)=0
Dy, =1z€C/
Re(z) € [e7rTe emrTe] avecy > 1

w, T, € [

e La troisiéme étape est consacrée a la détermination des@uobsD, (z7!) et D.(z71),

soit
D(z7h) _
D (=Y = pged (D(271), E(z71)) si PA
T m D(z_l) D*(Z_l) -
et . (pgcﬂD(Z‘l),E(z—l))’ pgcd(D*<z—1>,A<z—1>>) St PM

Dina(z71) silaDSC est requise
Dc(z_l) =

Dopa(z71) autrement

On notera queD,,,(2') est un paramétre de synthése auxiliaire que I'on peut etilis
judicieusement pour affiner le modelage des fonctions deilsiété usuelles du systeme
de commande.

e La quatrieme étape est a la détermination des polyndies') et S(z~!) a partir de
I'équation polynomialeS M sous la contrainté3. Le polynébme des modes est spécifié
comme suit
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M (z_l) = M, (z_l) M, (z_l)

avec
My (z_l) =1—2ewrTey7t 4 o 2wrTe ;2

nm—2
M,(z) = H (1 —e T2 avec v > 1 pouri € [1,nm — 2]

Mgy (271) et M, (1) désignent respectivement le polynéme des modes domintlets e
polyndme des modes auxiliaires. Les modes dominants séaifigs a partir de la dyna-
mique de régulation requise. Les modes auxiliaires soativeinent rapides par rapport
aux modes dominants; ils permettent d’affiner les perfogeaardu systéme asservi via
un modelage approprié des fonctions de sensibilité usuelle

e La cinquieme étape reléve de la spécification du génératelarséquence de référence a
partir de la dynamique de poursuite requise, soit

~ Z—d—l (1 _ 6—pre)2
G (z7") = 1 — 2e-wrTes 1 4 o—2wpTe 52

o La sixieme étape est réservée a la détermination du polydie!) en fonction de la
nature de la poursuite admissible, soit

M(z7h) dans le cas d’'un@P
T,(z7Y = { BM(z7Y) dans le cas d'un®@SP
24 1R(¢7')D.(271) dans le cas d'un®M

Comme on peut assigner arbitrairement tous les modes densgsisservi dans le cas d’'une
poursuite semi parfaite ou d’une précision maximale, lamhéination du régulateur est directe.
On détermine d’abord les polyndméX->~1) et S(>~!) en résolvant I'équation polynomiale
(7.3) sous les hypothesgsl et 72 avecM (:~1) = 1, soit

A ND (2SN + 27 Bz YD (zHR(z™Y = M(27Y) = H (1—pz™t)

i=1

Ensuite, on élabore le polynorig(z~!) en fonction de la nature de la poursuite, soit

BM(z7Y) avec B = L danslecas d'un@SP
T7«<Z_1) — B(l)

IR DA(27Y) dans le cas d'un@ M
Dans le cas d’'une poursuite parfaite, on ne peut pas assgnaairement tous les modes du
systéme asservi. La détermination des polynomies'), S(z~!) etT,(z~1) est faite en résol-

vant I'equation polynomiale (7.3) sous les hypotheékdset H2 avecM(z7Y) = T,(z71) et
M(z7') = B(z71), soit

AGYD, (1S + 2 B DR = BEL(T) (75)
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Cette équation requiert qu&(z ") soit un diviseur de&§(>~') compte tenu d@{1, soitS(q~') =
B(z7Y)G(z7!) et queT,.(>7') soit constitué a partir des modes arbitraires du systénes\ass
Cette remarque pertinente suggeére de déterminer le réguldamme suit

To(a7Y) = M(s71) = My(z 1) M, (=) (7.6)
Sz =B(zHG(™ (7.7)

et
EPP {A(")D. (=" )G(=) + 21D, )R- = M(= ) (7.8)

ou My(z71) € Rylz71] et M,(271) € Ry,[27!] ne sont autres que les polyndmes des modes
dominants et des modes auxiliaires définis au paragraphédgesit. Une telle synthése est pos-
sible pourvu que les hypotheses suivantes soient vraies

H1. pged (A(z"")D,(z7"), D.(27")) =1

H2. nm < na+ nd, +d+ nd,

et
H3. CZ (G, (=) € Dy

Les hypothese®(1 et H2 s'imposent par la résolution de I'équation polynomiale3)7alors
que I'hypothésé+3 résulte du fait que les zéros du systéme sont des modes dstensy as-
servi réalisant une poursuite parfaite.

Remarque 7.5 Dans le cas ou la partie fixe du régulateur ne concerne que fdigoration

de ses poles, i.e).(z71) = 1, la condition?1 est naturellement satisfaite et les polyndmes
G(z7') et R(27') ne sont autres que le quotient et le reste de la division digcine du poly-
nomeP(z~! par le polyndmed(z—1)D,(z71), soit

Remarque 7.6 Les performances en sortie des systémes de commande méahsgpoursuite
admissible sont décrits par

y(t) = Gar (¢ )y (8) 4+ Goplg™ ) (t) + Gap(g~ In(t)

avec
lim G.,(¢ v(t) =0

t—o00

Le comportement de I'erreur de poursuite en sortie est damnde par celui de la séquence de
référence filtrée par la dynamique de poursuite modulo letseéiu bruit de mesure caractéri-
sés par le processus stochastidyg, (¢~!)n(t)} de moyenne nulle et de variance finie, soit

E{ey(t)} =0 et E{(e,(t)"} =07
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Et compte tenu que I'erreur de poursuite en sortie est égdikergeur de poursuite dans le cas
d’'une poursuite parfaite puisquBP(z~!) = 1 Vz € C, on peut en déduire que la sortie du
systéme est égale a la séquence de référence modulo legleffeuit de mesure. On peut alors
spécifier d'une maniere indépendante les performancedges|@n poursuite et en régulation
a partirdeG*(z) et M (z).

On notera que I'appellation de poursuite parfaite est médipar le fait que la sortie du systeme
est identiguement égale a la séquence de référence dans ldéal ou le bruit de mesure est

identiquement nul. Une telle propriété est I'essence dgpélation commande avec modéle de
référence, ou le modéle de référence n’est autre que le genérde la séquence de référence

g (2).

Exemple 1.0n se propose de concevoir un régulateur réalisant uneytiegimissible avec
une dynamique de régulation caractérisée par un mode denbl& pour les systémes décrits
par le modéle de commande

(1+0.7z71)
14272

_2—2"1
1=z

11— 0.5z~ 1
1422

G, (- = = LGz et H(z)

Compte tenu de la dynamique de régulation, on peut définioteaine de stabilité et de per-
formance comme suit

Dyp={2€C/ |2]<08}

Et commeCZ (G,(z7')) = {-0.7} € D,,, on peut envisager une poursuite parfaite. Par
ailleurs, compte tenu des modélgs(z~') et #(z7!), on peut en déduire quB,(>7') =
1 — z~1. Et comme les spécificatio®3 et S4 ne figurent pas dans les performances requises,
on n'aura aucune contrainte de synthésBgy ') = 1.
Les performances requises sont réalisées par un systésmiaggisant un régulateur (7.2)
ou les polyndmes(>71), S(>71) et T,(>~') sont déterminés en résolvant I'équation polyno-
miale

(I+2?) 1=z 4221407z )R = (1407271 T(z)

et le modele générateur de la séquence de référence estpiimneé

. 1001
=)= (1—-0.9271)°

Les polyndmesi(z~'), S(z7!) etT,.(>~') peuvent étre alors déterminés comme suit

T.(:") = (1-0.8271)°
Sz =B("HG(=") = (140727 (9o + g127")

R(z_l) =1, 4+ 12t rez?
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ou les polynémesé:(>~1) et R(>~!) sont la solution de I'équation polynomiale

1+ (1-2"GEY+2R(z")=(1- 0.8z_1)2
soit

(1 + 2_2) (1 — z‘l) (go + glz_l) + 272 (7’0 +riz7t + rgz_2) = (1 — 0.7z_1)2

ou d’une maniére équivalente le systeme d’équations cobhpat

1 0 000 %o 1
-1 1 000 7 1.4
1 -1 100 ro | = | 0.49
-1 1 010 - 0
0 -1 00 1 Ty 0

Exemple 2.0n se propose de concevoir un régulateur réalisant uneytiegimissible avec
une dynamique de régulation caractérisée par un mode hewtd.7 pour les systémes décrits
par le modéle de commande

oz (14227
1 —22 14 Y

1—0.5z71 _ 1
=191 g et H(z™!) =

1=z

90(2_1) gp(z_l)

Compte tenu de la dynamique de régulation, on peut définioteaine de stabilité et de per-
formance comme suit

Dy, ={z€C/ | 2|<0.7}

Commeg,(z~!) admet un seul zéro situé a I'extérieur du domaine de st@pidit ne peut
pas envisager une poursuite parfaite. La poursuite serfaifmest faisable puisque le zéro de
G,(271) est différent de 1. Par ailleurs, compte tenu des modgles™) etH(z="'), on peut en
déduire queD,.(z7!) = 1 — z~!. Et comme les spécificatiod®3 et S4 ne figurent pas dans les
performances requises, on n’aura aucune contrainte deésmtNéanmoins, on peut prendre
D.(z71) =1 - puz"t avecO < p < 1 et utiliser le scalaires comme parametre de synthése
pour affiner le modelage de la fonction de sensibiltg(> 7).

Les performances requises sont réalisées par un systésmiaggisant un régulateur (7.2)
ou les polynémeg(2~1) et S(z~1) sont déterminés en résolvant I'équation polynomiale

(1-2- 42 (1—2DSE )+ (1+2:) (1—pz ) REY = (1-0727) 7"

ou d’une maniére équivalente le systeme d’équations cobhpat

1
-3
3
-1

0
1
-3
3
—1

0
0
1
-3
3
-1

0 0 0
1 0 0
1—p 1 0
2 1—p 1
0 —2u 1—p
0 0 -2/

So
S1
S2
To
™
T

1
—3.5
4.9
—3.402
1.2005

| —0.16807 |
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Et le polyndmeT, (> ~1) et la fonction de transfeg*(>~') sont respectivement donnés par

- 1 4 .f -1y 0.04
T =g (=07 et 06 = e

7.2 Commande PID

Les synthéses des systémes de comm&ifR sont généralement effectuées d’une maniere
empirique pour ne pas dire manuelle en dépit de la dispiéilsilr le marché d’un certain
nombre de procédures éprouvées d'auto-ajustement owoetalibrage ([1]). Les fans de la
commandePZD se justifient par un ensemble de compromis entre les perfaresaréalisées
et I'investissement culturel requis. On se propose de mettrévidence les performances at-
teignables par un systéeme de comma@deD congu a partir d’'une synthese modale, tout en
soulignant ses limitations intrinséques a la lumiére desltdts qui ont été obtenus sur la ca-
ractérisation des asservissements. Pour ce faire, il @strtamt de remarquer que toutes les lois
de command@®ZD numérique peuvent se mettre sous la forme usuelle

S(g")D(q " u(t) + R(qg ym(t) = To(¢ Dy (t+d+ 1)
PID (7.9)
A (g Ny (t+d+1) = B*(q~u*(t)
avec

(7.10)

Compte tenu des résultats qui ont été établis pour les sgstasservis, on peut en déduire les
spécificités des systémes de commaRd®.

e CommeD,(z71) = 1 — 271, on peut postuler que toutes les perturbations (resp. tes sé
guences de référence) du type échelon sont parfaitemengerm@es (resp. poursuivis),
indépendamment de la méthode de synthése.

e La dépollution du signal de commande ne figure pas au menu centanandePZD.
Néanmoins, les composantes de la sortie décritesipar')y;..(t) = C(¢~')d(t) sont
naturellement bloguées sur le signal de commande.

¢ Lafonction de sensibilité usueleS (> ') des systémes de commarfdéD est un filtre
passe-haut : c’est ce qui explique leur sensibilité auxtbre mesure inéluctables et
l'introduction des filtres passe-bas, en amont ou en avaysigse comme l'indique la
figure 7.1, dans certains systemes de régulation industrled synthése de ces filtres
nécessite toutefois un investissement culturel qui est &iedela du fameux compromis
performances/simplicité mis en avant par les fans de la camale’”ZD. Le régulateur
correspondant n’est plus un sim@& D, il est décrit par la fonction de transfert

R(z7") = Fy(z 7 Rpia(z ) Ful2™)
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OUR,ia(z"") désigne la fonction de transfert du régulat®@D et F,(2!) et F,(z71)
sont les fonctions de transfert des filtres utilisés respaoent a I'entrée et la sortie du
systéeme.

o(t)  n(t)

|

PID Fu(z™h SYSTEME

fy('z_l)

FIGURE 7.1 — Command®ZD avec filtrage

e Compte tenu du résultat 7.1 et de la structure du régul®R&d», i.e.ns = 1 et nr = 2,
la synthese d’un systeme de commamiED peut étre faite a partir d’'un assignement
arbitraire de ses modes pourvu que le modele de commandie Vési deux conditions
suivantes

pged (A(z"")(1—2""),B(z"")) =1 et na=nb+d+1=2

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour Bexistet I'unicité d’un régulateur
‘PZD pourvu quenm < 4. Et comme

nb+d+1=2 = ((nb=1)et (d=0)) ou ((nb=0)et (d=2))

on retient plutdt le casnb = 1) et (d = 0) dans la mesure ou les modéles échantillonnés
exhibent généralement un zéro, notamment celui qui permétmir compte du retard
fractionnaire résultant des temps de conversion et deladlcsignal de commande.

On peut alors conclure que I'on peut réaliser un assignearbitraire des modes d’un
systéme de command&ZD pour les systémes dont le comportement entrée-sortie peut
étre décrit par le modéle de commande

(1+a1q7 '+ axqg ) y(t) = (by + big ) u(t — 1) +v(t)
MCPID (7.11)
(I=g Ho(t) =1 +cg "))

pourvu que les polynomes(z~1)(1 — z1) et B(z~!) soient premiers entre eux.
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Remarque 7.7 La conditionnm < 4 stipule que le systéme de commande admet au plus
quatre modes dontm modes sont assignes aux valeurs désitgsour i € [1,nm]; les
4 — nm modes restant sont assignés a l'origine.

L'assignement arbitraire des modes d’un systeme de comafaDD consiste a résoudre
I'équation polynomiale

(1 +az7t+ a2z_2) (1 — z_l) (1 + 512_1) + 271 (bo + blq_l) (7’0 + 27t 4 rgz_2)

14 mlz_l + m22_2 + m3z_3 + m4z_4

ou d’une maniére équivalente le systeme d’équations

1 b, 0 0 s1 my+1—a;
CL1—1 bl bo 0 To . Mo + a1 — Qg
ag — aq 0 bl bo 1 - ms + as
—as9 0O 0 bl T2 my
Un tel systéme est linéaire et admet une solution unigueen,, 1, 2) Si et seulement
Si
1 b, 0 O

Acdet| @1 0o 0 asbi+by (b7 — by (a1 — 1) by — b, (a2 — a1))) # 0

a9 — a1 0 bl bo
—as 0 0 bl

Il faut remarquer que la synthése du systeme de comm®adde n’est pas faisable si
I'une des conditions suivantes est vraie

a9 = 0 et bl =0
B(1)=b,+b,=0
B(z™Y) divise A(z"Y)D(z™1)
La premiére condition stipule tout simplement que le systérast pas de second ordre,
alors que la seconde condition signifie que le zéro du systétrégal a un. Quant a la troi-

siéme condition, elle implique que le reste de la divisiodlidienne deA(z~1)D(z71)
par B(>~1) est nul. En effet, on a

B(z™1)
AGD( )

F(z™h

=P AT
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Il apparait clairement qug(q—?) divise A(¢~1)D(¢ ') si et seulement si le reste de la
division est identiguement nul, soit

On retrouve ainsi toutes les conditions structurellesissgusur le modéle de commande.
Notons que siB(z!) divise A(z71)D(z71), alors B(>7!) divise P(z71) et il est donc
impossible de réaliser un assignement arbitraire des nthdsgsteme de commande.

Remarque 7.8 Les régulateur?ZD congus a partir d’'une synthése modale sont limités
a la classe des systémes caractérisée par un comportentedd-aortie de second ordre,
un retard pur strictement inférieur a la période d’échalatiinage et des perturbations du
type échelon. On peut toutefois trouver des actiBng et D qui stabilisent une classe
plus large de systémes, irnex > 2, nb > 1 etd > 1, avec des performances dynamiques
gue I'on ne peut pas garantir a priori.

En guise d’'une sage conclusion, on dira que I'on peut exgldtdt puissance de calcul requise
pour la mise en ceuvre d’'URZD numérique pour concevoir un systéme de commande beau-
coup plus performant a partir des techniques qui ont étéloigvées tout au long des trois
derniéres décennies par la communauté d’automatique.eChritiues permettent de mieux
appréhender et traiter I'inéluctable compromis entre kEr$opmances et la robustesse des as-
servissements ([6], [23]).

7.3 Mise en ceuvre du régulateur

On distingue deux problématiques cruciales pour la miseweneses systemes de commande
linéaire. La premiére concerne les non linéarités des ceamie de l'asservissement qu’il faut

compenser par des inversions appropriées pour recoutaggrdthese de linéarité dans la me-
sure du possible. La seconde reléve des saturations iaBlastdes actionneurs qui doivent étre
prises en compte aussi bien lors de la spécification desrpafes requises, que lors de la
mise en ceuvre du régulateur. En effet, les performancessesgdoivent étre admissibles par

rapport au domaine de linéarité du systéme et la puissagperdble. On est donc amené, a
définir un domaine admissible pour les entrées dans lequiibprojeter la séquence de com-

mande calculée.

La mise en oeuvre d’'un régulateur peut étre réalisée conintidue la figure 9.5 pour pallier

relativement raisonnablement le probléme de saturatisradBonneurs lorsque le régulateur
n’est pas stable. Elle consiste a récrire tout simplemdot ke commande (7.2) sous la forme

us(t) = sau(t))

avec
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ou sat.) désigne la fonction de saturation. On notera plus paréoethent que toutes les com-
posantes du régulateur sont stables pourvu que toutesciessalu polyndme?,(z~!) soient
situées dans le domaine de stabilité et que la sortie de |p@sante définie par la fonction de
transfert

Ry(z7Y) — Py(z71)
P,(z71)

ne dépend que du passé de la commande pourvu que les preagffisients des polynémes
P,(z7') et Ry(=~") soient égaux puisque

Poo=rao == IW(T)ER[ET] [ Ra(z™") = Po(27!) = 27 W (™)

Ceci n'est pas le cas si I'on utilise la forme usuelle (7.2que le signal de commande peut
perdre sa bornitude dans le cas d’'une saturation persstaette paramétrisation du régulateur
est issue de la culture de la commande avec retour d’étatpo@nt un observateur : la base
du génie de la rétroaction.

y(t+d+1) R,(z7Y)

/»

Ynm(t) Ro(=) A u(t) — | us(t)
Py(z 1) -

Py(27') = Ra(27)
P,(z71)

FIGURE 7.2 — Mise en ceuvre d’un régulateur saturant

Remarque 7.9 Comme toutes les composantes d’'un systeme de commande @léle m-
terne, i.e. le systéme, le modele de commande et le filtrebdstification, sont stables, toutes
les variables internes qui leur sont associées sont bornées systemes de commande avec
modele interne sont alors intrinsequement bien condi#gsnvis-a-vis des saturations des ac-
tionneurs.
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7.4 Commande d'un réacteur chimique

Les réacteurs chimiques opérant en mode semi-bach sonislepbplus utilisés dans la fabri-
cation des produits a haute valeur ajoutée, en I'occurrnckimie fine et la pharmacie, pour
des considérations de flexibilité et de polyvalence de fonnement. Un réacteur semi-batch
transforme des réactifs, avec un catalyseur si besoinregtpeuits. L'apport ou I'évacuation de
la chaleur de la réaction s’effectue par la circulation dlurde caloporteur dans une double en-
veloppe. Le fluide caloporteur provient d’'une source d’'dzaucle et d’'une source d’eau froide
a travers une vanne asservie en débit. Dans le cas d’'unéoréagbthermique irréversible du
type réactif A + réactif B— Produits, le mode opératoire consiste a réaliser les tiwases
suivantes.

e Préchauffer le solvant et éventuellement une partie desif®pisqu’a la température de
la réaction a I'aide du fluide caloporteur.

e Maintenir la température du milieu réactionnel constamtedant et aprés I'introduction
des réactifs.

e Refroidir le mélange réactionnel a I'aide du fluide calopart

La dynamique du systeme exhibe des variations importapntssdu passage d’'une étape a
l'autre pour justifier I'utilisation des techniques de coamde avancée par rapport a celle qui
dominent le marché de la régulation industrielle, en I'ooence la commandBZD avec des
synthéses aussi pauvres en performances que le pauvreengpigles utilisent pour détermi-
ner les action®, Z et D, notamment un a deux points de la réponse fréquentiellediciétie

du systeme.

On présente dans ce qui suit des résultats de simulatios @ssoe étude de faisabilité de la
commande modale d’un simulateur réaliste de réacteursghén exothermiques parfaitement
agités développé a partir de leur bilans de matiere et bilermiques sous des hypothéses rela-
tivement raisonnables. Pour mieux apprécier la fais@liktla commande modale des réacteurs
semi-batch, on a adopté une démarche progressive poumlatiés du probléme d’asservis-
sement de la température du réacteur a partir de la temp&diuiuide caloporteur modulo
une ouverture appropriée de la vanne. La chaleur de la o@aesit particulierement considérée
comme une perturbation d’état.

Cete démarche consiste a effectuer une étude comparatiyeed®rmances des systemes de
commande qui dominent la régulation industrielle aveesallun systeme de commande mo-
dale. Pour ce faire, on se focalisera sur les formes desémsade sensibilité usuelles et le com-
portement entrée-sortie. Les fonctions de sensibilitéllessipermettent d’apprécier le compro-
mis performances/robustesse réalisé alors que le compemteentrée-sortie permet de donner
une image sur la qualité du produit. Cette étude a été réadiggc le progiciebZMART : un
systéeme de conception assistée par ordinateur qui, ostr@éehodologies d’identification et
de commande (adaptative), offre une procedure de calilznaigenatique des régulatedpL D

a partir d’une expérience de relais qui a été validée paroragux conceptions des systemes
de command@®ZD par des industriels qui sont soucieux de I'avenir du marehi& dégulation
industrielle compte tenu des avancées réalisées dans imoe la théorie des systémes tout
au long des derniéres décennies.
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FIGURE 7.3 — Le réacteur chimique

Parametres de synthese Valeurs
| T, | 205 |
CPSCRE {0.6, 0.7,0.9}
CPOBS {0.5, 0.6,0.8}
D,.(z7Y) 1—2z71
Do(z7 1) 1-082"
. 1 — 26_0'2 + 6_0'4
g (Z 1> 1 — 26_0'22_1 + 6_0'42_2

TABLE 7.1 — Spécification des parameétres de synthése

| Méthodes de commandePZD | CMZ | CMOD |

Marge de gain 10.68| 18.17| 10.32
Marge de phase 74.01| 72.41| 42.42
Marge de retard 175 | 333 141

Marge de module 3.16 | 4.87 2.45
Bande d’atténuation | 0.015| 0.004| 0.005

TABLE 7.2 — Marges de robustesse et bandes d’atténuation
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La figure 7.4 montre un comportement entrée-sortie en bauwalerte du réacteur semi-batch
considéré. Notons que ce comportement dynamique est shableamorti et sans retard pur
apparent avant et apres la réaction qui a lieu a l'instantis00n peut alors utiliser une com-
mandePZD ou une commande avec modéle interne. La synthése du sys&gmranande
PLID a été faite a partir d'une méthode basée sur le principe idoph symétrique. Le choix
de cette méthode a été motivé par des considérations dedtiglauto-calibrage dans la me-
sure ou son modele de synthéese est réduit au point de la efrégsentielle dont le déphasage
est de—135°. En effet, ce dernier est effectué par une expérience appeoge relais qui permet
d’identifier les points de la réponse fréquentielle qui sevent dans le troisieme quadrant du
plan complexe [1].

La figure 7.5 montre le comportement entrée-sortie du réaetecontre réaction avec le relais
dont 'amplitude et I'hysteresis changent de maniére atitienle point de la réponse fréquen-
tielle dont le déphasage est d&35°. Une telle procédure a été proposée dans [18].

La figure 7.6 montre le comportement entrée-sortie du syst@encommand@®ZD en I'ab-
sence d’'un bruit de mesure. Les performances semblente#iterement bonnes pour justifier
largement l'utilisation d’un systéme de commarfED pour la réalisation des profils de tem-
pérature requis lorsque la précision de la mesure de tetopei@dans le réacteur est infinie. La
figure 7.7 montre le comportement entrée-sortie du systear@omhmandé®ZD en présence
d’un bruit de mesure de varian@e001. La sensibilité du systéeme de commande a un bruit
de mesure, aussi faible que peut étre sa variance, est nealdeqOn montrera ci-dessous que
cette amplification du bruit de mesure sur le signal de contimast intrinseque a la commande
PID.

La synthése d’un systéme de commande avec modéle internemgystéme de commande
modale est basée sur un modéle de commande qui représeniguxuacomportement entrée-
sortie. La figure 7.8 montre les données entrée-sortie gudténutilisées pour I'identification
d’'un modéle de commande. Cette derniére a été effectuéaiaeanéthode des moindres car-
rés bien élaborée pour réaliser une bonne identificatiomalyhamique du réacteur dans la
bande passante requise pour le systéme de commande, amérae les données sont préa-
lablement filtrées et normalisées. Le modeéle obtenu perfabord d’expliquer les mauvaises
performances du systéme de comma®deD. La figure 7.9 montre les fonctions de sensibi-
lité usuelles des systemes de commaRdé (traits forts), de commande avec modéle interne
(traits discontinus) et de commande modale (traits fingdmiglification du bruit de mesure sur
le signal de commande est due au gain relativement élevéfdaddon de sensibilité usuelle
(sensibilité*régulateur). On notera que les marges destelsse du systéeme de commamdeD
sont relativement bonnes comme l'indiquent la table 7.2adiiglure 7.10 qui montre les gains
en boucle ouverte des systemes de commande considérés.
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FIGURE 7.4 — Comportement entrée-sortie en boucle ouverte
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Température du réacteur
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FIGURE 7.8 — Données entrée-sortie pour l'identification du system
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FIGURE 7.9 — Fonctions de sensibilité usuelles
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Gains en boucle ouverte
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FIGURE 7.10 — Gains en boucle ouverte

La figure 7.11 montre le comportement entrée-sortie d’'utesys de commande avec modele
interne. Le filtre de robustification a été choisi a la lumigeda commande prédictive de Smith
pour réduire les dynamiques de poursuite et de régulaties performances sont relativement
bonnes aussi bien du point de vue des fonctions de sergillitelles que du point de vue du
comportement entrée-sortie. On notera que le rejet desrpations est relativement lent dans
la mesure ou la commande avec modéle interne préserve lkes @dlsysteme a commander.
C’est ce qui explique le fait que la commande avec modelerateonduit a la plus petite bande
d’atténuation comme l'indique la table 7.2. Les meilleuarges de robustesse sont cependant
obtenues avec la commande avec modéle interne comme li@dégtable 7.2 ou les gains en
boucle ouverte de la figure 7.10. C’est ce qui justifie uneageetpopularité de la commande
avec modéle interne.

La figure 7.12 montre le comportement entrée-sortie d’'utesys de commande modale. Le
comportement dynamique en sortie est comparable a celd derhmandePZD, alors que
le comportement dynamique en entrée est comparable a eelai commande avec modeéle
interne. Les fonctions de sensibilité usuelles sont reatent bonnes par rapport a celles du
systeme de commande avec modeéle interne comme celles dumgysie command@ZD,
comme l'indiquent la figure 7.9. Bien que les marges de rassst soient relativement petites
par rapport a celles de la commande avec modele interns, ssl@ néanmoins admissibles
par rapport aux exigences de la pratique industrielle. Laréi¢y.13 montre le comportement
entrée-sortie d'un systeme de commande modale auto-blista fonction d’auto-ajustement
a ete faite a partir d’'une identification préalable en bofetmée utilisant un relais. On notera
gue l'adaptation paramétrique a été gelée avant la réaction
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FIGURE 7.11 — Comportement entrée-sortie de la commande avec enindieétne
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FIGURE 7.13 — Performances de la commande modale auto-ajustable

La valeur ajoutée de la commande modale des réacteurs exiglaes parfaitement agités opé-
rant en mode semi-batch par rapport a la comma&pigP et la commande avec modéle interne
a été mise en exergue. On peut retenir les aspects suivants

e La sensibilité générique des systémes de comm@ide par rapport aux bruits de me-
sure inéluctables aussi bonnes que peuvent étre leur esiseset performances dyna-
miques.

e Lalimitation des performances dynamiques d’'un systemedewande avec modele in-
terne par la dynamique de la cascade composée du systeméleedie robustification.
On ne peut donc réduire le temps de production avec ce typerdmande dont I'unique
atout est la possibilité de réduire arbitrairement la gslits aux bruits de mesure inéluc-
tables.

e La commande modale permet de réaliser aisément un compesmisssible entre les
performances et la robustesse. Les parametres de synthasmpétre réduits a deux en-
tiersh, eth. qui désignent respectivement les horizons d’observatida eommande qui
permettent de spécifier les modes du systeme asservi agarte procedure adéquate
basée sur la configuration des pdles du systeme proposéegians

7.5 Conclusion

La motivation de ce chapitre a été de montrer que la conaepids systémes asservis peut
étre réalisée d’une maniére pragmatique et rationnelle awe synthése modale a partir d’'une
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structure de régulateur qui s’est imposée par les récetagrade la régulation industrielle, soit

S(a= "D (g Mu(t) + R(g ") Delq ym(t) = Tr(g )y*(t +d + 1)
REG
A (g Nyt +d+1) = B* (g u*(t)

La synthése modale peut étre effectuée, a partir des pafm®s requises, en plusieurs étapes
comme suit.

e La spécification de la période d’échantillonnage et la défimidu domaine de stabilité et
de performances a partir des performances requises emtiégul

e Ladétermination de la partie fixe du régulateur, i.e. legpamesD, (z~!) et D.(z71), en
fonction des conditions requises en matiere de compemnsddi® perturbations et de deé-
pollution du signal de commande et/ou d’insensibilité atwit de mesure inéluctables.
Cette étape est effectuée a la lumiére du principe du moa&mie, de la nature des per-
turbations et d'un modelage adéquat de de la fonction delsktésusuelleRS (z71).

e Le choix de la nature de poursuite en fonction de la configamates zéros du systeme
par rapport au domaine de stabilité et de performances atlaende la séquence de
points de consigne et la spécification du générateur de laeség de référence, i.e. les
polynémesA*(z~1) et B*(z~1), en fonction des performances requises en poursuite.

e La spécification des modes du systéme asservi a partir duiderme stabilité et de per-
formances et la détermination du régulateur conduisant dagtelage approprié de la
dynamique de poursuite et des fonctions de sensibilitdlesu®n détermine d’abord les
polyndmesRk(z~1) et S(z~1) a partir de la résolution d’'une équation polynomiale appro-
priée. Le polyndmd’,.(z~') est ensuite élaborée en fonction de la nature de la poursuite
admissible par rapport a la configuration des zéros du sespemrapport au domaine de
stabilité et de performances et la nature de la séquenceimks ge consigne.

Ces aspects de synthése ont permis de mettre en évideniogitagdns intrinséques de la com-
mandePZD, en I'occurrence la sensibilité aux bruits de mesure irtahles et la compensation
parfaite des perturbations (resp. la précision maximae)éeluite a la classe des perturbations
du type échelon (resp. des séquences de référence du tyglerdch

Une étude de faisabilité de la commande modale pour la ctipcegfun asservissement de
température d’'un réacteur chimique semi-batch a été faite.a particulierement permis de
mettre en exergue les atouts de la commande modale par rapf@ocommandéZD et la
commande avec modele interne.

7.6 Probléemes

Probléme 7.1 Considérons la classe des systemes continus dont la dynampégit &tre raison-
nablement décrite par un oscillateur et dont toutes lesyrestions de charge sous-jacentes
peuvent étre ramenées en entrée et sont du type échelommpmdement entrée-sortie de cette
classe de systémes est décrite par I'équation différdatiel
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(p* +w?) y(t) = w? (u(t) +v(t))

OSC Ym(t) = y(t) +n(t)

ou{u(t)} et{y(t)} désignent respectivement I'entrée et la sortie du systémegi)} et{n(t)}
désignent respectivement la sortie mesurée et les bruitsedeire ety n’est autre que la pul-
sation propre de l'oscillateur. On se propose de concevaiagservissement en adoptant une
approche modale réalisant les spécificatidfis S2 et S3 avecw, = w etw, = 0.5w et de le
mettre en ceuvre sur un calculateur comme suit

£1. Attendre le top d’horloge.

£2. Appliquer le signal de commande au systeme.

£3. Acquisition de la sortie du systeme : conversion et saudegar

£4. Détermination du signal de commande.

E5. Allerené&l.

On suggeére de procéder progressivement comme suit.
1) Justifier le fait que I'on peut spécifier la période d’échdntinage comme suit

T
T.==
Wie T35

2) Montrer que le systéme échantillonné sous-jacent esttdgari

I+q?)ylt)=0+q¢") (u(t—2)+ov(t—2))
SYySs Ym(t) = y(t) +n(t)
(I =g "o(t) =vi(t)

3) Préciser les configurations des péles et des zéros du systgosifier pourquoi un ob-
jectif de poursuite parfaite ou une commande avec modédeniatne sont pas faisables.

4) Proposer un régulateur réalisant les spécificatidfis S2 et S3 . On justifiera la struc-
ture du régulateur proposée et on donnera I'équation de séh®gse sans la résoudre.

Probléme 7.2 L'ultime motivation de cet probléme est de mieux appréheleeoncept de
précision maximale, notamment sa spécificité par rapportancept de poursuite parfaite.
Pour ce faire, considérons les asservissements échamté®que I'on peut représenter comme
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le montre la figure 9.3 08)S et REG représentent le systéme et le régulateur et sont respec-
tivement décrits par

{ Al My(t) = B(qg Hu(t —d — 1) + E(g")u(t)
SYS (7.12)

D(qg Mu(t) = C(g~")vi(t)

et
( Ra(g"ult) = Ru(g™") (¥*(t) — ym(1))

A (g Ny (t+d+1) = B*(¢ " )u(t)

REG (7.13)
D*(g~"u*(t) = C* (g~ )u*d(t)

ym(t) = y(t) +n(t)

@ REG SYS

FIGURE 7.14 — Systéme asservi

Pour ce faire, on suggere de procéder d’'une maniere progressomme suit en accordant
une attention particuliére aux propriétés fondamentale$asservissement considére.

1) Montrer que les performances entrée-sortie des systénssvés sont respectivement
données par les équations

y(t) = Gorlg™) y*(t) + Gop(q™") v(t) + Galg™") (1)
SAS (7.14)
Us(t) = Ger(q71) y* (t) + Gepla™") v(t) + Gen(g™) n(t)

oulesg,;(z71) pour (i, j) € [s, €] x[r, p, b] désignent les différentes fonctions de transfert
du systeme asservi dont on précisera les expressions.

2) Préciser la propriété de stabilité nominale et les dynaregde poursuite et de régula-
tion du systéme asservi.
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3) Donner la propriété requise pour réaliser une insensibilitux bruits de mesure inéluc-
tables

4) Montrer que I'erreur de poursuite du systéme asservi eshderpar
EP { e(t) =S(a™") y*(t) = Gopla™) v(t) — Ganla™") () (7.15)

Et préciser la structure du régulateur qui permet de réalisee précision maximale.
5) Préciser le concept de précision maximale par rapport aucemt de poursuite parfaite.

6) Considérons le cas des systemes parfaitement décrits fan¢dion de transfert

_ 273 (1 —2271)
Go(27') = 1 2
1—-1.82"140.81z

et soumis a des perturbations du type échelon en entréeoBeopin régulateur permet-
tant de réaliser les spécifications usuellels S2 et S3 avec une période d’échantillon-
nage telle quev, 7, = 0.7 etw,T, = 0.8.
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Conclusion

Cet ouvrage a été consacré aux problémes fondamentaux déisatidn, de stabilité et de
commande des systemes échantillonnés aprés une motigatioise du pourquoi des choses.
Ces études ont été réalisées en adoptant une approcheegstiemous rappelons les éléments
essentiels.

e Une modélisation des systémes échantillonnés intégranhéaleles des convertisseurs
CAN et CN A issus d’'une présentation rigoureuse des concepts d'édbanage et
de reconstruction. On retrouve naturellement la répongeilisionnelle, la réponse har-
monique, I'équation aux différences, la fonction de trartsét la réalisation d’état d'un
systéme échantillonné avec un focus sur les relations daga®ntre ces différentes re-
présentations.

e Une présentation claire et concise des concepts de séabilitrne et de stabilité interne.
La vraisemblance entre la stabilité externe et la stalfilR€ 3 et I'importance de la sta-
bilité interne par rapport a la stabilité externe ont étéamisn exergue. La stabilité interne
est présentée a partir de I'approched@punov.

e Une interprétation systémique des équations des syst@sewes qui a permis de postu-
ler que les fonctions de sensibilité usuelles d’'un asssewient sont des quantificateurs
de performances nominales et de robustesse en stabilibe é¢g|performances requises
en poursuite peuvent étre réalisées a partir d’'un objeetgalirsuite admissible ou d’'un
objectif de précision maximale. Les limitations des perfances intrinséques a la confi-
guration p6les-zéros de la fonction de transfert en bouslere du systéme asservi ont
éteé soulignées pour mieux apprécier qu’un automaticiemrestgénieux gestionnaire des
compromis entre les performances et la robustesse.

e Une synthése modale qui offre une agréable introductios Hiagénierie de la concep-
tion des systémes de commande par sa simplicité et sa lapljeadqilité. Des résultats
probants obtenus dans un contexte de simulation réalisigeomis de montrer la faisa-
bilité de la commande modale pour la conception d’un asssement de température au
sein d’'un réacteur chimique opérant en mode semi-bach. Ueetian particuliére est
accordée aux limitations de la régulation industriellealigy en I'occurrence la sensibi-
lité des systemes de commarB&D aux bruits de mesure inéluctables et I'invariance
des modes du systéme par une loi de commande avec modeteinter
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Ainsi cet ouvrage est une compilation comprehensible dadtets fondamentaux disponibles
sur I'analyse et la synthése des asservissements écbianéi que tout ingénieur doit acqué-
rir pour mieux apprecier le bouquet offert par la commandecpiculateur. Cette compilation
a été réalisée d’'une maniére rigoureuse avec des remargu@geptes et des problémes qui
permettent de mieux apprécier I'essence la commande paulagdur. Elle m’a plus particu-
lierement permis de remémorer toutes les discussionsradsique j'ai eues avec mon ami
Amine Tahani sur le modele du professeur que nous auriohgaitag avoir a I'Ecole Moham-
madia d’Ingénieurs.

Nul homme ne peut vous réveler quoi que ce soit qui ne sorendéjh dans
I'aube de votre connaissance.

Le maitre qui marche a 'ombre du temple, parmi ses discjpleslonne pas de
sa sagesse mais plutét de sa foi et sa tendresse.

S'’il est vraiment sage, il ne vous invitera pas a entrer dankgis de la sa-
gesse, mais il vous guidera plutbt jusqu’au seuil de votpgies

L’astronome peut vous parler de sa propre comprehensioriedpadce, mais
il ne pourrait vous la donner.

Le musicien peut vous chanter le rythme qui palpite dansdsepace, mais il
ne pourrait vous donner I'oreille qui saisit le rythme, niaix qui lui fait écho.

Et celui qui est versé dans la science des nombres peut volgs gas confins
du mesurable, mais ne saurait vous y conduire.

Car la vision d’'un homme ne préte pas ses ailes a un autre homme

Et comme chacun de vous se tient seul dans le savoir de Diesi, @acun
de vous doit rester seul dans sa connaissance de Dieu et darsngpréhen-
sion du monde.

Gibran Khalil Gibran
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Chapitre 9

Devoirs

On propose cing devoirs corrigés qui constituent une bagemppée pour réaliser une auto-
évaluation vigoureuse des connaissances acquises. litefient de mieux apprécier les résul-
tats fondamentaux de modeélisation, de stabilité, d’amatiess asservissements et de synthese
modale qui ont été présentés d’une maniere compréhensivaudong de cet ouvrage en adop-
tant une approche pragmatique au sens de l'ingénierie déanggs. Une attention particuliere

a été accordée aux aspects fondamentaux. Les aspectsigsagieront particulierement déve-
loppés dans les bureaux d’études de cet enseignement.

DEVOIR Titre Page
1 Les bases élémentaires 183
2 Commande avec modele interne | 192
3 Analyse d’un asservissement 198
4 Synthése modale 208
5 Synthése des asservissements industfie2d.3
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DEVOIR 1: LES BASES ELEMENTAIRES

La motivation principale de ce devoir est une évaluation d@maissances élémentaires du
cours, en l'occurrence l'opérateur retard, la modélisagbla stabilité. Pour ce faire, on de-
mande de traiter les questions suivantes en utilisant ldians du cours.

1)

Décrire brievement les incidences de I'échantillonnage gtincipal atout du contexte
de synthése des systemes échantillonnés par rapport @eslsystemes continus en pré-
cisant la relation de passage associée.

Comment spécifier la période d’échantillonnage dans le ‘casagservissement dont les
performances dynamiques sont caractérisées par un modeatdm’amortissement uni-
taire et de pulsation propte. ? Préciser si un filtre anti-recouvrement est nécessaiie et s
oui donner sa fonction de transfert.

Préciser les relations principales entre les représentatiu systéeme continu et celles du
systéme échantillonné sous-jacent dans le cas d’un syst@miau sans retard.

Déterminer la fonction de transfert du systémes échantibacorrespondant au systéme
continu décrit par la fonction de transfert

B(s)
A(s)

Etudier la configuration des péles et des zéros du systenamtiidbnné dans le cas

Ge(s) =e ™ / 1a=(d+1)T. —nT. avec de N et 0 <n<1

d=0, B(s)=a et A(s) =s+a avec a > 0.

On précisera ce qui se passerait lorsque le scajagads vers 0 ou 1.

Déterminer la réponse impulsionnelle d’'un systeme éclamtié issu d’un systéme conti-
nu exhibant un retard put; que I'on peut exprimer en fonction de la période d’échan-
tillonnage comme suity; = (d + 1)T, — 7T, avecd € N et 0 < n < 1. On précisera

la relation entre la réponse impulsionnelle (resp. la répdrarmonique) et la fonction de
transfert d’'un systéme.

Montrer que la fonction de transfert d’'un systéme échamiilé peut se récrire sous la
forme d’une fraction rationnelle

2~ 1B(z7h) _ z—4-1 (bo + bz L+ bnbz_”b)

—1y _
G9(=") = A(z1) l+aiz7t+.. .+ a2z

En déduire I'équation aux différences du systéme échantii et préciser sa configura-
tions des poles et zéros.
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7) Préciser les relations entre la réalisation d’état, la tioncde transfert d’'un systeme et
I'équation aux différences d’un systéme.

8) Donner la configuration modale d’'un systéme et indiquerlsdéioa avec la configuration
de ses poles. On traitera les exemples suivants

(1 —1 ] (1]
(F: 0 1 ,G:_m,H [100

et

_ 2 1] 5~ [1]1 4

(F:_ _,G:_L,H [010

9) Donner les équations aux différences décrivant des géugsadles perturbations du type
échelon (resp. harmonique dee pulsation connyei.e. v(t) = val(t) (resp.v(t) =
vsin (wt) a(t)), ouwv désigne 'amplitude des perturbations qui est suppos@ame.

10) Considérons un systéme décrit par la fonction de transfert

(z —1) (22 = 2cos(B)z + 1)

avec B € R" et (ay, ay) ER xR
22(z— ) (2 — o)

9(z) =

e Donner les configurations des poéles et des zéros du systeme.

e Etudier sa stabilité en fonction des scalairgset o, comme l'indique le tableau
suivant. On utilisera les acronym&sAS, SMS et STN'S pour désigner respecti-
vement que le systeme est stable, marginalement stablst@bie.

‘ HO&Q|>1‘O&2:1HO(2|<1‘
|Oé1|>1
Oé1:1
|Oé1|<1

e Supposons que le systemes est stable, préciser la claseatdiEss asymptotique-
ment rejetées en sortie.

11) Considérons une cascade composée de deux sous-systénmme tmontre la figure
9.1.

Ya(t)

u(t) Gy (2) y1(t)

ul(t) UQ(t)

Gy (2) y(t)

FIGURE 9.1 — Interconnexion en cascade

Et supposons que les sous-systemes sont décrits par le®fande transfert respective-
ment données par

Bgl (Z)
Aol (Z)

oy
q
no
N

avec Agy1(2) € Rys(2) et Go(z) =

Gi(z) = avec Ago(z) € Ryy(2)
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Donner la condition requise pour que la sortie de la casaaittasymptotiquement nulle,
soit tlim ym(t) = 0, lorsque son entrée est une impulsion d’amplitudaconnue, soit
—00

u(t) = vi(t)

12) Considérons un systéme stable et supposons que son eritiée @®cessus stochas-
tique stationnaire de moyenne nulle et de variance finiell@ast la nature de la sortie
du systeme ? On précisera la condition requise sur le sygténreque cette sortie soit
assimilable a un zéro ingénieur.
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1)

DEVOIR 1 : UNE SOLUTION!!

On distingue trois incidences de I'échantillonnage. Larpege incidence est I'étalage du
spectre du signal continu jusqu’a 'infini conformément ésultat fondamental d’analyse
spectrale. La seconde incidence reléve d’'une complexitétarelle des systémes échan-
tillonnés, en I'occurrence l'introduction d’un retard piiune période d’échantillonnage,
dans le cas ou le systeme continu est strictement propr&jreedsemble de zéros sup-
plémentaires. Néanmoins, le probleme du retard, qui emgemdprobléme de dimension
infinie dans le contexte des systémes continus, est tranéfen un probleme de dimen-
sion finie et peut étre ainsi aisément traité dans le contiedesystémes échantillonnés.

Compte tenu des performances dynamiques requises, lergyatservi a une bande pas-
sante caractérisée par une pulsation maximale qui n'es que la pulsation propre des
modes dominants de la dynamique de régulation«s0i®n peut alors choisir la période

d’échantillonnage comme suit

m m
w ., <m —> wTE[—, —}
r+e r+e 10 4
Le filtre anti-recouvrement permet de recouvrer un conttxterable a I'application du
théoréme de&hannon, i.e. un spectre borné du signal a échantillonnest llonc néces-
saire si la bande passante du capteur est relativemenidargapport a celle du systeme

asservi. On utilisera pour ce faire un filtre de fonction desfert

w? ¢
FAR(s) = <52 s +w3) avec € > 2
Considérons un systéme continu décrit par sa réponse impnédle{g.(t)}, sa fonction
de transferig.(s) = % et sa réalisation d’étdtF’, G, H, ). La réponses impulsion-
S

nelle, la fonction de transfert et la réalisation d’état gstéme échantillonné sous-jacent
sont respectivement données par
kTe

{9(kTo) s, avec g(KT.) = / ge()dr,
(k—1)T.

g(Z) = it z ({gcoind(kTe)}keN) avec gcind(t) — »C_l (

z

GC(S)) 7

S

et

Te
F=¢le @ = (/ €FCTdT) G., H=H.et E =FE.

La relation entre la fonction de transfert d’'un systeme iconét celle du systéme échan-
tilonné sous-jacent

G(z) = 2! Z ({geoind (KT. — 7a) }ren)

z

oU {g.oina(t)} N'est autre que la réponse indicielle du systéme sans reteydoit
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Geoima(t) = L7 (%)

Et compte tenu de I'expression du retard pur du systémeyi-e.(d+1)7,—nT,, on aura

z—1 1

G(Z) = T ﬁ Z ({gcoind (t + nTE))}keN)

Dans le cas particulier considéré, on a

Geomalt) = L7 (ﬁ) _ G - 8—01—a)

et donc

z ze—onTe

Z ({gcoind (t + UTe))}) = ~ 1 - 5 — 6_aTe

_z ((1—em™e) z + (emaTe — emaTe))
(z—1)(z —eoTe)

La fonction de transfert échantillonnée recherchée ess dlonnée par

(1 —emaTe) z 4 (emanTe — emaTe)

2 (z — e"oTe)

G(2) =

Outre le retard pur d’une période d’échantillonnage isue au bloqueur d’ordre zéro,
le retard fractionnaire induit un zéro auxiliaire dans ladtion de transfert échantillonnée
qui vérifie les conditions aux limites suivantes

lim ( =0 e lim({ = —0
n—1 n—0

5) Rappelons que la réponse impulsionnelle d’'un systeme élibanée est donnée par

kT,

(o e avee gT) = [ gtr)is

Et comme le systéme exhibe un retard pur que I'on peut exprooeme suitr, =
(d+ 1T, +nT. avecd € Net 0 <n < 1,0naura

;

0 pour ¢ € [0, d]

(d+1)T.
ge(T)dT  pour { =d+1
g(T.) = /(d+1—n)Te

or.
/ ge(T)dT  pour £ >d+1
(

L —1)Te

La relation entre la réponse impulsionnelle et la fonctientrdnsfert d’'un systéme est
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donnée par
G(z) = Z ({9(kT2)})

Quant a la relation entre la réponse harmonique et la fomc#otransfert d’un systéme,
elle est donnée par

G(2) = F ({g(kT.)}) = G(e/T*) si le systéme est stable

Compte tenu de I'expression de la réponse impulsionnelsygi¢me échantillonné, on a

o0

y(kTe) = Z g(gTe)u(kTe - gTe)

{=d+1

Et on peut en déduire aisément que la transforméedmla séquence de sortie du sys-
teme est reliée a celle de sa séquence d’entrée par larelatio

Y(2) = (Z g(en)z—é) U(z)

l=d+1

On retrouve la fonction de transfert du systeme échantiberque I'on peut exprimer a
partir de la fonction de transfert sous la forme d’une f@ttiationnelle en—*

Gz = = ig;;

puisqu’on peut toujours effectuer une division euclidieians 'anneau des polynémes
R[z'] et que lesd + 1 premiers éléments de cette division sont nuls, §@7,) =

0 pour ¢ € [0,d]. Par ailleurs, la fonction de transfert du systéme peut Sérensous
la forme d’une fraction rationnelle encomme suit

—d-17(,—1 n —d-1p(,—1
T B(z7') 2"z B(z B
Gz = —A(z—l) = —A(z—l) avec n = mazx (na,nb+d-+1)

soit
3 B,(2) a
1y _ Dol2) A
g(Z ) - AO(Z) g(Z)
avec
) 2" Az si na>nb+d+1
A, (z) =
grbtdtl-na na f(=1) g na <nb+d+1
) granb=d=1 bR~y gi na>nb+d+1
B,(z) =
2" B(z7h) si na <nb+d+1

On peut alors postuler que
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e La configuration des zéros du systeme est constituée dessagiz du polynédme
B(z~') modulo un nombre de zéros en zéro égal au degré relatif detdido de

transfert, soit 2ha—nb—d— 1,sina>nb+d+1

e La configuration des péles du systéme est constituée deesaein: du polynébme
A(27') modulo un nombre de pdles en zéro égal au degré relatif dentdiém de

transfert, soit E nb+d+1—na,Sina<nb+d+1

Le passage d’'une réalisation d’état G, H, £') d’'un systeme a sa fonction de transfert
G(z) peut étre déduit naturellement en prenant la transforméedes équations d’état et
de sortie tout en supposant que les conditions initialeabtlas, soit

H(zl, — F)""G +det (21, — F)E
det (zI, — F)

G(z)=H (2, —F) 'G+E =

Quant au passage d’une fonction de transfert a la reprémentéétat, il n’est pas trivial
compte tenu de la pluralité de la représentation d’état. €t futefois choisir les réa-
lisations canoniques, i.e. les formes canoniques comnbémeéa observable. Et pour la
passage d’'une fonction de transfert d’'un systéme a soniéguatx différences, il suffit
d’un simple retour au domaine temporel comme suit

Z_d_lB(Z_l)
Y(z) = WU(Z)
—
Az (2) = 27 B(z"HU(2)
—
Z (Alg y(kT.)) = Z (¢ ' Blg u(kT.))
=
Alg "y (kT.) = B(g u((k —d - 1)T,)
La configuration des modes d’un systéme n’est autre que t@repde sa matrice d’état,

SOitCM (SYS) =V (F), et n'est pas nécessairement égale a sa configuration des pol
puisqueCP (SYS) C CM (S)S). Dans le cas des exemples considérés, on a

CM((FvaH)) :{171} + CP((FvaH)):{l}

et
CM((F,G,H))={1,1} = CP((F,G,H))
Compte tenu des transformées:etes perturbations considérées, i.e.
Z (va(t)) = v- - -
et .
Z (vsin (wt) a(t)) = —— 25T @) 2

22 —2cos (w)z+ 1

on peut en déduire aisément les équations aux différencewalé leurs modeles géné-
rateurs
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(1—q ") v(t) =0vd(t)

o (1 — 2cos (B) ¢~ + q_z) v(t) =wvsin (8)6(t — 1)

10) Considérons la classe des systemes décrite par la fonditrarmksfert

(z — 1) (2% — 2cos(B)z + 1)

22 (2 —a1) (2 — ag) avec f € RT et (a1, az) € R xR

G(2) =

e La configuration pbles-zéros du systeme est donnée par

CZ(G(z)) = {1,67, e} et CP(G(2)) = {0,0, 1, s}

e Le systeme est stable, marginalement stable et instalde k= valeurs de ses pa-
rametres comme l'indique le tableau suivant

‘ ‘|a2|>1‘a2:1‘|a2|<1‘
(o, > 1] SINS | SINS | SINS
a; =1 SINS | SINS | SMS
(o [<1| SINS | SMS | SAS

e Sile systéme est stable, alors les entrées du type échetbanaplitude inconnue
et harmonique de pulsatiejg et d’amplitude et de phase inconnues sont asympto-
tiguement rejetées en sortie.

11) La fonction de transfert de la cascade de la figure 9.1 estéopar

BUQ(Z) Bol (Z)

G(2) = Ga(2).G1(2) = Ao (2) Api(2)

Et comme les fonctions de transfert sontirréductibles etyd(z) € R,(z) et A1 (2) €
Rsq(2), on peut postuler aisément que la réponse impulsionella dadcade est asymp-
totiquement nulle si et seulementi,(z) divise B, (2).

12) La réponse d’'un systéme stable & un processus stochastajigsaire de moyenne
nulle et de variance finie est un processus stochastiguerstaire de moyenne nulle et
de variance finie. Et si ce systeme est un filtre passe bas,lalsortie du filtre peut étre
assimilée a un zéro ingénieur. On notera qu'un systémeestégiaint un zéro en -1 est un
filtre passe bas.
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DEVOIR 2 : COMMANDE AVEC MODELE INTERNE

On se propose d’effectuer une analyse ingénieur des paafar@s nominales des systemes de
commande avec modeéle interne que I'on peut représenter ediimdique la figure 9.2. Le
systeme est décrit par

y(t) = Go (g ult) + Gplg~ v (t)

VS
Ym(t) = y(t) +n(t)
avec
Go(=) = %B_%_) et Gy(=) = ig;;

alors que le filtre de robustification est décrit par les fmmcte transfert

1 F, (=71
Fl)= FdEZ_I;
v(t) n(t)
yr(t) FILTRE u(t) Ym(t)
\zl:/ DE SYSTEME
ROBUSTESSE

MODELE

DE —(%)

COMMANDE

FIGURE 9.2 — Systeme de commande avec modele interne

On peut ainsi apprécier les propriétés fondamentales aqustitoent I'essence de la popularité
de la commande avec modele interne tout en mettant en éeidasclimitations du point de
vue de son applicabilité. Pour ce faire, on suggere de peva@Einme suit.
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1)

2)

3)

4)

5)

Donner la loi de commande avec modéle interne et en déduined¢dion de transfert du
régulateur.

Donner les équations du comportement entrée-sortie darmgsie commande avec mo-
dele interne et en déduire les conditions de stabilité etyemmiques de poursuite et
de régulation sous-jacentes. On précisera la dynamiquégigation dans le cas ou les
perturbations peuvent étre ramenées en sortie : une hygeotiseielle pour les fans de la
commande avec modele .

Préciser la classe perturbations que I'on peut parfaitenegeter ainsi que la classe des
séquences de référence que I'on peut poursuivre parfaitethaas le cas ou le gain sta-
tique du filtre de robustification est égal a I'inverse du gatatique du modéle de com-
mande du systéme.

Donner les fonctions de sensibilité usuelles du systemeodemande avec modele in-
terne et préciser comment specifier la filtre de robustificagiour réduire la sensibilité
du systeme de commande aux bruits de mesure inéluctables.

Etablir un bilan ingénieur sur la commande avec modeéle neteér partir des résultats
fondamentaux qui ont été obtenus tout au long de cette analys
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DEVOIR 2 : UNE SOLUTION

1) La loi de commande avec modele interne peut étre facilemaehoe a partir du dia-
gramme fonctionnel du systeme de commande correspondént, s

CMI { (1= F(z)G,(27")U(z) = F(z7") (Y*(2) = Yiu(2))
Il s’agit d’'un régulateur a un degré de liberté dont la fometile transfert est donnée

R TN AR
1= F(z G, (27  A(z"HFy(z7!) — 274" 1B(z7 1) F, (27 1)

gue I'on peut récrire sous la forme usuelle
CMT { Ra(g " u(t) + Ralg ym(t) = T(¢ )y (t +d +1)

avec
Ryl ") =Alg VFula™") — ¢ "' Blg ) Falg™)

R.(¢ ") =AlgHFE.(¢ )

T(q¢")=q"Ru(q7")

2) Le comportement entrée-sortie du systeme de commandetesudan éliminant respec-
tivement la sortie et I'entré entre les équations du régulatt du systeme. On aura alors

y(t) = Gorlq™") y*(t) + Goplg™") v(t) + Ganlq™) n(t)
u(t) = Ger(q™") y* (1) + Gep(q™") v(t) + Gen (g™ ") m(t)

ou lesG;;(z71) pour (i, j) € [r,p,b] X [s, 7] désignent les différentes fonctions de trans-
fert du systeme asservis données par

SCMI {

2Bz YR, (27h)

Gorlz™) = Pu(q™!)
1y AETHRL(27Y
Gerle™) = Poq")
Gep(q™h) = _E(Z_1>Rn( ) et Gulg™t) = _A(Z_l)Rn(z_l)

P.(q™)

ou P.(z~!) n'est autre que le polyndme caractéristique donnée par

P.(27") = Az Y Ra(z™ ) + 27 Bz )Ru(q7) = A(g)A(gY) Falg™)
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3)

Les pbles du systeme sont invariants par une loi de commamaenaodéle interne; ils
doivent étre nécessairement situés dans le domaine dététabide performances, i.e.
CP (SYS) C D,,. Etil en de méme pour le filtre de robustification qui représde
parametre de synthése de la commande avec modéle intet& (F(z7')) C Ds,.

Compte tenu des expressions des polyndRgs '), R;(z71) et P.(271) et de la stabi-
lité du systeme de commande, les dynamiques de poursuigerégdlation sont respec-
tivement données par les fonctions de transfert

DP(e) = S A g

et

Bz (A" Fy(z7h) — 27 Bz ) F (7))
AGAG R

DR(z 1) =

Et dans le cas ou les perturbations peuvent étre ramenéegienise.F(z71) = A(z71),
la dynamique de régulation est réduite comme suit

Az D)Fy(z™Y) — 27 I B(z Y)Y F,(z71)
A(z=1) Fy(271)

DR(z7') =

Dans le cas ou le gain statique du filtre de robustificatiotgat & I'inverse du gain sta-
tique du modeéle de commande du systéme, on aura

> R4(1) = A(1)Fy(1) — B(1)F,(1) =0
Cette propriété stipule que le régulateur admet un pdle enheaugsa fonction de transfert
peut se récrire comme suit

A()F(Y)
T—= 56

R(z7) =

Le systeme de commande avec modele interne réalise natoeglt un rejet asympto-
tique des perturbations du type échelon, i.e. une séquéeécketons d’amplitudes in-
connues préalablement filtrées. Par ailleurs, on peut enidédisément I'équation de
I'erreur de poursuite du systéme de commande a partir deqg@tién de comportement
en sortie, soit

e(t) = Geelq )" (1) = Gup(q " v(t) = Gulg™ )0 (t)

avec
Sz (1 —271

T A E(z Y

Ge(27) G'(=™")

On peut alors conclure gu’un systéme de commande avec matiiee permet de réali-
ser asymptotiquement une poursuite parfaite des séqudagéference de type échelon
en présence des perturbations de type échelon. Ces penimgman poursuite pourront
étre affinées si tous les zéros du systéeme sont situés dansnkree de stabilité et de
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performances adopté, i.B(z"!) =0 = z € D,,. En effet, on pourrait alors spécifier
le filtre de robustification de maniére a réduire la dynamugipoursuite a un filtre indé-
pendant du systeme comme le montre la propriété suivante.

A(zTHF(1)
B(z")F(z71)

F1)
F(z71)

F(z ) = DP(z7 1) = 279!

On peut ainsi réaliser une poursuite parfaite de la séquimceférence filtrée définie par

yp(t) = Flzg)

Les fonctions de sensibilité usuelles nominales qui entegsont données par les fonc-
tions de transfert

y(t—d—1)

Il apparait clairement que les performances nominales rettlastesse vis-a-vis des er-
reurs de modélisation inéluctables des systemes de conemagad modele interne peuvent
étre affinées en choisissant judicieusement le filtre destiftlmation. Ce dernier doit étre
un passe bas pour pouvoir réduire la sensibilité du systenmohmande aux bruits de
mesure.

On peut faire un bilan ingénieur sur la commande avec modébene pour mieux ap-
préhender ses atouts et ses limitations. Les atouts rasdis propriétés remarquables
suivantes.

e La simplicité de mise en ouvre qui résulte naturellemenadgrhplicité du principe
de la commande avec modéle interne comme le montre la figiré8.modele de
commande est mis en parallele avec le systeme pour estimpetaurbations qui
affectent le fonctionnement du systéme en supposant gg’eluvent étre ramenées
en sortie. Ces perturbations sont compensées par une o@atten appropriée uti-
lisant un filtre de robustification

e La spécification de la structure du filtre de robustificatistitgviale : un filtre passe
bas dont le gain statique est égal a 'inverse du gain s&tijumodéle de com-
mande et dont les pdles sont situées dans le domaine deatétabile performances,
ie.

1

F(z7) € EFPB avec CP (F(27')) € Dy et F(1) = G(1)

Quant a la bande passante du filtre, elle est spécifiée de maniéaliser un mode-
lage adéquat des fonctions de sensibilité usuelles.
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e La compensation parfaite des perturbation du type écheltmpoursuite parfaite
des séquences de référence du type échelon : des perfosmgmeiques d'un ré-
gulateur avec retour unitaire dotée d’une action intégrale

e Une robustesse vis-a-vis des erreurs de modélisationctadlies en spécifiant ju-
dicieusement le filtre de robustification, en I'occurrerizesénsibilité aux bruits de
mesure avec un Filtre de robustification du type passe bas.

Quant aux limitations, elles concernent principalementtnditions d’applicabilité aussi
bien sur la classe des systémes a commander que sur la aagsertiirbations que I'on
peut compenser.

e Les pbles du systéme doivent étre situés dans le domainaliététet de perfor-
mances et son gain statique ne doit pas étre nul, i.e.

<c7> (SYS) € Dsp) et (z €CZ(SYS) — 24 0)

La premiére condition résulte naturellement de l'invaceanles pbles du systéme
par une loi de commande avec modele interne, alors que ladeaondition est
une contrainte usuelle des performances en poursuit&Re0) = 1.

e Les perturbations doivent étre du type échelon puisquellle geopriété générique
du régulateur est qu’il admet une action intégrale.
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DEVOIR 3 : ANALYSE D’UN ASSERVISSEMENT

Considérons le systéme asservi donné par la figure 9.3 ostersg et le générateur des per-
turbations sont respectivement décrits par les fonctiertsathsfert

Z_d_lB(Z_l)
A(z1)
et

(He(z_l) = D) Ho(z ) = gjzi)))

et le régulateur, le générateur de la séquence de référetegénérateur de la séquence de
points de consigne sont respectivement données par

L Ru(zY N
(R = iy Rels™) = i)
avecC
. Z_d_lB*(Z_l) . _C*(z_l)
(g6 =" e = T
%(t)\ \w)
Syt +d+1)
MGC ] MGP  —
uw(t+d+1)  y(t+d+1) ve(t) vs(t)
) y(t)
MGR REG K SYS +
u(t) ug(t) Yo (t)
Ym (1)
n(t)
1+

FIGURE 9.3 — Systeme asservi

SYSTEME
usas(t) -7 " ysas(t)

ASSERVI

FIGURE 9.4 — Systeme asservi
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Ce systéme asservi peut étre représenté comme l'indiquai@ 0.4 o u.s(t) } et{ysas(t)}
représentent les entrées et les sorties sont respectiveomemées par

y(t+d+1)

; . a (y()
) t 02 (1)

1>

Usas (t)

avec

o(t) & < zgg ) et uy(t) = u(t) + v (1)

On se propose d’étudier ce systeme asservi conformémenésuwixats développés tout au long
de I'enseignement des systemes asservis, en utilisan8leesinotations. Pour ce faire, on sug-
gere de procéder progressivement comme suit

1) Donner les équations aux différences du systéme, duategulet du systeme de com-
mande.

2) Donner la fonction de transfert du systéeme ass@yi(z™1) : Usus(2) — Yias(2) €t
exprimer ses €léments en fonction des fonctions de setéibduelles d’un systeme de
commande si possible, s&(z1), T(271), GS(>71) et RS(z71).

3) Etudier la stabilité du systeme asservi et en déduireakssel des régulateurs qui réalisent
les performances dynamiques requises du systeme asservi.

4) Préciser les équations aux différences des composantestportement entrée-sortie du
systéme asservi respectivement issues de la séquenceémnoéf, des perturbations et

du bruit de mesure, softy, (1)}, {yp (1)}, {ys(t)}, {ur ()}, {up(t)} €t{us(t)}

5) Préciser les dynamiques de poursuite et de régulatiopddérae asservi et les conditions
d’'insensibilité aux bruits de mesure.

6) Préciser la structure du régulateur qui permet de rédéisgropriétés suivantes

lim 7 (/") =0 et lim RS (/") =0
W—rWn, W—rWn,
7) Compléter le tableau 9.1 qui donne des propriétés fondeaes d’'un asservissement
tout en précisant les conditions requises et la structuréglulateur pour leur réalisation.

8) Proposer un régulateur qui permet de concevoir un assermient insensible aux bruits
de mesure et réalisant une précision maximale robuste appgort aux incertitudes du
modele de commande, avec des dynamiques de régulation etidRifie respectivement
caractérisées par des modes de pulsation prtopetw, et d’amortissements. et(,. On
précisera les conditions requises sur le systéme.



Propriétés

Conditions

requises

Structures
du
Régulateur

SPD

IBM

CPP

DSC

PM

PP

PSP

TABLE 9.1 — Classe des régulateurs admissibles
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DEVOIR 3 : UNE SOLUTION

1) Le diagramme fonctionnel de I'asservissement considénéelo

Yo(2) = Go (:71) Us(z) <= Al yo(t) = ¢ Blq uo(t)
avec
uo(t) = u(t) +ve(t) et y(t) =yo(t) + vs(t)

Et compte tenu des modeles générateurs des perturbatioasra

Al Ny(t) = ¢ ' Blg u(t) + ¢ Blg™")ve(t) + A(g")vs(t)
SYS D (g Hve(t) = Ce(qHved (1)
Dy(q " )vs(t) = Co(q™")vsd(t)

Quant aux équations du régulateur, on peut toujours legeéamymme suit
Ra(q M u(t) + Ru(q ym(t) = T (¢ y*(t +d+1)
REG Ay (t+d+1) = B (g ur (1)
D*(gHur(t) = C*(q~)u*é(t)

Les équations entrée-sortie du systéme asservi sont @stenteliminant respectivement
I'entrée et la sortie du systeme entre les équations duragst®)S et du régulateur
REG. Lélimination de I'entrée peut étre obtenue en opérant’sqguation du systeme
par R4(qg~1) tout en utilisant I'équation du régulateur. On aura alors

Al Ralg My(t) = ¢ Blg™") (Ralg ™ us(t)) + Ralg™") (Alg " vs(t))
= ¢ 7'B(¢7") (Ralg™) (u(t) + ve(t)) + Ala™ ") Ralg ™)y
= ¢ ' Blq) (T Dy (t+d+1) — Ru(a™") (y(t) +n(t
+g~ " B(g™) Ra(g ™ ve(t) + Ag™
= Bla T (¢ )y (t) — ¢ ' Bla™" ) Rula M y(t)
+q " B(q ) Ra(g )ve(t) + Alg™ ) Ralq)os(t)
—¢~ " Blg Y Ra(q Hn(t)

Plqg " y(t) = ¢ ' Blg )T (¢ Dy (t+d+1)
+q~ " B(q ) Ra(q e (t) + Alg ) Ralqg " vs(t)
—¢ " 'B(q ) Ra(q " )n(t)

ou P.(q~') désigne le polyndme caractéristique du systeme assermiéduar

P(q") = A(gYRalg™") + ¢ "' B¢ Ru(q™")
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Quant a I'élimination de la sortie, elle peut étre obtenuegérant sur I'équation du ré-
gulateur pard(g—!) tout en utilisant I'équation du systeme. On aura alors

Alg Y Ra(g Yu(t) = Alg )T (g Dy (t+d+1) — A(g ) Ra(g™") (y(t) + n(t))
= Alg T (g Yyt +d+1)
—¢ "' B ") Ru(q u(t) — ¢ ' B(g™ ") Ru(q ™ ve(t)
—A(g ) Ru(q s(t) — Alg ) Ralg ™ ")n(t)

soit

P(q Mu(t) = A(g )T (¢ )y (t+d+1)
—¢" "' Blq ) Ra(q " ve(t) — Al ") Ri(q ) vs(t)
—A(g ) Ra(q~")n(t)

Le systéme asservi est alors décrit par les équations deosgmoctement entrée-sortie

(

P.(g y(t) = ¢ ' Blg )T (¢ Yy (t+d+1)
+q ' B ) Ra(qg " )ve(t) + A(g ") Ralg™")vs(t)

—q "' B(q ) Ry(q n(t)
SAS
P.(qg " u(t) = A(g )T (g Dy (t+d + 1)

_q_d_lB(q_l)RN(q_l)ve(t) - A(q_l)Rn(q_l)vs(t)
—A(g ") Ra(g™)n(?)

Compte tenu des équations du systeme asservi, on peut einedédément sa fonction
de transfert

SAS { Y:gas(Z) = gsas(Z>Usas<Z)

avec

Gor(271) Gape(271) Gaps(271) Gap(271)

G2 Gule™) Gapes™) Gl Toe™)

ou lesG,;(271) pour (i,7) € [s,e] x [r,pe, ps, b] désignent les différentes fonctions de
transfert du systeme asservi respectivement donnée par
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3)

. A1 BT (2!

S B

Gupez) 2 + — Bfgj(;—)lj)i)d@_ ) - +G8(z7)

gsps(z_l) é + A<Zj;czf“_d1(;”_ ) - ‘|‘S(Z_1)
1y A TUIBET) R -
A 2T (2

ger(z ) - PC(Z_l)

Gl & _F ngj(;_f"(z_ ) 7

Gl 2 - FEE) R

Gu(=Y) 2 - A(Z;cszl(;_) = ~ R8T

Le systéme asservi est asymptotiquement stable si et senieses modes, qui ne sont
autres que les racines de son polynéme caractéristiquesso@s dans le domaine de
stabilité asymptotique, soit

CM (SAS) C Dy,
avec

CM(SAS) = {jeC/P(u™) =0}

On peut en déduire naturellement que la classe des régudaéalisant les performances
dynamiques requises du systeme asservi est caractérisée pa

R,(z7)
Rd(z—l)

CRSP = {Rreg(z—l) = / P(z7") € Rsp[z‘l]}

Les composantes du comportement entrée-sortie du systSem®iissues de ses entrées,
peuvent étre mises en exergue en réécrivant ses équatifgmemtielles sous la forme

{ y(t) =y, (t) + ype(t) + ypS(t) + y(t)
SAS
w(t) = up(t) + tpe(t) + ups(t) + up(t)

avec
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( P.(q7")yp(t) = ¢ ' Blg )T (¢ Dy (t+d+1)
P(q " ype(t) = ¢ ' B(qg ") Ra(q " )ve(t)

Po(q M yps(t) = Alg™") Ralg™)vs(t)

CESAS

Polq™)ups(t) = Alg") Ra(g~ vs(t)

( Po(q= u(t) = —A(g™") Ru(q™")n(t)

On notera que les composantes du comportement entrée-gmgysteme asservi peuvent
se récrire sous la forme

{ y(t) = yr(t) + yp(t) + un(t) avec yp(t) = Ype(t) + Yps(t)
SAS
u(t) = wr(t) + uplt) + un(t) ave wy(t) = telt) + ot

qui se distingue par un regroupement des composantes dssi@erturbations d’entrée
et de sortie.

La dynamique de poursuite du systéme asservi, par rappodéaglence de consigne, est
donnée par la fonction de transfert

Z_l Z_l Z_d_l * Z_l
PP = 47 G, () 91(7) = B T

alors que les dynamiques de régulation par rapport auxrpatians de charges en entrée,
aux perturbations de charges en sortie et au bruit de mesnotresspectivement données
par les composantes de fonction de transfert de transfert

DR(z") = [ Gepe(z™) Gaps(z71) |
soit
7Bz Ra(27")  A(zT)Ra(z )
P.(z7) Pe(z71)

DR(z7) =

On distingue quatre invariants par rétroaction, notamneaetard du systemeé+1 et les
zéros des fonctions de transfert du systéme et son envr@migmisqu’on les retrouve
dans les fonctions de transfélt, (2 7!), G.,.(27!) etG,,s(27") qui constituent des com-
posantes des dynamiques de poursuite et de régulation dunrsyasservi.
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6)

7)

8)

Par ailleurs, le systéme asservi est insensible aux braitwesure pourvu que les sé-
quences{y,(t)} et {y.(t)} peuvent étre assimilées a un zéro ingénieur. Une telle pro-
priété est satisfaite si les fonctions de transert>—1) et G, (1) réalisent un filtrage
passe-bas. Et comntk;,(z71) = =T (27'), G (27!) = —RS(z7!) et que la fonction de
sensibilité complémentaire réalise un filtrage passedrapgeut postuler qu’un systéeme
asservi est insensible aux bruits de mesure si la fonctigredsfertRS(>~1) réalise un
filtrage passe-bas.

Le régulateur associé a un asservissement réalisant lpsgiés

lim 7 (/") =0 et lim RS (/") =0

w—rwn, w—wn,

doit admettre un zéro enl. Cette propriété est satisfaite par un régulateur dontlie po
némeR,(»!) est factorisé comme suit

R,(z"")=R(z"")(1+27")

On peut compléter aisément le tableau 9.1 en contemplaéldeents de la fonction de
transfert du systéme assegii.; (s). En effet, on peut d’abord préciser aisément les pro-
priétés fondamentales associées aux spécifications évéslet établir les conditions
requises pour qu'elles soient satisfaites. On donneraitenisustructure du régulateur
appropriée pour satisfaire chacune des conditions regjueutilisera les notations sui-
vantes

é De(Z_l)
pged (De(271), B(271))

é DS(Z_I)

pged (Ds(271), A(z71))
é D*(Z_l)

pged (D*(271), A(=71))

D,.(z71)

Drp(z_l) = ppcm (Dre(2_1>7 DTS(Z_I))

Le probléme d’asservissement considéré peut étre traidétiaa @'un régulateur avec re-
tour unitaire donné par

S(g)Dr(g ult) = R(g™)De(q™") (y*(£) = ym (1))

A (¢ ")y (t) =B* (¢ ") u*(t —d — 1)

REG

avec
D,(z7') = ppem (Dre(z_l)a D,s(z71), Drc(z_l))

Le choix du retour unitaire et du polyndnig (> ~!) permettent d’avoir un asservissement
réalisant une précision maximale robuste dans le cas del@sée de consigne considé-
rée. Le qualificatif robuste est motivé par le fait que cetézision maximale est satisfaite
tant que la stabilité du systéme asservi est préservéen@stipas le cas d’'une poursuite
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semi parfaite qui dépend de la précision du modéle de comen&uhint au choix du po-
lynéme D, (z71), il est principalement motivé par des considérations éisibilité aux

bruits.

La détermination des polyndmé¥>~1) et S(z~!) peut étre effectuée par une synthése
modale qui consiste en un assignement arbitraire des madggsteme asservi, soit dé-
terminer la paire polynomialg5 (=), R(z71)) telle que

A DD (NS + 27 Bz YD (zHR(z7H) = M(27Y) = My(2™) M,(271)

ouMy(271) et M,(271) ne sont autres que le polynédme du mode dominant qui carsetéri
les performances dynamiques requises et le polynéme assesimodes auxiliaires, soit

Md(fz_l) - 1 - 26_CrereCOS (\/ 1 — CE WT6> Z_l + 6_2<7‘w7‘T62_2

nm—2
My(z1) = H (1 — e e 271 qvec; > 2

i=1

On notera que cette synthése est faisable pourvu que lesgmbsA(z~1)D,(z7!) et

2~ 1B(27Y)D.(271) soient premiers entre eux et que le degré du polyndme dessmode
esttel querm < na+nd,+nb+nd.+d. Léquation polynomiale admet alors une solution
de structure minimale unique caractériséempas nb+ nd. +d et nr = na+nd, — 1

qui n'est autre que celle du systéme d’équations linéages-gcent, soit

AX = M
avec ) _ L ] _
a O 0 b, 0 0 So Mo
0 0 :
: a, bo
A= o , X = Sps | et M=
anc‘u : bnl_) 0 To
0o . 0 _'
| 0 0 G 0 O b3 ] | o | Mpat+nb—1

ou A désigne la matrice déylvester associée a la paire polynomiél&(z—'), B(z7!))
avec

B(z"") £ 7 BETYD(Y) = Y b

—1y A _ , , o
Mz = Z m;z~" avecm; = 0 pour 1 >nm si nm < na+nb—1
i=0
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Conditions Structures
@ Propriétés du
requises régulateur
SPD | CM(SAS)C D, | P.(z7') € Rz
{w(t)} € SAZT Go (271) € EFPB
IBM et et D(z71)=1+271
{es(t)} € SAZT Geo (271) € EFPB
D.(z71)
divise Ry(z7Y) = D, (271)S(z71)
tlim Yps(t) =0 B(z7HRg(z71) 0
CPP et et D,,(z71)
tlim Ype(t) =0 Dy(z71) 2
—00
divise ppem (Dye(274), Dyg(271))
Az Ry(z7h)
Dina(27") Ro(27") = De(2 ) R(z7)
DSC tlim Uina(t) =0 divise 0
R,(z71) Dina(z71)
D.(z71)
tlim e.(t) =0 divise T(z71) = 27 1R, (27}
—00
et B(z7Y)Ry(z™) et
PM thm Ype(t) =0 et Rq(z7Y) = D, (271)S(z71)
et D,(z7Y(resp. D*(z71)) 0
tlim Yps(t) =0 divise ppem (Dyp(271), Dye(271))
Az Ry(z7h)
P.(z71)
1y _ —d—1 —1y _ fe
PP | Gu(27') =2 CZ(SYS) C Dy, T.(z71) = B0
Gor (271)
PSP — 1¢CZ(SYS) T.(27") = BP.(271)
ﬁz_d_lB(Z_l)

TABLE 9.2 — Propriétés fondamentales d’un asservissement
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DEVOIR 4 : SYNTHESE MODALE

Considérons la classe des des systemes continus dont lendyreapeut étre raisonnablement
décrite par un oscillateur et dont toutes les perturbatittnsharge sous-jacentes peuvent étre
ramenées en entrée et sont du type échelon. Le comportentedg-sortie de cette classe de
systémes est décrite par I'équation différentielle

(P> +w?) y(t) = w? (u(t) + v(t))
OSC Ym(t) = y(t) +n(t)

pu(t) = vo(t)

ou {u(t)}, {y(t)} et{yn(t)} désignent respectivement I'entrée, la sortie et la sorésurée
du systéeme, alors que n’est autre que la pulsation propre de I'oscillateur. Oneppse de
concevoir un asservissement en adoptant une approcheenédéisant trois spécifications re-
marquables suivantes.

S1. Une compensation des perturbations caractérisée par ue gmdinant d’amortisse-
ment unitaire et de pulsation proprei.e. la pulsation propre du systeme.

S2. Une poursuite caractérisée par un mode d’amortissemetatingnét de pulsation propre
0.5 w.

S3. Une insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

Pour simplifier les choses, on suggere de procéder progeessnt en utilisant les aspects de
synthése suivants

Al. Introduire un retard d’'une période d’échantillonnage ptamir compte des temps de
conversion et du temps de calcul, i.e. la fonction de trahdfesystéme est donnée par

2

—Tes w
s)=e _
G(s) s2 + w?

A2. Opter pour le choix suivant de la période d’échantillonnage

wT, = T
2
A3. Utiliser le résultat suivant
2
w
L = ———
U0 = o

et
2z (1=cos(wT.))(z+1)

z—1 22—2cos (wT.)z+1

Z{f (K1)} =
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1) Justifier la spécification adoptée de la période d’échantilhge.

2) Montrer que le systeme échantillonné sous-jacent esttqesori

(IT+q?)y(t)=1+q ") (u(t —2)+v(t —2))
SyS Ym(t) = y(t) +n(t)
(1 —q ") v(t) =vi(t)

3) Préciser les configurations des péles et des zéros du systgustifier pourquoi un ob-
jectif de poursuite parfaite pour toutes les séquencesféeeree ou une commande avec
modéle interne ne sont pas faisables.

4) Proposer un régulateur réalisant les spécificati®nsS2 et S3 en utilisant les résultats
du premier exercice. On justifiera d’abord la structure dyulgteur proposée puis on dé-

terminera les parametres du régulateur.

5) Donner un diagramme fonctionnel pour la mise en oeuvre dulaéspr.
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DEVOIR 4 : UNE SOLUTION

Notons d’abord que compte tenu des performances requis@gub choisir le domaine de sta-
bilité et de performance comme suit

Ds, 2 {zeC/S(2) =0 et R(z) € [e™T, ] avec p > 2}
1) La spécification de la période d’échantillonnage est faotlg@armément au théoréme de
Shannon compte tenu des performances requises puisque

T
T, = - <
w 5 s

2) Lafonction de transfert du systéme échantillonnée esicpéirement déterminée en te-
nant compte des aspects de simplicité de calcul considéreg 1, A2 et A3. En effet,
en vertu dedl, on a

G(2) = 222 Z {guina (WT2))
avec
soit
1 (1 cos (WTL)) (= + 1)

= - tu de A3
G(2) 7 ve0s (1)) 2 11 en vertu de A

N

z+1

- en vertu de A2
2241

IS

=) 1"—2_1
14 272

= Z

Et comme les perturbations peuvent étre ramenées en ehgéstalu type échelon, on
peut recouvrer aisément le modé&®'S en passant au domaine temporel.

3) Les configurations péles et zéros du systéme sont respaeitelonnées par

CP (SYS) = {+],—j,0} et CZ (SYS) = {—1}

CommeCZ (SYS) (N Ds, = 0, on ne peut pas réaliser une poursuite parfaite. Par ailleur
la commande avec modéle interne n’est pas faisable poeradatise de systemes puisque
CP (SYS)Ds, = 0.
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4) Le régulateur suivant peut réaliser les performances sequeén choisissant judicieuse-
ment les modes auxiliaires

Slg™) (X =g Hu(t) + R(g " ym(t) = T(¢ My (t + 2)
REG
A (g Ny*(t +2) = B*(¢7"u*(t)
avec

(1+22)(1—=2")SE ) +22Q+2)RE") =M=

M) =(1-2%"2"+e7m27) (1 - 6_7r2_1)3

T,(z ) =05M(z")

1— 26—0.257r + 6—0.57r
* -1\ __
g (Z ) T 120 025m,1 { o 05m,-2

La spécification des péles du systeme asservi a été effeatpéetir de la dynamique
de régulation requise. On distingue deux podles dominants ¢h et trois pbles auxi-
liaires ene=2<, Le choix du nombre de poles, ixem = 5, permet d’avoir une solution
d’ordre minimal,nr = ns = 2. L'action intégrale du régulateur permet de réaliser un
rejet asymptotique des perturbations de charges du typgagctQuant au choix du gé-
nérateur de la séquence de référence, il est issue desmarfoes requises en poursuite.
On notera que la synthése du régulateur consiste tout simeplea résoudre, eR(z1)
etS(z1), I'équation polynomiale

(1+22)(1—2NSE ) +22Q+2")RE)

(1 — 2705l e‘”z_2) (1 — e‘”z_l)g

ou d’'une maniére équivalente le systeme d’équations cobhpat

1 0 0O 0 0 O S, 1
-1 1 0 000 51 —2e705T _ 37T — 737
1 -1 1 1 00 se | | e+ 6e 5T 4 37"
-1 1 -1 110 ro | —3e7 2" — e 257
0 -1 1 011 1 3e73T 4 27357
0 0 -1 00 1] |m] | —3e 4 |

5) Lamise en oeuvre du régulateur peut étre réalisée comnaijtie la figure 9.5. Elle per-
met de pallier raisonnablement le probléme de saturatisradgonneurs pourvu que le
polyndmeP,(>~1) soit normalisé et que toutes ses racines soient situéededdomaine
de stabilité et de performancey,,.
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y*(t+d+1) Rp(Z_l)

mt) [ Rey Ly /_ 0

P,(z7Y) — Ry(z7Y)
P,(z71)

U

-
!
(H

FIGURE 9.5 — Mise en oeuvre d’'un régulateur saturant
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DEVOIR 5 : SYNTHESE DES ASSERVISSEMENTS INDUSTRIELS

La plupart des problémes de régulation industrielle corer@rdes asservissements pour une
classe de systéemes caractérisée par

e Une dynamique du systeme autour de ses points de foncti@meyui peut étre raison-
nablement décrite par un modéle de second ordre avec ud retar

605 + 51
s2 4+ s+ ay

ou 7,4 désigne le retard pur du systéme modulo le temps de calces ¢einps de conver-
sion analogiqué=s numérique que I'on peut exprimer comme suit

Ge(s) = e ™° avec 1 # 0

(d+1)T. —nT. avecd e Net 0 <n < 1
e Des perturbations de charge du type échelon aussi bien geent’'en sortie du systéeme

e Un bruit de mesure assimilable & une séquence de variaBe®aés de moyenne nulle
et de variances finies.

e Des séquences de points de consigne du type échelon

On se propose de concevoir un asservissement que I'on gaésemter comme le montre la
figure 9.6 a partir d'un cahier de charges défini par les tqpésifications données ci dessous.

S1. Une poursuite admissible caractérisée par un mode d’assertient unitaire et de pulsa-
tion proprew,.

S2. Unrejet asymptotique parfait des perturbations caragigrar un mode dominant d’amor-
tissement unitaire et de pulsation propte= 2w,

S3. Une insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

V(1) v (1)
y () " " J\
——  reg (t) & o(1) Sys Yo (t) & y(t)
ym<t) J
@

FIGURE 9.6 — Asservissement

On demande de concevoir cet asservissement a partir d'wewse appropriée du régulateur
et une synthése conforme aux spécificatiSiisS2 et S3 avec une période d’échantillonnage

telle quew, T, = g
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DEVOIR 5 : UNE SOLUTION

On notera d’abord que la classe des systemes considéréétpmedécrite parfaitement par une
fonction de transfert échantillonnée donnée par

B(z™1)

Gzl = 7! AT

avec

A D =1+az +agz™?

B(Z_l) = bo + blz_l + b22_2

ou (b,,b1) # (0,0) puisque le retard pur est different de zéro dans la mesurkicorpore

le temps de calcul et les temps de conversion analogiguaimeérique. Et comme la réponse
indicielle d’'un systéme échantillonnée n’est autre quetf@onse constituée des valeurs de la
réponse indicielle du systeme continu sous-jacent auantst’échantillonnage, on aura

Ge(0)#0 = G(1)#0 = B(1) #0

Compte tenu de cette classe des systéemes échantillonnéseatature des perturbations et de

la séquence de consigne, on peut concevoir un asservissarabgant les spécificatiortsl,

S2 et S3 en adoptant une synthése modale avec un régulateur avac weitaire donné par
S(a™")Dr(g M u(t) = R(g™)Dela™) (y*(t) — ym(t))

A (¢ ")y (t) =B* (¢ ") u*(t —d — 1)

REG
avec
D (zY)y=1-2"1
D (z ) =1+2"
A (271) =1 —2e7 000t 4 70072 o B (27) = A (1)

ou la séquence de consigfwe(¢) } est un échelon ou une séquence d’échelons largement espa-
cés d'instants d’occurrence inconnug B{>~'), S(z~!)) est la solution de structure minimale
de I'équation polynomiale

Az YD (28 () + 27 Bz Y D(2 Y R(27Y) = My(27 )M, (27

avec

Md(Z_l) -1= 26—0.1257rz—1 + 6—0.257rz—2
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4+d
H (1 — 6_0‘125“”rz_1) avec f; > 2
i=1

My (271 =

Les choix du retour unitaire, du polynoni&.(z~!) et de la fonction de transfe@* (= 71) per-
mettent d’avoir un asservissement réalisant une precistimale(S1), alors que le choix du
polyndmeD,(z~!) est principalement motivé par des considérations d'iribéité aux bruits

de mesuréS3). Quant au choix des modes dominants (resp. auxiliairespdsdrvissement,
i.e. le polyndmeM/,(z—1) (resp.M,(z71)), ils sont conformes aux performances dynamiques
requiseqS2) . Le nombre de modes auxiliaires , ide+ d, est issu de la nature de la synthése
modale considérée. On notera que la solution de structurenaie est unique puisque les po-
lyndmesA(z~')D,(27') et B(27!)D.(2~") sont premiers entre eux.

Remarque 9.1 Dans le cas usuel de la régulation industrielle ou le syst@mmmmander
peut étre raisonnablement décrit par un modele de secone sahs retard, i.e(na, nb, d) =
(2,1,0), on aura

nd:n5:3, n.=n,=2et nm <5

B(z™") =boz " + (b + b1) 272 + by272

A(z7h = 2

T+ (ap—1) 27 4+ (ag —ar) 272 — apz™

Le systeme d’équations a résoudre pour la synthese du systermommande est alors donné
par

[ 1 0 0 0 0 0 17T s, ] [ m, ]
a; — 1 1 0 bo 0 0 S1 my
s — a1 a1 — 1 1 bo + bl bo 0 S9 . mo

—Qa9 ag —ap ap — 1 bl bo + bl bo To - ms
0 —ay Qg — g 0 by b, + by 7 my
| 0 0 —as 0 0 bl L T2 i L ms ]
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