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BE1l: LESBASESELEMENTAIRES

La motivation principale de ce devoir est une évaluation d@maissances élémentaires du
cours, en l'occurrence l'opérateur retard, la modélisagbla stabilité. Pour ce faire, on de-
mande de traiter les questions suivantes en utilisant kedions du cours.

1)

Décrire brievement les incidences de I'échantillonnage grincipal atout du contexte
de synthése des systemes échantillonnés par rapport @eslsystemes continus en pré-
cisant la relation de passage associée.

Soit P(¢') € R[q™'], calculer les dérivées partielles suivantes

ﬁ (P@‘l)x(t)) pour i € [0,np]

Comment spécifier la période d’échantillonnage dans le ‘tasagservissement dont les
performances dynamiques sont caractérisées par un modeatdamamortissement uni-
taire et de pulsation propte. ? Préciser si un filtre anti-recouvrement est nécessaiie et s
oui donner sa fonction de transfert.

Déterminer la fonction de transfert du systémes échantibocorrespondant au systéme
continu décrit par la fonction de transfert
B(s)

Gc(s):e_”sm / 1a=(d+1)T. —nT. avec de N et 0 <n<1
s

Etudier la configuration des péles et des zéros du systenamtiidbnné dans le cas
d=0, B(s)=a et A(s) =s+a avec a > 0.

On précisera ce qui se passerait lorsque le scajagads vers 0 ou 1.

Déterminer la réponse impulsionnelle d’'un systeme échamtié issu d’un systéme conti-
nu exhibant un retard put; que I'on peut exprimer en fonction de la période d’échan-
tillonnage comme suity; = (d + 1)T, — nT. avecd € N et 0 < n < 1. On précisera

la relation entre la réponse impulsionnelle (resp. la répdrarmonique) et la fonction de
transfert d'un systéme.

Montrer que la fonction de transfert d’un systéme échamiile peut se récrire sous la
forme d’une fraction rationnelle
2~ 1B(z7h) _ z—4-1 (bo + bz L+ bnbz_”b)

—1y _
G9(=") = A(z71) l+aiz7t+.. .+ a2z

En déduire I'équation aux différences du systéme échantit et préciser sa configura-
tions des poles et zéros.



7) Considérons un systeme décrit par la fonction de transfert

(2 —1) (2% — 2cos(B)z + 1)
22(z— ) (2 — ag)

G(z) = avec B € R et (a1, an) € R xR

e Donner les configurations des poéles et des zéros du systeme.

e Etudier sa stabilité en fonction des scalairgset o, comme l'indique le tableau
suivant. On utilisera les acronym&sAS, SMS et STN'S pour désigner respecti-
vement que le systeme est stable, marginalement stablstabie.

‘ HO&Q|>1‘O&2:1HO(2|<1‘
|Oél|>1
061:1
|Oé1|<1

e Supposons que le systémes est stable, préciser la claseatdiss asymptotique-
ment rejetées en sortie.

8) Donner les équations aux différences décrivant des géugsadles perturbations du type
échelon (resp. harmonique dee pulsation connyei.e. v(t) = val(t) (resp.v(t) =
vsin (wt) a(t)), ouwv désigne 'amplitude des perturbations qui est suppos@ame.

9) Considérons la cascade des systémes de la figure 1 ou lemfendé transferg; (=) et
G»(z) sont respectivement données par

Gi(z) = i:igz avec Ay1(z) € Rus(2) et Go(z) = izzgg avec Ayo(z) € Rsalz)
yi(t) ya(t)
u(t) o g1 (2) wld G (2) y(t)

FIGURE 1 — Interconnexion en cascade

Donner la condition requise pour que la sortie de la casaaittasymptotiquement nulle,
soit tlim ym(t) = 0, lorsque son entrée est une impulsion d’amplitudaconnue, soit
—00

u(t) = vo(t)

10) Considérons un systéme stable et supposons que son eritiée @®cessus stochas-
tique stationnaire de moyenne nulle et de variance finiell@ast la nature de la sortie
du systeme ? On précisera la condition requise sur le sygténoreque cette sortie soit
assimilable a un zéro ingénieur.



1)

BE1: UNE SOLUTION!

On distingue trois incidences de I'échantillonnage. Larpege incidence est I'étalage du
spectre du signal continu jusqu’a l'infini conformément ésultat fondamental d’analyse
spectrale. La seconde incidence reléve d’'une complexitétarelle des systémes échan-
tillonnés, en I'occurrence l'introduction d’un retard piiune période d’échantillonnage,
dans le cas ou le systeme continu est strictement propr&jreedsemble de zéros sup-
plémentaires. Néanmoins, le probleme du retard, qui emgemdprobléme de dimension
infinie dans le contexte des systémes continus, est tranéfen un probléme de dimen-
sion finie et peut étre ainsi aisément traité dans le contiedesystémes échantillonnés.

Compte tenu de la définition de 'opérateur retrad, on pestaturellement que

Plg () = 3 paalt i) = ﬁ (P(q‘l)x(t)) — p; Vi € [0, np]

Compte tenu des performances dynamiques requises, lergyatservi a une bande pas-
sante caractérisée par une pulsation maximale qui n'es que la pulsation propre des
modes dominants de la dynamique de régulation«s0i®n peut alors choisir la période

d’échantillonnage comme suit

m m
wl, <m — wTe[—, —}
r+e r+e 10 4
Le filtre anti-recouvrement permet de recouvrer un conttaxterable a I'application du
théoréme de&hannon, i.e. un spectre borné du signal a échantillonnest llonc néces-
saire si la bande passante du capteur est relativemenidargapport a celle du systeme

asservi. On utilisera pour ce faire un filtre de fonction desfert

w2

¢
FAR(s) = ( - ) avec € > 2

$2 + 2w, s + w?

La relation entre la fonction de transfert d’'un systeme iconét celle du systeme échan-
tillonné sous-jacent
z—1
G(z) = Z ({eina (KT. = 7a) Yrenr)

z

= (281

Et compte tenu de I'expresision du retard pur du systemeri.e (d + 1)T. — n1., on
aura

avec

C2) = 220 i 2 (e O+ ) )

z




Dans le cas particulier considéré, on a
a 1 1
enalt) = L7 ——— ) =£7" = -
Geind (1) <s(s+a)) (s s+a)

anTe

et donc

z ze

Z ({eina (kT +0T0)) henr) = S _1 5 _ el

ey g e )
(= 1) (s — eF)

La fonction de transfert échantillonnée recherchée ess dlonnée par

(1 —emaTe) z 4 (emanTe — emaTe)

2 (z — em9Te)

G(2) =

Outre le retard pur d’'une période d’échantillonnage isue au bloqueur d’ordre zéro,
le retard fractionnaire induit un zéro auxiliaire dans ladtion de transfert échantillonnée
qui vérifie les conditions aux limites suivantes

lim( =0 e lim{ = —
n—1 n—0

Compte tenu de la représentation d’'un systeme échantdl@npartir du modéle du
systeme continu sous-jacent et des modéles des convertissglogique-numérique et
numerique-analogique, on peut exprimer la sortie du syst@antinu comme suit

u(t) = / " gel(r)u(t — )dr

La sortie du systéme échantillonné est donc donnée par

[e'¢) o0 VTe
y(kT,) = / ge(T)up(KT, — T)dr = Z/ ge(T)up(KT, — 7)dT
o /=1 (Z—l)Te

Et commeuy,(kT, — 1) = u(kT, — (T,) pour T € ((¢ — 1)T,,¢T.] puisquekT, — (T, <
kT, — (¢ — 1)T., on aura donc

YT = 3 ( /( gcmdr) u(kT, — (T,)

— )T

Cette expression peut se mettre sous la forme d’un prodaibaeolution

y(kTe) = Z g(gTe)u(kTe - ETE)

(=1
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ou la séquencég(kT,)}ren N'est autre que la réponse impulsionnelle du systéme échan-
tillonné puisque

w(kT,) = 0(kT,) = y(kT.) = g(kT.) pour tout k € N

Et commey..(t) = 0 pour tout t < 74 = (d+ 1)T, — nT, avec d€ N et 0 <n < 1,0n
peut déterminer aisément la réponse impulsionnelle desyestsoit

4

0 pour ¢ € [0, d]

(d+1)Te
ge(T)dT  pour l =d+1
g(T.) = /(d+1—n)Te

or.
/ ge(T)dr  pour £ >d+1
(—1)T.

\

La relation entre la réponse impulsionnelle et la fonctientrdnsfert d’'un systéme est
donnée par

G(z) = 2 ({9(FT2)})

Quant a la relation entre la réponse harmonique et la famc#otransfert d’'un systeme,
elle est donnée par

G(z) = F ({9(kT.)}) = G(e’*T*) si le systéme est stable

Compte tenu de I'expression de la réponse impulsionnelsygi¢me échantillonné, on a

o0

y(kTe) = Z g(gTe)u(kTe - gTe)

{=d+1

Et on peut en déduire aisément que la transforméedmla séquence de sortie du sys-
teme est reliée a celle de sa séquence d’entrée par la relatio

Y(z) = (Z g(ﬁTe)z_£> U(2)

l=d+1

On retrouve la fonction de transfert du systéme échantibeque I'on peut exprimer a
partir de la fonction de transfert sous la forme d’une factiationnelle en—!

—a1 BzTY
A(z71)
puisqu’on peut toujours effectuer une division euclidieians 'anneau des polynémes

R[271] et que lesd + 1 premiers éléments de cette division sont nuls, §(é7,) =
0 pour £ € [0, d).

G(=") =




Le passage d’'une fonction de transfert d’'un systéme a saatiéquaux différences est
trivial. En effet, on a

<~
v = S 2
s
Az (2) = 277 Bz HU(2)
<~
Z (Algy(kT.)) = 2 (¢ B(a Hu(kT2))
<

Par ailleurs, la fonction de transfert du systeme peut serenstus la forme d’une frac-
tion rationnelle err comme suit

—d-1p(—1 n o —d-1p(,—1
Ly 2B 2 BT _
G(z™h = —A(z—l) = AR avec n = mazx (na,nb+d-+1)

soit
_ B,(2) a
1 a\Z) A
g(Z ) - AO(Z) - g(Z)
avec
) 2" Az si na>nb+d+1
A, (z) =
grbtdtl-na jna p(=1) g na <nb+d+1

Zna—nb—d—l anB(Z—l) si na > nb+d+1
B,(z) =
2" B(z71) st na <nb+d+1

On peut alors postuler que

e La configuration des zéros du systeme est constituée deesasi: du polynédme
B(z~') modulo un nombre de zéros en zéro égal au degré relatif dattido de

transfert, soit 2 na—nb—d— 1,sina>nb+d+1

e La configuration des péles du systéme est constituée deesaein: du polynéme
A(z7') modulo un nombre de pdles en zéro égal au degré relatif dentiém de

transfert, soit E nb+d+1—na,Sina<nb+d+1
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7) Considérons la classe des systémes décrite par la foncitarsfert
G(z) = (2 —1) (2% = 2cos(B)z + 1)

+
22 (2 =) (2 — ) avec f € R et (an, az) € R X R

e La configuration pbles-zéros du systeme est donnée par
CZ(G(z)) = {1,6j6,6_j5} et CP(G(z)) =40,0, 1,2}

e Le systeme est stable, marginalement stable et instalde k=l valeurs de ses pa-
rameétres comme l'indique le tableau suivant

‘ ‘|a2|>1‘a2:1‘|a2|<1‘
(o, > 1| SINS | SINS | SINS
a; =1 SINS | SINS | SMS
(o [< 1| SINS | SMS | SAS

e Sile systéme est stable, alors les entrées du type échetbanaplitude inconnue
et harmonique de pulsatioﬁ et d’'amplitude et de phase inconnues sont asympto-
tiquement rejetées en sortie.

8) Compte tenu des transformées:zetles perturbations considérées, i.e.

z

Z (va(t)) = S
vsin (wT,) z

22 —2cos (WT,) z+ 1

et
Z (vsin (wt) a(t)) =

on peut en déduire aisément les équations aux différencewald leurs modeles géné-
rateurs

(1—g ") o(t) =0vi(t)

o (1 — 2cos (B) ¢~ + q_z) v(t) =wvsin (8)6(t — 1)

9) Lafonction de transfert de la cascade de la figure 1 est dquarée

BO—Q(Z> Bgl (Z)
A02(2> .Aol (Z)
Et comme les fonctions de transfert sont irréductibles etyd(z) € R, s(z) etA,1(2) €

Rs.(2), on peut postuler aisément que la réponse impulsionella dadcade est asymp-
totiquement nulle si et seulementi,(z) divise B, (z).

G(2) = Ga(2).G1(2) =

10) La réponse d’'un systéme stable & un processus stochastajigmsaire de moyenne
nulle et de variance finie est un processus stochastiquerstaire de moyenne nulle et
de variance finie. Et si ce systeme est un filtre passe bas,lalsortie du filtre peut étre
assimilée a un zéro ingénieur.



BE2: COMMANDE AVEC MODELE INTERNE

On se propose d’effectuer une analyse ingénieur des peafar@s nominales des systéemes de
commande avec modéle interne que I'on peut représenter ediimaique la figure 2. Le sys-
teme est décrit par

{ y(t) = Go (g~ ult) + Gplg~ v (t)
SYS

Ym(t) = y(t) +n(t)
avec
2Bz Y

=

et Gy(z7') =

alors que le filtre de robustification est décrit par les fmmcte transfert

1y Fn(z_l)
TSR
o) (o)
v () FLTRE | u() )
\:5 DE SYSTEME
ROBUSTESSE

MODELE

DE (%)

COMMANDE

FIGURE 2 — Systeme de commande avec modele interne



On peut ainsi apprécier les propriétés fondamentales aqustitoent I'essence de la popularité
de la commande avec modele interne tout en mettant en éeidasclimitations du point de
vue de son applicabilité. Pour ce faire, on suggere de peva@Einme suit.

1)

2)

3)

4)

5)

Donner la loi de commande avec modéle interne et en déduinetdion de transfert du
régulateur.

Donner les équations du comportement d’entrée-sortie diesye de commande avec
modele interne et en déduire les conditions de stabilitésetiynamiques de poursuite et
de régulation sous-jacentes. On précisera la dynamiquégigation dans le cas ou les
perturbations peuvent étre ramenées en sortie : une hygeotiseielle pour les fans de la
commande avec modéele .

Préciser la classe perturbations que I'on peut rejeteapaniient ainsi que la classe des
séquences de référence que I'on peut poursuivre parfaiteme

Donner les fonctions de sensibilité usuelles du systemeodemande avec modele in-
terne et préciser comment specifier la filtre de robustificagiour réduire la sensibilité
du systeme de commande aux bruits de mesure inéluctables.

Etablir un bilan ingénieur sur la commande avec modeéle neteér partir des résultats
fondamentaux qui ont été obtenus tout au long de cette analys

10



BE2: UNE SOLUTION

1) La loi de commande avec modeéle interne peut étre facilemaenae a partir du dia-
gramme fonctionnel du systéme de commande correspondént, s

CMI { (1-F(z7)G,(2")U(z) = F(z7") (Y*(2) — Ym(2))
Il s’agit d’'un régulateur a un degré de liberté dont la foowietile transfert est donnée

1y _ F(=) _ Az F, (27
R(7) = 1—F(z )G, (271)  A(z)Fy(z7t) — 279-1B(z= 1) F,(z71)

gue I'on peut récrire sous la forme usuelle
CMZI { Ra(g " u(t) + Ru(g " ym(t) = Ry(¢ " y*(t+d +1)
avec
Ra(g™") = Alg ) Fula™") —a ' Blg ) Fulg™)
Ru(q¢7") = Alg ) Fa(a™)

Ry(¢ ") =q¢""'Ru(q")

2) Le comportement d’entré-sortie du systéme de commandebestwen éliminant res-
pectivement la sortie et I'entré entre les équations dulaégur et du systéme. On aura
alors

Ym(t) = Gar(q™) y* (1) + Gap(q™") v(t) + Ganlg™) m(t)
u(t) = Ger(q™") ¥ (1) + Gep(q™") v(t) + Gen(q ™) 0 (1)

ou lesG;;(z71) pour (i, j) € [r,p,b] X [s, 7] désignent les différentes fonctions de trans-
fert du systeme asservis données par

SCMI {

2Bz YR, (27h)

AR e
gsp(q—l) _ E(Z;czqR_dl()Z_ )’ st(q_l) _ T B;;(;_)lﬁn(z_ )
1y A(Z_l)Rn(z_l)
Gerl™) = P.(q™)
Gepq™") = —E(Z_I)R_n(z_l) et Gap(q™") = —A(Z_I)R"(Z_l)
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3)

ou P.(z~!) n'est autre que le polyndme caractéristique donnée par

P.(27") = Az Y Ra(z™ ) + 2 Bz ) Ru(q7) = A(gTH)A(gY) Falg™)

Les pbles du systeme sont invariants par une loi de commamaenaodéle interne; ils
doivent étre nécessairement situés dans le domaine dététabide performances, i.e.
CP (SYS) C D,,. Etil en de méme pour le filtre de robustification qui représde
paramétre de synthese de la commande avec modele intetd& (F(z')) C D,,.

Compte tenu des expressions des polyndRgs '), R;(z71) et P.(271) et de la stabi-
lité du systéeme de commande, les dynamiques de poursuiterégdlation sont respec-
tivement données par les fonctions de transfert

et
E(z7) (A(z_l)Fd(z_l) — z_d_lB(z_l)Fn(z_l))

Az YA Fa(z7)

Et dans le cas ou les perturbations peuvent étre ramenéegienise.F (1) = A(z71),
la dynamique de régulation est réduite comme suit

Az HFy(z™Y — 274 1B(z Y)Y E, (7Y

-1 _
DR(=7) = A Fa(z )
Comme la dynamique de poursuite doit avoir un gain statieuiaive, on aura
B(1)Fa(1)
DP(1)= ——+=1 <= A(1)Fy;(1)— B(1)F,(1) =0

Et compte tenu de la condition de stabilité du systeme de @mmet des expressions
des fonctions de transfert du modéle de commande, du filtreluestification et du régu-
lateur, on aura

G(1) £0, F(1)£0 et F(1) = et Ry(1) =0

1
g(1)
Les trois premieres conditions portent sur les gains statiglu systeme et du filtre de
robustification, alors que la derniere condition stipule tprégulateur admet un péle en
un, i.e sa fonction de transfert peut se récrire comme suit

R(z71)
(1—2z71) 8"

R(z) =

Le systeme de commande avec modele interne réalise natoeglt un rejet asympto-
tiqgue des perturbations du type échelon, i.e. une séquéeécketbons d’amplitudes in-
connues préalablement filtrées. Par ailleurs, on peut enirdédisément I'équation de

12



4)

5)

I'erreur de poursuite du systéme de commande a partir deqg@tién de comportement
en sortie, soit

e(t) = Geelq )" (1) = Gopla " v(t) — Gulg™ )0 (t)

avec

Sz (1 —271
Az Fa(z71)

On peut alors conclure gu’un systéme de commande avec nmatiiee permet de réali-
ser asymptotiquement une poursuite parfaite des séqudagéference de type échelon
en présence des perturbations de type échelon. Ces perniggsan poursuite pourront
étre affinées si tous les zéros du systéme sont situés dansnkdree de stabilité et de
performances adopté, i.B(z"!) =0 = z € D,,. En effet, on pourrait alors spécifier
le filtre de robustification de maniére a réduire la dynamgipoursuite a un filtre indé-
pendant du systéme comme le montre la propriété suivante.

Ge(z71) = G (=)

ATHF®I)
B(z"H)F(z71)

F(z 1) = = DP(z" )=z

On peut ainsi réaliser une poursuite parfaite de la séquimcEférence filtrée définie par

y(t—d-1)

Les fonctions de sensibilité usuelles nominales qui enteysisont données par les fonc-
tions de transfert

Il apparait clairement que les performances nominales rthiastesse vis-a-vis des er-
reurs de modélisation inéluctables des systemes de coneragad modele interne peuvent
étre affinées en choisissant judicieusement le filtre destdtmation. Ce dernier doit étre
un passe bas pour pouvoir réduire la sensibilité du systenmohmande aux bruits de
mesure.

On peut faire un bilan ingénieur sur la commande avec modétenie pour mieux ap-

préhender ses atouts et ses limitations. Les atouts résdis propriétés remarquables
suivantes.
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e La simplicité de mise en ouvre qui résulte naturellemenadsrhplicité du principe
de la commande avec modéle interne comme le montre la figlwe tnodele de
commande est mis en paralléle avec le systeme pour estimpefeurbations qui
affectent le fonctionnement du systéme en supposant gg'eluvent étre ramenées
en sortie. Ces perturbations sont compensées par une oéatten appropriée uti-
lisant un filtre de robustification

e La spécification de la structure du filtre de robustificatistitgviale : un filtre passe
bas dont le gain statique est égal a I'inverse du gain s&tijumodéle de com-
mande et dont les pdles sont situées dans le domaine detétabile performances,
i.e.

1

F(z™) € EFPB avec CP (f(z_l)) €D,y et F(1) = %

Quant a la bande passante du filtre, elle est spécifiée de maniéaliser un mode-
lage adéquat des fonctions de sensibilité usuelles.

e La compensation parfaite des perturbation du type écheltmpoursuite parfaite
des séquences de référence du type échelon : des perfosmgmemiques d’un ré-
gulateur avec retour unitaire dotée d’une action intégrale

e Une robustesse vis-a-vis des erreurs de modélisationctadlies en spécifiant ju-
dicieusement le filtre de robustification, en I'occurrerizesénsibilité aux bruits de
mesure avec un filtre de robustification du type passe bas.

Quant aux limitations, elles concernent principalementtnditions d’applicabilité aussi
bien sur la classe des systémes a commander que sur la aagsertiirbations que I'on
peut compenser.

e Les pbles du systéme doivent étre situés dans le domainaliététet de perfor-
mances et son gain statique ne doit pas étre nul, i.e.

<c7> (SYS) € Dsp) et (z €CZ(SYS) — 24 0)

La premiére condition résulte naturellement de l'invaceanles pbles du systéme
par une loi de commande avec modele interne, alors que ladeaondition est
une contrainte usuelle des performances en poursuit&R€0) = 1.

e Les perturbations doivent étre du type échelon puisquellle geopriété générique
du régulateur est qu’il admet une action intégrale.
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BE3: ANALYSE D’UN ASSERVISSEMENT

Considérons le systeme asservi de la figure IS et REG représentent le systeme et le
régulateur, respectivement décrits par les fonctionsatestert

L1y = —d-1 B(="") ot R(x1) = R, (27")
S = e RE D T R
Ve(t) vs(t)
y*(t) o REG u(t) & Uq(t) Sys yO(t)d/ y(t)
Y (t) J
n(t)
@

FIGURE 3 — Asservissement

On notera que cet asservissement peut étre considéré comsysteame défini par I'opérateur

N N .
Goas © Usas(t) = U:"(t) — Ysas(t) = | u(t) | avec e(t) =y (t) —y(?)
n(t) e’

Et que cet opérateur peut étre décrit par la fonction defeens

Yias(2) = Goas (271) Usas(2)

avec

NRZ (271 Gape (271) Gaps (271) G (271)
Goas (27) = | Ger (271 Gepe (271) Geps (271)  Gup (z71)
Gerr (2_1) gerpe (2_1) gerps (Z_l) Gerp (Z_1>

gue I'on peut représenter comme l'indiquent les figures 4,6 e

L'ultime motivation de ce BE est une évaluation des conmaisss sur I'analyse et la syn-
these des systémes asservis échantillonnés dans le eonsexdl de la régulation industrielle
caractérisé par les hypothéses usuelles.

‘H1. Les perturbations de charge aussi bien en entrée qu’er sorit du type échelon.

‘H2. Le bruit de mesure est caractérisé par une séquence delgar@datoires de moyenne
nulle et de variances finies.

‘H3. La séquence de référence générée par un modeéele de réféeemoection de transfert
B* —1
g*(z—l) — Z—d—l (Z )

A () a partir d’'une séquence de points de consigrigt) } du type
z
échelon.
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Pour ce faire, on suggeére de procéder d’'une maniére rigsetiprogressive en utilisant I'ap-
proche systeme développée dans le cours.

1) Montrer que le comportement d’entrée-sortie du systémegeemettre sous la forme
[ Algy(t) = ¢ Bla~ult) + Ee(q~)ve(t) + Es(q")vs(?)

ug(t) = u(t) + ve(?)
)

SYS y(t) = yo(t) + vs(t
D(q~")ve(t) = ved(t)
\ D(q " )vs(t) = vs0(t)

Préciser les expressions des polyndigg ), Es(¢~') et D(¢!) a partir de la nature
des perturbations considérées.On justifiera le fait qupdémomesB(¢—!) et D(¢!)
sont premiers entre eux.

2) Montrer que le régulateur peut étre décrit par

Ra(q " u(t) + Ru(g ym(t) = Ralg™")y*(t)
Yym(t) = y(t) +n(t)
A (g Ny (t) = B* (g u*(t —d — 1)
D(g~Hu*(t) = u*d(t)

3) Montrer que les performances d’entrée-sortie du systémendassont respectivement
données par les équations

REG

((P.(¢7My(t) = ¢ ' Bl ) Ralg ")y (t) — ¢ ' Blg ") Rulg " )n(t)
+aq ' B(q ) Rag™)ve(t) + Ala") Rala™")vs(t)
Pe(qMu(t) = Alg) Ralg y*(t) — Alg™")Rala™")n(?)
— ¢ B¢ ) Ralgve(t) — Alg™) Ra(a™)vs(?)
Pe(q e(t) = A(g ") Ra(a™Hy*(t) + q~ ' B(a ) Rala " )n(t)
\ — ¢ " 'B(q ) Rala™")ve(t) — A(g™") Ralg™")vs(t)
ou P.(g~') désigne le polyndme caractéristique du systeme assermédmar
P.(q7") = Al )Rala™") +a ' Blg ) Ralg™")

SAS

4) Exprimer les diverses fonctions de transfgrt(z 1) pour (i, 7) € [s, e, er]x[r, pe, ps, V]
en fonction des fonctions de sensibilité et de sensibibr@gémentaires du systéme as-
servi, notamment

2Bz YR, (27
P.(z71)

S (2_1) = — et T(z_l) =

16



5) Préciser les dynamiques de poursuite et de régulation edielitions requises pour que
le systeme asservi soit insensible aux bruits de mesunecitaélles.

6) Donner les propriétés requises pour que le systéme assatida une précision maxi-
male, soitlim e, (¢) = lim e,.(t) = lim e,4(t) = 0, et préciser la structure du régulateur
. t—o00 t—o0 t—o00
sous-jacent.

7) Proposer un régulateur permettant de doter I'asserviggeiee précision maximale
avec une dynamique de régulation caractérisée par un madmalot d’amortissement
élémentaire et de pulsatian et une dynamigque de poursuite caractérisée par un mode
dominant d’amortissement unitaire et une pulsatigtelles que

1
2

m T
107 4
On justifiera I'essence d’'une telle specification des dyaaes de regulation et de pour-
suite.

eree[ ] et wp, < —wp

M
col 96 e 9T
o] T g Gl L v
N Ho(27) o Gaps (271) o)
—a 1 9

FIGURE 4 — Performances nominales en sortie
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H*(27) TN
0 G (z7") s Ger(271) o
W He(z) e Gepe(271) W
] Ho(271) o Geps(271) —
0 Gen(271) )

FIGURE 5 — Performances nominales en entrée

H*(27) TN
0 G (=) s Gerr(271) O
o] T R 15
] Ho(=7) o Gerps(271) oD
— 0 Gern(271) o

FIGURE 6 — Erreur de poursuite
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BE4 : SYNTHESE DESASSERVISSEMENTS INDUSTRIELS

La plupart des problémes de régulation industrielle corer@rdes asservissements pour une
classe de systemes caractérisée par

e Une dynamique du systeme autour de ses points de foncti@meui peut étre raison-
nablement décrite par un modéle de second ordre avec ud retar

Ge(s) = e‘TdSM avec [ # 0

$2 4+ 18 + ay

ou 74 désigne le retard pur du systéme modulo le temps de calces ¢¢inps de conver-
sion analogiqué=s numérique que I'on peut exprimer comme suit

dT. +navecd e N et 0 <n < T,

e Des perturbations de charge du type échelon aussi bien gieent’'en sortie du systeme

e Un bruit de mesure assimilable & une séquence de variaBe®aes de moyenne nulle
et de variances finies.

e Des séquences de points de consigne du type échelon

On se propose de concevoir un asservissement a partir digr cke charges défini par les trois
spécifications données ci dessous.

S1. Une poursuite admissible caractérisée par un mode d’assertient unitaire et de pulsa-
tion proprew,.

S2. Unrejet asymptotique parfait des perturbations caragigrar un mode dominant d’amor-
tissement unitaire et de pulsation propte= 2w,

S3. Une insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

On demande de concevoir cet asservissement a partir d'wuese appropriée du régulateur
et une synthése conforme aux spécificatiSiisS2 et S3 avec une période d’échantillonnage

telle quew, T, = g
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BE4 : UNE SOLUTION

On notera d’abord que la classe des systemes considéréétpedécrite parfaitement par une
fonction de transfert échantillonnée donnée par

B(z™1)

A(z1)

g<2—1> — Z—d—l

avec
Az =14 a2z +agz?

B(z™) =b, + bz +byz?

ou (b,,b1) # (0,0) puisque le retard pur est different de zéro dans la mesurkimtorpore

le temps de calcul et les temps de conversion analogiguaimérique. Et comme la réponse
indicielle d’'un systéme échantillonnée n’est autre quetf@onse constituée des valeurs de la
réponse indicielle du systéme continu sous-jacent auanist’échantillonnage, on aura

Ge(0)#0 = G(1)#0 = B(1) #0

Compte tenu de cette classe des systéemes échantillonnésatature des perturbations et de

la séquence de consigne, on peut concevoir un asservisserabsant les spécificatiortsl,

S2 et S3 en adoptant une synthése modale avec un régulateur avac weitaire donné par
S(a™)Dr(g u(t) = R(q™ ) Dela™) (¥ (t) — ym(t))

A (¢ ")y (t) =B* (¢ ") u*(t —d — 1)

REG
avec
D¢ =1-q"
D(¢)=1+q"
A% (q71) = 1 — 2e7000Bm =1 (—00125m 2 oy B (g=1) A% (1)

ou la séquence de consigfwe’(¢) } est un échelon ou une séquence d’échelons largement espa-
cés d'instants d’occurrence inconnug B(q~'), S(¢!)) est la solution de structure minimale
de I'équation polynomiale

Al D¢ HS(@ ) + ¢ 'Bla ") De(q ) R(q™") = My(qg " )Ma(qg™)

avec
Md(q—l) —1— 26—0.1257rq—1 + 6—0.257rq—2
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4+d

M,(q7") = H (1 — 6_0‘125“”61_1) avec ji; > 2
i=1

Les choix du retour unitaire, du polynénig.(¢!) et de la fonction de transfe@* (= 71) per-
mettent d’avoir un asservissement réalisant une preciseximale(S1), alors que le choix du
polynémeD,(¢~!) est principalement motivé par des considérations d’irib#ité aux bruits

de mesuréS3). Quant au choix des modes dominants (resp. auxiliairespdsdrvissement,
i.e. le polyndmeM,(q~1) (resp.M,(q™')), ils sont conformes aux performances dynamiques
requiseqS2) . Le nombre de modes auxiliaires , ide+ d, est issu de la nature de la synthése
modale considérée. On notera que la solution de structurenale est unique puisque les po-
lyndmesA(q~)D,(¢7") et B(¢7')D.(¢~') sont premiers entre eux.

Remarque 1 Dans le cas usuel de la régulation industrielle ou le systammemmander peut
étre raisonnablement décrit par un modéle de second ordns satard, i.e.(na,nb,d) =
(2,1,0), on aura

nZL:nI;:S, n.=ns=2¢et nm<5H
B(Z_l) = boz_l -+ (bo + bl) 2_2 + b12_2

A =1+ (a; —1) 27 + (ag — a1) 272 — agz?

Le systeme d’équations a résoudre pour la synthése du systermommande est alors donné
par

1 0 0 0 0 0 Se My
a; — 1 1 0 bo 0 0 S1 my
s —ay ap — 1 1 bo + bl bo 0 S92 . mo
—Q9 ag —ap ap — 1 bl bo + bl bo To - ms
0 —ay Gy — ag 0 b b, + b1 1 my

i 0 0 —Q2 0 0 bl 1L D) i L msy ]
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