
Systèmes asservis échantillonnés 1/ 124

SYSTEMES ASSERVIS ECHANTILLONNES

↑

CORRECTEURS NUMERIQUES

Mohammed M’SAAD

Ecole Nationale Supérieure d’Ingénieurs de Caen

Bureau: FA 314

Téléphone: 02 31 45 27 08

Courriel: mohammed.msaad@ensicaen.fr

Systèmes asservis échantillonnés 2/ 124

UNE APPROCHE POLYNOMIALE

↓

AREVA

AEROSPATIALE

EDF

CNES

FT

PSA

Renault

STmicroelectronics

Thalès
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UNE APPROCHE SYSTEME

DANS

UN CONTEXTE POLYNOMIAL
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SUP CM-BE ELEVES

EVA

- - - --

�
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6

va(t) ve(t)

η(t)

c(t)c∗(t)

LA RETROACTION EST AU COEUR DE LA PEDAGOGIE
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COURS

♠ Introduction

♠ Modélisation

♠ Stabilité

♠ Systèmes asservis
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TD

♠ Modélisation

♠ Analyse

♠ Synthèse modale

♠ Régulation industrielle
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MODELISATION

DES

SYSTEMES ECHANTILLONNES
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PLAN

• Motivation

• Echantillonnage

• Reconstruction

• Modélisation des systèmes

• Modélisation des perturbations

• Une représentation usuelle

• Conclusion
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MOTIVATION

• Une théorie rigoureuse des systèmes échantillonnés

Modélisation

Analyse et Synthèse

Mise en œuvre

• Applications industrielles réussies

Commande par calculateur

Traitement numérique du signal

Supervision des systèmes
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SY STEME

CALCULATEUR

HORLOGE CANCNA

6

?

�

-

-�

?

u(kTe) y(kTe)

u(t) y(t)

COMMANDE PAR CALCULATEUR
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DEUX ASPECTS A RETENIR

A1. Les calculateurs numériques sont des systèmes discrets qui

manipulent des nombres.

♠

un système relié à un calculateur numérique

est manifestement un système échantillonné

dont l’entrée et la sortie sont respectivement

{u(kTe)}k∈N et {y(kTe)}k∈N

♠

Te désigne la période d’échantillonnage

elle est supposée constante dans la théorie des systèmes

échantillonnés
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A2. La description du comportement dynamique d’un système

échantillonné est généralement effectuée par un modèle

stroboscopique

SYSE : {u(kTe)}k∈N −→ {y(kTe)}k∈N

⇓

modélisation des convertisseurs

pour pouvoir modéliser l’ensemble

CNA− SYST EME − CAN



Systèmes asservis échantillonnés 13/ 124

ECHANTILLONNAGE

CAN

-

6

- -

-

6

6

6
66

6

6

t kTe

f(t) f(kTe)

CONVERSION ANALOGIQUE-NUMERIQUE
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-- �����

?

Te

f(t) fe(t)

ECHANTILLONNEUR ELEMENTAIRE
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MODULATEUR

?

m(t)

-- fe(t)f(t)

fe(t) = f(t) m(t) avec m(t) =

+∞
∑

k=−∞

δ(t− kTe)

MODELISATION IDEALE D’UN ECHANTILLONNEUR
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THEOREME D’ECHANTILLONNAGE

Soit f une fonction dont la transformée de Laplace est F et soit Fe

la transformée de Laplace de la fonction fe qui résulte d’un

échantillonnage de f à la cadence Te. Supposons que F (s) soit

strictement propre alors on a

Fe(s) = (F (z))z=eTes

et

Fe(s) =
1

2
f(0+) +

1

Te

+∞
∑

k=−∞

F (s+ kjωe)

Si de plus sF (s) est strictement propre alors on a

Fe(s) =
1

Te

+∞
∑

k=−∞

F (s+ kjωe)
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ASPECTS FONDAMENTAUX

A1. L’échantillonnage étale jusqu’à l’infini le spectre de fréquences

de la fonction continue.

Fe(jω) = F {fe(t)} =
1

Te

+∞
∑

k=−∞

F (j (ω + kωe))

⇓

Fe : ω ∈ [0, ωn] −→ Fe(jω) ∈ C

avec

ωn =
ωe

2
=

π

Te

−→ pulsation de N yquist
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A2. L’échantillonnage induit une duplication infinie des pôles, i.e.

les pôles de Fe(s) sont égaux aux pôles de F (s) modulo jωe.

pci de F (s) −→ {pci − kjωe}k∈Z de Fe(s)

A3. La relation entre Fe(s) et F (z) : le mythe et la réalité

Fe(s) = L{fe(t)} =

+∞
∑

k=−∞

f(kTe)e
−kTes

z = eTes

↓

Fe(s) = F (z) avec z = eTes

Systèmes asservis échantillonnés 22/ 124

La transformation d’échantillonnage

s −→ z = eTes

n’est pas bijective. L’image des bandes

Bk =
{

s ∈ C / (2k − 1)ωn ≤ Im (s) ≤ (2k + 1)ωn

}

↓

Bs = {s ∈ C / Im (s) ∈ [−ωn, + ωn]}

est le plan complexe en z : la duplication des pôles dans le plan

complexe en s n’est pas percevable dans le plan complexe en z

puisque

e(s+kjωe)Te = esTe pour tout (s, k) ∈ C × Z
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THEOREME DE SHANNON

Un signal {f(t)}t∈R dont la transformée de Fourier est nulle à

l’extérieur de l’intervalle [−ωm, ωm] est parfaitement défini par son

signal échantillonné {f(kTe)}k∈Z si la période d’échantillonnage Te

est telle que ωe > 2ωm, soit
ωm

ωe

<
1

2
. Le signal {f(t)}t∈R est

obtenu comme suit

f(t) =

k=∞
∑

k=−∞

f(kTe)
sin(ωn(t− kTe))

ωn(t− kTe)
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REMARQUE

Dans le contexte des conditions de Shannon, on peut restaurer

parfaitement {F (jω)}ω∈R en fonction de {Fe(jω)}ω∈R

F (jω) =















TeFe(jω) si | ω | ≤ ωn

0 si | ω | > ωn

♠

Cette opération de filtrage n’est pas physiquement réalisable
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FILTRAGE ANTI-REPLIEMENT

SY S FAR CAN- -- -

F (s) =

(

ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

)m

avec

ζ = 0.7 et m > 2
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ECHANTILLONNAGE: LE POINT

♠ Analyse spectrale

Fe(s) =
1

2
f(0+) +

1

Te

+∞
∑

k=−∞

F (s+ kjωe)

♠ Théorème de Shannon

(

ωe > 2ωm

)

−→
(

Fe(jω) −→ F (jω)
)

♠ Transformée en z

Fe(s) −→ F (z)

z = eTes
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RECONSTRUCTION PHYSIQUE

{f(kTe)}k∈Z −→ {f(t)}t∈R

⇓

f(kTe+τ) = f(kTe)+τ
(

ρf(t)
)

t=kTe

+. . .+
τ i

i!

(

ρif(t)
)

t=kTe

+. . .

pour tout τ ∈ [0, Te)

⇑

ρf(kTe) ≈
1

Te

(

f(kTe)− f((k − 1)Te)
)

ρ2f(kTe) ≈
1

T 2
e

(

f(kTe)− 2f((k − 1)Te) + f((k − 2)Te)
)
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CONVERSION NUMERIQUE-ANALOGIQUE

CNA- -

-

6

6

6
66

6

6

kTe

fe(t)

-

66

t

fb(t)

f(kTe + τ) = f(kTe) pour tout τ ∈ [0, Te)
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BLOQUEUR D’ORDRE ZERO

f(kTe + τ) = f(kTe) pour tout τ ∈ [0, Te)

BI BOZ- --f(kTe)
fe(t)

fb(t)
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MODELISATION D’UN BLOQUEUR D’ORDRE ZERO

Bo(s)- -

-

6

-

6

6

δ(t)

Te tt

βo(t) = α(t)− α(t− Te) =⇒ Bo(s) =
1− e−Tes

s
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fe(t) = f(t)m(t) =
∞
∑

k=0

f(kTe)δ(t− kTe)

et

fb(t) =

k=∞
∑

k=0

f(kTe)
(

α(t− kTe)− α(t− (k + 1)Te)
)

⇓

L(fb(t)) = Fb(s) =

k=∞
∑

k=0

f(kTe)
e−kTes − e−(k+1)Tes

s

⇓

Fb(s) =
1− e−Tes

s
Fe(s) = Bo(s)Fe(s)
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MODELISATION D’UN CNA

Bo(s)- - -"
"

""

?
Te

u(t) ue(t) ub(t)

? ? ?

BLOQUEUR D’ORDRE ZERO
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MODELISATION DES SYSTEMES

SYST EME CANCNA - - --

u(kTe) ub(t) y(t) y(kTe)

? ? ? ?

HORLOGE

??
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BOZ SYSC- - - - -"
""

�
��

? ?
Te Te

u(t) ye(t)y(t)ue(t) ub(t)

HORLOGE

? ? ? ? ?
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DIVERSES REPRESENTATIONS

SYSC : Ub = {ub : R+ → R} → Y = {y : R+ → R}

ub(t) → y(t) = SYSC[ub(t)]

⇓

SYSE : U = {u : Z+ → R} → Y = {y : Z+ → R}

u(kTe) → y(kTe) = SYSE [u(kTe)]
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UN RESULTAT FONCTIONNEL

Soient f et g deux fonctions qui admettent des transformées de

Laplace alors la fonction échantillonnée du produit de convolution

h = g ∗ fe est donnée par

he(t) = ge(t) ∗ fe(t)

et donc

L{he(t)} = Ge(s)× Fe(s)
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OPERATEUR RETARD

q−1 / {f : Z −→ R} −→ {f : Z −→ R}

{f(kTe)} −→ {fr1(kTe)}

avec

fr1(kTe) = f(kTe − Te) pour tout k ∈ Z

⇓

A(q−1)
(

f(kTe)
)

=

(

na
∑

i=o

aiq
−i

)

(

f(kTe)
)

m

A(q−1)
(

f(kTe)
)

=
na
∑

i=o

aifri (kTe)) =
na
∑

i=o

aif ((k − i)Te))
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P1.
(

αA(q−1) + βB(q−1)
)

(f(kTe))

=
(

αA(q−1)
)

(f(kTe)) +
(

βB(q−1)
)

(f(kTe))

P2.

A(q−1)
(

B(q−1) (f(kTe))
)

=
(

A(q−1)B(q−1)
)

(f(kTe))

= B(q−1)
(

A(q−1) (f(kTe))
)

P3.

F (q−1) (xf (kTe)) = G(q−1) (x(kTe))

⇐⇒

xf (kTe) =
G(q−1)

F (q−1)

(

x(kTe)
)
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REPONSE IMPULSIONNELLE

BOZ SYSC- - - - -"
""

�
��

? ?
Te Te

u(t) ye(t)y(t)ue(t) ub(t)

HORLOGE

? ? ? ? ?
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y(t) =

∫ +∞

−∞

gc(τ)ub(t− τ)dτ =

∫ t

o

gc(τ)ub(t− τ)dτ

⇓

y(kTe) =

∫ ∞

o

gc(τ)ub(kTe − τ)dτ

=

∞
∑

ℓ=1

∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)ub(kTe − τ)dτ

=

∞
∑

ℓ=1

(

∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)dτ

)

u (kTe − ℓTe)
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REPONSE IMPULSIONNELLE

y(kTe) =

∞
∑

ℓ=1

g(ℓTe)u(kTe − ℓTe)

avec

g(ℓTe) =

∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)dτ

⇓

(

u(kTe) = δ(kTe)
)

=⇒
(

y(kTe) = g(kTe) pour tout k ∈ N
)
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RIMP
{

y(kTe) = G
(

q−1
)

u(kTe)

avec

G
(

q−1
)

=

∞
∑

ℓ=1

g(ℓTe)q
−ℓ = g(Te)q

−1 + . . .+ g(iTe)q
−i + . . .

↓

le bloqueur d’ordre zéro introduit un retard

d’une période d’échantillonnage

dans le cas d’un système continu strictement propre

↓

G
(

q−1
)

= q−1 bo + b1q
−1 + . . .+ bnbq

−nb

1 + a1q−1 + . . .+ anaq−na
= q−1 B

(

q−1
)

A (q−1)
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REPONSE HARMONIQUE

y(kTe) = G
(

q−1
)

ejωkTe =

∞
∑

ℓ=1

g(ℓTe)e
jω(kTe−ℓTe)

⇓

RHAR
{

y(kTe) = G
(

e−jωTe

)

ejωkTe

avec

G
(

e−jωTe
)

=

∞
∑

ℓ=1

g(ℓTe)e
−jωℓTe
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G
(

e−jωTe
)

= F ({g(kTe)}) = M(jω)ejϕ(ω)

⇓

G
(

ej(ω+ωe)Te

)

= G
(

ejωTe
)

pour tout ω ∈ R

et

G
(

e−jωTe
)

=
(

G
(

ejωTe
))∗

pour tout ω ∈ R

⇓

{G
(

ejωTe
)

}ω∈R −→ {G
(

ejωTe
)

}ω∈[0,ωn]

♠

Diagrammes de Bode, Nyquist et Black
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FONCTION DE TRANSFERT

BOZ SYSC- - - - -"
""

�
��

? ?
Te Te

u(t) ye(t)y(t)ue(t) ub(t)

HORLOGE

? ? ? ? ?
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SYSC
{

Y (s) = Gc(s) Ub(s) et Ub(s) = Bo(s)Ue(s)

⇓

Y (s) =
(

Gc(s)Bo(s)
)

Ue(s) =

(

Gc(s)
1− e−Tes

s

)

Ue(s)

⇓

y(t) = (g ∗ ue)(t)

↑

L
(

{g(t)}t∈R+

)

= Gc(s)
1− e−Tes

s
=

Gc(s)

s
− e−Tes

Gc(s)

s
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y(t) = (g ∗ ue)(t) =⇒ ye(t) = (ge ∗ ue)(t)

↑

g(t) = gcind(t)− gcind (t− Te)

⇓

SYSE
{

Y (z) = G(z) U(z) avec G(z) = Z
(

{g(kTe)}k∈N

)

⇓

G(z) =
z − 1

z
Z
(

{gcind(kTe)}k∈N

)
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EXEMPLES

Gc(s) G(z) =
z − 1

z
Z
(

{gcind(kTe)}k∈N

)

1

s

Te

z − 1
1

s2
T 2
e (z + 1)

(z − 1)
2

α

s+ α

1− e−αTe

z − e−αTe

α2

(s+ α)
2

(

1− e−αTe(1 + αTe)
)

z + e−αTe(e−αTe + αT − 1)

z2 − 2e−αTez + e−2αTe
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CONFIGURATION POLES-ZEROS

Y (z) = G(z) U(z)
avec

G(z) =
Z(z)

P (z)
= γ

nz
∏

i=1

(z − zi)

np
∏

i=1

(z − pi)

↓

Z (SYS) :
{

z1, . . . , znz

}

−→
{

?
}

P (SYS) :
{

pc1, . . . , pcnp

}

−→
{

epc1Te , . . . , epcnpTe

}

↑

Diapositives 51 et 52
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INTERPRETATION PERTINENTE

• Pôles

des sortie de la forme y(t) = γip
k
i α(kTe)

pour une entrée identiquement nulle

• Configuration de zéros

une sortie identiquement nulle

pour des entrées de la forme u(t) = βiz
k
i α(kTe)
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EXEMPLE

G(s) =
1

(s+ 1) (s2 + 2s+ 1)

↓

Te ∈ [0.1s, 3s]
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Périodes d’échantillonnage: initiale=0,1s    finale=3s

Pôles et zéros d’un système échantillonné
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EQUATION AUX DIFFERENCES

Y (z) = G(z) U(z)

avec

G(z) = z−1 B(z−1)

A(z−1)
= z−1 bo + b1z

−1 + . . .+ bnbz
−nb

1 + a1z−1 + . . .+ anaz−na

⇓

A(z−1)Y (z) = z−1B(z−1)U(z)
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Y (z) +
na
∑

i=1

aiz
−iY (z) =

nb
∑

i=o

biz
−iz−1U(z)

⇓

y(kTe) +
na
∑

i=1

aiy(kTe − iTe) =
nb
∑

i=o

biu(kTe − iTe − Te)

⇓

(

1 +
na
∑

i=1

aiq
−i

)

y(kTe) =

(

nb
∑

i=o

biq
−i

)

q−1u(kTe)

m

A(q−1)y(kTe) = q−1B(q−1)u(kTe)
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SYSTEMES EXIBANT UN RETARD

(

SYSC exhibe un retard pur τσ

)

⇐⇒
(

gc(t) = 0 pout tout t < τσ

)

♠

τσ = (d+ 1)Te − ηTe avec d ∈ N et 0 < η ≤ 1

g(ℓTe) =

∫ ℓTe

(ℓ−1)Te

gc(τ)dτ

Systèmes asservis échantillonnés 56/ 124

g(ℓTe) = 0 pour tout ℓ ∈ [1, d]

⇓

G
(

q−1
)

= q−d−1 bo + b1q
−1 + . . .+ bnbq

−nb

1 + a1q−1 + . . .+ anaq−na

♠

G
(

z−1
)

= z−d−1 bo + b1z
−1 + . . .+ bnbz

−nb

1 + a1z−1 + . . .+ anaz−na
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REPRESENTATION D’ETAT

BOZ SYSC- - - - -"
""

�
��

? ?
Te Te

u(t) ye(t)y(t)ue(t) ub(t)

HORLOGE

? ? ? ? ?
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SYSC















ρx(t) = Fcx(t) + Gcub(t) avec x(to) = xo

y(t) = Hcx(t) + Ecub(t)

⇓

T RES



































x(t) = eFc(t−to)x(to) +
∫ t

to
eFc(t−τ)Gcub(τ)dτ

y(t) = Hce
Fc(t−to)x(to)

+
∫ t

to
Hce

Fc(t−τ)Gcub(τ)dτ +Ecub(t)
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x((k + 1)Te) = eFc((k+1)Te−kTe)x(kTe)

+

∫ (k+1)Te

kTe

eFc((k+1)Te−τ)Gcub(τ)dτ

↓

ub(τ) = u(kTe) pour τ ∈ [kTe, (k + 1)Te)

(k + 1)Te − τ = η

⇓

x((k + 1)Te) =
(

eFcTe
)

x(kTe) +

(

∫ Te

o

eFcηGcdη

)

u(kTe)
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REPRESENTATION D’ETAT

SYSC











ρx(t) = Fcx(t) +Gcub(t) avec x(to) = xo

y(t) = Hcx(t) +Ecub(t)

⇓

SYSE











x((k + 1)Te) = Fx(kTe) +Gu(kTe) avec x(0) = xo

y(kTe) = Hx(kTe) + Eu(kTe)

♠

F = eFcTe , G =

(

∫ Te

o

eFcτdτ

)

Gc, H = Hc et E = Ec
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SYS











x((k + 1)Te) = Fx(kTe) +Gu(kTe) avec x(0) = xo

y(kTe) = Hx(kTe) + Eu(kTe)

G n 1

z

F

H

E

n

- - - -
6

?

-

6

�

?

+

+ -

u(t)

y(t)
x(t)

x(0)
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TRAJECTOIRE D’ENTREE-SORTIE

T ES







































x(kTe) = F (k−ℓ)x(ℓTe) +
k−1
∑

j=ℓ

F (k−j−1)Gu(jTe)

y(kTe) = HF (k−ℓ)x(ℓTe) +
k−1
∑

j=ℓ

HF (k−j−1)Gu(jTe) + Eu(kTe)

⇓

(F,G,H,E) −→ g(kTe) =











HF (k−1)G pour k > 0

E ailleurs
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REALISATION D’ETAT −→ FONCTION DE TRANSFERT

SYSE











zX(z) = FX(z) +GU(z)

Y (z) = HX(z) +EU(z)

⇓

SYSE











(zIn − F )X(z) = GU(z)

Y (z) = HX(z) +EU(z)

⇓

(F,G,H,E) −→ G(z) = H (zIn − F )
−1

G + E
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FONCTION DE TRANSFERT −→ REALISATION D’ETAT

? (F,G,H,E) / G(z) =
Bσ(z)

Aσ(z)
= H (zIn − F )

−1
G+E

↓

Bσ(z)

Aσ(z)
=

HAdj (zIn − F )G+ det (zIn − F )E

det (zIn − F )

↓

CP (SYS) ⊂ CM (SYS) , V (F )
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MODELISATION DES PERTURBATIONS

V (z) = H(z) Γ(z)

♠

H (z)- -γ(kTe) v(kTe)
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♠ Contexte déterministe

{γ(kTe)} est une impulsion d’amplitude inconnue

l

{γ(kTe)} est une séquence d’impulsions largement espacées

d’amplitudes et d’instants d’occurrence inconnus

♠ Contexte stochastique

{γ(kTe)} est une séquence de variables aléatoires indépendantes

de moyenne nulle et de varinaces finies
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MODELE DE COMMANDE USUEL

SY STEME

GENERATEUR

DES

PERTURBATIONS

-

-
-

�

u(t)

v(t)

y(t)

γ(t)

t
∆
= kTe

Systèmes asservis échantillonnés 68/ 124

SYS











A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t− d− 1) +E(q−1)v(t)

D(q−1)v(t) = C(q−1)γ(t)

↓

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + . . .+ anaq

−na

B(q−1) = bo + b1q
−1 + . . .+ bnbq

−nb

C(q−1) = co + c1q
−1 + . . .+ cncq

−nc

D(q−1) = 1 + d1q
−1 + . . .+ dndq

−nd

E(q−1) = eo + e1q
−1 + . . .+ eneq

−ne

↓

v(t) = vα(t) =⇒ D(q−1) = 1− q−1

v(t) = vsin(ωt+ φ)α(t) =⇒ D(q−1) = 1− 2cos(ωTe)q
−1 + q−2
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CONCLUSION

♠ Motivations

♠ Théorèmes fondamentaux

−→ Echantillonnage et Reconstruction

♠ Modélisation

CNA− SYST EME − CAN

♠ Relations entre les diverses représentations

♠ Systèmes à retards
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♠ Modélisation usuelle

SYS











A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t− d− 1) + E(q−1)v(t)

D(q−1)v(t) = C(q−1)γ(t)

↓

Aσ(z) =











znaA(z−1) si na ≥ nb+ d+ 1

znb+d+1−naznaA(z−1) si na < nb+ d+ 1

Bσ(z) =











zna−nb−d−1znbB(z−1) si na ≥ nb+ d+ 1

znbB(z−1) si na < nb+ d+ 1
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STABILITE

Systèmes asservis échantillonnés 72/ 124

PLAN

• Concepts de stabilité

• Rappel et notations

• Stabilité externe

• Stabilité interne

• Résultats usuels

• Conclusion
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CONCEPTS DE STABILITE

• Stabilité externe

Aptitude d’un système à produire

des sorties bornées à partir d’entrées bornées

♠ Stabilité interne

Aptitude d’un système dynamique à recouvrer

son état d’équilibre indépendamment des perturbations
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RAPPEL

Fe(s) = L
{

fe(t)
}

=
∞
∑

k=−∞

f(kTe) e
−kTes

♠

Fe(s) −→ F (z)

z = eTes

⇓

Fe(s) = F (z) pour z = eTes
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NOTATIONS

Ds = {z ∈ C / | z | ≤ 1}

Dsa = {z ∈ C / | z | < 1}

Cu = {z ∈ C / | z | = 1}

Rsa [z] = {X(z) ∈ R (z) / X(z) = 0 =⇒ z ∈ Dsa}

Rus [z] =
{

X (z) ∈ R [z] / (X (z) = 0 =⇒ z ∈ Cu)

et
(

X (z1) = X (z2) = 0
)

=⇒
(

z1 = z2

)}

↓

Rsm [z] = Rus [z] ⊎ Rsa [z] et R [z] = Rsm [z] ∪ Rins [z]
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STABILITE EXTERNE

SYS

{

y(kTe) = G
(

q−1
)

u(kTe) =
∞
∑

ℓ=1

g(ℓTe)u ((k − ℓ)Te)

↓

• SYS est stable si et seulement si

lim
k−→∞

g(kTe) = 0

• SYS est marginalement stable si et seulement si

{g(kTe)} est bornée mais n’est pas asympotiquement nulle

• SYS est instable si et seulement si

lim
k−→∞

g(kTe) = ∞



Systèmes asservis échantillonnés 77/ 124

RESULTAT FUNDAMENTAL I

Considérons un système linéaire invariant SYS décrit par sa

réponse impulsionnelle ou sa fonction de transfert, respectivement

notées par

{g(kTe)}k∈N

G(z) = z−d−1 B(z−1)

B(z−1)
∆
=

Bσ(z)

Aσ(z)

Les propositions suivantes sont équivalentes.
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PR1. SYS est stable au sens EBSB.

PR2. La norme suivante de la réponse impulsionnelle est finie

∞
∑

k=o

| g(kTe) | ≤ Bg < ∞

m

lim
k−→∞

g(kTe) = 0

PR3. Les pôles de la fonction de transfert sont à l’intérieur du disque

de centre l’origine et de rayon unitaire, soit

Aσ(z) ∈ Rsa[z]
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RESULTAT FUNDAMENTAL II

SYS

{

Y (z) = G(z) U(z) avec G(z) =
Bσ(z)

Aσ(z)
↓

• SYS est stable si et seulement si

Aσ(z) ∈ Rsa (z)

• SYS est marginalement stable si et seulement si

Aσ(z) = Ase(z) •Asm(z)

avec
Ase(z) ∈ Rdn (z) ∪ Rsa (z) et Asm(z) ∈ Rsm (z)

• SYS est instable si et seulement si

Aσ(z) /∈ Rsa (z) ∪ Rsm (z)
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REMARQUE

Un système est issu d’une interconnection de plusieurs systèmes

↓

Interconnections en série, en parallèle et en contre réaction

z

z − e−µTe

z
(

z − e−µTe
)

z (z − e−Te)
- - -

δ(t) e−tα(t)e−µtα(t)

Stabilité externe pour tout µ ∈ R

Stabilité interne pour tout µ > 0
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STABILITE INTERNE

SA
{

x((k + 1)Te) = F x(kTe) avec x(0) = xo

↓

• SYS est asymptotiquement stable si et seulement si

lim
k−→∞

x(kTe) = 0

• SYS est stable si et seulement si

{x(kTe)}k∈N
est bornée mais n’est pas asymptytiquement nulle

• SYS est instable si et seulement si

lim
k−→∞

x(kTe) = ∞
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RESULTAT FONDAMENTAL III

x((k + 1)Te) = F x(kTe) avec x(0) = xo =⇒ x(kTe) = F kxo

• Stabilité asymptotique

lim
k→∞

‖F k‖ = 0

m

V (F ) ⊂ Dsa

m

∀ Q = QT > 0 ∃ P = PT > 0 / FTPF − P = −Q
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x((k + 1)Te) = F x(kTe) avec x(0) = xo =⇒ x(kTe) = F kxo

• Stabilité

{

‖F k‖
}

k∈N
est bornée mais n’est pas asymptytiquement nulle

m

(

V (F ) ⊂ Ds

)

et
(

λi ∈ Cu =⇒ λin’est pas défective
)

m

∀ Q = QT ≥ 0 ∃ P = PT ≥ 0 / FTPF − P = −Q
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x((k + 1)Te) = F x(kTe) avec x(0) = xo =⇒ x(kTe) = F kxo

• Instabilité

{

‖F k‖
}

k∈N
n’est pas bornée

m

∃i ∈ [1, n] /
(

λi /∈ Ds

)

ou
(

λi ∈ Cu =⇒ λiest défective
)
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ELEMENTS FONDAMENTAUX

PROCESSUS ALEATOIRES

FILT RE- -u(t) y(t)

♣

E (u(t)) = 0 et E
(

(u(t))
2
)

= σ2
u

↓

E (y(t)) = 0 et E
(

(y(t))
2
)

= σ2
y
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ENTREES ASYMPTOTIQUEMENT REJETEES

z−d−1B(z−1)

A(z−1)
- -u(t) y(t)

↑

A(z−1) ∈ Rsa [z]

↓

• Entrées usuelles

u(t) = δa(t)

u(t) = F(q−1)δ(t) avec CP (F(z)) ⊂ Dsa

• Entrées non usuelles

B(q−1)u(t) = F(q−1)δ(t) avec CP (F(z)) ⊂ Dsa
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PRINCIPE DU MODELE INTERNE

GEN SYS- - -
δ(t) y(t)u(t)

↑

SYS est stable et GEN est marginalement stable

↓

lim
t→∞

y(t) = 0 ⇐⇒ CPSU (GEN ) ⊂ CZ (SYS)

↑

CPSU (GEN ) = CP (GEN ) ∩ Cu
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CONCLUSION

• Stabilité externe → réponse impulsionnelle

• Résultats fondamentaux de stabilité externe

• Limitation de la stabilité externe

• Stabilité interne → trajectoire d’état du système homogène

• Résultat fondamental de stabilité interne

• Outils fondamentaux à retenir
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SYSTEMES ASSERVIS
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PLAN

♠ Asservissements

♠ Le système

♠ Le régulateur

♠ Système de commande

♠ Analyse systémique
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ASSERVISSEMENTS

SYST EMEREGULAT EUR -
-

-
-

??

v(t) η(t)

u(t) ym(t)
y∗(t)

ym(t) = y(t) + η(t)

? REG −→ {u(t)} / {y(t)} ∈ V ({y∗(t)}) / {v(t)} et {η(t)}
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SY STEME

DE

COMMANDE
-

-

-
-

-

y∗(t)

v(t)

η(t)v(t)

y(t)

u(t)

SYSTEME DE COMMANDE
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LE SYSTEME

SY STEME

GENERATEUR

DES

PERTURBATIONS

-

-

-

-

-

�

u(t)

η(t)

v(t)

y(t)

ym(t)

vδ(t)
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Gu(z
−1)

Gv(z
−1)

�

��

-

-

-

6

?
+

yσ(t)

y(t)

yp(t)

u(t)

v(t)

MODELE DE COMMANDE
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MCOM















A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t− d− 1) + E(q−1)v(t)

D(q−1)v(t) = C(q−1)vδ(t)

ym(t) = y(t) + η(t)

↑

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + . . .+ anaq

−na

B(q−1) = bo + b1q
−1 + . . .+ bnbq

−nb

C(q−1) = 1 + c1q
−1 + . . .+ cncq

−nc

D(q−1) = 1 + d1q
−1 + . . .+ dndq

−nd

E(q−1) = eo + e1q
−1 + . . .+ eneq

−ne

↑

v(t) = vα(t) =⇒ D(q−1) = 1− q−1

v(t) = vsin(ωt+ φ)α(t) =⇒ D(q−1) = 1− 2cos(ωTe)q
−1 + q−2
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MODELE DE COMMANDE

MODC















y(t) = Gu(q
−1) u(t) + Gv(q

−1) v(t)

v(t) = H(q−1) vδ(t)

ym(t) = y(t) + η(t)

↓

Gu(q
−1) = q−d−1 B(q−1)

A(q−1)

Gv(q
−1) =

E(q−1)

A(q−1)

H(q−1) =
C(q−1)

D(q−1)
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LE REGULATEUR

REGULATEUR

GENERATEUR

DE

REFERENCE

-

-
-

�

ym(t)

y∗(t)

u(t)

u∗(t)
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REG















Rd(q
−1)u(t) +Rn(q

−1)ym(t) = Rp(q
−1)y∗(t+ d+ 1)

A∗(q−1)y∗(t+ d+ 1) = B∗(q−1)u∗(t)

↓

REG















u(t) = −Rr(q
−1) ym(t) +Rp(q

−1) y∗(t+ d+ 1)

y∗(t) = G∗(q−1) u∗(t)

↑

Rr(q
−1) =

Rn(q
−1)

Rd(q−1)
, Rp(q

−1) =
Rp(q

−1)

Rd(q−1)

et

G∗(q−1) = q−d−1 B∗(q−1)

A∗(q−1)



Systèmes asservis échantillonnés 99/ 124

COMMANDE AVEC RETOUR UNITAIRE

Rp(q
−1) = q−d−1Rn(q

−1)

↓

REGRU















u(t) = −R(q−1) (y∗(t)− ym(t))

y∗(t) = G∗(q−1) u∗(t)

↓

R(q−1) =
Rn(q

−1)

Rd(q−1)

Systèmes asservis échantillonnés 100/ 124

SYSTEME DE COMMANDE

REGULAT UR SYST EME- -

j+
?
�

?

v(t)

y(t)u(t)

η(t)

ym(t)

y∗(t)

-
-

? REG −→ {u(t)} / {y(t)} ∈ V ({y∗(t)}) / {v(t)} et {η(t)}
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EQUATIONS FONDAMENTALES

♠ Le système

MC







A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t− d− 1) + E(q−1)v(t)

D(q−1)v(t) = C(q−1)δv(t)

♠ Le régulateur

REG







































Rd(q
−1)u(t) +Rn(q

−1)ym(t) = Rp(q
−1)y∗(t+ d+ 1)

ym(t) = y(t) + η(t)

A∗(q−1)y∗(t+ d+ 1) = B∗(q−1)u∗(t)

D∗(q−1)v(t) = C∗(q−1)δv(t)
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SY STEME

DE

COMMANDE
-

-

-
-

-

y∗(t)

v(t)

η(t)v(t)

y(t)

u(t)

SYSTEME DE COMMANDE



Systèmes asservis échantillonnés 103/ 124

SYSTEME DE COMMANDE NOMINAL

SAS



































































y(t) =
q−d−1B(q−1)Rp(q

−1)

Pc(q−1)
y∗(t+ d+ 1)

+
E(q−1)Rd(q

−1)

Pc(q−1)
v(t)−

q−d−1B(q−1)Rn(q
−1)

Pc(q−1)
η(t)

u(t) =
A(q−1)Rp(q

−1)

Pc(q−1)
y∗(t+ d+ 1)

−
E(q−1)Rn(q

−1)

Pc(q−1)
v(t)−

A(q−1)Rn(q
−1)

Pc(q−1)
η(t)

↑

Pc(q
−1) = A(q−1)Rd(q

−1) + q−d−1B(q−1)Rn(q
−1)
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G∗(z−1) Gsr(z
−1)

Gsp(z
−1)H(z−1)

Gsb(z
−1)

j+- ?

6

-

-

-

--

- y(t)
v(t) yp(t)δv(t)

u∗(t) y∗(t) yr(t)

η(t) yb(t)

PERFORMANCES NOMINALES EN SORTIE



Systèmes asservis échantillonnés 105/ 124

G∗(z−1) Ger(z
−1)

Gep(z
−1)H(z−1)

Geb(z
−1)

j+- ?

6

-

-

-

--

- u(t)
v(t) up(t)δv(t)

u∗(t) y∗(t) ur(t)

η(t) ub(t)

PERFORMANCES NOMINALES EN ENTREE
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FONCTIONS DE TRANSFERT DU SYSTEME ASSERVI

FT R































































































Gsr(z
−1)

∆
=

B(z−1)Rp(z
−1)

Pc(z−1)

Gsp(z
−1)

∆
=

E(z−1)Rd(z
−1)

Pc(z−1)

Gsb(z
−1)

∆
= −

z−d−1B(z−1)Rn(z
−1)

Pc(z−1)

Ger(z
−1)

∆
=

A(z−1)Rp(z
−1)

Pc(z−1)

Gep(z
−1)

∆
= −

E(z−1)Rn(z
−1)

Pc(z−1)

Geb(z
−1)

∆
= −

A(z−1)Rn(z
−1)

Pc(z−1)
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ANALYSE SYSTEMIQUE

• Fonctions de transfert essentielles

• Stabilité nominale

• Synthèse modale

• Marge de stabilité

• Dynamique de poursuite

• Dynamique de régulation

• Sensibilité aux bruits de mesure
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FONCTIONS DE TRANSFERT ESSENTIELLES

R
(

z−1
)

G
(

z−1
)h± ×

oe
×
os

- - - --
6

eos(t)sos(t)soe(t) eoe(t)
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TRANSFERTS VITAUX

• Gain en boucle ouverte

Goe(z
−1)

∆
= G(z−1)R(z−1) et Goe(z

−1)
∆
= G(z−1)R(z−1)

↓

Go(z
−1)

∆
= Goe(z

−1) = Gos(z
−1)

• Différence de retour

DRe(z
−1)

∆
= 1 + Goe(z

−1) et DRs(z
−1)

∆
= 1 + Gos(z

−1)

↓

DR(z−1)
∆
= DRe(z

−1 = DRs(z
−1
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♠ Fonction de sensibilité

Se(z
−1)

∆
=
(

DRe(z
−1)
)−1

et Ss(z
−1)

∆
=
(

DRs(z
−1)
)−1

↓

S(z−1)
∆
=
(

DR(z−1)
)−1

♠ Fonction de sensibilité complémentaire

Te(z
−1)

∆
=
(

DRe(z
−1)
)−1

Goe(z
−1)

et

Ts(z
−1)

∆
=
(

DRs(z
−1)
)−1

Gos(z
−1)

↓

T (z−1)
∆
=
(

DR(z−1)
)−1

Go(z
−1)
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PROPRIETES ESSENTIELLES

♠ Relation essentielle

S(z) + T (z) = 1 pour tout z ∈ C

♠ Fonction de sensibilité

S(z−1)
∆
=

A(z−1)Rd(z
−1)

Pc(z−1)
−→ FPH

♠ Fonction de sensibilité complémentaire

T (z−1)
∆
=

z−d−1B(z−1)Rn(z
−1)

Pc(z−1)
−→ FPB
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FONCTIONS DE SENSIBILITE USUELLES

S(z−1)
∆
=

A(z−1)Rd(z
−1)

Pc(z−1)
−→ FPH

T (z−1)
∆
=

z−d−1B(z−1)Rn(z
−1)

Pc(z−1)
−→ FPB

GS(z−1)
∆
=

z−d−1B(z−1)Rd(z
−1)

Pc(z−1)
−→ FPB

RS(z−1)
∆
=

A(z−1)Rn(z
−1)

Pc(z−1)
−→







FPH

?FPB
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STABILITE NOMINALE

Le système asservi est stable si et seulement si tous ses modes sont

situés dans le domaine de stabilité, soit

SAS est stable ⇐⇒ CM (SAS) ⊂ Dpz
sa

ou d’une manière équivalente

(

SAS est stable
)

⇐⇒
(

Pc(z
−1) = 0 =⇒ |z| < 1

)

↑

Pc(z
−1) = A(z−1)Rd(z

−1) + z−d−1B(z−1)Rn(z
−1)
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PAPPEL

Re(s)l
l

l
l

ll

,
,

,
,

,,

•

•

6

Im(s)

+jω
√

1− ξ2

−jω
√

1− ξ2

−ξω

ω

•

µ̄ •

µ •

ϕ

-

Mode (ξ, ω) → s2 + 2ξωs+ ω2
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DOMAINE DE STABILITE ET DE PERFORMANCES

6

�
�

�
�

��

Q
Q

Q
Q

QQ

Re(s)

Im(s)

Dps
sp

ζℓ

µfµs -

CM (SAS) ⊂ Dps
sp ⊂ Dps

sa
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Dps
sp =

{

s ∈ C / Re (s) ∈ [−µξrωr,−ξrωr] avec µ > 1

et | Im (s) | ≤ | Re (s) |

√

1− ξ2r
ξr

}

↓

µs ∈ Dps
sp −→ µz = eµsTe ∈ Dpz

sp

∆
= Dsp

Mode (ξ, ω) → 1− 2e−ξωTecos
(

√

1− ξ2ωTe

)

z−1 + e−2ξωTez−2
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SYNTHESE MODALE

?
(

Rn(z
−1), Rn(z

−1)
)

/ Pc(z
−1) = Md(z

−1)Ma(z
−1)

∆
= M(z−1)

↓

Md(z
−1) = 1− 2e−ξrωrTecos

(

√

1− ξ2rωrTe

)

z−1 + e−2ξrωrTez−2

Ma(z
−1) =

nm−2
∏

i=1

(1− µai) avec µai ⊂ Dsp

↓

EQUATION POLYNOMIALE
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MARGES DE STABIITE

-

6

j

� -
1

MG

MM ℜ
(

Go(e
jωTe)

)

ℑ
(

Go(e
jωTe)

)

−1

+

MΦ
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DYNAMIQUE DE POURSUITE

DP(z−1) = Gsr

(

z−1
)

G∗(z−1)

=
B(z−1)Rp(z

−1)

Pc(z−1)
G∗(z−1)

=
z−d−1 B(z−1)Rp(z

−1)

Pc(z−1)
zd+1G∗(z−1)

↓

Le retard et les zéros du système

sont invariants par rétroaction
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CAS D’UN RETOUR UNITAIRE

DP(z−1) =
z−d−1B(z−1)Rn(z

−1)

Pc(z−1)
G∗(z−1) = T (z−1) G∗(z−1)

↓

La poursuite parfaite

n’est réalisable avec un retour unitaire
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DYNAMIQUE DE REGULATION

DR
(

z−1
)

= Gsp

(

z−1
)

=
E(z−1)Rd(z

−1)

Pc(z−1)

↓

Les zéros de la fonction de transfert Gv(z
−1)

sont invariants par rétroaction
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SENSIBILITE AUX BRUITS DE MESURE

SBM : {η(t)} −→





ysb (t)

yeb (t)





SBM
(

z−1
)

=









Gsb

(

z−1
)

Geb

(

z−1
)









=









−T
(

z−1
)

−RS
(

z−1
)








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CONCLUSION

♠ Asservissement standard

♠ Une démarche méthodologique et rationnelle

♠ Système

♠ Régulateur

♠ Système de commande

♠ Analyse systémique
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UNE APPROCHE SYSTEME

DANS

UN CONTEXTE POLYNOMIAL


