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NOTATIONS UTILISEES

Ensemble des vecteurs réels (resp. complexes) de dimemsion
Ensemble des matrices réelles (resp. complexes) de diomensi
n X m.

Matrice identité (resp. nulle) de dimensien

Transposée (resp. conjuguée transposée) de la matrice
Racine carrée de la matricd.

Déterminant de la matricdl.

Trace de la matriced.

Spectre de la matricd.

Valeur propre maximale (rep. minimale) de la matride

Valeur singuliere maximale (resp. minimale) de la matrice
Vecteur de commande.

Vecteur de sortie.

Vecteur d’état.

Vecteur des perturbations d’état.

Vecteur des bruits de mesure.

Données d’entrée-sortie jusqu’a l'instant t.

Espérance mathématique.

Variable complexe associée a la transforméeCdplace.
Domaine de stabilité.

Domaine de stabilité asymptotique.

Axe imaginaire du plan complexe en s.

Ensemble des polyndmes a coefficients réels.

Ensemble des polynémes a coefficients réels dont toutesciess
sont situées dar®,,,.

Ensemble des polyndmes a coefficients réels dont touteaciess
sont situées darB,.

Ensemble des polyndmes a coefficients réels dont touteaciess
sont simples et situées sMs.

Ensemble des matrices polynomialles en s de dimepsiom.
Ensemble des matrices rationnelles en s de dimensiom:.
Réalisation d’état du systeme.

Matrice de covariance des perturbations d’état.

Matrice de covariance des bruits de mesure.

Matrice de pondération de I'état.

Matrice de pondération de la commande.

Matrice de pondération de I'état final.

Gain du retour d’état.

Gain de d’observation.

Fonction de transfert en boucle ouverte en entrée du systeme
de commande avec retour d’état .

Fonctions de sensibilité en entrée.

Fonctions de sensibilité complémentaire en entrée.

Fonction de transfert en boucle ouverte en sortie de I'obstur.
Fonction de sensibilité en sortie.

Fonction de sensibilité complémentaire en sortie.
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ACRONYMES UTILISES

CM (SYS) Configuration des modes du systéme.

CP (SYS) Configuration des pdles du systéme.

CZ (8)YS) Configuration des zéros du systéme.

CRE Commande avec retour d’état.

CREO Commande avec retour d’état incorporant un observateur.
DPD (O)  Demiplan de droitéouvery.

DPG(O)  Demiplan de gaucheouvery.

DSC Décomposition selon la commandabilité.
DSO Décomposition selon I'observabilité.

EAR Equation algébrique d€yapunov.

EDL Equation différentielle d€yapunov.

EDS Equation différentielle du systéme.

EDR Equation différentielle d&iccati.

FCC Forme canonique commandable.

FCO Forme canonique observable.

FM Forme modale.

FPPD Factorisation polynomiale premiére a droite.
FPPG Factorisation polynomiale premiére a gauche.
FTBO Fonction de transfert en boucle ouverte.
FTS Fonction de transfert du systéme.

OBS Observateur.

OBSL Observateur d&€uenberger.

FK Filtre de Kalman.

Py Paramétrisation dé/oula.

LO Linéaire quadratique.

LOD Linéaire quadratique déterministe.

LOG Linéaire quadratique gaussienne.

RTR Restauration du transfert de la boucle.
MCO Modéle de commande optimale.

MEO Modele d’estimation optimale.

MGC Modele générateur de la consigne.

MGP Modele générateur des perturbations.

PM Précision maximale.

RAP Rejet asymptotique des perturbations.
REG Régulateur.

RES Représentation (Réalisation) d’état du systéme.
RHS Réponse harmonique du systéme.

RIS Réponse impulsionnelle un systéeme.

SYS Systéme.

SCRE Systeme de commande avec retour d’état.
SCREO Systéme de commande avec retour d’état incorporant un oéiser.

WEP Pondération de I'erreur de poursuite.
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Chapitre 1

Introduction

L'automatique a été vigoureusement développée tout audesgyuatre dernieres décennies
comme en témoignent les études fondamentales et les ampigadustrielles réussies qui y
ont été consacrées. Les études fondamentales ont permisctiie le potentiel des connais-
sances de la théorie des systemes linéaires qui est didpatahs des ouvrages communément
utilisés pour I'enseignement de 'automatique dans detjyiesises écoles d’'ingénieurs a partir
d’une lecture ingénieur des ouvrages pédagogiques régigedes enseignants-chercheurs qui
ont participé activement aux contributions fondamentatidgsu aux applications industrielles
réussies en la matiere ([1], [4], [7], [8], [15], [18], [26], [30], [39], [40], [42], [46], [52],
[53], [55], [57], [61], [65], [67], [70], [71], [77], [72], [ 76], [78], [81], [82], [89]). Quant
aux applications industrielles, elles ont été réaliséesaetipde méthodologies de commande
congues en exploitant judicieusement le potentiel fondéahde la théorie des systemes pour
réaliser un bon compromis performances/robustesse solgriadiction des réalisations logi-
cielles disponibles au sein de I'environnem&iiab pour tous.

Cet ouvrage est le fruit d’un investissement pédagogique penseignement de l'automa-
tique dont l'ultime motivation est d’accompagner les é&vegyénieurs dans la construction de
leur propre processus d’acquisition des connaissancgsodibles en automatique linéaire. Les
bases de la théorie des systémes linéaires invariants @aeslps sont progressivement présen-
tées d’'une maniéere rigoureuse en adoptant une approchatd/&goureusement soutenue par
des interprétations fréquentielles et physiques pertegeqgui justifie le titre de I'ouvrage. Des
digressions sont réservées au cas des systemes linéarrastgadans le temps pour pouvoir
traiter les problématiques d’estimation et d’adaptaticargmetrique. Outre cette introduction
et une conclusion, qui font 'objet des chapitres 1 et 11pcetrage se distingue par 9 chapitres
et 3 annexes qui permettent de couvrir les problématiquesntéiglles des systemes linéaires
tout en offrant une opportunité de recouvrer les connaissarmathématiques requises si be-
soin est.

Le chapitre 2 est consacré aux diverses représentationsydames lin€aires invariants
dans le temps avec focus sur les réalisations d’état d'utesys et d’'une composition
élémentaire de deux systémes. Une attention particul&raceordée au passage d’'une
représentation a une autre avec un focus sur le passage démlésation d'état aux
autres représentations d’un systeme, notamment la matys@&me, la fonction de trans-
fert, la réponse impulsionnelle et la configuration des p@tdes zéros. Des exemples de
modélisation de systémes sont traités en guise d'illusinatvec un focus sur le concept
de linearisation. Une digression aux cas des systemesil@gaariants dans le temps est
faite a la fin du chapitre.

17



18

Le chapitre 3 est essentiellement réservé aux propriétéstatelles des systemes li-
néaires, notamment la commandablité et la stabilisabditbobservabilité et la détecta-

bilté. Ces propriétés fondamentales sont présentées dhameere ludique en exploitant
judicieusement la pluralité de la représentation d’étaleetlualité entre I'observation et

la commande. Une attention particuliére est réservée aaksations d’état minimales

et a la perte éventuelle de commandabilité et/ou d’obsalit@lans le cas d’'une inter-

connection élémentaires de deux systémes commandableseetables. Les propriétés
de la matrice systéme sont proprement utilisées pour unkeomgperception des pdles et
zéros d’'un systeme multivariable. Une digression au casystemes linéaires variants
dans le temps est faite a la fin du chapitre modulo une exteragipropriée des concepts
de gramiens de commandabilité et d’observabilite.

Le chapitre 4 est dédié au probleme de stabilité des systénésres. Le concept de

stabilité externe (resp. interne) d’'un systeme est judsmenent défini a partir du com-
portement de sa trajectoire de sortie (resp. sa trajectdigdat) lorsque son entrée est
identiguement nulle et que ses conditions initiales ne paatnulles. Cette définition a
permis de déduire aisément un critére de stabilité exteng (nterne) du systeme a par-
tir de sa configuration de péles (resp. sa configuration de espdont la faisabilité est

limitée par les performances des solveurs des racines ddlympme (resp. de I'efficacité
des algorithmes de calcul du spectre d’une matrice). Ureegitlgébrique pour le test de
la stabilité interne a été développé a partir d’'une approdeeCyapunov dans le cas des
systémes linéaires. Une digression au cas des systemasdmgariants dans le temps
est faite a la fin du chapitre modulo une extension appropti€eoncept de stabilité uni-

forme externe (resp. stabilité uniforme interne).

Le chapitre 5 est un agréable panorama sur les propriétéddarentales des observa-
teurs avec injection de sortie (resp. des systemes de codengaec retour d’état). Une

attention particuliére est accordée aux invariants paeittjon de sortie (resp. par retour

d’état) et une synthése modale pour des considérationsgo@iigues. La conception

d’'un systeme de commande avec retour d’état incorporantoservateur est effectuée
sous la bénédiction du principe d’équivalence certitudecawne analyse rigoureuse de
sa stabilité et ses performances. Le passage de la réaisafétat du régulateur a sa

fonction de transfert permet de recouvrer aisément la stmecusuelle des régulateurs
dans le contexte d’'une approche polynomiale. Une atteqtémticuliére est réservée a la

determination de la classe des régulateurs stabilisants.

Le Chapitre 6 traite la problématique de compensation pgfdes perturbations en en-
trée du systéme (resp. de précision maximale pour une séguaenconsigne) spécifique,
i.e. dont le modéle générateur est connu, en exploitantiedsement les concepts de
commande avec retour d’état et d’injection de sortie. Outre meilleure perception
des concepts détectabilité et de stabilisabilité, cesegumbnduisent naturellement au
concept de retour d’état dynamique qui n’est autre qu’'uluetd’état sur une cascade
composée du systeme avec des pondérations fréquentipflespaées en entrée et en
sortie. Ces pondérations se sont imposées par les exigdedédsgénierie des systemes
en stabilité et performances.

Le chapitre 7 est un panorama motive sur I'analyse des assmments linéaires. Apres
une une présentation concise des norfHe®t H., des systemes et d'un systéeme de com-
mande standard, on détermine la fonction de transfert d'sseavissement standard en
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fonction de ses fonctions de sensibilité usuelles modwdctude préalable de I'admissi-
bilité physique du systeme de commande sous-jacent. Let®ftnde sensibilité usuelles
d’'un asservissement constituent des quantificateurs @pi@®de ses performances no-
minales et sa robustesse en stabilité. Un focus sur la pésgigur conforter la stabilité
des systémes asservis par le célébre résult@alenan,)akubovich efPopov.

Le chapitre 8 est consacré aux systemes de commande liggaideatique déterministe
(LQD) issue d’'une combinaison d’'une commande avec retour d'étdiue observa-
teur d’état, respectivement congues dans un contexterdigtiste a partir d’'une synthese
linéaire quadratique(£Q) sous la bénédiction de la dualité entre I'observation et la
commande. Une attention particuliere est accordée aux s fondamentales d’'un
systeme de commande avec retour d’état (resp. d’'un obsemjal © et au concept de
restauration du transfertR 7 B) de la boucle pour doter le systeme de commabh @

de la propriété de robustesse du systeme de commande (egd&phskrvateur)C Q sous-
jacent. Une synthéséQD est développée a partir du concept de pondérations tempo-
relles (resp. fréquentielles) pour affiner les performandgnamiques (resp. rehausser
la robustesse en stabilité). Elle permet de conforter Engrie des systemes par une
approche pragmatique de conception d’asservissemernisegalun bon compromis per-
formances/robustesse.

Le chapitre 9 est dédiée a I'estimation optimale des vadgald’état d’'un systeme li-
néaire dans un contexte stochastique approprié par rapgaxtrésultats disponibles sur
le calcul différentiel stochastique. Cette estimationimpte est réalisée par le filtre de
Kalman etBucy (FKB). Ce dernier est particulierement obtenu d’'une maniére toos
tive & partir d'un résultat technique sur la comparaison de¢utions de deux équations
différentielles matricielles pour pallier la complexit@nfdamentale intrinséque approche
d’optimisation stochastique. La vraisemblance entre $etvateur£Q et le FXB est
particulierement mise en exergue. Trois applications dstimation optimale sont pré-
sentées, en l'occurrence le filtrage, I'adaptation parariegte et la commande linéaire
guadratique gaussienngQg.

Le chapitre 10 est une introduction motivée a la commandestaba partir d’'un bouquet
de problémes standards en automatique et des synti&sett ., qui se sont désormais
imposées a l'ingénierie des systémes par leur capacité dessoir des asservissements
réalisant de bon compromis performances/robustesse.ithégel, est présentée d’'une
maniére concise, dans la mesure ou elle peut étre obtenuetia gyane synthéseC 9D
incorporant une capacité adéquate @7 5, alors que la synthesg{,, est présentée
d’'une maniére vigoureuse. Une attention particuliere estoadée a la formulation des
problémes de synthese associés et aux relations entreltgese s, et LOG /LT R tles
synthese%{,; et ... La capacité intrinséque d’'une synthédg, a réaliser un modelage
admissible des fonctions de sensibilité usuelles d’uneraissement donné est particu-
lierement mise en évidence au travers d’'un ensemble degmmas de commande robuste.

Les annexes A et B constituent une présentation conciséasprdes résultats d’algebre
linéaire pour les éleves qui n'ont pas les connaissancefh@maatiques vitales pour la
théorie des systemes, notamment le calcul matriciel et &gsaas polynomiales et ra-
tionnelles. Une attention particuliére est accordée auxamépositions matriciellles, a la
résolution des systémes d’équations linéaires et des imqsamatricielles deSylvester
avec un focus sur les équations matriciellesigapunov.
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L'annexe C est un focus motivé sur les équations matrisieléRiccati avec une atten-

tion particuliére a la classe des solutions symétriquesintes positives et stabilisantes
qui s’est imposée en matiere d’estimation et de commandmales. Les résulta fon-

damentaux associés sont présentés d’une maniéere rigaieiex des remarques perti-
nentes sur les propriétés structurelles requises.

Cet ouvrage est particulierement utilisé pour les enseiggrs des systémes asservis, de com-
mande linéaire quadratique et de commande robuste a I'ENaittonale Supérieure d’Ingé-
nieurs de Caen. Bien que les problémes proposés sont edasmént motives par une éva-
luation des connaissances acquises, certains peuventiiisgs pour concevoir des bureaux
d’étude pour développer un savoir faire en matiére d’auttiquee industrielle.



Chapitre 2

Représentations

Un systéme peut étre représenté, comme l'indique la figdrep2r une application de I'en-
semble de ses entrées a I'ensemble de ses sorties (via sadesd’état) donnée par

SYS :U={u:R"—=-R"} — Y={y:R"— R}

u(t) - y(t) = SYSlu(t)]
u(t) ed CR™ SYSTEME y(t) e Y CRP
z(t) e X CR"

FIGURE 2.1 — Représentation du systeme

Dans le cas des systémes linéaires, cette application eéeifprincipe de superposition qui
stipule que la réponse du systeme a une combinaison lindaineensemble d’entrées est égale
a la méme combinaison linéaire des réponses du systéme arahde ces entrées, soit

SYS (Z az’ui(t)) = Z aye(t) avec y;(t) = SYS (us(t))

Cette applications est définie par une description app@pgar rapport a la nature du contexte
d’analyse ou de synthése adopté. On distingue deux ensedwbleprésentations communé-
ment utilisées dans le contexte de la théorie des systérageemmier concerne les réponses
essentielles du systeme aux signaux tests, notammentlSiop et la sinusoide généralisée.
Ces représentations sont des modeles non paramétrique® aint autres que la réponse im-
pulsionnelle et la réponse harmonique du systéme. Le seatsamble est particulierement dé-
dié aux représentations paramétriques, en I'occurrenéguation différentielle, la fonction de
transfert et la représentation d’état. Et comme toutes epsésentations concernent un méme
systeme, il existe des relations de passage d’'une repgd8Ent une autre qui permettent de
mettre en évidence les subtilités d’'une représentatiorrgy@oort a une autre.

21
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Ce chapitre est consacré aux descriptions des systemesréiaéen exploitant judicieusement
les atouts de la représentation d’état et les relations despge d’une représentation a 'autre,
en 'occurrence les concepts de factorisation et de réébsaintrinseques au passage d’'une
fonction de transfert a la représentation d’état. On préseatiabord d’'une maniere concise les
réponses essentielles et les représentations polynasriake systémes monovariables avec un
focus sur leurs configurations des pdles et des zéros. Lessdreprésentations des systemes
multivariables sont ensuite progressivement présentgestir de leur représentation d’état.
Ces représentations sont confortées par deux études esrgis la composition des systemes
et le probleme de réalisation et des exemples. Deux focudtémmonsacrés a la modélisation
d’'un ensemble de systémes non linéaires et a la représentitat des systémes linéaires va-
riants dans le temps pour des perspectives ambitieusestigre@de modélisation des systemes.
Ce fut une belle opportunité pour mieux apprécier le condeplinéarisation et la notion de
matrice de transition d’un systeme.

2.1 Systemes monovariables

La description des systemes monovariables est partieutiént faite a partir de ses réponses
essentielles et des représentations polynomiales. La&sepitation d’état est occultée pour des
considérations pédagogiques dans la mesure ou elle estrdi@eeloppée pour la représenta-
tion des systemes mutivariables.

2.1.1 Réponses essentielles

Les systemes linéaires invariants peuvent étre caraégmpsr leurs réponses a un ensemble
de signaux tests, notamment I'impulsion unitaire et la saide généralisée unitaire respecti-
vement données par

u(t) =0(t) et wu(t)=e“'a(t)
Ces représentations sont des modéles non paramétriqueéarfaantalement issus du fait que le
comportement d’entrée-sortie d’'un systeme linéaire imardy lorsque les conditions initiales

sont nulles, peut étre décrit par le produit de convolutiersd réponse impulsionnelle, que I'on
notera{g(t)},.z+. €t de son entrée, soit

y(t) = (gxu)(t) = /OO g(t — T)u(r)dr = / g(t — 1)u(T)dr (2.1)

—0o0

y(t) = (u g)(t) = / " g(rult - 7)dr = / g(r)ult — 7)dr (2.2)

— 00

L'appellation de réponse impulsionnelle de la séquejide) }, . est justifiée par la propriété
Suivante

(g #0)(t) = (0% g)(t) = g(t)

La réponse d’'un systéme a une sinusoide générale unitaisge les conditions initiales sont
nulles, est donnée par
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y(t) = /OO g(T)ﬁ’jw(t_T)dT = (/oog(T)e_jde) It = G(jw)el! (2.3)

modulo I'existence de la transformée @eurier de la réponse impulsionnelle. Et si I'on prend
les transformées d&ourier des deux membres de cette expression, on obtient

Y (jw) = G(jw) U(jw) = M(jw)e’ ¢ U (jw) (2.4)
avec

M(jw) = GGw) | et p(w) = Arg(G(jw)) (2.5)

La sortie d’'un systeme linéaire invariant, dont la réponsgulsionnelle admet une transfor-
mée deFourier, ayant une entrée sinusoidale est donc une sinust#daéme pulsation que
I'entrée, déphasée dg(w) par rapport & I'entrée et dont 'amplitude est modifiée paigken
du systeme, i.eM(jw), a la pulsationwo.

La réponse harmonique d’'un systéme est donnée par la tnané&deF ourier de sa réponse
impulsionnelle, soit

G(jw) = M(jw)e = F (g(t)) (2.6)

Cette représentation est caractérisée par les diagrammedsode, V'yquist etBlack selon la
nature du probléme qui nous occupe. Le diagrammg8alde permet de donner directement le
gain et la phase du systeme en fonction de la pulsation. lagsatihmes dé\/'yquist et deBlack
sont particulierement utilisés pour la représentatiorginéntielle des fonctions de transfert en
boucle ouverte d’'un systéme asservi. Ces représentatieqgsehtielles permettent de déduire
respectivement la robustesse en stabilité du systemevassses performances dynamiques.

Remarque 2.1La réponse fréquentielle d’'un systéme est symétrique gpad a I'axe ima-
ginaire puisque

G(jw) = / " gr)eindr = / " g(n) () dr = (G(—jw)”

Par ailleurs, il est clair que les zéros dg(jw), i.e.{w € R / G(jw) = 0}, correspondent aux
fréquences asymptotiquement rejetées par le systeme.

2.1.2 Représentations polynomiales

Le comportement d’entrée-sortie d’'un systéme linéairariant peut étre décrit par 'équation
différentielle

Py (t) + arp" iy (t) + . A anay(t) = bop™u(t) + bip™ u(t) + ...+ bupu(t)

gue I'on peut récrire sous une forme beaucoup plus agréablpaint de vue du calcul diffé-
rentiel, soit
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Alpy(t) = Blpyu(t @7)
avec
A(p) = pna + alpna—l + .o Apa—1P + Qna (28)
B(p) = bop™ + b1 p™ 4+ bpp1p + b (2.9)

La fonction de transfert est obtenue en prenant les transéas deCaplace des deux membres
de I'équation différentielle tout en supposant que les @0tk initiales sont nulles. On aura
alors

L{A(p)y(t)} = L{B(p)u(t)}

ou d’une maniére équivalente
na nb
Zaiﬁ{piy(t)} = Z biL{p'u(t)} avec a, =1

Et comme les conditions initiales sont supposées étreqyateobtient I'équation

na

Z a;s' (L{y(t)}) = Z bis' (L{u(t)})

1=0

La représentation sous-jacente est alors donnée par

Y (s) =G(s)U(s) (2.10)
avec
B(s)  bos™ 4 b1s"™ ™+ L 4 bpp—1S + by

= = 2.11
G(s) A(s) s 4 18"l b b 4018 + Gpg ( )

ouG(s) n'est autre que la fonction de transfert du systeme que leut pxprimer comme suit.

A Bi(s_l) _ bos™" + bls_r_l + ...+ bnb_ls_”b"‘l + bnbs—r—nb

s = 2.12
G(s) Ai(s™1) 1+as 1+ ...+ apg_15 ™ + a,,5 " ( )

ou d’une maniére équivalente
G(8)=gs "+ g5 T L. + s T L = Z gis™" (2.13)

1=r

our = na — nb n’est autre que le degré relatif de la fonction de transfertsgsteme.

Cette derniéere expression de la fonction de transfert stegdé définir, modulo des conditions
initiales nulles, un opérateur intégral a partir de I'opéeaur différentiel comme suit

a7 (1) = | ' f(r)dr (2.14)
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Et compte tenu du fait qué(p) = >~ gip*, on peut en déduire aisément que le systéme peut

étre décrit par

() = Glpnu(t) = 52 () = fjg @0 (2.15)

Ainsi la fraction rationnelleG(p) est un opérateur différentiel linéaire que I'on peut utlis
pour décrire le systéeme

Glp) :U={u : R" - R} — Y={y:R"— R}
u(t) - y(t) = G(p)[u(t)]

L'équation différentielle peut étre alors exprimée commi¢ s

y(t) = Z gip”ult) = ply(t) = ng‘%(t)

La premiére expression montre clairement que la sortie dtesye est une combinaison linéaire
des intégrales successives de son entrée a partir de sog dagtif ». Quant a la seconde ex-
pression, elle permet d’interpréter le degré relatif commplus petit ordre de dérivation de la
sortie qui dépend explicitement de I'entrée.

Remarque 2.2L'équation différentielle du systéme (2.7)-(2.9) peut &erire sous la forme,
dite représentation d’état partiel, donnée par

REP (2.16)

ou sous la forme

Ai(p™"y(t) = Bi(p~Hu(t) (2.17)

avec
Bi(p™") =p" (bo +bip b T bnbp_nb) (2.18)
Ai(p_l) =1+ alp_l Tt ana—lp_na+1 + anap_na (219)

Et la relation entre la fonction de transfert et la réponseiunsionnelle est donnée par

(s™)

(s7)

G(s) = = jz =L{g(t)} = /Oog(t)e_Stdt (2.20)
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Remarque 2.3Dans le cas ou les conditions initiales ne seraient pas sulks transformées
de Laplace des deux membres de I'équation différentielle sssgactivement données par

£ (D) = ¥ (s) = 3 (o 07)) s
et

On aura alors

avec

A(S) =s" 4+ alsna—l + ..+ Opa—18 + Gna
B(s) = bos™ + by1s™ 7 4 b5 + by

E(S) — eosne + 618”6_1 + e _|_ 6n8_18 + ene

oune < na puisquenb < na. Le systéme peut étre alors décrit comme le montre la fig@re 2.
ou I'effet des conditions initiales est particulieremeris n évidence a partir d’'une réponse
impulsionnelle d’'un systeme dynamique bien défini.

u B(s)

(t) A0
(FH— y(t)

) E(s)

o(t) )

FIGURE 2.2 — Représentation d’'un systeme

On peut ainsi interpréter les conditions initiales non eslicomme des perturbations de type
impulsionnel qui affectent le fonctionnement du systems.[Bn prend la transformée de La-
place inverse des deux membres de I'équaton)Y (s) = B(s)U(s) + E(s)A(s) du systeme,
on obtient I'équation différentielle suivante

A(p)y(t) = B(p)u(t) + E(p)d(t)

avec des conditions initiales nulles.
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2.1.3 Pobles et zéros

La fonction de transfert d’'un systéme peut se récrire soasfarme d’une fraction rationnelle
irréductible

G(s) = = 2 (2.21)

qui permet de mettre en exergue ses poles (resp. ses zézofsiracines du polyndoméys)
(resp.B(s)). Un systeme peut étre alors compléetement définie par segcoafion pdles-zéros
donnée par

CPZ (SYS) = CP (SYS) UCZ (SYS)

avec

CP(SYS) =A{p1,---,pna} €t CZ(SYS)={z1,..., 2w}

Les aspects suivants permettent de mieux apprécier le bgagjpe des pbles et des zéros d’'un
systeme, notamment la classe des entrées qui n’ont auairseffla sortie du systeme et la
relation intrinseque entre les péles et la réponse impulsale du systeme.

e Comme la fonction de transfert est une fraction rationnefiéductible, les configura-
tions des poles et des des zéros sont disjointeg,R€S)S) ((CZ (SYS) = (), on aura

G (z;) =0 pour tout z; € CZ (SYS)

Cette propriété justifie 'appellation zéros que I'on peuéax comprendre en remarquant
que pour toute entrée de la formg(t) = e*'a(t) et des conditions initiales nulles, la
sortie du systéme est particulierement donnée par

y(t) = /Oog(T)ezi(t_T)dT = (/oog(T)e_Z”dT) e“t =G (z) e

On peut donc conclure que les entrde&’«(t)} pouri € [1,nb] n'ont aucun effet sur la
sortie du systéeme et qu'’il en est de méme pour toute combimhigaire de ces entrées,
en l'occurrence les zéros dg(jw) correspondent aux fréquences asymptotiquement re-
jetées par le systéme. Les zéros du systéeme permettenteloaadtériser la classe des
entrées qui sont bloquées par le systeme, soit I'ensemble

EARS £ {{u(t)} € R / B(p)ult) = 0}

e La fonction de transfert d’'un systéme est une fraction ratidle propre que I'on peut
toujours décomposer en éléments simples comme suit



6(s) = D) _ e Bl o+ ZZ (2.22)

A(S) H(s—pz) . i=1 j=1 _pz
i=1
avec
Yo = lim G(s) (2.23)

Vij = shj;, {ﬁ (%)(mi_” [ (s —p)™ 9(3)]} (2.24)

ou n,, et m; désignent le nombre de pdles distincts et I'ordre de midiigl du pdle
s = p; etlesv,;; sont des nombres complexes. Cette décomposition permétetencher
aisément la réponse impulsionnelle du systeme, soit

Npd mg

g(t) = 7a6(t) + > Z%J .tj__ e a(t)

=1 j=1

puisque

(o) = 55

Et comme la fonction de transfert est une fraction ratiotenal coefficients réels, si le
systeme admet un pdle complexealors son conjugu@; est aussi un pble du systeme
que I'on peut notep, et on auray,; = v;;. On peut ainsi montrer aisément que les com-
posantes principales d’'une réponse impulsionnelle sengdigent par la nature de ses
poles, i.e. un pble reegl; ou une paire de pbdles complexes conjugtiés jw;, et peuvent
se mettre sous les formes suivantes dans le cas d’un pol@re’de multiplicitém;.

t) = Z ,LLZJ tj_lepit Oé(t)
7=1

et
t) = Z pi; P17 cos (wit + ;) alt)
j=1

ou lesy;; ety sont des nombres reels qui dépendent de la nature des péles.

On notera qu’un péle réel (resp. une paire de pbles compleregugués) du systeme
constitue un mode rigide (resp. oscillatoire) du systenmuetla réponse impulsionnelle
d’un systéme peut étre exprimée en fonction de ses modiesisomme suit

g(t) = 1.0(t)
Nmrd My

+ Z Z Hij tj_lepit Oé(t)
=1 j=1
Nmod M
+ Z Z pij e cos (wit + ;) a(t) (2.25)

i=1 j=1
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ouU n,rq €t nnoq désignent respectivement le nombre de modes rigides dlatsioes
distincts. Cette expression permet de mettre en évideaamdiaposantes fondamentales
de la réponse impulsionnelle intrinséques aux différerddas du systeme.

2.2 Modélisation d’'un systeme de chauffage

On se propose d’étudier le probléme de modélisation d’'utésys de chauffage domestique
dont le diagramme fonctionnel peut étre représenté commeolare la figure 2.3E N C est
I'enceinte dont la température est mesurée par le capfediP et CHA est la chaudiere qui
permet de produire la puissance de chauffe requise poucéirte, alors que& X' T représente
toutes les sources externes susceptibles de dissiperlewrtanmagasinée dans I'enceinte. Les
sequences$u(t)}, {0..(t)} et{y(t)} désignent respectivement la puissance de chauffe fournie
par la chaudiére, la température dans I'enceinte et sa meesalors que les séquencgs,, (t) }

et {0..(t)} désignent respectivement la température dans la chaudideetempérature exté-
rieure.

Ocr(t)
EXT
u(t) CHA ENC CAP y(t)
Ocn(t) Ocn (1)
FIGURE 2.3 — Systéme de chauffage domestique
‘ Ren Reac j
u<t>‘ _ Can | Oen(t) _ Cen | Oen(t) Oea (1)

FIGURE 2.4 — Modélisation de I'installation de chauffage

La modélisation du systéme thermique peut étre effectuéegpdnitant son analogie par rapport
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au systeme électrique de la figure 2.4. La source de couférdt la capacité’,;, représentent
respectivement la puissance de chauffe de la chaudiéreatsité calorifique, alors que la
capacitéC,, représente la capacité calorifique de I'enceinte. Les tasigesRk.,, et R.. per-
mettent de modéliser respectivement la dissipation dedieain de la chaudiére vers I'enceinte
et de I'enceinte vers I'extérieur. Quant a la source de tensi7, elle représente les effets de
la température extérieure. Par ailleurs, on peut supposer g capteur de température dans
I'enceinte peut étre décrit par un gain unitaire modulo unibde mesure, i.e.

Y(t) = Oen(t) + (1)

ou {n(t)} désigne le bruit de mesure qui est une séquence de varidb@omes de moyenne
nulle et de variances finies.

Conformément a I'analogie par rapport au systeme électride la figure 2.4, les équations
du systeme thermique considéré sont données par

Con pen (6) = (t) = =~ (Bun (6) — B (1)
STH 1 " 1
Cen peen (t) = Ren <9ch (t) - 9871 (ﬂ) - R—e:c <een (t) —v (t)>
soit
(1 + RenCchp) ech (t) = Renu(t) + een (t)
STH

(RenRexCenp + Ren + Re:c) een (t) - Rexech (t) + Ren'U (t)

On peut alors en déduire aisément I'équation différeragiedliant la température de I'enceinte
a la puissance de chauffe fournie par la chaudiére et la teatpée externe en éliminant la
température de la chaudiére entre les les deux équationgstarae thermique, soit

STH { (p° +2Cwp + W) Oen (t) = Bu (t) +w? (1 +7p) v (t) (2.26)

ou les parametres, w, T et 5 sont respectivement données par

1
Ren Cch Rem Cen

(RenCon + ReaCor + FeuCin) \/

|~

(=

1
©T \/Rencch Re:ccen

5 o Re:v
B RenCch Re:vcen
T = Rencch

Et compte tenu de I'hypothése faite sur la modélisation duteaa, on peut en déduire que
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I'équation du systéeme est

SYS { A(p)y(t) = B(p)u(t) + E (p)v(t) + A(p)n(t) (2.27)
avec

Alp) =p* +20wp+w?, B(p)=08 et E(p) =w?(1+7p) (2.28)

2.3 Systemes multivariables

Ce paragraphe est consacré aux différentes représentti@s systemes linéaires multiva-
riables issues d’une représentation d’état avec un focudaspluralité de la représentation
d’état. On en déduit ensuite les autres représentationscenrdant une attention particuliére
aux factorisations essentielles de la fonction de trarigfeaux propriétés fondamentales de la
matrice systéme.

2.3.1 Représentation d’état

La classe des systemes linéaires invariants dans le tempisgfre décrite par les équations
d’état et de sortie

px(t) = Fz(t) + Gu(t) avec z(0) =z,
RES (2.29)
y(t) = Ha(t) + Eu(t)

ou (F,G,H,E) € R™™ x R™™ x RP*™ x RP*™ désigne la réalisation d’état du systéme
associée a son vecteur d’étaft) que I'on peut représenter comme l'indique la figure 2.5.

FIGURE 2.5 — Représentation d’état du systeme

Cette figure illustre bien la nature intrinseque des varesbtl’état : une mémoire parfaite du
systeme qui permet de réaliser une prédiction parfaite dommtement futur du systéme dans
le contexte idéal considéré comme l'indique le résultaiaui.
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Résultat 2.1Les trajectoires d’état et de sortie d'un systéme décrit ynae réalisation d’état
(F,G, H, E) de dimensiom sont respectivement données par les expressions

t
x(t) = efa, +/ F I Gu(r)dr
TES Y (2.30)
y(t) = Hef"z, + / HeF N Gu(r)dr + Eu(t)

Preuve.Notons d’abord que I'équation d’état du systéme peut seredcomme suit

e T (pa(t) — Fx(t)) = e F'Gul(t)

ou d’une maniére équivalente
p (e x(t)) = e "'Gult)

Et si I'on integre les deux membres de cette équation endratgants) et¢, on obtient
t
e Fla(t) =e o, + / e FTGu(r)dr
0

On retrouve bien les expressions des trajectoires d’étdeetortie du systeme (2.30).
COFD.

Les trajectoires d’état et de sortie du systeme permettem déduire aisément saatrice

de transition et saréponse impulsionnelle La matrice de transition du systeme n’est autre
que la matrice de passage de I'étgtr) a I'état =(¢) pour une entrée identiquement nulle, soit
¢ (t,7) = 7). Ainsi la matrice de transition du systéme est la solutiofiétguation diffé-
rentielle

pp (t,7) = Fo(t,7) avec ¢ (1,7) =1, (2.31)

Et comme la réponse impulsionnelle du systéeme n’est augréacgortie du systeme issue d’'une
impulsion unitaire et des conditions initiales nulles, arra

HF'Ga(t) pourt >0

g(t) = (2.32)
Eo(t) pourt =10

2.3.2 Pluralité de la représentation d’état

La représentation d’état se distingue principalement paphkiralité qui est mise en évidence
par le résultat suivant

Résultat 2.2Considérons un systeme décrit par une réalisation d'éfats, H, F') associé a
un vecteur d'état (t) € R” et effectuons un changement de base dans I'espace d’étatufi

x(t) =Tz (1)
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ouT € R™™ est une matrice de transformation réguliere. Alar§t) € R" est un vecteur
d’état du systéme associé a la réalisation d’é(tEt G, H, E) donnée par

F=T'FT, G=T7'G, H=HT e E=E

La preuve est triviale. Il suffit de récrire les équations du systemearge vecteur d’étatt (t)
modulo quelques manipulations algébriques relativemiemples comme suit

() =T o (t) =T "FTz (t) + T 'Gu (t)
y(t)=H (TZ (t)) + Eu(t) = HTZ (t) + Eu (t)

On aboutit alors naturellement au systéme équivalent stiiva

SYS

On notera que le polyndme caractéristique de la matricead’dtun systéme est invariant par
changement de base puisque

det (s, — F) = det (T~ 'sL,T —T'FT)
= det (T" (s, — F)T)
= det(sl, — F)

Cette propriété est I'essence des notionsmedesd’un systeme qui sont définis a partir du
spectre de sa matrice d’état comme suit.

Définition 2.1 La configuration des modes d’un systeme est constituée ppeldre de sa ma-
trice d’état, soit

CM (SYS) = V{F} (2.33)

Le polynébme des modes d’une réalisation d’état n’est auieelg polyndme caractéristique de
sa matrice d’état, que I'on désignera par

M(s) £ det (sl — F) =[] (s = \)™ avec Y mi=n (2.34)
=1 =1
ou r et m; désignent respectivement le nombre des valeurs proprésdes et I'ordre de
multiplicité de la valeur propre\;.

Les indices de multiplicité des modes du systéme peuverdiéédment déterminés a partir de
la décomposition spectrale de sa matrice d’état commeitjne la remarque suivante.
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Remarque 2.4Compte tenu du résultat A.11, les indices de multipliciténd’valeur propre\;
d’ordre de multiplicitém; sont les dimensions des blocs de Jordan qui lui sont ass@uddes

ng

nombres;; pour j € [1,n] avecz v;; = my. lIs sont particulierement mis en évidence en
j=1

récrivant le polynéme caractéristique du systéme sousrtado

AﬂQ:IIOj@—&Wv

Dans le cas des systemes dont tous les modes sont simplesritzend’état peut étre factorisée
comme suit

At

-1

F:TAT_1:<1)1...UZ-...U”) Ai (wl...wi...wn)

An

ouwv; € C™ (resp.w; € C") désigne le vecteur propre a gauche (resp. a droite) assdae
valeur propre);.

2.3.3 Fonction de transfert

Supposons que les transforméesf@place des séquences d’entrée-sortie et de I'état exjstent
alors on peut récrire le systeme (2.29) sous la forme

sX(s) —x,=FX(s)+ GU(s)
RET
Y(s) = HX(s) + EU(s)

Et en éliminantX (s) entre les deux équations d’état et de sortie, on peut en detiuielation
qui relie la sortie du systéeme a son entrée d’une part et anditons initiales d’autre part, soit

RFT { Y(s) =G (s)U(s) +H(s)z,A(s) (2.35)

avec
G(s)=H(sl,—F)'G+E (2.36)
H(s) = H (sI, — F)™" (2.37)

Remarque 2.5La description (2.35)-(2.37) du systeme peut étre reptésecomme 'indique
la figure 2.6 qui met en exergue le fait que les conditionsaileis peuvent étre interprétées
comme une entrée impulsionnetg ().
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() H (s)

FIGURE 2.6 — Représentation du systeme

Le passage d’'une réalisation d’état du systeme a sa fondedransfert peut étre déduit direc-
tement de I'’équation (2.35) en occultant les conditiong, so

RFT { Y(s) = G(s)U(s) avee G(s) = H (sl, — F)'G+E (2.38)

Le résultat suivant précise la nature de la fonction de tfartsdu systéme (2.29) tout en préci-
sant ses deux factorisations triviales ainsi que l'une deesgressions pertinentes.

Résultat 2.3La fonction de transfert du systéme 2.38 est une matriceadidns rationnelles
irréductibles propres d’ordre au plus égal a I'ordre du Siste que I'on peut exprimer comme
suit

G(s) = [G,-j (s)} ool = AL (2.39)
G(s) = B(s) (A(s),n) " = (A(s)L,) "' B(s) (2.40)

ou A(s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs dedrecrationnelles’;;(s)
et B(s) = A(s)G(s) est une matrice polynomiale de dimensior m.

La preuve de ce résultat est triviale.

o0

Remarque 2.6Compte tenu du fait queZ, — F)™' =)
i=0

T F', on peut exprimer la fonc-
S

tion de transfert du systeme comme suit

HF*'GQ  pour k >1

G(s) = Y gus™* avec g, = (2.41)
k=0 E pour k=0

Les scalaireg, pour k € N, qui apparaissent dans la forme (2.41) de la fonction degfart,
ne sont autres que les paramétres/dtarcov du systéme qui sont principalement utilisés pour
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résoudre le probléme de réalisation, i.e. le passage d'anetfon de transfert a une réalisation
d’état ([46]), et de réduction d’'ordre des modéles ([88]ka kéduction d’ordre d’un modéle
est une opération impérative dans la pratique pour des ctimations de simplicité de mise en
oeuvre. Par ailleurs, il apparait clairement que le systé@axkibe un retard uniforme égaldési
ses paramétres d&tarcov Vvérifient la propriété suivante

g =0 pouri<d
Remarque 2.7Bien que les fractions rationnelles proprés (s) pour(i,j) € [1,p] x [1,m]

sontirréductibles, les fractions rationnelles prop&s(s) etGy, (s) avec(i, j) # (k, () peuvent
avoir des péles et des zéros communs dans le cas des systéltiesriables.

Compte tenu des notations adoptées pour la fonction defaetret la réalisation d’état d'un
systeme et du fait et que sa représentation d’état peut sea&ous la forme

(5 )= ( 2) (0)

on peut le désigner par I'expression suivante

G(s) = <%’%) (2.42)

Par ailleurs, contrairement a la réalisation d’état, la foton de transfert d’'un systéme est un
invariant par un changement de base dans I'espace d’étanwihe montre les simples mani-
pulations algébriques suivantes

G(s) = H(sl,~F) G+E
— HT (T‘ls]nT _ T-lFT) Gk

— HT <T‘1 (s]n . F) T) ‘TG4 E

- H(s[n—F)_1G+E
= G(s)

Cette propriété est tout a fait naturelle dans la mesure diotection de transfert est une repreé-
sentation externe qui n’a aucune raison d’étre différerdamun méme systeme.

2.3.4 Matrice systéeme

Les équations d’état et de sortie (2.29) du systeme peugeatsre comme sulit

(57 D)) es
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Cette forme suggére de définir une matrice systeme du syatparér de I'une de ses réalisa-
tion d’état comme suit

sh—F -G ) (2.44)

MS { Mo(s):< TR

Comme pour la représentation d’état, la matrice systémepkstelle. On montre aisément
que les matrices systemes associées a une realisatiorss /¢, I/, £) et une réalisation
(F,G, H, E) issue d’'un changement de basg) = 7'z () sont reliées comme suit

Moo= (1 D) mee (7))

Le résultat suivant précise les propriétés essentiellda deatrice systeme qui seront utilisées
pour définir les zéros du systeme au moment opportun.

Résultat 2.4La matrice systémeM,, (s) se distingue par les trois propriétés fondamentales
suivantes.

P1. Le rang de la matrice systeme est relié au rang de la fona®transfert comme suit
rang (Ms (s)) = n+rang (G (s))

P2. Le rang de la matrice systéme est un invariant par changedehase

P3. Dans le cas des systémes carrés, i.e. qui ont autant desitée de sorties, on a

_det (M, (s))

At (G () = Gt (sL — F)

Preuve.La propriétéP1 découle naturellement du fait que la matrick, — F' est de rang plein
et de la factorisation suivante de la matrice systeme.

(57 )i (57 58

Pour la preuve de la propriété2, on considére un changement de ba$g = Tz(t) qui
permet de passer dé", G, H, E) a (T~'FT,T~'G, HT, E), la matrice systeme associée a la
nouvelle réalisation est donnée par

sl, —T7'FT —-T7'G B T-' 0 sl, — F -G T 0
HT E L0 H E 0 In
Il apparait clairement que le rang de la matrice systemermsadriant par changement de base.

Quant a la propritéP3, elle résulte naturellement du calul du déteminant de laribatystéme
a la lumiére du résultat A.2, soit

det (M, (s)) = det (sI,, — F) det (H (s1,, — F)7'a+ E)
CQFD
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Remarque 2.8La fonction de transfert d’un systéme monovariable peufsiener en fonction
de sa matrice systéme comme suit

et (Mo(9))
Gls) = det (sI, — F)

Ainsi, tout zéro du systeme est une racine du détermaindatrdatrice systeme.

2.3.5 Factorisations polynomiales

L'approche polynomiale de la théorie des systemes est foadtalement basée sur des mo-
deles du type factorisations polynomiales premiéres aquregeut élaborer directement a partir
des fonctions de transfert ou indirectement a partir dedisétions d’état du systéme. On dis-
tingue deux factorisations polynomiales de la fonctionrdegfert d’'un systeme qui conduisent
naturellement aux formes différentielles ususelles.

La factorisation polynomiale premiere a droite donnée par
FPD { G(s) = Bu(s)A;"(s) (2.45)

ou By(s) est une matrice polynomiale de dimensiotm et A,(s) est une matrice polynomiale
inversible de dimensiom qui sont premiéres entre elles a droite, i.e. il existe desioes po-
lynomialesX,(s) € R™*?[s] etYy(s) € R™*™[s] telles que

Xd(S)Bd(S) + YVd(S)Ad(S) =1, (2.46)

On notera qu'il existe une infinité de factorisations polymales premiéres a droite de la forme

G (s) = Ba(s)A;'(s) = Ba(s)A;'(s) (2.47)
avec
Bd(s) = Bd(S)Ud(S) et fld(s) = Ad(S)Ud(S) (248)

ou Uy,(s) est une matrice unimodulaire de dimensianLa factorisation polynomiale premiére
a droite conduit a la représentation d’état partiel donnée p

Aa(p)z(t) = u(t)
FPDC (2.49)

y(t) = Balp)=(t)

ou z(t) € R™ est un état partiel du systéme. Cette représentation distéatipour la détermi-
nation de la forme canonique commandable qui permet de goircaisément un systéme de
commande avec retour d’état.

La factorisation polynomiale premiere a gauchedonnée par

FPG { G(s) = A;'(s)By(s) (2.50)

g
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ou B,,(s) est une matrice polynomiale de dimensjor m et A,(s) est une matrice polyno-
miale inversible de dimensigmui sont premiéres entre elles a gauche, i.e. il existe descea
polynomialesX,(s) € R™*?[s] etY,(s) € RP*P[s] telles que

By(s)Xy(s) + Ag(8)Yy(s) = I (2.51)

Comme pour les factorisations polynomiales premiéres aajribexiste une infinité de factori-
sations polynomiales (premiéres) a gauche de la forme

A1 (s)By(s) (2.52)

Q
—~
VA
~—
I

avec

s) et Ay(s) = Uy(s)Aa(s) (2.53)

ool
o
—

V)
S——

I
QQQ
—

V)
S——

o
Q
—

ouU,(s) est une matrice unimodulaire de dimensjoiha factorisation premiere a gauche per-
met de retrouver la forme différentielle usuelle

FPGC { Ay(p)y(t) = By(p)u(t) (2.54)

qui particuliérement utilisée pour la détermination de tarhe canonique observable qui est
fondamentalement motivée par des considéerations deisit@ple synthése d’observateurs.

Remarque 2.9Comme la matrice polynomialé,(s) (resp. A,(s)) estinversible, on peut pos-
tuler que la fonction de transfegi (s) est de rang plein si et seulement si la matrice polynomiale
By(s) (resp. By(s)) est de rang plein. Par ailleurs, les matrices polynomial&$s) et B,(s)
sont bien définies par rapport & la fonction de transf@rts) qui n’est pas bien définie par
rapport a ses poles.

Remarque 2.10Les factorisations polynomiales d’'un systéme peuveniaéément obtenues
en vertu du résultat B.5 qui stipule que I'on peut exprimeiolaction de transfert d’'un systeme
comme suit

ouU(s) € RE*P(s) et V(s) € RJ™™(s) sont deux matrices unimodulaires 8f,.(s) €
RPX™ (s) est une matrice rationnelle et propre unique appelée formesahith-McMillan
de la fonction de transfert qui se distingue par une struefarticuliere donnée par

avec
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our = rang (G(s)) < min (m,p) et{V;(s)} et{P;(s)} sont des polyndbmes normalisés pre-
miers entre eux satisfaisant les propriétés suivantes

U, (s) divise Wii1(s) et ®;1q(s) divise ®;(s) pouri € [1,r — 1]

En effet, on peut vérfier aisément que I'on peut obtenir uomfaation polynomiale premiere
a gauche (resp. a droite) de la fonction de transfert du systavec

Ag(s) = @(s)U(s) et By(s) = T(s)V(s)

(resp. Aa(s) =V~ (s)®(s) et By(s) = U(s)¥(s))

2.3.6 Podles et zéros d’'une fonction de transfert.

Plusieurs études fondamentales ont été consacrées aux eblgros des systémes multiva-
riables ([15], [46], [70], [89]). Ces contributions peuvé@tre présentées d’'une maniere concise
dans le cas d’'une représentation des systemes par leuridonde transfert en utilisant le reé-
sultat 2.3.

La notion de péles des systémes monovariables peut étrduetelune maniére naturelle aux
systemes multivariables en utilisant I'essence de la naliepdlesd’'un systéme, en I'occur-
rence les nombres complexes finis qui conduisent aux sirnigglale sa fonction de transfert,
i.e. 'ensemble

eP(©(s) = {ne s/ tim Go) = 00) 2 (oo

ouC/ désigne un ensemble fini de nombres complexgs @est autre que le nombre des poles
du systeme. On peut en déduire naturellement les faitsrsigiva

F1. Tout pble d'une entréé&r;;(s) de la fonction de transfeid(s) est un pole du systéme et
chaque pole de la la fonction de transféits) doit étre un pdle d’au moins I'une de ses
entréees’;;(s).

F2. La configuration des péles d’'un systeme est incluse dansrégyaaation des modes, i.e.
CP (SYS) C CM (SYS). Les modes du systéme qui sont simplifiés lors de la détermi-
nation de la fonction de transfert du systeme ne figurent pas da configuration des
poles.

L'extension de la notion de zéros des systemes monovasiabiesystemes multivariables n’est
pas triviale compte tenu des deux faits suivants.

F1. Un zéro d'une entré€’;;(s) de la fonction de transfe(s) n’est pas nécessairement un
zéro du systeme et un zéro de la la fonction de trangfest n’est pas nécessairement un
zéro de l'une de ses entre€s; (s).

F2. Les zéros d’'un systéme ne sont autres que les pbéles du systense correspondant.



41

Le premier aspect stipule que si une composante de I'entu@esgisteme est bloquée au niveau
d’'une composante de la sortie du systéme, elle n’est passaioement bloquée sur toutes les
composantes de sa sortie. Quant au second aspect, il amm$tssence de la définition sui-

vante des zéros de transmission d’une fonction de trargfeattir des nombres complexes qui
conduisent a une dégénérescence de leur rang.

Deéfinition 2.2 Considérons un systeme décrit par sa fonction de trangsfesy € R>*™, on
dira que( € C est un zéro du systéme si la propriété suivante est saésfait

rang (G () < rang (G (s))

Si en plusg (s) € R (s) etdet (G (s)) # 0, alors¢ € C est un zéro de transmission du
systéme si et seulementisi (G (¢)) = 0.

Cette définition concerne les zéros de transmission desrsgstqui ne sont pas nécessairement
des zéros de blocage du systeme, i.e. les nombres comphesgmfir lesquels la fonction de
transfert du systeme est nulle, qui sont définis a partir d’extension naive de la définition des
Zéros des systémes monovariables.

Les deux résultats suivants précisent comment détermesgpdles et les zéros de transmis-
sion d’'une fonction de transfert.

Résultat 2.5Les pdles d’une fonction de transfert sont les racines dg pktit commun mul-
tiple des dénominateurs de I'ensemble de ses mineurs nemudulo une simplification préa-
lable des éventuels facteurs communs. Ce polyndme estapplghdme caractéristique ou
polynéme des poles de la fonction de transfert que I'on aésagpard(s).

Résultat 2.6Les zéros d’une fonction de transfert de rang normabnt les racines du plus
grand commun diviseur des numérateurs de tous les mineodrd’r, pourvu que ces mineurs
aient été préalablement exprimés de maniere a ce qu’ilst@iemme dénominateurs le poly-
ndéme des poles de la fonction de transfeft). Ce polyndbme est appelé polynéme des zéros de
transmission de la fonction de transfert que I'on désigreaay (s).

Les exemples suivants permettent d’illustrer les réssiReh et 2.6 tout en relevant des aspects
spécifiques aux zéros des fonctions de transfert.

Exemple 2.1 Considérons la fonction de transfert
s—2 s5—3
g@y_(s+5 s+3)
Son rang normal est égaliaet son polynéme des poles (resp. des zérod)@st= (s+3)(s+5)

(resp. ¥(s) = 1). Ainsi, cette fonction de transfert admet deux pdles —3 etp, = —5 mais
n'admet aucun zéro alors gue chacun de ses éléments admétoun z
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Exemple 2.2Considérons la fonction de transfert

1 s—3 5
g(s):s—|—2( 5 8—3)

Les mineurs d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) sont donnés par lastibns rationnelles

s—3 5) 5 ts—3
[
s+2" 54+2 5+2 s+2

s—8
. det =
(Tesp et (G(s)) p—y 2)
Le rang normal de cette fonction de transfert est donc égagtisbn polyndme des pbles (resp.
des zéros) est donné p&fs) = s+2 (resp. ¥(s) = s — 8). Elle admet donc un pblg = —2
et un zéro de transmissiah = 8 qui est bien différent des zéros de transmission des élément
de la fonction de transfert qui sont égaux a un.

Exemple 2.3Soit |la fonction de transfert
1 (s —1)(s+2) 0 (s—1)(s—1)

G(s) = G+ —1)(s+2)

—(s+1)(s+2) (s=1)(s+1) (s—1)(s+1)
dont les mineurs non identiquement nuls d’ordre 1 et d’oRig®nt respectivement donnés par

1 s—1 -1 1 1
s+17 (s+1)(s+2) s—1 s+2 s+2

et
2 —(s—1) 1

GG+ GrD6E+26+2 @ GrDGT2)

Le rang normal de cette fonction de transfert est égal a 2 polgndémes des podles (resp. des
zéros) estb(s) = (s + 1)(s — 1)(s + 2)? (resp. ¥(s) = s — 1). Elle admet donc deux péles
simples; = 1 etp, = —1, un pdle double; = p, = —2 et un seul zéra; = 1. On notera que
cette fonction de transfert admet un pole et un zéro commusasz; = 1.

Ces exemples illustrent bien la problématique intrinsemuezéros d’une fonction de transfert
d’'un systeme multivariable, notamment la fonction de tiais1’admet aucun zéro alors que
chacun de ses éléments admet un zéro comme le montre I'ex@riples zéros d’une fonc-
tion de transfert ne sont pas égaux aux zéros de leurs enteSpgctives comme le montre
'exemple 2.2 et une fonction de transfert peut avoir degep@t des zéros égaux comme le
montre 'exemple 2.3.

Remarque 2.11Les pbles d’une fonction de transfert sont essentielleshemnpdles de ses élé-
ments modulo une indetermination de leur ordre de mulitgli¢our apprécier cet aspect des
choses, considérons la fonction de transfert

1
G(s) = = Gals)

ouGy(s) € Ry™™ (s) et n"admet aucun pole réel de valeurEn effet, compte tenu du mineur
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d’ordre m de la fonction de transfert donnée par

det (G(s)) = ﬁ det (G (s))

on peut conclure que la fonction de transfert admet un po& dé valeury et d’ordre de
multiplicité m pourvu quedet (Gz(s)) n'admet aucun zéro de valewr. Et cette multiplicite
n'est pas perceptible a partir des éléments de la fonctiotratesfert.

La définition 2.2 est néanmoins mal appropriée pour la d&aat’'une dégénérescence de rang
des fonctions de transfert qui ont éventuellement des eédiss pdles communs : une propriété
probable dans le cas des fonctions de transfert des systémkiwariables. Pour pallier ce
probleme, la définition 2.2 est judicieusement modifiée hoathe restriction aux fonctions de
transfert de rang plein qui ne constituent pas une perte deggité pourvu que le choix des
entrées et des sorties du systeme ait été raisonnablenfiectuef

Définition 2.3 Considérons une fonction de transférts) € RP*™ (s) de rang plein en co-
lonnes (resp en lignes). Alo¢se C est un zéro de transmission g€ s) si et seulement si

JveC™/ lim G(s)v=0 (resp. Jw e C™ / lim w*G (s) = O)
s—C s—(C

Les exemples suivants permettent de mieux apprécier itgpian de la définition 2.3 dans le
cas d’'une fonction de transfert qui admet des péles et des p&mmuns.

Exemple 2.4Considérons un systeme décrit par la fonction de transfert

1 2
Gs)=| **2
0 1

et notons qu’elle est de rang plein, admet un pdle —2 et vérifie la propriété suivante

G(s)V(s) = Z(s) avec V(s) = ( 8122 ) et Z(s) = ( 532 )

Et en vertu de la définition 2.3, on en déduit que le systemesidmzéro{ = —2 puisque
ling(s)V(s) = 0. Par ailleurs, le systéme inverse est donné par
s—>—
1 2
G l(s) = s+ 2
0 1

Il admet un pblep = —2, ce qui confirme le fait que le systeme admet un zéto—2.
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Exemple 2.5Considérons le systéme décrit par

s+1
s+2
G(s)=
(5) s+2
s+1
Comme le systéme est de rang plein, on peut déterminer seserérertu de la définition 2.3
qui permet de postuler que le systeme admet deux zZgres—1 et(, = —2. Par ailleurs, le

systeme admet deux pbjas= —1 etp, = —2.

Exemple 2.6La condition de rang plein est impérative pour I'applicatide la définition 2.3
comme l'illustre le cas du systeme décrit par la fonctionrdedfert

1 1
s+1 s+1
G(s) =
1 1
s+1 s+1

On notera que ce systeme n’est pas de rang plein et qu’il nea@dmcun zéro de transmission

Gg(s) < _11 ) =0 pour tout s € C

Le résultat suivant permet de caractériser les zéros destrassion d’une fonction de transfert
qui n’est pas nécessairement de rang plein pourvu que sdgaoations des poles et des zéros
soient disjointes.

Resultat 2.7 Considérons un systeme décrit par une fonction de tran§fesf € RD*™ (). Si
¢ € Cn’estpas un pole dé (s), alors¢ est un zéro de transmission @€ s) si et seulement si

rang (G (¢)) < rang normal (G (s))

Si en plusg (s) € R™ ™ (s) etdet (G (s)) # 0, alors¢ € C est un zéro de transmission du
systéme si et seulementisi (G (¢)) = 0.

Ce résultat peut étre utilisé pour déterminer les zéros detation de transfert

1 1
s+1 s+2
G(s)=
(s) 5 )
s+2 s+1
dont le rang normal est égal 2puisque
2 — 52
det =
I = e v o
Ainsi cette fonction de transfert admet deux zérps= /2 et z, = —+/2 qui sont distincts

de ses poles, notamment = p, = —1 etp; = p, = —2. Par ailleurs, ce résultat n'est pas
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applicable dans le cas de la fonction de transfert

s—1
s+1

g(s) = 542

s—1

puisqu’elle admet un pole et un zéro de transmission commens = 1, alors quedet (G(1)) #
0. La détermination des zéros est effectuée en vertu de |&ataefia. 3.

Résultat 2.8 Considérons une fonction de transférts) € RP*™ (s) de rang plein en colonnes.
Alors ¢ € C est un zéro de transmission g€ s) si et seulement si

3 40veC"/G([v=0

Preuve. Elle peut étre faite, sans aucune perte de généralité, aipadetla forme deSmith-
MecMillan de la fonction de transfer§/ (s) donnée par le résultat B.5 en se remémorant que
U(s) € Rb*P(s) etV (s) € R ™ (s) sont deux matrices unimodulaires&f,.(s) € RE*™ (s)

est une matrice rationnelle et propre unique qui se distengar sa structure diagonale.

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Pour @& faupposons qué est un zéro
deW,,(s), i.e.¥,,(¢) = 0, et poson® = V' () ey 0ler, = (0 ... 0 1) e R™ Alors,
on peut vérifier aisément quk(¢) v = 0.

Montrons ensuite que la condition est suffisante. Pour ce,faupposons qu’il existe un vecteur
nonnulv € C™ / G ({)v =U () Sme () V (¢) v = 0 et posons

Uy

2V ()veR™

Um

Alors on auraw; (¢) u; = 0 pour tout i € [1,m], et donc¢ € C doit étre un zéro de I'un des
polynémesl (s) pouri € [1,m)].

COFD

2.4 Modele de synthese

La simplicité est une spécification vitale pour la conceptites systéemes de commande, de
prédiction ou de filtrage. Elle est intrinsequement liée aifaplicité du modéle de synthese, en
I'occurrence un modele linéaire invariant dans le tempsi@ar une réalisation d’état ou une
fonction de transfert dont la complexité peut étre essketent caractérisée par la structure
du modele, notamment les nombres des variables d’état,rdeXes et des sorties du systeme.
Ainsi, on peut postuler que cette structure est judicie@saspécifiée pourvu que les propriétés
suivantes soient satisfaites

CM(SYS)=CP(SYS), rang(G) =m et rang(H)=p
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Ces propriétés permettent d’éviter toutes les redondapossibles des variables d’'état, des
entrées et des sorties du systeme et d’assurer que sa fonigitransfert est de rang plein en
lignes (rep. en colonnes) si < p (resp. sim > p). Par ailleurs, il faut privilégier les cas des
systemes carreés, i.e» = p, pour des considérations de simplicité d’analyse et detmgd.

2.5 Opérations elementaires

Les systemes sont principalement congus a partir de tr@isrables d’opérations élémentaires
qui seront présentés dans ce qui suit d’'une maniere contjzeeise.

Le premier ensemble concerne les trois compositions élémaires entre deux systemes
respectivement caractérisés par

61 = () ot o= ()

qui se distinguent par la nature de l'interconnection desdsystemes. La figure 2.7 montre
uneinterconnection en cascadeu il apparait clairement que

ur () = u(t), ug(t) =y (t) et y2(t) =y (?)

u(t) G (s) Y G (s) 0N T

uy (t) us (t)

FIGURE 2.7 — Interconnection en cascade

La description de cette cascade peut étre faite a partir @gsésentations d’'état respectives
des systémes, (s) etGs(s) en effectuant les substitutions requises, soit

pxy (t) = Fizy (t) + Giu (t)
PL2 (t) = FQIL'Q (t) + GQUQ (t) = Fgl’g (t) + GngfL'l (t) + GgElu (t)

y (t) = Hawy (t) + Eausg (t) = Hox, (t) + ExHyxy (t) + ExEru (t)

Et si I'on considére toutes les variables d'état des syssaés) et G,(s) comme variables
d’état de la cascade, alors elle peut étre caractérisée par

F 0 Gy
G(s)=| G.H, F, |GyE;
Hy, B, | BB,
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La figure 2.8 montr@ine interconnection du type paralléle ou il apparait clairement que

u(t) =uy(t) =ua (1) et y(t) =y (t) +y:(t)

uy (t) y1 (1)

Gi(s)

Ga(s)

ug (t) Y2 (t)

FIGURE 2.8 — Interconnection en parallele

La description de l'interconnection paralléle peut étr@éaa partir des représentations d’état
respectives des systénigss) et G (s) en effectuant les substitutions requises, soit

p[lj’l (t) = lel (t) + Glu (t)

pxo (1) = Foxs (t) + Gou (t)

et
y (t) = Hizy (t) + Hoxo () + (E1 + Eo) u (1)

Et si I'on considére toutes les variables d'état des syssafés) et G,(s) comme variables
d’état de I'interconnection paralléle, alors elle peut&taractérisée par

F, 0 G1
g(S) = 0 F2 G2
H, H,|Ei+E,

La figure 2.9 montre unane interconnection du type rétroactionou il apparait clairement
que

up (t) =u(t) — w2 (t) et y(t) =y (t) =u2(t)
La description de I'interconnection en rétroaction peutdtite a partir des réalisations d’état

respectives des systénigss) etG,(s) en effectuant les substitutions requises. Compte tenu des
éguations de sortie des systémes, on a

([ -+ EgEl) (5 (t) = U (t) — FyHq iy (t) — Hyxy (t)
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Et si la matricel + EyFE, est inversible, alors I'équation de la sortie de I'interaaattion en
rétroaction est donnée par

y(t) = (I — B\ (I + ExBy) "' By) Hiwy (t) — By (I + EyBy) ™ Has (t)
+E, (I +EyE)  u(t)

Cette équation peut se récrire comme suit en vertu des e¢suit5 et A.6 d’inversion matriciel.
y(t) = BErpHyxy (t) — EnnEiHoxo (t) + ErEyu (1)

avec L )
E12 = ([ -+ ElEg)_ et E21 = (I + EgEl)_

uy (t) y1 (1)

Ql(s) y (1)

=
=
©

Ga(s)

Y2 (t) uy (t)

FIGURE 2.9 — Interconnection en rétroaction

Et si I'on considere toutes les variables d’état des syssynet G, comme variables d’état de
I'interconnection en rétroaction, alors elle peut étre aatérisée par

Fy — G EyE 1 Hy —G By Hoy G1Es
Gg(s) = GoEyoH,y Fy — GoE Ey Hy | GoEy Eyy
E2Hy —F 2B Hy ‘ EqEo

Remarque 2.12Les réalisations d’état des compositions considérées @Enéablies autour
des variables d’état des systemes interconnectés. L'hgpetrequise dans le cas d’une inter-
connection en contre réaction, i.e. la matrite- F,F; est inversible, est satisfaite si I'un des
systemes interconnectés est strictement propre et c'esidelans la plupart des problemes
d’automatique.

Le second ensemble concerne les trois systemes usuels désacun systeme donnén l'oc-
currence le systeme dual, le systéme conjugué et le systeared, qui sont particulierement
définis par leur relation intrinséque au systéme.
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La fonction de transfert dgysteme dualest égale a la transposée de la fonction de trans-
fert du systeme, soit

Ga(s)=G" (s) = (H(sl, - F) 'G+E) =G (s, - F") ' H” + E”

On aura alors . —
F F
60 = (r1e) ~ %)= (Grir)

La fonction de transfert daysteme conjuguéest donnée par

G.(s)=G" (—s) = (H(~sl, —F)"' G+ E)T — G (sl, + FT) ' HT + ET

60 = () ~ %= (ZGrtar)

La fonction de transfert dsystéme inverseest donnée pag; (s) = (G (s))~' pourvu que la
fonction de transfert du systéme soit inversible. Dans sdecaystéme inverse peut étre réalisé
a partir d’'une interconnection en rétroaction appropriéeneme I'indique la figure.10.

On aura alors

u(t) @ y (1)

— 1,
o | 9@ y (1)

FIGURE 2.10 — Réalisation d’un systéme inverse

En effet on a
Y(s)=U(s) = (G(s) = I,) Y(s)

soit
U(s) =G(s)Y(s) <= Y(s)=G(s)U(s)

Le systeme inverse peut étre alors déterminé a partir de peésentation d’état du systéme
dont la fonction de transfert egt(s) — I,, et de la relation entre (t) ety (¢), soit

px (t) = Fz (t) + Gy (t)
SINV { z(t)=Hz(t)+(E—1,)y(t)

y(t) =u(t) ==z ()
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En éliminant la variable (¢) entre les deux derniéres équations, on obtién{t) = —Hx (t)+
u (t). Et si la matriceE est inversible, alors on peut en déduire aisément une reptéson
d’état du systéme inverse

pr(t)=(F —GE'H)z (t) + GE ' (t)
SINV
y(t)=—-E'Hz(t)+ B u(t)

On aura alors
F |G _ F—-—GE'H|GE!
9(5>:<7%) = ¢ 1(5>:< =R } T )

Remarque 2.130n peut vérifier aisément que cette caractérisation restaebla dans le cas
des systémes qui ne sont pas nécessairement carrés poenlaimatrice E admet une inverse
a droite (resp. a gauche), i.8E¢ € R™? | EE? = [, (resp.3E9 € RP*™ | B9F = I,,,. On

aura alors
Fl|d 4 F—-—GE'H | GFE’
g“):(ﬁ) - gt(‘”:( B H } B )

E' désigne l'inverse disponible de la matriég soit E—', £ ou E9. En effet, considérons le
cas ou la matricey admet une inverse a droite, alors on aura

F  GE‘H GE? F  GE‘H GE?
G(s)G%(s)=| 0 F-GEH|-GE? | =| 0 F-GE'H|-GE?
H EE'H | EE? H H !

p

Et en effectuant un changement de base défini par la maiﬂiee( Ié’ ?’ ) sur le systeme
p
G (s) G4 (s), on obtient

F 0 0
G(s)G¥'(s)=1] 0 F—GEdH‘—GEd =1,
H 0 A

Ce résultat peut étre transposé par dualité au cas ou la roafri admet une inverse a gauche.

Le troisieme ensemble concerne la commande avec retour datet I'injection de sortie
qui sont respectivement définis a partir des opérationsasiies

e {(htE) — s {(E5H9)
oo {(HHE) — e ()

ou K € R™™etM € R"*P désignent respectivement le gain de commande avec retétat d’
et d’injection de sortie. La dualité entre la commande aveour d’état et I'injection de la
sortie peut étre naturellement mise en exergue a partir di¢s $uivants.

et
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F1. Comme le dual du systéeme de commande avec retour d’étatrest gar

F-GK |G F' — K'G" | H" — K"E"
scre {(LZGK1CY  pcne (L7011

on peut en déduire que le dual du systéme de commande avecd#itat sur le dual du
systéme est donné par

F" — H'K, | H” F-KJ/H|G-KJE
SCRED{(GT_ETK”ET) —>DSCR8D{< /-

Il apparait alors clairement que le concept d'injection aetée peut étre obtenu a partir
du dual du concept de commande avec retour d’état sur le dualydteme, soit

SIS = <DSCR6D>

KI=Mm

F2. Comme l'injection de sortie sur le dual du systéme est dopaée

F' | H" FT — MyG™ | HT — MyE”
psys { (i) — soso {(F 7

et que le dual du systéme obtenu par une injection de sortati pu dual du systéeme
est donné par

FT — M,G" | HT — MyE” F-GM; |G

on peut postuler naturellement que le concept de commareteratour d’état peut étre
obtenu a partir du dual du concept d’injection de sortie saidlal du systéme, soit

SCRE — (DSISD)

MT=K

La dualité entre les concepts de commande avec retour céétdiinjection de sortie est judi-
cieusement exploitée pour alléger le développement foadtairet les outils de synthese.

Remarque 2.14Les trois opérations élémentaire sont vitales pour la cptioa des systemes
de commande. La composition des systémes est impérativlapmnpensation des perturba-
tions et la précision. Quant aux autres opérations, ellesatent de formuler convenablement
toutes les problématiques de synthése et de mise ne oeSoEES.

Ces bonus seront particulierement mis en exergue aux ¢haitlivants. La dualité est poten-
tiellement utilisée pour des considérations pédagogignesamment le développement d’'une
approche déterministe pour les syntheses optimales (lajpitres 8 et 10).
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2.6 Eléments de réalisation

La diversité des représentations d’un systeme est un atautgpprécier aisément leurs pro-

priétés fondamentales. Cette aisance peut étre confodéeime maitrise des techniques de
passage d’une représentation a I'autre, en I'occurrencedencepts de factorisation et de réa-
lisation et le calcul opérationnel comme l'indique la figutell. Le concept de factorisation

(resp. le calcul opérationnel) a été vigoureusement dgyealans I'annexe B (resp. peut étre
effectué en utilisant les résultats A.6 et A.14). Quant abl@me de réalisation, il a été dé-

veloppée d’'une maniere compréhensible dans les prouesslag@giques reconnues de notre
communauté ([15], [42], [46], [70], [89)).

FACTORISATION CALCUL OPERATIONNEL

y(t) = A1 (p)By(p) u(t) | REALZISATION

(F,G,H, F)

FIGURE 2.11 — Relations entre les modeles paramétriques d’'unregste

Dans ce qui suit, on traitera six problemes judicieuseménisis pour une meilleure percep-
tion de la problématique de réalisation. Les trois premigrsblémes concernent les systemes
monovariables, alors que les trois derniers sont consaatgssystemes multivariables.

Systemes monovariablesComme la représentation d’état est plurielle, on se foeatissur
des réalisations canonigues qui sont principalement rdes\yar des considérations pédago-
giques, en 'occurrence une simplicité remarquable auisi kbu point de vue de I'analyse que
du point de vue de la synthese. On considérera d’abord le easystéemes décrit par la fonc-
tion de transfert d’ordre trois

B(S) . 6083 + b1$2 + ng + bg
A(s) s34 a1s2 + ags + as
pour mieux apprécier la démarche avant de I'étendre natemeént au cas des fonctions de
transfert d’ordren.

G(s) = (2.55)

B(s) bos™ +bys" L+ ... +b,_15+ b,
= = 2.56
G(s) A(s) s+ apst . a2 +a, ( )

On peut déterminer aisément deux réalisations d’'état édeintes et en déduire les réalisations
d’état d’'un systéme d’ordre n.
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La premiere réalisation est issue de la représentation d’état partiel 2.16 que I'entpécrire
comme suit dans le cas considéré

pPa(t) = —arp®2(t) — azpz(t) — asz(t) + u(t)
(2.57)
y(t) = bop®2(t) + bip?z(t) + bapz(t) + b3z (t)

Cette forme suggere de définir un vecteur d’état a partir desldable z(f) comme suit

e (1) pPz(t)
T(t) = | zea(t) | = | p2(t)
T3 (t) 2(t)
En effet, compte tenu de la représentation d’'état parti&¥ 2on obtient
prea(t) = —a1p*z(t) — aspz(t) — asz(t) + u(t)

= —a2a(t) — asxea(t) — azzes(t) + u(t)
pre(t) = zalt)
pxc?)(t) = Zlfcz(t)

et

y(t) = bop’2(t) +bi1p*2(t) + bap2(t) + bsz(t)
= b, (u(t) — arx1(t) — agzea(t) — azxes(t)) + bz (t) + boxea(t) + byzes(t)
= (bl — boal) Tl (t) + (bg — boag) l’cz(t) + (bg — boag) {L'cg(t) + bou(t)

Le systeme peut alors décrit par les équations d’état et deeso
pre(t) = For (t) + Goul(t)

y(t) = Hewe(t) + Ecu(t)

ou(F.,G., H., E.) estune réalisation du systeme, dite forme canonique cowuhaide donnée
par

—ayp —a —Aas 1 bl — boal
Fo=| 1 0 0 |,G.=|0/|,H =] by—byay | et E.=Db,
0 1 0 0 by — boas

L'appellation forme canonique commandable est justifiéel@&ait que la paire(F,, G.) est
commandable : il est toujours possible de déterminer uneexdte de commande admissible
qui permet de réaliser une transition d’état arbitraire eantps fini. Quant a I'appellation état
partiel, elle est naturellement motivée par le fait que) est une variable d’état du systeme.

En adoptant la méme approche d’état partiel, on peut dédgire la forme canonique com-
mandable associée a la fonction de transfert (2.56) est éepar

pxe(t) = For(t) + Geu(t)
Fcc (2.58)
y(t) = Hex () + Ecu(t)



54

avec
—a; —ay ... —ap, 1 b1 — b,ay
0 0 b2 — bOCLQ
F, = , o l.a=| .| o= , et E=b, (2.59)
n—1 : . .
0 0 b, — boa,

La seconde réalisation d’état est issue de description (2.17) que I'on peut récrire comuite s
dans le cas considéré

y(t) = p ((—ary(t) + bru(t)) + p~'((—a2y(t)) + bau(t))

+p 7 (—azy(t) + bsu(t)))) + boul(t)

Ce systeme comporte trois intégrateurs dont les sortiesgelétre considérées comme des
variables d’état que I'on peut définir & partir de la descigt (2.17) du systéeme comme suit

ralt) = o7 (((- @@+ bu(®) + 07 (- @Y (6) + BU() o
........... +pt (— asy(t) + b3U(t))>>
zea(t) = o7 (= a2y + bou®)) + o7 (= asy(t) + bou(t) ) ) )

oa(t) = pL (— agy(t) + bgu(t)>

avec
y(t) = o1 (t) + bou(t)

En substituant I'expression ci dessus de la sortie du sysstkans les équations de ses variables
d’état, on obtient
PLo1 (t) = —Aa1Tp1 (t) + l’og(t) + (b1 — boal) u(t)
PTa(t) = —agwer(t) + xo3(t) + (b — boaz) u(t)
pToz(t) = —azxer (t) + (b3 — boasz) u(t)
avec
y(t) = wo1(t) + bou(t)

Le systeme peut alors décrit par les équations d’état et deeso

{ pxo(t) = Foxo(t) + Gou(t)
y(t) = Hozo(t) + Eyul(t)

ou (F,,G,, H,, E,) est une réalisation du systéme, dite forme canonique oakkxvdonnée
par
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—a; 1 0 b1 — boay
F,=| —ay 0 1 , Go=| by—boas |, H=[1 0 0] et E=b,
—asg 0 0 bg—boag

L'appellation forme canonique observable est justifiéelpdnit que la paire(H,, F,) est ob-
servable : on peut toujours reconstruire I'état initial dysséme a partir de son comportement
d’entrée-sortie sur un intervalle de temps fini.

En adoptant la méme approche, on peut déduire que la formenique observable associée a
un systeme d’ordre est donnée par

pxo(t) = Foro(t) + Goult)
FCO (2.60)
y(t) = Hoxo(t) + Eou(t)

avec

0
JH = | .| etE=0b, (2.61)

La forme modaleest une représentation d’état que I'on peut déterminer dipdiune décompo-
sition en éléments simples de sa fonction de transfert. &itette cas ou tous les poles de la
fonction de transfert sont simples et réels, les autres casrpient étre traités d’'une maniere
autonome pour mieux apprécier leur complexité. Pour cefaionsidérons le cas de la fonction
de transfert (2.56) avec

A(s)=JJ(s=X) avec N eR et i#j = N#)\

i=1

Comme tous les pobles de la fonction de transfert sont sin@ple&els, on peut la décomposer
en éléments simples comme suit

g(s):%—i-z Sji)\' avecy, €ER et 7, € R*
i=1 !

Et sil'on pose

hig; :
Yo =bo, Vi =hig; et X;(s) = . _g)\' U (s) pourtouti € [1,n],

alors la sortie du systeme peut se récrire comme suit

Y(s) = bU(s) +Z hiX; (s) gs
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Cette expression suggeére de définir des variables d’étatrmsuit
pl’l(t) = )\Zl'z(t) + gﬂL(t) pourtouti € [1, n]
Ceci nous ameéne naturellement a la réalisation d’état medal

P (t) = Fpxy (t) + Gru(t)

FM
y(t) = Hpzpm(t) + Epu(t)
avec
A 0 0 0 0] " g1 ]
0 0 0 O :
E,=| 0 0 XN 0 0/|,G.=] g
o 0 0 . 0 :
L0 0 0 0 A | | gn
Hyp=[h ... hi ... hy] et E,=b,

Systemes multivariables Deux approches ont été adoptées pour traiter le problemeddg-r
sation dans le cas des systemes multivariables. La prempm®che consiste tout simplement
a réaliser chacun des éléments de la fonction de transferbetbiner convenablement toutes
ces réalisations pour former une réalisation d’état du égs. A titre illustratif, considérons la
fonction de transfert donnée par

o= (90 &)

ou chaque élémerd;(s) est une fonction de transfert dont on peut déterminer unksataon
d’état en utilisant 'une des démarches adoptées dans leleasystemes monovariables, doit

On peut alors en déduire une réalisation d’état de la fonttie transfery (s) comme suit

FrF 0 0 0]Gy O
0 F 0 0|0 Gy
0 0 F5 0 ]Gs O

0O 0 0 F,| 0 Gy
H H, 0 0 |E H
0 0 H3 H4 E3 H4

L'ordre d’une telle réalisation n’est généralement pas imal ; elle peut étre réduite en élimi-
nant les modes qui ne sont pas accessibles a I'entrée etfoayables en sortie.
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La seconde approche permet de déterminer directement @atisatton d’état et sera illustrée
au travers de deux exempleés premier exempleconcerne le cas des fonctions de transfert
données par

G(s) = [G(s)] = B(s) (A(s) L)~

ou A(s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs desdrecrationnelles’;;(s)
est une matrice polynomiale de dimensjor m respectivement donnés par

AS)=s"+a1s" '+ .. . +as" "+ ... +a_15+a, € R[s]
B(‘S) - BOST + Blsr_l 4+ ...+ Bis’”_i 4+ ...+ Br—13 + Br c RpXm[S]

On peut vérifier aisément que

0, L, O, ... (0 Om
= : R | , G= :
—ayl, ... ... ... —a1ly, I,
(2.62)
H = ( B,—a.B, B,_1—a,_1B, ... Bi—a1B, ) et =218,
est une réalisation d’état d@ (s). Pour ce faire, posons
X(s) = (slyw — F)"' G 2 diag (X; (s)) avec X, (s) € R™™ (s)
On aura alors
(sl — F) X (s) =G
soit
Xiv1(s) = sXi(s) pouri=1,...,r—1 (2.63)
et
sX.(s) + ar1X1(s) + ...+ a, X (s) = I, (2.64)
Et en utilisant(2.63) pour récrire (2.66) en fonction &g(s), on trouve
Xi(s) = L[ (2.65)
BT A '
et donc
I,
21,
1 :
X(s) = : I, 2.66
=4 | (2.66)

Zr—llm
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Ainsi, on aura bien

L,
2zl (5)
_ 1 : A(s _ _ ! _
HX(3)+BO—HA(S) Im_'_A(S) B,=H (slym — F)" G+ E =G (s)
ZT—IIm

Il apparait clairement que la réalisation d’état obtenueest pas minimale mais elle est est
néanmoins commandable.

Quantau second exemplgil concerne le cas des fonction de transfert données par

N(s)

7" B

ou

T

N(s) € RP*™ (s) et D(S):H(S—M) avec i, €ER et py=p; = i=j
i=1

On peut alors décomposer la fonction de transfg(t) en éléments simples comme suit

T F
G(s)=FE+ :
;S—M

Et cette décomposition suggere naturellement une réaisatétat minimale de la fonction de
transfertG (s) donnée par

,u1]m Gl

G(s)= ' :
( ) ,urIn,- Gr
... H |E

ouG; € R ™ et H; € RP*™ sont telles qué’; = H;G; avecn; = rang (I';).
Dans le cas ou les racines du polyndimés) sont complexes et non nécessairement distinctes,

on peut élaborer une réalisation minimale en utilisant uéeamposition adéquate de la fonc-
tion de transfert. On suggére de traiter quelques exemplésifiques pour se convaincre.

Exemple 2.70n se propose de déterminer la réalisationdltbert de la fonction de transfert

2 -3
G (s) = s(s:; 2) (s + 2)5(5 +5)
(s+3)(s+5) s+5

Notons d’abord que cette fonction de transfert peut se metius la forme

B 1 2(s+3)(s+5)  —3s(s+3)
g(s)_s(s+2)(s+3)(s+5)< —25(s +2) 5s(s+2)(3+3))
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gue I'on peut décomposer en éléments simples comme suit

1 LT 1
s+ 3 4s+5

1
G(s) = s+ 2
avec

N—

0
(53 - () e

(8D e
v

I's =

)
~~
VRS
—_ o
=
~~
VR
o =
(&1 )
~~
|

=
QD
[N}

La réalisation dejilbert est alors donnés par

o O Ww o

_ oo ot O O
_ oot O O O
RO O OO
O OOt O O =

S OO OO NN
o OO =

puisque les ordres de multiplicité des modes de la matrit&atdsont respectivement donnés
parn; =1,n, =1etng = 2.

2.7 Modélisation d’'une suspension

Les études des suspensions de véhicules sont essentitll@asées sur un systeme masse-
ressort que I'on peut représenter comme l'indique la figurg22 Compte tenu du principe
fondamental de la physique et des notations considérées, on

mip*r.(t) = —Bip(x.(t) —x5(t)) — K1 (e(t) — 24(8)) + f(2)
SUSP ¢ mopa,(t) = Bip(x.(t) — 25(t)) + k1 (2(t) — 24(1)) (2.67)
—B2p (w5(t) — w(t)) — k1 (25() —w(t)) — f(2)

oux.(t) (resp.xzs(t)) représente la position du chassis (resp. de I'axe de laypaerapport a

la position de reposy; (rep.m») n'est autre que la masse du chassis (resp. de la suspension)
B1 et B,y (resp.x, etky) désignent les coefficients d’amortissement (resp. detajdde la sus-
pension et du pneu de la roug(t) est une commande en force générée par un servo-vérin et
w(t) représente les perturbations issues du profil de la routegmenent les trous, les bosses, le
revétement défectueux et le passage sur un trottoir quepkart approximer raisonnablement
par un échelon.
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z(t)
CHASSZS
f(@) |
|
x(t)
SUSPENSTON
w(t)

\

FIGURE 2.12 — Suspension

Une bonne suspension se distingue par une bonne tenue @eetourh comportement relative-
ment bien amorti du chassis du véhicule. Et comme la distapee — w(t) n'est pas mesu-
rable et que la déformation,(¢) —w(t) est relativement faible, on peut considérer la différence
z.(t) — z(t) comme un bon quantificateur des performance de la suspension

On peut élaborer aisément une représentation d'état de fpesion du véhicule en choi-
sissant ses variables d’état et d’entrée-sortie comme suit

. z.(t)
N x;g; pr(t)
l'(t) = .Tg(t) = [L’S(S‘g (2.68)
n) )\ o= 52wt
w2 (1) et 02 a0 - a0 2:69)

En effet, compte tenu des équations (2.67) de la physiquesetéfinitions des variables d’état
et d’entrée-sortie de la suspension, on aura

{ px(t) = Fa(t) + Gu(t)
SYS

y(t) = Ha(t)

(2.70)
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avec
0 1 0 0
I
- my my my my
F 0 0 0 1 (2.71)
f kL kiR 1
mo mo mo mo
0 0
R B
m m
al . 2 A (2.72)
B+ B2
L &
mo mo
H2(10 -10) (2.73)

La fonction de transfert de la suspension peut étre aiséhé&terminée a partir d’'une appli-
cations de la transformée déaplace a ses équations différentielles (2.67) ou de sagétiin
d'état(F, G, H) (2.71)-(2.73). Elle est donnée par

_ a( Bs) E(s)

56 = (600 6) 2 (335 T )
B ( bos® + bys + by .5 + €152 ) (2.74)
B st a8 +ags?+a; +ay st4 a8 +ags?4a; +ay '

ou les parametresa; ;.o 4, {0iticz ©t {€iticp ) SONt respectivement donnés a partir des
parametres physiques, 51, k1, k2, m; €tmy comme suit

B B B K1 K1 K B1532 Bika + Paky K1K2
n=—F+—+t— tv=—+—+—4+— a3=—""—e€tayg =
mo mo my mo mo my mims mims mims
my + Mg Ba K2
bo = = et bg =
mimes mims mims

52 R2

o=—— €t g = ———

ma ma

Remarque 2.15G, (s) (resp.G,, (s)) est est la fonction de transfert qui relie I'entrée de la sus-
pension (resp. les perturbations qui agissent sur la susipeha la sortie de la suspension. Les
deux zéros en zéro de la fonction de transgris) permettent de réaliser une compensation
asymptotique parfaite des perturbations dy type échelaluéype rampe.
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2.8 Linearisation des systemes

La conception des systemes de commande est essentielléaledte a partir d’'une famille
de modeéles linéaires qui permet de reproduire convenaliieteecomportement dynamique
du systéeme a commander dans sa zone de fonctionnement. G&esrsont élaborés a partir
d’une linéarisation admissible d’'un modéle de connaissamdu systéme ou d’'une approche
de modélisation expérimentale ingénieuse. Les modelesramissance sont issus des lois al-
lant de de la physique a la chimie en passant par I'éconontliesbin est. Quant aux approches
expérimentales, elles sont particulierement développéefrmément au potentiel culturel dis-
ponible en matiere de traitement du signal, d’optimisatbml’identification des systemes, en
I'occurrence les boites a outils de Matlab ou Scilab.

On présente dans ce qui suit le concept de linéarisation gs®mmes décrits par des équa-
tions différentielles ordinaires

Sys { pa(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t), u(t))

(2.75)

ouz(t) € R", u(t) € R™ ety(t) € RP désignent respectivement |'état, I'entrée et la sortie du
systemeef : R" x R — R"eth:R”"xR™ — R"sont des fonctions différentiables.
Pour ce faire, posons

o) & ( z(t) ) g (), u(t) 2 ( f(@(®),ult)) ) ot 24 (

Compte tenu du fait que la fonctign R**™ — R"*™ est différentiable, on peut I'approxi-
mer au voisinage de € R"™™ a partir d'un développement deaylor au premier ordre, soit

Kl

<l

92 =g () + L) (- 2)
avec
o w2
9.~ | oh,_ . Oh,_ _
%(%U) %(%U)

Le systeme 2.75 peut étre alors raisonnablement approxiaiéur de point, par le systeme
linéaire donné par les équations d’état et de sortie

palt) = f (77) + 20 (7, 1)alt) + o2 (7, mpulr)
SYST ah oh

qui n'est autre que lsystéme tangensous-jacent au poirt.

Et comme la linéarisation d’'un systeme est généralemetd faitourd’'un point de fonc-
tionnement défini par f (z,u) = 0, qui n’est autre qu’urétat d’équilibre pourvu queu = 0,
on peut postuler que le systéme non linéaire (2.75) peut@sennablement approximé par le
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systéme tangent qui lui est associé en son point de fonetinent.

SYST { px,(t) = Fa,(t) + Guy(t) 2.76)
Yo(t) = Hay(t) + Euy(t)

ou z,(t), u,(t) ety,(t) désignent respectivement les variations de I'état, detié&net de la
sortie du systéme autour de son point de fonctionnement, i.e

2o(t) = a(t) = &, w,(t) = ult) — @ et y,(t) = y(t) (2.77)

et(F,G, H, F) est une réalisation d’état du modeéle linéaire tangent aunpdé fonctionnement
considéré, soit

af ,_ . 0g ,_ _
F d _ %(%U) %(%“) (2.78)
H E oh . Oh, _ _

a—x(%u) %(%U)

Dans ce qui suit, on étudiera la modélisation de trois sys&ui permettent d'illustrer la
plupart des probléemes de commande rencontrés dans I'iegéndes systemes.

2.8.1 Réseaux hydrauliques

Les réseaux hydrauliques sont constitués d’'un ensemblésivoirs, de canalisations, de
vannes, de pompes et de capteurs. Les réservoirs sont &isesr des sources d’eau et reliés
entre eux par des canalisations. Les vannes sont fondafteergat utilisées pour une meilleure
gestion des apports en milieu urbain. Quant aux captewssaht essentiellement utilisés pour
la mesure des niveaux d’eau dans certains reservoirs ou éleisside certaines canalisations.
La modélisation des réseaux hydrauliques est communégeigt@e en adoptant une approche
compartimentale dont le compartiment essentiel peut épedsenté comme l'indique la figure
2.13.

h(t)

_ — QS(t)
FIGURE 2.13 — Structure élémentaire

Il s’agit d’'un réservoir cylindique alimenté en eau, au teas d’'une pompe et qui se déverse
vers |'extérieur au travers d'un orifice. Ce systeme hydgue élémentaire est décrit par
I'équation différentielle de bilan volumique complétée pexpression algébrique du débit de
I'eau a la sortie du réservoir en vertu de la loi @&ernouilli, soit

{ oph(t) = q.(t) — qs(t)
SHE (2.79)

qs(t) = K/ h(t)
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ou o désigne la section de base du réservbjt,) est le niveau d’eau dans le réservajr(t) et
qs(t) désignent respectivement le débit fourni par la pompe eébétdjravitaire a la sortie du
réservoir etx est le coefficient de restriction de la canalisation.

On distingue deux structures élémentaires des réseawatblgiues qui consistent en une cas-

cade (resp. une série) de deux réservoirs identiques conmadegle la figure 2.14 (resp. la
figure 2.15).

| a0

hl(t)‘

B
Q12(1)

i ﬂ
1

l qs(t)

FIGURE 2.14 — Structure cascade

)

qe(t)

W)‘ ha(t)
ol |

qi2(1)

Ja. (1)

FIGURE 2.15 — Structure série

Les deux systemes hydrauliques sont décrits par les mémasads modulo une expression
différente du débid»

;

ophy (t) =(ge — q12
Uphz(t) ={q12 — (gs
CRH (2.80)

Q12 = K/ ha(t)
L ¢ = rVha(t)
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Uphl(t) = (e — (12

Uph2(t) =q12 — Ys

SRHR (2.81)
qio = wsigne (hy(t) — ha(t)) /1 I (t) — ha(t) |

qs = K/ ha(t)

ou x eto désignent le coefficient de restriction et la surface de lasehacun des réservoirs.

Par ailleurs, le point de fonctionneme@e, h, cjs) du compartiment élémentaire (2.79) est dé-

fini & partir de I'état d’équilibre défini paph(t) = 0 pour tout t, SOitg, = G. = xV h. Et i
I'on pose

C_Iw(t) = QE(t) - (jea hv(t) = h(t) —h et QSv(t) = QS(t) - CIs

Le comportement dynamique du systeme hydraulique (2.7@)épe alors approximé par le
systeme linéaire

ophy(t) = Gev(t) = v (1)
SHL K (2.82)
QSv(t) = ’%hv(t) avec vy = —=
2vVh
On retrouve ainsi I'hypothése communément faite sur leesyes hydrauliques pour obtenir
directement un modele linéaire, st8tdébit sortant d’'un réservoir est proportionnel a son
niveau d’eau

2.8.2 Pendule inversé

Le pendule inversé est un systéme mécanique constitué efdule posé sur un chariot rou-
lant, dans un état d’équilibre instable, au travers d’ungi@ulation au centre de sa face su-
périeure comme l'indique la figure 2.16. Tous ceux qui ont&et¥equilibrer une tige sur la
pointe de leur doigt auront une meilleur perception de la ptaxité du probléeme de commande
du pendule inversé qui constitue I'essence des problémegige conduite des navires et des
systemes d’assistance pour la mobilité.

Tp(t)

.(t) \YaN 2(t)

— CHARIOT

N N4

FIGURE 2.16 — Pendule inverse

Notons d’abord que les coordonnées du pendule sont reli®esardonnées du chariot comme
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suit
x, = x.+ lsin(0) et z,=Llcos(0) (2.83)

et que le Lagrangien du systeme est donné par

L (e, xp, 2p) = Ec (Tey p) — Ep (2) (2.84)

avec
6 (rerty) = 5 me (pre + 5 my (0 + (p2)) (2.85)
&Ep (2p) = mpg2yp (2.86)

oum, etm, désignent respectivement les masses du chariot et du erfttidompte tenu des
relations (2.83) entre les coordonnées du pendule et duehde Lagrangien du systéme peut
se récrire comme suit

£(w8) = 5 (me+m) (pr)’

+ myl (px.) (pf) cos (8) + % myl? (p)” — myglcos (0)  (2.87)

Les équations du pendule inversé peuvent étre alors aidéwb&nues a partir des équations
d’Euler-Lagrange sous-jacentes, soit

oL oL
P (m (e 9)) - m (e, 0) = u

EELPT (2.88)
oL oL
l'c, 9 — -~ (L, 9 - 0
(ot ) ~ a1y
Et compte tenu des expressions (2.84) et (2.87) du Lagranigiesystéme, on obtient

(me +my) pa. + myl (p20) cos (6) — myl (p8)* sin (6) = u
EELPT (2.89)
myl (p*x.) cos (0) + myl* (p*0) — m,glsin (0) = 0

ouu désigne la force exercée sur le chariot.

Par ailleurs, on peut récrire ces deux équations différeids de second ordre sous la forme
d’une représentation d’état du systeme modulo une définitd&quate des variables d’'état et
de sortie, soit

e P (0 (0

A .I'Qt t 1t .I'ct

D= || prelt “y@:<im):(mw) (2.90)
24(t) oA (1)

En effet, les équations (2.92)&ller-Lagrange du pendule inversé peuvent bien se récrire sous
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la forme d’une représentation d'état

{ px(t)
EELPT (2.91)

avec

Xy

flau) = mplsin (x2) — mygsin (x3) cos (xa) + lu (2.92)
¢ (m. + mpsin? (x2))

mplzisin (x3) cos (x2) + (M. +my,) gsin (x3) — cos (xa) u
¢ (m. + mpsin? (x2))

R 1000 )68
(@ = 0100/ (2.93)

La linéarisation du pendule inversé est effectuée autoufatgine avec une force identi-
guement nulle, soit = 0 et u = 0, ce qui nous amene au modele linéaire

px(t) = Fx(t) + Gu(t)
PLL (2.94)
y(t) = Hz(?)
avec
0 0 1 0 0
0
0 0 01 1 000
F=1| myg 00 | G= 1 et H= (2.95)
m 01 00
c me
0 (me+my) g 0 0 1
mel mgl

2.8.3 Satellite orbital

Le comportement dynamique des satellites terrestres prubBtenu a partir des lois de la
physique

( ) 1 1
pr(t) = r(t)w?(t) — K 0 +— wuy (t)
ST pult) — — pr(t) N 1 (2.96)
pw(t) = —2 ) (t) + (1) 2(t)
\ y(t) =r(t) —o

ou{r(t)} et{h(t)} désignent respectivement la distance du satellite par ogpgu centre de
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la terre et son altitude{w(t)} désigne la vitesse angulaire du satellite sur son orHite(t) }
et{us(t)} sont respectivement la poussée radiale et la poussée thelieptm etx, m etp ne
sont autres que la masse du satellite et la constante detgteon et le rayon de la terre.

Et sil'on pose

Ult
w(t) = za2(t) [ =| pr(t) ,U(t)=< (;> et y(t)=r(t)—o  (2.97)

on aura

SAT { pr(t) = f (2(t), u(t)) (2.98)

ouf:R3xR? — R3eth:R> — R sontdes fonctions différentiables respectivement
définies par

.I'Q(t)
F (), u(t) = | ©®)z3() - x%”z gt % uy (t)
2.99
9 T (t)w3(t) " 12 ws(t) ( )

x1(t) ma(t)

h(x(t)) = 21 (t) — ¢

Les états d’équilibre du satellite sont obtenus pour unespéa radiale constante, i.@,(t) =
uia(t), et une poussée tangentielle nulle telles que

Cette relation correspond & une orbite d’altitude conséalnt= 7 — ¢ parcourue avec une pé-
riode de révolution constante. La linéarisation des équations (2.97)-(2.99) du satebititour
de l'orbite (7, @) est alors donnée par

LS AT { pry(t) = Fay(t) + Guy(t) (2.100)
yv(t) = Hxv(t) —0

avec
0 1 0 0 0
K _ 1
F=| @425 0 20 | G=| — 0 et H=(1 0 0)
0o 2% 9 0
7 mi?



69

2.9 Systemes linéaires variants dans le temps

Les systémes linéaires variants dans le temps peuvenigivetablement décrits par la repré-
sentation d’état

F(t)z(t) + G(t)u(t)
SLVT (2.101)
y(t) = H()z(t) + E(t)u(t)

e
8

—~
~

S—
Il

ou{u(t)} € R™et{y(t)} € RP représentent respectivement I'entrée et la sortie du systé
{z(t)} € R™ désigne I'état du systéme @t (t), G(t), H(t), E(t)) est une réalisation d’état du
systéeme. Dans la plupart des applications, les matricesat’d’entrée et de sortie sont géné-
ralement continues par morceaux et bornées, i.e. les fomegous-jacenteg; : t — fi;(¢),

Gij : t —> g45(t), hij - t — hy;(t) ete;; 1 t — e;5(t) sont continues par morceaux et il existe
des scalaires positifs finis;, 3,, 5, et 3. tels que

IE@ < Bp, NGO < By [H@) < Bn et [[EQ)]<Be (2.102)

La matrice de transition de cette classe de systeme, qui algse que la matrice de passage
de l'instantr € R a l'instantt € R, pour une entrée identiquement nulle et que I'on désignera
par ¢ (t, ), est caractérisée par les propriétés suivantes.

Pl. pp(t,7) = F(t)¢ (t,7) pour tout (t,7) € R?
P2. ¢ (r,7) =1, pour tout T € R
P3. ¢ (t,t*,7) = ¢ (t,t*) ¢ (t*,7) pour tout (t,t*,7) € R3

P4. ¢~ (t,7) = ¢ (7,t) pourtout (t,7) € R?

Remarque 2.16. On recouvre naturellement I'expression de la matrice dasition dans le
cas des systemes linéaires invariants, soit

o(t,7) = e pour tout (t,7) € R

Un tel résultat peut étre facilement obtenu en utilisant @aedoppement en série Gaylor de
la matrice de transition. En effet, on a

6t) = 3 (o)L, 55 = 3 (P, = 30 =

k=0 k=o k=o

Le résultat suivant précise les expressions des trajextaifétat et de sortie du systeme en
fonction de son état initial, sa séquence d’entrée.

Résultat 2.9Considérons le systéme linéaire variant dans le temps {2.40supposons que
sa réalisation d’'état est continue par morceaux. Alors tagettoires d’état et de sortie sous-
jacentes sont respectivement données par
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{ 2(t) = o(t,to)x(to) + [, ¢(t, 7)G(r)u(r)dr
TRES (2.103)
y(t) = Ht)(t, to)x(to) + [, H(H)o(t, 7)G(r)u(r)dr + E(t)ul(t)

Preuve.Conformément au principe de superposition, la solutiorégéle de I'équation d’'état

px(t) = F(t)x(t) + G(t)u(t) avec x(t,) = x,

est égale a la somme de la solution générale du systeme hamoge
px(t) = F(t)z(t) avec z(t,) =z,
et d’'une solution particuliere de I'équation

px(t) = F(t)z(t) + G(t)u(t) avec x(t,) =0

Or la solution générale du systeme homogene est donnée par

2(t) = o(t, to)2(lo)

alors que la solution particuliere peut étre obtenue avemithode de variation des constantes

gui consiste a considérer une solution de la forme

.T(t) = ¢(t= to)’Y(ﬂ avec ’Y(to) = x(to) =0

On aura alors
pr(t) = po(t, to)y(t) + d(t, o) pz(t) = F(t)d(t,1,)2(t) + o(t, o) py ()
Et compte tenu de I'équation du systeme considéré, on dbtien

py(t) = P(to, t)G(t)u(t)
et donc

ty
1O =)+ [ ot IG(ulr)dr
tu
La solution particuliere recherchée est alors donnée par

uw:wumwwzl”wuﬂmﬂMﬂm

On retrouve bien les expressions (2.103) des trajectoiétsaidet de sortie.
CQFD
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2.10 Conclusion

Ce chapitre est un tour d’horizon guidé sur les représentetides systemes multivariables li-
néaires invariants dans le temps aprés un rappel sur lesésgtations usuelles des systemes
monovariables, en I'occurrence les réponses impulsidaeéharmonique, I'équation différen-
tielle et la fonction de transfert. La représentation d¥saeété convenablement présentée pour
mettre en exergue ses atouts (resp. ses relations) par rappr (resp. avec les) autres repre-
sentations, notamment la matrice systéme et la fonctioregefert. La matrice systeme (resp.
fonction de transfert) sera essentiellement utilisée m@terminer les zéros invariants (resp.
les représentations polynomiales) du systéme. Le passage fonction de transfer & une réa-
lisation d’état a été traité dans des cas particuliers poas@onsidérations pédagogiques apres
un exercice vitale sur la composition des systemes. Un fagus modélisation des systemes a
éte fait pour mieux apprécier le concept de linéarisatiant tn illustrant la notion de variables
d’état. Une attention particuliere a été accordée a la reymétation des systémes linéaires va-
riants dans le temps et sera confortée dans les prochaingittba en guise d’'une introduction
progressive a I'observation et la commande des systemgsigs variants dans le temps. Cet
investissement fut une opportunité pour mieux appréciaption de matrice de transition.

2.11 Problémes

On propose un ensemble de problémes allant d’une évaluatitonome des connaissances
acquises a une modélisation vigoureuse d’une classe densgstéchantillonnés en passant par
le confort de quelques remarques pertinentes.

Probleme 2.1Considérons le systéme linéaire invariant dans le tempsitdé@cfonction de

transfert , ,
G(s) = 5(8 ) avec w>0, ueR et 0<(<1
(s —p)” (82 4+ 2¢ws + w?)

On demande de traiter les aspects suivants.

1) Donner la configuration pbles-zéros du systeme et étudistagalité en fonction des sca-
laires i et (.

2) Préciser la classe des entrées bloquées par le systeme.

3) Montrer que I'on peut déterminer une réalisation d’état ggteme a partir des réalisa-
tions d’état des systemes décrits par les fonctions defeggins

s? + w?
52 + 2Cws + w?

Gi(s) = m et Go(s) =

Probléme 2.2Considérons un systéme décrit par une fonction de transfectement propre
G(s) dont(F, G, H) est une réalisation minimale. Montrer que la cascade duésgstavec un
dérivateur pur peut étre décrite par les réalisation d’étainnées par

Guls) = 506) = (6 ) = (ot amer )
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Probleme 2.3Considérons le systeme de la figure 2.17 ou les sous syst&es et S)YS2
sont respectivement décrits par les fonctions de transfert

_ w? _Bs=G)(s—G)
Gi(s) = s2 4+ 2Cws + w? et Oa(s) = s(s—p)
u(t) @ SYS1 y(t)

SYS2

FIGURE 2.17 — Systéeme

On demande de proposer un schéma de simulation analogigsgséme pour mieux appreé-
hender ses variables pertinentes et donner ses diverseésgpiations tout en précisant la
classe des entrées qui sont bloquées par le systeme.

Probléme 2.4Montrer que la fonction de transfert des systémes carréeses, i.em = p,
décrits par une réalisatio(F’, G, H) d’ordre n peut se récrire en fonction de leur matrice sys-
témeM, (s) comme suit

_det (My(s))
9) = Gt (T — )

Et en déduire que le nombre de zéros du systéeme est infétigdgad an — m en précisant que
I'égalité est vraie dans le cas d’un retard uniforme uni&air

Probléme 2.5Considérons les fonctions de transfert respectivememeékesmpar

—2s+1 2 S S
G (S) _ <S+51)2 (8+4)8<S+2) et Gy (S) _ (S—;—l) (82—1
(s+1) (s+1) (s+1) s+2
s+1
Grop sv2
s+ 2 (s+1)2
o B e s
s+2  s+1 (s +2)?

(s+5)? (s+5)

On demande de déterminer les poles et les zéros de ces fundeatransfert ainsi que leurs
directions et de proposer une factorisation polynomialenpiere a gauche (resp. premiére a
droite) de la fonction de transfe@t; (s) (resp. G4 (s))
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Probleme 2.6Considérons un systéeme décrit par une factorisation patyate premiere a
droite
G (s) = Ba(s)A3"(s)

et supposons que la fonction de transférts) est de rang plein presque pour toste C.
Montrer quez € C est un zéro du systemersing (B, (2)) < rangrang (G (s))

Probleme 2.7Considérons un systéme décrit par une factorisation pahjate premiere a
gauche
G (s) = A7 (5)By(s)

et supposons que la fonction de transférts) est de rang plein presque pour toste C.
Montrer quez € C est un zéro du systemersing (B, (s)) < rangrang (G (s))

Probleme 2.8Déterminer une réalisation d’état du systeme inverse dams$ ou la fonction
de transfert du systéme est inversible en utilisant direet& le lemme d’inversion donné par
le résultat A.6. On préciser la condition requise pour lestilité de I'inversion.

Probleme 2.9Considérons la classe des systémes caractérisée par

G= (%’%) /3EY € RP*™ | BI9F = I,

Vérifier que le systeme inverse est caractérise par

F—GE'H | GE?
Gg = —EH | EY

Probleme 2.10Montrer que le systéme décrit par la fonction de transfert

FTS { G(s)

avec
A(s) =s"+ as" '+ .. +a,1s+a, € R[s]

B(S) = Bosn + Blsn—l + ...+ Bn_ls + Bn c RPXI[S]

admet une réalisation d’état donnée par

—a;  —ay —an, 1

I 0 G /
c ]n—l 0 Y c
0 0

H.=[Bi—amB, By—aB, ... By—a,B, ]| et E.=B,
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Probleme 2.11Montrer que le systéme décrit par la fonction de transfert

FTS { G(s)

avec
A(s)=s"+a1s" ' +... +a,_15+a, € R]s]

B(S) = Bos” + B1s”—1 + ...+ Bn—18 + Bn c R1><m[s]

admet une réalisation d’état donnée par

—a B, —aB,
B —az Ly G, — By —ay B,

—&n 0 0 0 B, —a,B,

H,=[10 ... 0] et E,=B,

Probleme 2.12Montrer que la dimension de toute réalisation d’'une fonttie transfert stric-
tement propre~(s) est supérieure ou €gale a son degrétith-Mc Millan.

Probleme 2.13Le moteur a courant continu qui entraine une charge coréitt'une inertie
et d’'un frottement visqueux est un exemple relativementlpop en automatique. La com-
mande des moteurs a courant continu est généralementugféepar la tension d’induit comme
le montre la figure 2.18.

INDUCTEUR

u(t) INDUIT * CHARGE

q(t) (1)

FIGURE 2.18 — Moteur a courant continu commandé par la tension dfind
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Le modéle du moteur peut étre élaboré a partir de ses équatattrique et mécanique res-
pectivement données par

u(t) = Lpi(t) + Ri(t) + e(t) avece(t) = appq(t)

et
Jpq(t) = T (t) — T¢(t) — 7-(t) avec T,(t) = Boi(t) et 74(t) = fpq(t)

ou{i(t)}, {u(t)}, {e(t)} et{q(t)} désignent respectivement le courant d’induit, la tensiox a
bornes de l'induit, la force contre-électromotrice du matet la position angulaire du mo-
teur, {7,,(t)}, {7(¢)} et{7.(t)} désignent respectivement le couple produit par le moteur, |
couple des frottements visqueux et le couple résisfant,R sont I'induction et la résistance
de l'induit, ¢ est le flux magnétique du statdrreprésente l'inertie propre du moteur ramenée
a l'arbre du moteur et augmentée par l'inertie des organesrdesmissionq¢, 5¢ et f repré-
sentent les coefficients de la force contre-électromqgtduecouple produit par le moteur et des
frottements visqueux.

On se propose d'étudier la modélisation de ce systéme élandicanique a partir de la re-
lation entre sa sortie, i.e. la position angulaire du moteairses entrées, i.e. la tension d’induit
et le couple résistant, en procédant progressivement cosaihe

1) Montrer que la fonction de transfert du systeme électroanipie pest donnée par

oW = 06| 70} | = [96) 61| 7)) ]
avec
B B¢
Gi(s) = s((Ls+ R) (Js+ f) + afB¢?)
et
Gals) = Do

s((Ls+ R) (Js+ f) + af¢?)

On donnera un schéma de simulation analogique du modélestirsg électro-mécanique
pour mettre en exergue ses variables pertinentes.

2) En supposant que la constante de temps électrique est aable par rapport a la
constante de temps mécanique, montrer que le modéle dmgyskéctro-meécanique peut
étre réduit comme suit

o= s 53] - (o[ 155
avec
- B _ .
Gri(s) = s(JRs + R+ apd?) ¢t Grals) = s(JRs + fR+ aB¢?)

Comme précédemment, on donnera un schéma de simulaticogana du modele réduit
pour mettre en exergue ses variables pertinentes.
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Probléme 2.140n se propose d'étudier la modélisation du systéeme hydraelconstitué de
trois bacs contenant de I'eau et reliés par deux canaux cotiinakque la figure 2.19.

= —

i (1)] P20

-~ R —

ds1 (t> gs2 (t)

FIGURE 2.19 — Systéme hydraulique

Pour ce faire, on suggere de procéder d’'une maniere progresomme suit.

1) Donner les expressions des débits a la sortie des bacsyi(@) et ¢.(t) et celles des
débits du bac 1 vers le bac 2 et du Bac 2 vers le bac 1.

2) Donner les équations d’état du systéme hydraulique et eniddne réalisation d’'état
du modéle linéarisé.

Probleme 2.15Les oscillateurs électromagnétiques sont communémedistestipour I'étude
des déformations des membranes souples soumises a desmseingpbortantes dans plusieurs
domaines des sciences de I'ingénieur, en I'occurrence elodie et en acoustique. Un osilla-
teur électromagnétique est composé d’'un électroaimantuetgblide soumis a un mouvement
horizontal et attaché a un support fixe par un systeme demasson composé d’'un ressort et
un amortisseurRES / AMOR) comme l'indique la figure 2.21.

Lo

—{RES/AMO |—

nKn e

ELECTROAIMAN

(t)
FIGURE 2.20 — Oscillateur électromagnétique

On notera quev(t)} et{i(t)}, désignent respectivement la tension bornes de la bobthein
trice et le courant inducteufz(t)} désigne la position du solide dans I'entrefer avéé) = 0,
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i.e. I'origine coincide avec la position du solide lorsquedourant inducteur est nul et que le
ressort est relaché, at, désigne I'abscisse de I'électroaimant par rapport a I'drig choisie,
i.e.la positionz(t) = z, correspond naturellement au contact entre le solide e¢t&baimant.

Le principe d’'un oscillateur électromagnétique est simplee variation de tension aux bornes
de la bobine inductrice de I'électroaimant produit une \aion du courant inducteur, et donc
une force électromagnétique, qui induit une variation dedsition du solide. On se propose
d’étudier la modélisation d’un osillateur comme suit.

1) Préciser les hypotheses qui permettent une descriptions@llateur électromagnétique
par les équations

OSEM { (mp* + pp + k) z(t) = p <%) (2.104)

To— T

oum, ~ et u désignent respectivement la masse du solide et les coefffitderaideur et
d’amortissement du systeme de transmissignest un scalaire qui dépend essentielle-
ment de la structure de I'électroaimant considéré.

2) Déterminer une approximation linéaire du modele de I'datdlur électromagnétique au-
tour d’'un point de fonctionnement que I'on précisera.

Probleme 2.16Considérons un meélangeur de deux produits dont le princgdodctionne-
ment est décrit comme lindique la figure 2.21. On distingoe cuve cylindrique, de volume
appropriée par rapport a la nature du mélange considéré, atishentée par deux produits
de concentrations constantes et v, avec des débitg, (¢) et ¢»(¢) délivrés par des vannes
commandées par convenablement asservies pour étre raiblmment décrites par des gains
statiques unitaires. L'agitateur est essentiellemeriisdtipour réaliser un mélanger relative-
ment parfait pour que la concentration du produit dans laeguwit égale a la concentration du
produit sortant par l'orifice d’écoulement de la cuve.

FIGURE 2.21 — Mélangeur
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On se propose d’étudier la modélisation du mélangeur endatant progressivement comme
Suit.

1) Montrer que le mélangeur est décrit par les équations

pv(t) = qi(t) + q2(t) — K/h(t)

MEL N (v B0(1) = e () + voa(t) — wy(8) /AT

ouv(t) désigne le volume du produit contenu dans la cuve @est autre que le coeffi-
cient de restriction de l'orifice d’écoulement de sortie delve.

2) Donner les équations d’état du systeme composé des varsesias d’alimentation, du
mélangeur et des capteurs de débits et de concentration ahlujirfinal en supposant
gue les actionneurs et les capteurs peuvent étre raisoenait décrits par des gains
statiques unitaires.

3) Déterminer une approximation linéaire du systeme obteriawaude son régime perma-
nent et préciser sa fonction de transfert.

Probleme 2.170n se propose d’étudier la modélisation d’un pont roulang ¢jan peut repre-
senter comme le montre la figure 2.22 ou le chariot roule synolet pour assurer le transport
d’'une charge au travers d’'un cable rigide fixée au centre dfatae supérieure du chariot. Le
mouvement du chariot est généré par une force horizontalérgé par un moteur a courant
continu proprement asservi en en position.

=
Q Q

o(t) zp(t)
xo(t)

FIGURE 2.22 — Pont roulant

Pour ce faire, on supposera que le movement de rotation die el effectué sans frottement et
gue sa masse est négligeable par rapport a celle de la chargelp considérer comme nulle ;
et on suggere d'utiliser les notations de la figure pour lesipons du chariot et de la charge.
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1) Montrer que le pont roulant considéré est décrit par les déguations couplées

(me + my) pe(t) + myLeos (0(t)) p*0(t) — myLsin (0(1)) (p0())* = f(1)
PR
cos (0(t)) p*zc(t) + £p?0(t) + gsin (0(t)) = 0
oum,, m, etl désignent respectivement les masses du chariot et de lgeleata lon-
gueur du cableg,(t) est la position de chariot €t(¢) est I'angle de rotation qui permet
de déterminer la position de la charge transportée, soit

xp(t) = x,(t) + lsin (6(t)) et z,(t) = Leos (6(t))

2) Donner I'équation d’'un systeme pont roulant en considélafibrce comme entrée et la
position de la charge comme sortie et en déduire une une appation linéaire pour

sin (0) ~ theta,cos (0) = 1 et pd(t) = 0.

Probleme 2.18Considérons le systeme hydraulique constituée de quat® bait{Bz-}ie[m,
et deux vannes, soft },., ,, comme l'indique la figure 2.234.:(¢)} et (resp.{gez(?)}) dé-
signe le débit fournie paV; (resp. Vs), {q3(t)} (resp. {qu(t)}) désigne le débit gravitaire de
Bs (resp.B,) et{h;(t)} désigne le niveaux d’eau dass.

\ qi2(t) \qﬂ(t)

Bl BZ hg (t)

FIGURE 2.23 — Réseau hydraulique a quatre bacs
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1)

2)

Montrer que le réseau hydraulique considéré est décrit payisteme d’équations diffé-
rentielles

o1phi(t) = (1 = 72) gea(t) — K1/ P (1)
o2phs(t) = (1 = 71(t)) ger(t) — K2/ ha(t)
a3phs(t) = 11 (1)ger (1) + w1/ T (8) — w3/ Da(t)
[ aupha(t) = Ya(t)gea(t) + hiar/ha(t) — kar/ha(t)

ou {7 (t)} (resp. {12(t)}) désigne le taux d’ouverture de la vanig (resp. V), i.e.
7(t) = 1 (resp. 1o(t) = 1) lorsqueV; (resp. V) est complétement ouverte et ddsic
(resp. By) n'est alimenté que par le débit,(¢) (resp. le débitg.,(t)) et o; (resp. k;)
désigne la surface (resp. le coefficient de restrictionjgde

SH

Donner une représentation d’état du systeme hydrauliqéenben considérant les taux
d’ouverture des vannes comme entrées et les débits gragtdes bac#; et 5, comme
sorties et en déduire une approximation linéaire du systaateur d’un point de fonc-
tionnement donné.



Chapitre 3

Structure

Les interactions des variables d’état d’un systeme aveceaorportement d’entrée-sortie sont
essentiellement caractérisées par deux propriétés streibes intrinséques aux deux questions
fondamentales suivantes.

Q1. Peut-on effectuer une transition arbitraire de I'état d’siypstéme par une loi de commande
admissible, e.g. une fonction integrable et uniformémentdée, en temps fini ?

Q2. Peut-on reconstruire I'état d’un systeme sur un intervaleetemps arbitraire et fini &
partir de son comportement d’entrée-sortie sur cet intde/a

Ce chapitre est une étude rigoureuse et motivée sur la cénaation des systemes linéaires
commandables (resp. observables) conformément a la queagti (resp. Q2) avec un focus
sur les notions de modes, de podles et de zéros. C’est une sttudturelle qui est principa-
lement réalisée dans le cas des systémes linéaires invarilams le temps modulo un focus
concis sur les systemes linéaires variants dans le tempis gmuwvoir étudier les probléma-
tigues de commande et d’estimation optimales et d’adaptggarameétrique. On distingue cing
parties qui constituent une synthése compréhensible dedtaiés disponibles en la matiere.
La premiére partie est consacrée au concept de commantiaailant des définitions des sys-
temes commandables aux résultats fondamentaux correaptsén I'occurrence la caractéri-
sation des systemes selon la commandabilité qui permetatimre naturellement la propriété
de stabilisabilité qui constitue une exigence minimalergalsynthése d’'un systéme de com-
mande. La deuxieme partie est réservée au concept d’olskr@allant des définitions des
systémes observables aux résultats fondamentaux qui yseotiés, notamment la caractéri-
sation des systéemes selon I'observabilité qui conduitneiament a la propriété de détecta-
bilité qui constitue une condition impérative pour la sy@#gh d’'un observateur. La troisieme
partie est dédiée a la décomposition canonique selon la aomdabilité et I'observabilité qui
conduit naturellement au concept de réalisation minim@lest une belle opportunité de dé-
couvrir une autre dimension de la pluralité d’une représdian d’état modulo une adjonction
de modes non commandables et/ou non observables. La gqnatpartie est une présentation
des notions de poles et des zéros des systemes multivarganitortée par des interprétations
pertinentes issues d’une exploitation judicieuse de lpuspriétés structurelles. La cinquiéme
partie est le focus sur la structure des systemes linéameants dans le temps qui offre une
belle opportunité pour mieux apprécier les grammiens dersandabilité et d’observabilité
qui sont au coeur des études de commandabilité et d’obsiitéates systemes dynamiques.

81
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3.1 Commandabilité.

Le concept de commandabilité est présenté d’'une manieseat rigoureuse pour les sys-
temes linéaires invariants dans le temps a partir d’'un pgole sur I'essence du probléeme qui
lui est associé.

3.1.1 Définitions

La définition suivante précise le concept de commandalpiité la classe des systémes consi-
dérée.

Définition 3.1 Un systéme décrit par une réalisation d'étdt, G, H, F') est commandable si
pour toute condition initialer, et toute condition finale, il existe un instant fint,; et une
séquence de commande admissi@et)}te[tom defini sur l'intervalle de temps finit,, ¢ /]
telle que la solution de I'équation d’étapx (1) = Fx(t) + Gu(t) avecz(t,) = z, vérifie la
condition finalex(t;) = ;.

La commandabilité est communément définie par rapport &jioe de I'espace d’état comme
lindiquent les définitions suivantes.

Définition 3.2 Un systeme décrit par une réalisation d'état G, H, F) est atteignable si pour
toute condition finaler, il existe un instant fini; et une séquence de commande admissible
{U(t)}te[to,m définie sur l'intervalle de temps fini,, ;] telle que la solution de I'équation
d'étatpx (t) = Fx(t) + Gu(t) avec x(t,) = 0 vérifiex(ty) = xy.

Définition 3.3 Un systéme décrit par une réalisation d'étdt, G, H, E) est contraignable si
pour toute condition initialer,, il existe un instant fint, et une séquence de commande ad-
missible{u(t)}te[tmtf] définie sur un intervalle de temps fiftj, ¢;] telle que la solution de

I'équation d’étatpz (t) = Fx(t) + Gu(t) avec z(t,) = z, Vérifiez(t;) = 0.

Remarque 3.1La commandabilité d’'un systéme est manifestement uneiptémitale pour le
probléme de poursuite d’une trajectoire dans I'espaceat'dfensemble des lois de commande
admissibles réalisant une transition d'état arbitraitg — « sur l'intervalle de temps fini
t,, ts] est caractérisée par I'équation

ty
x(ty) = eF(tf_t’))x(to) + / eF(tf_T)Gu(T)dT
to

La séquence de commange(t)}c;,..,) qui réalise la transition d'etat:(t,) — x(t;) du
systéme est identiguement la méme que celle qui permetradérer |'état du systéme de I'ori-
gine a un état finak(t;) — e (tr=t)x(¢,) ou d'un état initialz(t,) — e~ ¥ tr~t)x(¢,) & 'origine
puisque I'exponentielle d’'une matrice est réguliére. Legppétés d’atteignabilité et de contrai-
gnabilité ne sont pas aussi restrictives qu’elles peuvanaire au premier abord puisqu’elles
impliquent que I'on peut, & partir de tout état initia(¢, ) a I'instantt,, transférer le systéme en
tout etatz s a l'instantt¢, dans l'intervalle de temps firit,, t¢]. On peut alors etudier, sans au-
cune perte de généralité, la commandabilité des systenmesudacontexte d’atteignabilité, i.e.
x(t,) = 0, ou de contraignabilité, i.ec(t;) = 0. Par ailleurs, la commandabilité des systémes
linéaires invariants dans le temps est indépendante da®l’instant initial. Ce dernier peut
étre alors choisi égal a zéro, i.¢, = 0, sans une quelconque incidence sur les résultats qui
seront progressivement développés.
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3.1.2 Lessence du probleme

On précisera dans ce qui suit les éléments essentiels peumeilleure perception du concept
de commandaubilité.

L'équation essentielle.La commandabilité d’'un systéme est étroitement liée asterce d’'une
séquence de commande admissible réalisant la transitiéat:, —> x; sur un intervalle de
temps finit,, ¢;] donnée par I'équation

Ly
w(ty) —eFtr=tolg(t,) = / eF U= Gu(r)dr
to
gue I'on peut récrire, en vertu du résultat selon lequel bexiste une base de fonctions réelles
n—1

spécifiqueq ity (o, telle queel™ = Z o (t)F* (voir probléme 3.1), comme suit
k=o

a(ty) — e Flti—to)y / ngk (ty — T)F*Gu(t ZF G/ ity — T)u(r)dr
ou d’une maniére équivalente
w(tp) — e Flrtolg(t,) = M. (F,G) uy,(to, ty)
avec
M (F,G)=(G FG ... F"'Q)
fttof 0ot — T)u(T)dr

Uy (ty, tr) = L.l it = m)u(r)dr

ftif On_1(t — T)u(r)dr

Ce systeme de équations & x m inconnues, qui admet une infinité de solutions.gft,, t¢),
constitud’équation essentielle de la commandabilité

Solutions usuellesOn distingue deux solutions caractérisées par une strecparticuliere
motivée par des considérations de simplicité des calcalqremiere solution est donnée par

Up(to ty) = MZ (F, G) ua(to, ty)
Elle permet ainsi de se ramener a un systeme de n équationscdnriues donné par
M (F,GYMT(F,G) uyte, ty) = a(ty) — e Fl)(t,)

On peut alors déterminer d’'une maniére unique la soluti(Y,, ¢;) pourvu que la matrice
M, (F,G) soit de rang plein, i.e.

talter 1) = MT (F,G) (M. (F,G) ME (F,G)) ™" ((alty) = e u(t,)
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La seconde solution est une loi de commande admissibleelpfini
u(r) = G BT ()

ou le vecteur)(t;) € R™ est la solution du systéme de n équations a n inconnues damné p

ty T
(/ F=1) QT oF (tf_T)dT) nty) = <$(tf)—6_F(t_t°)93(to))
to

On peut donc déterminer d’une maniéere unique le vecté¢ty) pourvu que la matrice

t t
We(to, ty) = / T PN QAT ) gy — / T Pt GG P 1-t0) gy
to to
soit réguliere.

Ce préambule a permis de mettre en évidence I'importancendéscesM.. (F, G) etW, (t,, ty)
pour la caractérisation des systemes commandables. L&a€ésuivant précise la relation es-
sentielle entre ces matrices respectivement appetésce de commandabilité et grammien
de commandabilité du systéme

Résultat 3.1La matrice de commandabilité et le grammien de commandalilun systéeme
décrit par une réalisation d’étatr’, G, H, F) sont reliés comme suit.

Witnty) = Mo (5.6) ([ oot ) M2 (m
avec
o(t) = (o)L 1) .. Pna(t)lm )
et ont le méme rang
rang <Wc(to,tf)> — rang </\/lc (F, G))

Par ailleurs, la détermination du grammien de command#biiieut étre effectuée a partir de
I'équation différentielle deCyapunov

W (Lo, 1) = FW, (Lo, 1) + W, (to,t) FT + GGT avec W, (t,,t,) =0

La preuve de ce résultatpeut étre effectuée en guise d’'un bon exercice comme le reuigge
probléme 3.14.

Sous-espace atteignabld.’équivalence entre la comandabilité et I'atteignabilpérmet de
postuler gu’un systéme est commandable si et seulemernseinble des états atteignables
par toutes les lois de commande admissible est I'espaceatdt@it entier. La commandabilité
peut étre alors étudiée dans un contexte d'atteignabilipédir de la relation entre I'entrée et
I'état du systeme. Cette derniere peut étre interprétéencemn opérateur linéair®,. entre



85

I'ensemble des lois de commande admissibdlest 'ensemble des états atteignabdgssoit

Dee - U, — &,
avec .
2(t) = Dee (u) = / I Gu(r)dr
to

Compte tenu du postulat donné ci-dessus, un systéme estacolante si et seulement si la
relation entrée— état est surjective, soit
Iy (Dee) = €, =R"

Avec des arguments et des notations analogues a ceux aitilis®s le préambule, on peut ré-
crire I'’équation des états atteignables comme suit

t
z(t) = / FIGu(r)dr = M (F,G) uy(to,t)
to

Cette forme de I'équation des états atteignables est beguglus appropriée a la caractérisa-
tion du sous espace atteignable comme le montre le résattdafnental suivant.

Résultat 3.2L’ensemble des états atteignables associé a un systénadrdindvariant décrit
par une réalisation d’étatF, G, H, ) de dimensiom est égal & 'ensemble engendré par les
colonnes de la matrice de commandabillé. (¥, G) qui lui est associée, soit

Ea =T (M. (F,G))
C’est un sous espace vectoriel de I'espace d'Btatjui admet en outre les propriétés suivantes
P1. &, estinvariant sous la transformation linéaire associée anlarice F, i.e.
re&, — Frek,

P2. &, estun invariant du systéeme, i.e.

T, €E = x(t) € & pourtoutt

P3. Le systeme est complétement commandablé sur

Preuve. L'inclusion &, C Z,, (M. (F,G)) résulte naturellement de I'équation des états at-
teignables , i.ex(t) = M. (F,G) u, (t,,t). Quant a l'inclusionZ,, (M. (F,G)) C &,, elle
découle du fait que tout vecteurc Z,,, (M. (F, G)) peut s’écrire comme suit

n—1
T = g o F'G avec (x,,x1,...,0,-1) €R"

=0

et qu'il existe une infinité de lois de commande admissiklépermettent d’atteindre cet état,
notamment celles qui vérifient les équations

t
/ or(t — T)u(T)dr = x) pour tout k € [0, n — 1]
to
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Le sous espace d’atteignabilit, = Z,, (M. (F,G)) est bien un sous-espace vectoriel de
'espace d’étafR™ satisfaisant les propriété®1 a P3. P1 et P2 découlent naturellement du
théoréme d€ayley+amilton en tenant compte des faits suivants

z(t) = eF1) gy 4+ M. (F,G) ua(t)

et
1, €& = ety &, pour tout t

Quant &P3, c’est une simple conséquence de l'inclusign(M? (F, G)) C &..
COFD
Remarque 3.2Le sous-espace de commandabifitei.e. I'ensemble des états atteignables a

partir d’'un état initial non nulz(t,), se déduit du sous espace d’atteignafijgar une simple
translation définie pae”(*~*)z(t,) sous la bénédiction des propriét®d a P3.

Le postulat de la commandabilité.Compte tenu du paragraphe précédent, on peut postuler
gu’un systéme est commandable si et seulement si son s@aceespeignable est I'espace
d’état tout entier. Et comme le seul vecteur qui est orthadjarfespace d’état tout entier n’est
autre que le vecteur nul, on en déduit naturellement quégigiabilité, et donc la commanda-
bilité, est caractérisée par la propriété suivante

t
(UT ( / 6F(t_T)Gu(7‘)d7‘) = 0 pour tout u € U, ) = (v = O)
to

Le résultat suivant conforte le postulat de la commandubihiar une propriété vitale pour
I'étude de la commandabilité d’'un systéme linéaire invatidans le temps.

Résultat 3.3Un systéme linéaire invariant décrit par une réalisatioretdit (F, G, H, E) de
dimensiom est commandable si et seulement si les lignes de la maffic¢esont linéairement
indépendantes, soit I'identité”e’*G = 0 pour tout t n’est possible que si le vecteur est nul.

Preuve. Montrons d’abord que la propriété suivante est vraie pouitteecteur arbitraire
veR?

t
( / T eI Gu(r)dr = 0 pour tout u € U, ) = <'UT6FTG =0 pour tout T )
to

Et comme
t t—to
/ T eI Gu(r)dr = / v e TGu(t — T)dr
to 0

il suffit de montrer que

t—to
< / v efTGu(t — 1)dT = 0 pour tout u € U, ) = (UTeFTG =0 pour tout T )
0



87

La suffisance est triviale puisque
t—to
(vTeFTG =0 pour tout T ) — </ v e "Gu(t — T)dT = 0 pour tout u € Ua)
0
Pour montrer que la condition est nécessaire, il suffit de tneommue
t—to
(IreR" /v"e"G#0) = <E|u ceU,/ / v e TGu(t — 7)dT # 0)
0

Et pour ce faire, il suffit de remarquer que la loi de commandénie paru(r) = GTeF'my
vérifie

t—to t
/ v eFTGu(t — T)dr = / u(t — 7)Tu(t —1)dr > 0
to to

Ainsi, on peut conclure que le systéeme est bien commandablergi du postulat de la com-
mandabilité donné ci-dessus.
COFD

Indices de commandabilité.Comment extraire les colonnes linéairement indépendalads
matrice de commandabilité ? C’est une question vitale poermeilleur perception du concept
de commandabilité; elle sera particulierement étudiéerges systemes linéaires multiva-
riables décrits par une réalisation d’état dont la matriceitrée est donnée par

Gz(Gl co. Gy Grgq .. Gm) avec rang(G):r:rang( Gy ... Gr) (3.2)

Cette propriété peut étre aisément satisfaite par une iatiex appropriée des entrées du sys-
teme qui permet d’ordonner les colonnes de la matrice de cdabilité comme suit

MCP(F,G) = ( M oo Mg ... Mo ) avec M = ( G FGy ... Fn_le ) (32)

Le résultat suivant conforte le postulat de la commandubihiar une propriété vitale pour
I'étude de la commandabilité d’'un systéme linéaire invatidans le temps.

Résultat 3.4Considérons un systeme linéaire invariant décrit par uraisation d’état satis-
faisant la propriété 3.1. Alors les colonnes linéairememtépendantes de sa matrice de com-
mandabilité peuvent étre regroupées comme suit

M (F,G) = ( Gy ... Fyl_lGl ...... Gy ... FV‘“_IGk ...... G, ... FVT_IGT ) (3.3)
ou v, est le plus petit entier tel que la colon#&: G, dépend linéairement des colonnes qui la

précedentdans la matricét,, (F,G),i.e. Gi, FG1,...,F""'Gy,...,Gy, FGy, ..., F" Gy,
Et on en déduit naturellement que

v; > 1 pourtouti=1,...,r et Z v; =rang (M. (F,Q)) (3.4)
i=1
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La preuve de ce résultat est triviale . Le premier fait découle natierelent de la propriété
3.1 de la matrice d’entrée, e.g. les colonng&s,; a G,, sont des combinaisons linéaires des
colonnes7; a G,, qui permet d’en déduire naturellement que toutes les c@eM ;. (F, Gy)
pour k € [r + 1,m] sont linéairement dépendantes des colonnes qui les prétédes la
matrice M., (F, G). Quant au second fait, il stipule que Bt*G), dépend linéairement des co-
lonnes qui la précédent dans la matrigé... (F, ), alors il en sera de méme pour les colonnes
F7 Gy pourk € [1,7].

Ceci nous ameéne naturellement a la définition des indicesodenmandabilité (resp. indices
de commandabilité cumulés) d’'un systeme

Définition 3.4 Pouri = 1,...,7 = rang(G) < m, le iéme indice de commandabilité
(resp. indice de commandabilité cumuig du systeme est le plus petit entier tel que la colonne
F"i@G; est une combinaison linéaire des colonnes qui la précedergein de la matrice de
commandabilité ordonnée selon les indices des entréesstiensg (resp. la somme des indices
de commandabilité, pourk =1,...,v;, SOito; = v + ...+ ;)

Remarque 3.3Dans le cas des systéemes commandables dont la matrice ébegst de rang
plein, le nombre de colonnes indépendantes de la matriconemandabilté est égal a la di-
mension du systéme et on a

m
vi>1 pourtouti=1,...,m et Zl/i:n
i=1

Ces éléments essentiels ont permis de mettre en exergsentEsdu concept de commandabi-
lité du point de vue fondamental pour pouvoir établir aiséires résultats fondamentaux qui
lui sont associés.

3.1.3 Critere usuel de commandabilité

Le résultat fondamental suivant donne un critére usuel siede commandabilité des systémes
linéaires invariants.

Résultat 3.5Un systéme linéaire invariant décrit par une réalisatioretdit (F, G, H, E) de

dimensiom est commandable si et seulement si sa matrice de commaitéabilde rang plein,
i.e.rang (M. (F,G)) = n, ou d’'une maniere équivalente son grammien de commantiabdi
une matrice définie positive, i.BV. (¢,,t;) > 0.

Preuve.En vertu du résultat 3.3, il suffit de montrer que les proposg suivantes sont vraies.

(v"e™G =0 pourtoutt eR) < (v'M.(F,G)=0)

t
) rang <Wc(to,tf)> = rang </\/lc (F, G))

En évaluant les dérivées successives de la fonction définie’p’*G pour l'instantt = 0, on
obtient
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vIF*G =0 pour k € N

etdonc
v M. (F,G)=0

La condition est donc nécessaire. Et en vertu du théoréndagley+ amilton, on obtient

(vTFkG:O pourtoutk:é[O,n—l]) — (vTFkG:0 pourtoutkeN)

et donc la condition est bien suffisante

T Ftey T rk _ +
v'e G—E vFG—k!—OpourtouttE]R
k=o
Montrons enfin que

(vTeFTG =0 pour toutr) — (UT We(to, tr) v > 0 pour tout 0 # v € R”)

Notons d’abord que le grammien de commandabilité d’'un systést une matrice symétrique
et définie non négative, i.e.

" We(to,tf) v > 0 pour tout v € R”

Il suffit donc de montrer que le grammien de commandabilit@ms matrice réguliére, i.e.
oI Welto, tr)v =0 <= v=0
Or
tf—t(, - tf—t(, -
0T Welto, t7) v = / v e GGT e tudt = / |GT el || 2dt

On aura alors

VT Welto tf)v =0 < GTeF "' =0 pour tout t

Le grammien de commandabilité du systéeme est donc une medgaliére si et seulement si
la propriété suivante est vérifiée

GTe ™y =0 pour tout T <— v =10
COQFD

Remarque 3.4La commandabilité ne concerne que la paiilE ) de la réalisation d’'état
du systéme : c’est pourquoi, on dit indifferemment systé&menandable ou pairéF, G) est
commandable.

Le résultat suivant révéle la nature générique de la pragrie commandabilité d’'un systeme
qui est judicieusement exploitée pour des considératiensimplicité d’analyse et parfois de
synthese.
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Résultat 3.6La commandabilité d’'un systeme est une propriété invagigar un changement
de base.

La preuve de ce résultat est trivial. En effet, si I'on effectue un ajrement de base(t) =
Tz(t), alors on passera de la réalisatiqi, G, H, E) a laréalisation(F', G, H, E) définie par

F=T'FT,G=T"'G,H=TH e E=F
La matrice de commandabilité associée a la nouvelle réadiaaest alors donnée par

M. (F,G) =T""M.(F,G)

3.1.4 Forme canonique commandable

Parmi I'infinité de réalisations d’état d’un systéme lingainvariant commandable, on dis-
tingue une réalisation d’état dite forme canonique comnadntel Le résultat fondamental sui-
vant précise la structure de cette forme canonique dansdealea systémes monvariables pour
des considérations purement pédagogiques.

Résultat 3.7 Considérons une réalisation d’état commandaldfieG, H, E), alors il existe un
changement de base dans I'espace d’'étét) = T'z.(¢), qui conduit a une réalisation dite
forme canonique commandakle., G., H., E.) caractérisée par

—ay e —Ap—1 —0ap 1
0
F. = ] et G, =
In—l .
0 0

avec
det (sI, — F) = s" +a18" "+ ...+ ap_15+ay
La matrice de passage est donnée par le produit de la mateceothmandabilité du systéeme

par une matrice d§ oeplitz qui ne dépend que des coefficients du polyndme éaistique de
la matrice d’état, soit

1 ay ... ... Qp—
0 1 a ... Ap—2
T = M. (F,G) T, avec T, =
: e m
O ... ... 0 1
Preuve. Ecrivons la matrice de passagesous laform& = ( 71 7, ... T, ), on obtient
G=TG.=(Th T, ... T, )G, et TF,=FT'=( FI1 FT, ... FT,)

soit
leG et (Tl T ... Tn)Fc:(—a1T1+T2 —a 1+ T3 ... —CLnTl)



91

On aura donc

FT, = —a;T; + T;1, pour touti € [1,n — 1] et FT, = —a,T,
ou d’'une maniére équivalente

T, = Zai_ka_lG pour i € [1, n]
k=1

La matrice de changement de base est bien donnéepar M. (F,G) 7,.
COFD.

La motivation de I'appellation forme canonique commandadst principalement due au fait
gu’elle soit commandable. On peut vérifier aisément que laioeade commandabilité sous-
jacente est bien réguliére puisque

M (F.,G.) = T'M (F,G) = T7'TT;' = 7!

Remarque 3.50n montrera ultérieurement que cette réalisation permetiéerminer d’une

maniere triviale le gain d’une loi de commande avec reto@tal : ceci motive d’avantage son
appellation. Néanmois, la forme canonique commandablstpas appropriée a la synthése
des systémes de commande avec retour d’état pour des catigidé de robustesse numérique

([7D.

Remarque 3.6Daans le cas des systémes a plusieurs entrées, le passagadalisaton d’état
donnée a la forme canonique commandable est réalisé d’'unémnesconstructive qui requiert
une perception adéquate de la stucture des systémes idties que I'on peut découvrir d'une
maniére agréable dans [71]. L'essence de ce processus eshamgement de base congu a
partir de la matrice de commandabilité réduite aux colontie&airement indépendantes, en
'occurrence

x(t) = Px.(t) avec P =M., (F,G)

3.1.5 Caractérisation des modes non commandables

Lorsqu’un systeme n’est pas complétement commandableubhepdécomposer en une partie
commandable et une partie non commandable comme l'indafigure 3.1. On notera plus
particulierement que la partie non commandable n’est péecsde par la commande : I'intui-
tion physique est préservée. D’un point de vue mathématagite décomposition du systeme
selon la commandabilité est réalisée conformément autafohdamental suivant.

Résultat 3.8 Pour toute réalisationt F, G, H, E) d’ordre n telle querang(M.) = r < n, on
peut toujours effectuer un changement de begg= Tz (t) avec T = ( T. T: ) qui permet
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de récrire le systéme sous la forme

pZ (t) = Fz (t) + Gu(t) avec Z(t,) =T,
DSC (3.5)
y(t) = Hz (t) + Eu(t)

avec

n Fc FCE ~ Gc r7 n
F:<0 Fé),G:<O>,H:(Hc H) et E = E—E  (36)

telle que la pairg F., G.) € R"™*" x R"*™ est une forme canonique commandable et la fonction
de transfert du systeme est donnée par

G(z) = H(sl,—F)"'G+E = H.(sI, — F.) " G.+ E.

Partie
u(t) —— commandable @ y(t)

Partie
non commandable

FIGURE 3.1 — Décomposition d’'un systéme selon la commandabilité

Preuve.C’est une belle application du théoréme de la base incorap{@h partira du fait que
I'espace d’état peut étre décomposé en le sous-espace daarwabilité et son complément
par une projection adéquate, soit

R™ = (L (M. (F, Q) @ (T (M. (F,G)))*

avec
dim (I, (M. (F,G))) =r et dim (zm (M, (F, G))L) _F

our est le rang de la matrice de commandabilité. (I, G) et = n — r. On notera que

(Zo (M. (R G)))L =N (MI(F.G))

Soient5. = {v1,...,v.} et B: = {v,41,...,v,} deux bases des sous espaces vectoriels
T (M, (F,Q)) et(Z,, (M. (F,G)))"; B, peut étre particuliérement constituée des premiéres
colonnes indépendantes de la matrice de commandabifité I, G). B = {B., B:} constitue
donc une base de I'espace d’éfat qui permet d’effectuer le changement de base suivant
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x(t) =Tz(t) avec T= (T, T:)

ol les matriced, € R"*" etT, € R"*" sont respectivement constituées a partir des b&kses
et B comme suit

T. = ( V] ... Up ) et T, = ( Upgl ... Up )
Si on partitione la matricd’~! comme suit

71 = ( %‘i ) avec W, € R"™™ et W, € R™"

on aura

e B Wc . . WcTc WCTE
T T—In_(WE>(TC TC)_(WETC WETE)

ou d’une maniére équivalente

WCTC = I?”a WETE = If et WETC = WCTE =0

Et comme la matricd, € R™*" est constituée a partir de la base du sous-espace de comman-
dabilité, il découle de la propriéetd/;7. = 0 queWzv = 0 pour tout v € I, (M. (F,Q)).

Par ailleurs, les partitions des matrices de changementaielet son inverse permettent de
récrire la paire (F', G) comme suit

o et [ We _ ( WeFT, W.FT;
=1 FT_(WC F(T To) = W.EFT, WFT,

i W\, (WG
G=T G—(WC)G—(WCG

Et comme toutes les colonnes de la matficec R"*", dont on distingue la matrice d’en-
trée (G, appartiennent au sous-espace de commandabilité, il emdesnéme pour les co-
lonnes de la matricé'T. € R™*" puisque le sous-espace de commandabilité est invariant
par F. Et en vertu de la propriétélz-v = 0 pour tout v € I, (M. (F,G)), il en résulte que
W.FT, =0 et WG =0.

et

Considérons a présent la matrice de commandabilité aseaxii paire (F, G) donnée par

— = (G, FG. ... (F.)"'G.
Me(FG) = (G Ty )
ona

rang (M. (F,G)) = rang(M.(F,G)) = r
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puisque le rang de la matrice de commandabilité est un iavdnpar changement de base. Et
compte tenu du théoreme @ayley4{amilton, on peut conclure aisément que

rang (M. (F,G)) = rang (M. (F.,G.)) = r

Ceci prouve que la paireF,, G.) est bien commandable.

Quant au résultat relatif & la fonction de transfert du sys&g il peut étre déduit par de simples
manipulations algébriques. En effet, on a

— -1 = _

G(s) = H(sl,-F) G+ E

avec

—\ —1 sl, —F. —Fo \ '
(S[n_F) - ( 0 SIF—FE )

Et comme

sl,—F. —F. \ = ([ (sl,—F)"" —(sl,—F) " F(sl; — F.)""
0 SI;« — F5 a 0 (SIT_‘ - Fé)_l

La fonction de transfert du systéme est donc réduite a lagpaadmmandable donnée par
G(s) = H.(sI, — F,)"' G, + E.
COFD

Remarque 3.7Dans la nouvelle base, les équations du systeme peuverdrge omme suit
pZ.(t) = Foz.(t) + G u(t)
SYSDC pIs(t) = Feza(t)

y(t) = H.Z.(t) + H:Za(t)

Cette forme fait apparaitre explicitement que le systemstrgas completement commandable
et que sa fonction de transfert est réduite a la partie conuabte. En effet, I'évolution des
variables d’étatr-(t) n’est affectée ni par la commande, ni par tegariables d’état comman-
dables det.(t). Par ailleurs, on a

Y(S) - HCXC(S) "’ HEXE(S)
= H,(sI, — F.)" G U(s) + H(sI, — F.)™' X.(0) + H; (sI: — F)™' X(0)
La fonction de transfert du systéme est alors donnée par
Y(s) = H.X.(s) = H,(sI, — F.) " G. U(s)

Le résultat suivant permet de mieux caractériser les modescommandables d’'un systéme
linéaire invariant a partir du résultat fondamental suitanommunément connu sous l'appel-
lation de test déPopovi3elevitch#autus par référence a ses auteurs.
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Résultat 3.9Une paire(F, G) est commandable si et seulement si il n'existe pas de vecteur
propre a gauche de la matrice d’étaft” tel quev” G = 0, i.e.

Tang( sl, — F G ) =n pour toutp € C
Dans le cas contraire, tout coupl@, v) € C x C" — {0} tel que
vIF =X T et vTG=0

est appelé mode non commandable du systeme.

Preuve.Supposons que la matritﬁe)\ln —-F G ) n’est pas de rang plein, il existe un vecteur
ve " —{0}tel que

UT()\In—F G):() — vIF=)Xv"etv'G=0

A est donc une valeur propre dé et v est le vecteur propre a gauche qui lui est associé. On
aura donc

VIC(F,G) = (V"G MG ... XWTG ) =(1 X ... A )TG =0
La matrice de commandabilité( F, G) n’est pas de rang plein. Ce dernier critére montre que
le systeme est non commandable si I'un des vecteurs proraache deF' est orthogonal a
G.
Réciproguement, si le systéeme n’est pas commandable,@igpeut le décomposer selon la

commandabilité par un changement de base adéquat. La aialiscorrespondante est carac-
térisée par

o —1 _ Fc FcE oI S GC
F=T FT—(O Fc)etG—T G_<O

Soit()\, v) un mode tel que’ F; = Ao avec vTv = 1, on constate que le vecteur
oer(1)
(%

wF=(0 o")T'F=(0 o7 )FT™" ="

vérifie

et
wTG:(O UT)T_lG:(O UT)

COFD

Remarque 3.8Le vecteurn définit une direction le long de laquelle le systéme n’estquas-
mandable : c’est un vecteur orthogonal au sous espace de aodahilité du systeme.
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3.1.6 Stabilisabilité

La décomposition selon la commandabilité a permis de mettrévidence les modes comman-
dables et les modes non commandables. Pour mieux appré&tieraspect des choses, il suffit
de remémorer le fait que le polyndme caractéristique estnuariant par un changement de
base dans I'espace d’état, i.e.

det (sI, — F) = det (sl, — F.) det (sI; — F%)
Les modes commandables sont naturellement associés auxs/gkopres de la matricé.,,
alors que les modes non commandables sont associées auxsvatepres de la matricé ;.
Et comme les modes non commandables ne peuvent pas éttésaffacla commande d’'une
part, et peuvent apparaitre dans la sortie du systeme dégpiirt, on ne peut pas stabiliser un

systeme dont les modes non commandables ne seraient pgaatsynement stables. On est
ameneé naturellement au concept de stabilisabilité défimroe suit.

Définition 3.5 Un systeme linéaire invariant est dit stabilisable si seslesonon comman-
dables sont asymptotiquement stables.

Compte tenu des résultats fondamentaux sur la caractéisdes modes non commandables,
on peut déduire aisément le résultat fondamental suivaniascaractérisation du concept de
stabilisabilité.

Résultat 3.10Le systéme linéaire invariant décrit par une réalisatioetdt (F, G, H, F) est
stabilisable si et seulement si ses modes non commandalbliessymptotiguement stables, i.e.

la matrice ( s/, — F G ) estde rang plein pour tout ¢ D,

3.1.7 Récapitulatif

Le concept de commandabilité a permis d’étudier la relatotrée—état du systéme a partir
de sa matrice de commandabilité et de son grammien de conabiditéldont le résultat fon-
damental suivant constitue la pierre d’achoppement.

Résultat 3.11Considérons un systeme linéaire invariant décrit par une réalisation d’état
(F,G, H, ), de dimensiom, alors les propriétés suivantes sont équivalentes

P1. La paire (F, ) est commandable.

P2. La matrice de commandabilité du systéme est de rang pleimaing (M. (F,G)) = n.
P3. Le grammien de commandabilité est une matrice définie pesite.G. > 0.

P4. Il n'existe aucune matrice réguliefE telle que

L —1 _ Fc Fcé ~ =1 Gc
F=T FT—(0 Fc) et G=T G—< 0

OUFE, € R, F. € Rv=mx(n=1) et @, € R™*! avecr < n.
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P5. Il n'existe aucun vecteur propre a gauche de la matrice d’éa est orthogonal a la
matrice d’entrée, i.e. la matricg sI, — F' G ) est de rang plein pour tout s € C.

P6. Lidentité H (sI,, — )" G = 0 pour tout s € C n’est possible que si la matrice est
nulle.

Les propriétésP2 et P3 sont les criteres usuels de test de commandabilité. Lesriptép
P4 et P5 permettent fondamentalement de mieux caractériser leesnodn commandables
du systéme et d’introduire le concept de stabilisabiliterd® maniere naturelle. La propriété
P4 est issue d'une décomposition adéquate du systeme selamiamandabilité qui met en
évidence les modes non commandables par rapport aux modesamdables, i.e. les valeurs
propres de la matricé; par rapport aux valeurs propres de la matrié¢é. La propriétéP5 est
communément connue sous l'appellation de tesPdpov3elevitch#{.autus par référence a
ses auteurs. La propriétB6 est une émanation naturelle de la propriéis.

3.2 Observabilité

Dans ce qui suit, on présente d’'une maniére concise et reyme le concept d’observabilité
pour les systémes linéaires invariants dans le temps argHuin prologue motivé sur 'essence
du probléme sous-jacent.

3.2.1 Définitions

La définition suivante précise le concept d'observabildéda classe des systemes considérée.

Définition 3.6 Un systéme est observable si pour tout instant initjat pour tout instant final
tr > t,, il est possible de déterminer I'état initial(¢,) du systeme a partir de la connaissance
de son comportement d’entrée-sortie sur l'intervatlgt |, soit les séquencesi(t) }icis, i, €t

{y(t )}te [tosts]"

Remarque 3.9La connaissance de I'état initial permet de reconstruiktdt du systéme sur
I'intervalle [t,, ;] & partir de sa réalisation d’état et sa séquence d’entree

¢
z (t,to, z(t,), u(t)) = etz (t,) +/ eF' N Gu(r)dr + Eult)

to

La notationz (¢, t,, x(t,), u(t)) permet de mettre en évidence toutes les variables misesien je
dans I'état du systeme, notamment les instants courantitetlji’état initial et I'entrée du
systéme. On notera que cette reconstitution de I'état dtésys est vitale dans le cas ou les
variables d’état ne sont pas mesurables ou n’ont aucun seysigue pour qu’une telle mesure
soit possible. Le mot vitale est utilisé a juste titre puistpreprésentation d’état est plurielle.

Pour mieux appréhender le concept d’observabilité, cafreids deux trajectoires de sortie
{1 (L, to, z(t,), u(t))} et{ys (¢, t,, z(t,),u(t))} issues d’'une méme entrée et de conditions ini-
tiales différentes; (¢,) # z»(t,), on a

¢
Y1 (t,to, 21 (o), u(t)) = HeP g (t,) + / HeP“D Gu(r)dr + Eult)
t
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et
¢
s (t,to, Ta(to), u(t)) = Hel gy (t,) + / HeP“DGu(r)dr + Eult)
to

Il est clair que si ces deux trajectoires de sortie sont idgregment égales, alors on ne peut pas
reconstituer I'état initial a partir du comportement d’'eée-sortie du systéeme : le systeme est
donc inobservable. Ceci nous améne naturellement a unetaéfineaucoup plus élégante du
concept d’observabilité.

Définition 3.7 Un systéme est observable si on peut distinguer ses camslitidiales a partir
de ses trajectoires de sortie obtenues avec la méme entée, i

1 (tto, 21(to), u(t)) = 2 (t 10, 2a(to) ul(t)) == w1(ls) = wa(to)

Par ailleurs, comme la différence entre les trajectoiressddie est reliée a la différence entre
les trajectoires d’état correspondantes comme suit

glg (t, to, l’l(to)) = H€F(t_t0) .i’lg (to)
avec
Ii'lg (t, to, T (to)) = I (t, to, l’l(to), U(t)) — X9 (t, to, T (to), u(t))
et
g12 <t7 tO? x <t0>> = U (tv tOv xl(tO)v u(t>> — Y2 (tv tOv xl(tO)v u(t>>

on peut interpréter les séquencgss (t, t,, x1(t,))} et{gi2 (¢, t,, z1(t,))} comme I'état et la
sortie du systéme autonome associé au systeme avec uaksatitbn adéquate, soit

pxr(t) = Fx(t) avec x(t,) = ZT12(t,)
SA
y(t) = Ha(t)
Cette interprétation nous amene naturellement a la défimigissentielle du concept d’'observa-
bilité des systémes linéaires

Définition 3.8 Un systeme linéaire est observable si et seulement si utie sdentiguement
nulle du systéme autonome sous-jacent ne peut provenirgnett initial nul.

Et cette définition conduit apostulat essentiel de I'observabilité des systemes linées.

Résultat 3.12Un systéme linéaire invariant décrit par une réalisatiorwdit (/' G, H, £') de
dimensiom est observable si et seulement si les colonnes de la mafiéésont linéairement
indépendantes, soit l'identitél e/ *v = 0 pour tout t n’est possible que si le vecteurest nul.

Remarque 3.10La propriété d’observabilité des systemes linéaires pénet &udiée en sup-
posant que la séquence d’entrée est identiguement nullenElconcerne alors que la paire
(H, F') de la réalisation d’état du systeme : c’est pourquoi on dilifftremment systeme obser-
vable ou pairg H, F') observable. Par ailleurs, I'observabilité des systemeédires invariants
dans le temps est indépendante du choix de l'instant iniGal dernier peut étre alors choisi
égal a zéro, i.et, = 0, sans une quelconque incidence sur les résultats qui sdéwgloppés
pas a pas.
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3.2.2 Lessence du probleme

Avant de présenter les résultats fondamentaux associésmept d’observabilité des systémes
linéaires invariants dans le temps, on précise les élémesgentiels pour une meilleure per-
ception de ce concept.

Equation essentielle. L'étude de I'observabilité d’'un systéme peut se faire dipde I'équa-
tion de la trajectoire de sortie du systeme homogéne quisiuassocié, soit

y(t) = HeM=t)a(t,)

n—1
Et comme il existe une base de fonctions rédliest, ., ,,_, telle quec’ = Z ox(t)F* (voir
k=o
le probleme 3.1), on aura
n—1
u(t) = Y oult — to) HF x(t,)
k=o0
ou d’'une maniére équivalente
y(t) = o (t —t,) Mo (H, F) x(to)
avec
Pt —t,) = ( ot —to)lpy o1t —to)lp .. ot —t,)1, )
et
H
HF
M, (H,F) =
HFn—l

Ce systéme de x p équations a inconnus constitubéquation essentielle de I'observabilté
Et si on multiplie les deux membres de cette équation estlentar le terme="" (%) T puis
on les intégre de, a ¢, on obtient un systeme linéaire deéquations a» inconnues

Ly
W (to, tr) a(ts) = / e I HTy (1) dt (3.7)
to
avec
ty
W, (to ty) = / I (=t [T e t=to) gy (3.8)
to

Ce préambule a permis de mettre en évidence I'importancendéscesM,, (H, F) etW, (t,, tf)
pour la caractérisation des systéemes observables. Ellesrespectivement appelésmtrice
d’observabilité et grammien d’observabilité du systemeet sont étroitement liees comme I'in-
dique le résultat suivant.

Résultat 3.13La matrice d’observabilité et le grammien d’observabilitén systéme décrit
par une réalisation d’étatF, G, H, F) sont reliés comme suit.

Waltorty) = ME (H, F) ( / Tt ot —t,) dt) M, (H, F)
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avec
o (t - tO) = ( ¢0(t - tO)]p ce @n—l(t - tO)IP )
et ont le méme rang, soit

rang <Wo(to,tf)) = rang </\/lo (H, F))

Par ailleurs, le grammien d’observabilité peut étre détaréna partir de I'équation différen-
tielle de Lyapunov

W, (to, t) = FIW, (to, t) + W, (to,t) F + H'H avec W, (t,,t,) =0

La preuve de ce résultatest triviale ; on recommnade de la faire a titre d’exerciceserremé-
morant la formule deCeibniz (voir probléme 3.14)

Sous-espace inobservablée concept d’observabilité peut étre étudié a partir de ltien
entre la sortie du systeme homogene et I'état initial, qae peut interpréter comme un opéra-
teur linéaireD,, entre I'espace d’étaR” et 'espace de sorti®? définie par

Des - R — RP

avec
Y(t) = Dse(70(1)) = HeF(t_to)x(tO)

Cette interprétation nous améene naturellement a intraell@nsemble des états initiaux qui ne
sont pas perceptibles a partir de son comportement d’ergogte, soit

E = {UER"/HGF(t_t”)U = 0 pour tout t zto}

qui constitude sous-espace inobservabkessocié au systéme considéré. Et compte tenu de la
définition 3.8, on peut postuler naturellement qu’un systest observable si la relation état
sortie du systéme autonome sous-jacent est injective\s@,.) = {0}.

Le résultat suivant permet de caractériser compléetemesbies espace inobservable en fonc-
tion des matrices d’état et de sortie du systeme.

Résultat 3.14Le sous espace inobservable de la pdife F') est le noyau de la matrice d’ob-
servabilite M, (H, F'), soit
E = NWM,(H,F))

C’est un sous espace vectoriel qui admet en outre les prgsrgivantes
P1. &, estinvariant sous la transformation linéaire associée anktrice d'étatl’, soit
reNM,(HF) = FrxeNWM,(HF))

P2. La détermination de I'état initial d’'un systéme a partir denscomportement d’entrée-
sortie est réalisée moduly” (M, (H, F)).
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P3. La projection orthogonale de I'état initial d’un systémeéaire sur le sous espace inob-
servable est non observable.

Preuve.Montrons d’abord qu&; = N (M, (H, F')). En dérivant successivement par rapport
au temps la fonction définie pdie”*—*)x(t,) jusqu’a l'ordre k tout en tenant compte de la
définition du sous espace inobservable, on obtient

HF*PEt) () = 0 pour tout t > t,
Etsil'on prendt = ¢, etk € [0,n — 1], on obtient le systéme d’équations linéaires
M, (H,F) z(t,) = 0

Ceci montre clairement que le sous espace inobservabled@asidans le noyau de la matrice
d’'observabilité, i.e£, ¢ N (M, (H, F)). Par ailleurs, I'’équation de la trajectoire de sortie
(3.7) permet de conclure aisément que:sic N (M, (H, F)), alors la sortie est identique-
ment nulle et dond/ (M, (H, F)) C &,.

La relation entre la sortie et I'état du systeme homogéneakst completement décrite par
la matrice d’observabilitéM,, : 'ensemble&, est donc un sous espace vectoriel de I'espace
d’état R". La propriétéP1 est une application triviale du théoréme @alyey#amilton. Elle
stipule plus particulierement que si un systeme est abam@ariui méme a un instant ou son
état se trouve dans le sous espace non observable, alogjéetoire d’état du systéme demeure
dans le sous espace inobservable et donc sa sortie estqdentent nulle. La propriéte2 est
aussi triviale que la propriété1. Elle stipule tout simplement que le comportement d’entrée
sortie d’un systéme sur un intervalle de temps [finit ;| qui résulte d’un état initiak(¢,) est
identiquement le méme que celui qui en résulterait d’uniataal =(t,) + 0 pour tout 6 € &;.

On peut ainsi caractériser I'incertitude sur I'état inifiaQuant a la propriétéP3, elle résulte

du fait que tout état initiak, € R™ du systéme peut étre décomposé en fonction de ses projec-
tions respectives sur les sous espaces inobservable evabss soit

To = Tos + Too AVEC (Tpoz,To0) € E5 X &,
La sortie du systeme est alors donnée par

y(t) = HeFEt) o) — HePUt) (g 4 o ) = Heltt) 5
COFD

Remarque 3.11Le sous espace observable est le complément orthogonal@anae la ma-
trice d’observabilité, soit

& = Ly (MT(H,F)) = T, (M. (FT,HT))

Une telle propriété est la pierre d’achoppement de la déagdintre les propriétés de commanda-
bilité et d’observabilité : le sous espace d’observabititén systeme linéaire est égal au sous
espace de commandabilité de son dual.
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Indices d’observabilité. Comment extraire les lignes linéairement indépendantés ohatrice
d’observabilité ? C’est une question vitale pour une maillgerception du concept d’observa-
bilité qui sera particulierement étudiée pour les systéimesires multivariables décrits par
une réalisation d’état dont la matrice de sortie est donnge p

H,y
i i
G= " avec rang (H)=r=rang | (3.9
Hr-‘,—l
: H,
H

Cette propriété peut étre aisément satisfaite par une iatiex appropriée des sorties du sys-
teme qui permet d’'ordonner les lignes de la matrice d’obabkilité comme suit

Mol
. Hy,
: H.F
Mop (H, F) = | Mg avec M = : (3.10)
: Han—l

Moy

Le résultat suivant conforte le postulat d’observabilig¥ pne propriété vitale pour I'étude de
I'observabilité d’'un systeme linéaire invariant dans lenes.

Résultat 3.15Considérons un systeme linéaire invariant décrit par uradisation d’état satis-
faisant la propriété 3.9. Alors les lignes linéairementépendantes de sa matrice d’observabi-
lité peuvent étre regroupées comme sulit

Mo, (H, F) = (3.11)

H,F1
ou v, est le plus petit entier tel que la ligné, F+ dépend linéairement des lignes qui la preé-

cédent au sein de lamatricet,, (H, F),i.e.Hy, H\F,...,HiF" ' ... Hy, H F,... HF" !,
Et on en déduit naturellement que

v; > 1 pourtouti=1,...,r et Z v; =rang (M. (F,Q)) (3.12)
i=1
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La preuve de ce résultat est triviale. Le premier fait découle natierlent de la propriété 3.9
de la matrice de sortie, e.g. les lign&s_; a H, sont des combinaisons linéaires des lighRs

a H,., qui permet d’en déduire naturellement que toutes les idue .. (H, Fk)}ke[r+1,m} sont
linéairement dépendantes des lignes qui les précédentiadesla matriceM,,, (H, F). Quant

au second fait, il stipule que i, F'** dépend linéairement des lignes qui la précédent au sein
de la matriceM,,. (H, F'), alors il en sera de méme pour les Iign@kF”k“}keM.

Ceci nous améne naturellement a la définition des indicess#vabilité (resp. indices d’ob-
servabilité cumulés) d’un systeme

Définition 3.9 Pouri = 1,...,r = rang (H) < p, le iéme indice d’observabilité; (resp.
indice d’observabilité cumulé;) du systéme est le plus petit entier tel que la lighgl™*
est une combinaison linéaire des lignes qui la précedenteaude la matrice d’observabilité
ordonnée selon les indices des sorties du systéme (respmims des indices d’observabilité
v pourk =1,..., v, S0ito; =vi +...+15)

Remarque 3.12Dans le cas des systemes observables dont la matrice de ssttde rang
plein, le nombre de lignes linéairement indépendantes dedtice d’observabilté est égal a
la dimension du systeme et on a

m
vi>1 pourtouti=1,...,m et Zl/i:n
=1

Ces éléments essentiels ont permis de mieux appréhendendepat de commandabilité du
point de vue fondamental pour pouvoir établir aisément éssiltats fondamentaux qui lui sont
associés.

3.2.3 Le critere usuel d’observabilité

Le résultat fondamental suivant donne un critere usuel ded®bservabilité des systemes li-
néaires invariants.

Résultat 3.16Un systéme linéaire invariant décrit par une réalisatiogtdt (7, G, H, E) de
dimensiom est observable si et seulement si sa matrice d’obsen@lgit de rang plein, i.e.
rang (M, (H, F)) = n, ou d'une maniére équivalente son grammien d’observébd#t une
matrice définie positive, i.V,(t,,tf) > 0.

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe des résultats 83143 En effet le résultat
3.14 stipule qu’un systéme est observable si et seulemseahsous espace inobservable est
réduit a I'origine ; on aura alors

Es=N(M,(H F))={0} < rang(M,(H,F))=n
Et le résultat 3.13 stipule que le rang de la matrice d’obsilité est égal au rang du gram-
mien d’observabilité ; on aura alors

rang (M, (H,F)) =n <= rang(W, (t,,tf)) =n
COFD
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Le résultat suivant révéle la nature générique de la pragriobservabilité d’'un systeme qui
est judicieusement exploitée pour des considérationsmplisité d’analyse et parfois de syn-
these.

Résultat 3.17L'observabilité d’un systeme est une propriété invarigrae un changement de
base.

La preuve de ce résultat est trivial. En effet, si I'on effectue un arament de base(t) =
Tz(t), alors on passera de laréalisatidi’, G, H, F) ala réalisation(F, G, H, E) définie par

F=T7'FT,G=T"'G, H=TH et E=F
La matrice d’observabilité associée a la nouvelle réalsaest donnée par

M, (H,F) = M,(H,F) T (3.13)

3.2.4 Forme canonique observable

Parmi I'infinité de réalisations d’état d'un systéme lingainvariant observable, on distingue
une réalisation d’état dite forme canonique observablerdsultat fondamental suivant pré-
cise la structure de cette forme canonique dans le cas dégnsgs monvariables pour des
considéra-tions purement pédagogiques.

Résultat 3.18Considérons une réalisation observablé G, H, E), il existe un changement de
base dans 'espace d'état(t) = T'x,(t), qui conduit a une réalisatiofF,, G,, H,, E,) dite
forme canonique observable caractérisée par

avec
det (sI, — F) = det (sl, — F,) = s"+a15" '+ ...+ an_15+ an
La matrice de passage est donnée par le produit d’'une matiecEoeplitz, qui ne dépend que

des coefficients du polyndme caractéristique de la matritat] par la matrice d’observabilité
du systeme, soit

1 a; ... Ap—1
0 1 aq Ap—2
_ —1 =T _ .
T = M_ T, avec T, =
ay
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La preuve de ce résultat peut étre faite en exploitant la dualité etgseformes canoniques
observable et commandable. On notera que I'appellatiomécanonique observable est prin-
cipalement motivée par le fait qu’elle soit observable. @utprérifier aisément que la matrice
d’observabilité sous-jacente est bien réguliére puisque

Moo - MO(HvF) T = 7:7_T
Remarque 3.130n montrera ultérieurement que cette réalisation permedéterminer d’une
maniére triviale le gain d’observation : une autre justifiican de son appellation. Notons tou-

tefois que la forme canonique observable n’est pas utilEie la synthése des observateurs
pour des considérations de robustesse numeérique ([7]).

Remarque 3.14Dans le cas des systémes multivariables observables, éandiéiation d’'une
forme canonique d’observabilité peut étre faite en effactwin changement de base approprié
a partir de la matrice d’observabilité réduite aux ligneadiairement indépendantes, en 'oc-
currence

z(t) = Px,(t) avec P =M, (F,Q)

Les probleme8? et ?? permettent de mieux apprécier I'essence des formes camemmpser-
vables.

3.2.5 Caractérisation des modes non observables

Lorsqu’un systeme n’est pas complétement observable, tngodécomposer en une partie
observable et une partie non observable comme l'indiqugladi3.2. On notera plus particu-
lierement que la partie non observable n’affecte pas laipasbservable et n’est pas reliée a
la sortie du systeme : 'intuition physique est préservéanpoint de vue mathématique, cette
décomposition du systéme selon I'observabilité est réalonformément au résultat fonda-
mental suivant.

Partie
observable

Partie
non observable

FIGURE 3.2 — Décomposition d’un systéme selon I'observabilité

Résultat 3.19Pour toute réalisation ', G, H, E') d’ordre n telle querang(M,) = r < n, on

o

peut toujours effectuer un changement de base= T'z(t) avec T = T

) qui permet de
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récrire le systéme sous la forme

DSO (3.14)

avec

_ E, 0 . Go \ = _
F:<F50 Fa),G:(Ga),H:(Ho 0) et E=E, (3.15)

telle que la paire( H,, F,,) € RP*" x R"™" est une forme canonique observable et la fonction
de transfert du systeme est donnée par

G(s)=H (sl,— F) ' G+ E=H,(sl, — F,) ' G, + E,
La preuve de ce résultat est une application du théoréme de la baserplEie comme celle du
résultat démonstration du résultat de décomposition sel@emmandabilité modulo la dualité

des propriétés d’'observabilité et de commandabilité. Oterzoplus particulierement que cette
nouvelle base permet de récrire les équations du systemeneait

PTo (t) = Fofo(t) + Gou(t)
DSO R pZs (t) = FooZo(t) + FoTo(t) + Gou(t) (3.16)
y(t) = HoZo(t) + Eyu(t)

La fonction de transfert peut étre obtenue directement dipade I'équation d’état de la partie
observable et I'équation de sortie. Elle ne dépend pas dattignon observable du systéme :
les modes non observables sont alors systématiquemetifigisan effet, on a

Y(s) = H,X,(s)+ EU(s) = (HO (s[r . Fo>_1 G, + E) U(s)

Remarque 3.15La décomposition selon I'observabilité permet de mieuactiriser les modes
non observables par rapport aux modes observables. En effeime le polyndme caractéris-
tique du systéme est invariant par changemment de base,ran au

det (sl, — F) = det (sl — F,) det (sI; — Fj)

Il apparait clairement que les modes observables (resp.aim@rvables) ne sont autres que
les valeurs propres de la matride, (resp. la matriceF;;. Par ailleurs, tous les modes non ob-
servables sont automatiquement simplifiés par des zérogstiknse. Néanmoins, il est possible
gue certains modes observables soient simplifiés par dauéros du systeme.

Le résultat fondamental suivant permet de mieux caracéles modes non observables d’'un
systeme linéaire invariant. Il est communément connu sapgédllation de test dé?opov-
Belevitch#autus par référence a ses auteurs.
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Résultat 3.20Une paire (H, F') est observable si et seulement si il n'existe pas de vecteur
propre a droitev de la matrice d’étatt” tel queHv = 0, i.e.

rang( SIH—F ) =n pour tout s € C
Dans le cas contraire, tout coup(g, v) € C x C" — {0} tel que

Fo=M et Hv=0

est appelé mode non observable du systeme.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire via la capwsée. Pour
ce faire, il suffit de montrer que le systéme est non obsesvsilllun des vecteurs propres a
droite de la matrice d’état est orthogonal a la matrice detsgri.e. il existe alors un vecteur
ve " —{0}tel que

(A]H_F)U:O<:>FU:)\ et Hv = 0

A est bien une valeur propre dé etv est le vecteur propre a droite qui lui est associé. On aura
donc

Hv 0

MNHv 0

Mo(HaF)'U = . - .
A1 Hoy 0

Cela signifie que la matrice d’observabilite(, n’est pas de rang plein et donc le systéeme n’est
pas observable.

Montrons maintenant que la condition est suffisante via latreposée. Pour ce faire, sup-

posons que le systéme n’est pas observable, alors on peétdenboser selon I'observabilité
par un changement de base adéquat. La réalisation corredgnue est caractérisée par

F:T‘lFT:<£O ?) et H=HT = ( H, 0)

Soit(\, v) un mode tel qué, v = \v avec v'v = 1, on constate que le vecteur

- (2)

vérifie

et
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3.2.6 Détectabilité

La décomposition selon I'observabilité a permis de mettréddence les modes observables,
i.e.V(F,), et les modes non observables, V&.F;). Et comme les modes non observables ne
sont pas perceptibles dans le comportement de sortie demnsgsbn ne peut pas concevoir un
systeme stable de traitement des données a partir des rsedeifa sortie si les modes non
observables du systéme ne sont pas stables. Ceci conduiéleinent au concept de détecta-
bilité défini comme suit.

Définition 3.10 Un systeme linéaire invariant est dit détectable si ses mod@ observables
sont asymptotiqguement stables.

Compte tenu des résultats fondamentaux sur la caractéisdes modes non observables, on
peut déduire aisément le résultat fondamental suivantagatactérisation du concept de dé-
tectabilité.

Résultat 3.21Le systéme linéaire invariant décrit par une réalisatioetdt (F, G, H, F) est
détectable si et seulement si ses modes non observablessyamitotiguement stables, i.e.

la matrice ( ST }i P ) est de rang plein pour tout ¢ D,

3.2.7 Récapitulatif

Le concept d’'observabilité a permis d’étudier la relatidaté>sortie du systeme a partir de sa
matrice d’observabilité ou son grammien d’observabilihtlle résultat fondamental suivant
constitue la pierre d’achoppement.

Résultat 3.22. Considérons un systéme linéaire invariant décrit par une réalisation d’état
(F,G, H, E') de dimensiom, les propriétés suivantes sont équivalentes.

P1. La paire(H, I') est observable.

P2. Lapaire (K7, H) est commandable.

P3. La matrice d’observabilité du systeme est de rang pleinraeg (M, (H, F')) = n.
P4. Le grammien d’observabilité est une matrice définie pasijiie.G, > 0.

P5. Il n'existe aucune matrice réguliefE telle que

F, 0

e B
F=T FT_(F05 P

) et H—HT(H, 0)
oUF, € R™*", F; € R™" et H, € RP*" avecr < n.

P6. Il n'existe aucun vecteur propre a droite de la matrice dtég@i soit orthogonal a la

matrice de sortie, i.e. La matricé ) est de rang plein pour tout € C.

sl, — F
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P7 Lidentité H (sI, — F)"' G = 0 pour tout s € C n'est possible que si la matrigg soit
nulle.

La propriété P2 exprime tout simplement la dualité entre le concept de camdauzilité et
d’observabilité. Les propriété®3 et P4 sont les critéres usuels de test d’observabilité. Les
propriétésP5 et P6 permettent de caractériser les modes non observables tinsy<t d'in-
troduire le concept fondamental de détectabilité d’'une ¥@nnaturelle. La propriété®5 est
issue d’'une décomposition appropriée du systeme selosdiohbilité qui permet d’exhiber ses
modes observables et ses modes non observables, i.e.dassvalopres des matricds, et ',
respectivement. La propriéfé6 est communément connue sous lI'appellation de teBopev-
Belevitch#{Pautu par référence a ses auteurs. La proprifféest une émanation naturelle de
la propriétéP6.

3.3 Reéalisations minimales

On présente dans ce qui suit deux ensembles de résulta@sni@mdaux. Le premier ensemble
concerne la décomposition d’un systeme selon la commalitéadtiI'’observabilité, alors que
le second ensemble est consacré a la caractérisation déisagans minimales d’un systeme.

3.3.1 Décomposition canonique

Les théoréemes de décomposition selon la commandabiligbselrvabilité ont respectivement
permis de mettre en évidence les modes non commandablseswtdies non observables d’'un
systéme. Le résultat suivant montre que I'on peut faire egifra toutes les configurations pos-
sibles des modes d’un systéeme comme l'indique la figure B.8islingue les modes comman-
dables et observables, les modes commandables mais nawalties, les modes observables
mais non commandables et les modes non observables et hamacalables.

Parti
u(t) comn?gnzclleable @ y(t)
et observable

Partie Partie
—  commandable. |~—— A non commandable
et non observable et observable
Partie

non commandable
et non observable

FIGURE 3.3 — Décomposition selon la commandabilité et I'obsettitabi
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Résultat 3.23Soit une réalisatior{ F, G, H, E') d’'un systeme linéaire invariant, on peut tou-
jours trouver un changement de base) = 7'z(t) qui permet de décomposer le systeme comme
suit

pZ (t) = Fz(t) + Gu(t) avec x(t,) = Tx(t,)
DSCO _ _ (3.17)
y(t) = Hz(t) + Eu(t)
avec

Fy 0 Fgs 0 G H,

= For Fy IFoy Fou ~_ | G2 T 0 P

F Sl R I B g | ¢ E=E (318
0 0 Fy3 Fyu 0 0

ou les diverses matricds;, G et H, sont telles que

1) Le sous-systemdi,, G, H;, F) est commandable et observable et la fonction de
transfert du systeme est donnée par

g(S) = H1 (SInco — Fll)_l G1 + E

(i) (G) (mo0ym)

est commandable et non observable.

2) Le sous-systeme

3) Le sous-systéeme

Fll F13 Gl
(( 0 Fgg)’(O 7(H1 H3)7E
est non commandable et observable.

4) Le sous-systéenié,, 0, 0, F) est non commandable et non observable.

Lapreuvede ce théoreme peut étre directement faite a partir de cdébsgiécompositions selon
la commandabilité et I'observabilité. On notera plus padiierement que les seules conditions

(Gg, G4) =0 et (HQ, H4) =0

ne sont pas suffisantes pour définir les modes non commasdatot®n observables. Il faut
s’assurer que les variables correspondantes ne soientgliges par la matrice d’état a d’autres
variables d’état qui seraient, elles, commandables ou vadxes.
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La décomposition canonique permet donc de mettre en éwdescpropriétés de comman-
dabilité et d’'observabilité du systéme que I'on peut déccomme suit

( T1 (t) F11 0 F13 0 T1 (t) Gl
To(t) | | For Fao Fhy Foy Zo (1) Go
laom |7 0o o B o mw | T o [
Ty (t) 0 0 F43 F44 Ty (t) 0
DSCO

71 (t)
_ Ty (1)
Ty (1)

Remarque 3.16D’un point de vue entrée-sortie, le systéme est complétesaeactérisé par la
réalisation commandable et observablg,, G, H;, F). La fonction du transfert du systéme
est alors donnée par

g(S) = H1 (SInco — Fll)_l Gl + F

3.3.2 Réalisations minimales

Le résultat ci-dessus montre que la fonction de transferepeésente que la partie comman-
dable et observable du systeme : tous les modes non comnesdamon observables sont
naturellement simplifiés. On notera toutefois que le faé tpus les modes non commandables
(resp. non observables) soient automatiquement simplitedspéche pas que des modes com-
mandables (resp. observables ) soient également simplf&te simplification concernerait
les modes commandables mais non observables (resp. obkervaais non commandables).
Outre la pluralité de la représentation d’état via un changgnt de base, on distingue une autre
pluralité via une adjonction de modes non commandablesi etém observables. L'ordre de
ces reéalisations peut étre aussi grand que désiré. Ceci amene naturellement au concept
de réalisation minimale d’'une fonction de transfert : unprésentation d’état dont I'ordre est
égal a I'ordre de la fonction de transfert et est donc le plesitppossible. Le fait qu’une réa-
lisation soit minimale ou pas est donc étroitement liée amepriétés de commandabilité et
d’observabilité comme l'indique le résultat suivant.

Résultat 3.24Une réalisation d’une fonction de transfert donnée est male si et seulement
si elle est commandable et observable.

Preuve. Soit(F, G, H, F) une réalisation d’ordre: d’une fonction de transfeg(z), alors on
a

G(s)=H (s, —F)'G+FE

Supposons que la paifé’, G) est non commandable (resp. la pafié, F') est non observable),
alors on peut la décomposer selon la commandabilité (respnd’observabilité) pour mettre
en évidence sa partie commandable, G., H,., E.) dont I'ordre n. est inférieur an (resp. sa
partie observabléF,. G,, H,, E,) dont I'ordre n,, est inférieur an). En vertu des résultats de
décomposition selon la commandabilité (resp. I'obser@)j les réalisations .., G, H., E..)
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et(F,G,H, F) (resp.(F,,G,, H,, E,) et(F,G, H, E') ) conduisent & la méme fonction de trans-
fert. Il en résulte qu’une réalisation minimale est commednld et observable.

Montrons maintenant que si une réalisatigi G, H, £') d’ordre n est commandable et obser-
vable, alors elle est minimale. Pour ce faire, supposonsgtie réalisation n’est pas minimale,

alors il existe une réalisationF', G, H, E) d’ordre i < n. Ces deux réalisations conduisent a
la méme fonction de transfert que la réalisatidn G, H, E), soit

G(s)=H(sl, —F)'G+E=H (s, - F) "' G+E

Par ailleurs, les produits de la matrice d’observabilitérga matrice de commandabilité cor-
respondants sont respectivement donnés par

H
HF
M, (F,GYM.(F,G) = , (G FG ... F"'G)
HFn—l
HG HFG ... HF"'G
HFG HF?G ... HF"G
HF"lG HF'"G ... HF*r-1@g
et
H
S HF o _
M, (H,F) M. (H,F) = , (G FG ... F™1)
HF" 1
HG HFG ... HF"'G
HFG HF?G ... HF"G
HFG HF"G ... HF*n-1@G

Comme les parameétres detarkov sont invariants par changement de base, Hé?*G =
HF*G pour tout k € N, on a

M, (F.G) M, (F,G) = M, (H,F) M, (I, F)

Et puisque la realisation /', G, H, I/) est commandable et observable et que la realisation
(F,G, H, FE) estd’ordren, on aura

rang (M, (F,G) M. (F,G)) =n
et

rang (M, (H,F) M. (H, F))

I
s
s
=
)
3
S
<
=
\’:1:1/\
uﬁ
)
3
S
<
=
S|

)
max (mng (Mo (ﬁ, F)) , rang (Mc (ﬁ, F)))

7

VANVAN
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Ce résultat est en contradiction avec le fait que le prodeitaimatrice d’observabilité par la
matrice de commandabilité est un invariant par changemeritate. Il n’est donc pas possible
de trouver une réalisatiofF', G, H, /) commandable et observable dont I'ordre est inférieur

an. COFD.

Le résultat suivant permet de caractériser la classe debsa#ons minimales d’'un systeme.

Résultat 3.25Soit (F, GG, H, E) une réalisation minimale d’une fonction de transféits).
Toute réalisation(F’, G, H, E') de la fonction de transfer§(s) est minimale si et seulement
si elle est équivalente a la réalisatidf’, G, H, E), i.e. il existe une matrice réguliefé € R”
telle que

Preuve. Comme les propriétés de commandabilité et d’observalsbité préservées par un
changement de base, il est clair que si la réalisatiéh G, H, E) est équivalente a la réalisa-
tion (F, G, H, E), alors elle est minimale. Autrement, elle n'admet pas deeson comman-
dable et/ou non observables.

Montrons maintenant d’une maniére constructive quesiG;, H, E) est une autre réalisation
minimale de la fonction de transfe¥t s), alors elle est équivalente a la réalisatioh, G, H, £).
Notons d’abord que comme les deux réalisatiohsz, H, E) et (F, G, H, E) sont minimales,
elles sont du méme ordre, les matrices de commandabilit®kservabilité correspondantes
sont réguliéres et de rang plein et on a

M, (H,F) M.(F,G) =M, (H,F) M.(F,G)

et

M, (H,F) FM.(F,G)=M,(H,F) FM.(F,G)

Il existe donc une matrice réguliéfie € R"*" telle que

M (F,G)=T"M.(F,G) et M,(H,F)=M,(HF)T

Les deux réalisationgF’, G, H, E) et (F, G, H, E) sont alors bien équivalentes puisque

G=T"'G, H=HT et F=T7'FT
COFD

Remarque 3.17I'étude de la décomposition canonique et des réalisatiomsmales a parti-
culierement permis de mettre en évidence la puissance aptasentation d’état par rapport
a la représentation par fonction de transfert et d’illustte r6le des parametres détarkov
pour le probleme de réalisation.
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3.4 POles et zeros d’un systeme

Les notions de péles et zéros des systemes multivariabledtéprésentés, a partir de leur
fonction de transfert, d'une maniére concise au paragrapl¥e6. Cette présentation sera dé-
veloppée et confortée dans ce qui suit par une synthése@aaisoutenue par des interpréta-
tions pertinentes des poles et des zéros d’'un systeme agaittd forme deSmith-McMillan

de sa fonction de transfert et sa matrice systeme. Une aiteparticuliere est accordée a la
vraisemblance entre les zéros de transmission et les zéragants.

3.4.1 Poles et zéros d'une fonction de transfert

Les péles et les zéros se sont imposés tout au long des dgewlepts de la théorie des systemes
linéaires et ont été particulierement définis a partir dedatbrization deSmith-McMillan de
leur fonction de transfert comme suit

Définition 3.11 Les zéros (resp. les p6les) de transmission de la fonctidradsfertG (s) sont
les racines des polyndmas(s) pour i € [1,r] (resp. des polyndmes non ndlg(s) pour i €

[1,7]).

Par ailleurs, le résultat suivant permet de généraliser danfie deSmith d’'une matrice po-
lynomiale rationnelle propre au cas d’'une matrice fractiaire qui n’est pas nécessairement
propre.

Résultat 3.26 Toute matrice rationnelle” (s) € RP*™(s) de rangr < min(p, m) peut étre
factorisée comme suit

F(s) = B(s)Sx(s)B(s)

ouB(s) € RE*?(s) et B(s) € R™™(s) sont deux matrices bicausales ou bipropreSets) e
RP*™(s) est une matrice rationnelle unique appelée form&deth-McMillan a l'infini de la
matrice rationnelleF (s) € RP*™(s) qui se distingue par une structure particuliere donnée par

Suts) = (S50 0 ) avee Sclo) = diag ()

ou lesn; sont des entiers relatifs satisfaisant la propriété< n, < ... <n; < ... < n,.

Cette forme d&&mith-McMillan permet de définir les pbles et zéros a I'infini d’'une tian
rationnelle.

Définition 3.12 On dira que la matrice rationnellé&(s) € RP*™(s) admet un zéro (resp. un
poéle) a I'infini d’ordre n; sin; > 0 (resp. n; < 0).

Remarque 3.18Les poles et zéros d’'un systeme peuvent étre déterminé&sedirent a par-

tir de ses factorisations polynomiales premiere a droitéaegauche a la lumiere de la re-
marque 2.9. En effet, on peut postuler que les péles du sgsténsont autres que les ra-
cines du déterminant de la matrice polynomialgs) (resp. A,(s)) et que, dans le cas d’une



115

fonction de transfert de rang plein, est un zéro de transmission du systeme si et seulement
Si rang (Bq(z)) < min(m,p) (resp. (B,(z)) < min(m,p)). L'hypothése d’'une fonction de
transfert de rang plein n’est pas une perte de généralitésdarmesure ou elle vraie dans la
plupart des problemes et peut étre relachée en s’inspiramédultat 2.7.

3.4.2 Poles et zéros d'une réalisation d’état

Lespblesd’une réalisation d’état d’un systéme ne sont autres quersmEies commandables et
observables comme le précise le résultat suivant.

Résultat 3.27Considérons un systéme multivariable décrit par une résibs d'état, alors les
propriétés suivantes sont vraies.

e Les modes non commandables et/ou non observables de Isatéati d’état adoptée ne
sont pas des podles du systéme sous-jacent.

e Le polyndbme des pbles est égal au polyndbme caractéristiqua chatrice d’état, i.e.
®(s) = det (s, — F), si et seulement si la réalisation d’état adoptée est mitema

La preuve de ce résultat peut étre aisément déduite des résultatsnéité établis sur la com-
mandabilité, 'observabilité et les réalisations miniraalaux paragraphes précédents.

Ce résultat suggere de déterminer les péles d’'un systéemeiages modes de ses réalisations
d’état minimales en utilisant la remarque 2.4. Quant a lafogguration deszérosdu systéme,
elle peut étre déterminée a partir de la matrice systeme ardaére du résultat 2.4. En effet, la
propriété’P1 permet de postuler que la fonction de transfert d’'un systéstele rang normal
plein en colonnes (resp. en lignes) si et seulement sa reayistéme est de rang normal plein
en colonnes (resp. en lignes). Ceci suggere une caracténsaaturelle des zéros d’'un systeme
a partir de sa matrice systeme comme l'indique la définitioimante.

Définition 3.13 ( € C est un zéro invariant de la réalisation d’état du systeme girbpriété
de rang suivante est vérifiée

rang (M, (€)) < rang normal (M, (s))

Cette définition concerne les zéros invariants du systémeejgont pas nécessairement ses
zéros de transmission. L'appellation zéros invariants gstésme est particulierement motivée
par I'invariance du rang de la matrice systéme par un changetae base conformément a la
propriétéP2 du résultat 2.4.

Remarque 3.19Dans le cas des systemes carrés,j.e: m, les zéros invariants peuvent étre
déterminés a partir du probléme des valeurs propres gérsg&ralonné par

(sl — Sy)v. =0

avec
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Le qualificatif généralisé adopté pour le probléeme de vaepnopres est justifié par le fait
que I, n'est pas une matrice identité de dimension g. Et conforméda propriéteP3 de

la matrice systéme (résultat 2.4), on peut postuler queéesszde transmission d’'un systeme
carré peuvent étre déterminés a partir des zéros du détemmbide la matrice systeme si ces
derniers ne sont pas des péles du systeme.

Le résultat suivant permet de mieux apprécier la caractdiis des zéros invariants d’'un sys-
teme a partir de sa matrice systeme.

Résultat 3.28Considérons un systeme décrit par une réalisation d'@tats, H, E) et suppo-
sons que la matrice systeme sous-jacehtg (s) est de rang normal plein en colonnes (resp.
en lignes). Alorg est un zéro invariant du systeme si et seulement si il existeC" — {0} et

u, € C™ (resp.w, € C* — {0} etv, € CP) tels que

M(f(c)(“””" ) =0 (resp. (w: vl )M, (¢)=0)

Uy

Etsiu, = 0 (resp.v, = 0) , alors¢ est un mode non observable (resp. non commandable).

Preuve. Compte tenu du fait que la matrice systémeg (¢) est de rang normal plein en co-
lonnes( est un zéro invariant du systeme si la propriété suivanterest

32 )#0 M0 1) =0

Montrons que le vecteur le vectery n’est pas nul. Pour ce faire, supposons que le vectgur

_E ) u, = 0 etdoncu, = 0 puisque( > est une matrice de

rang plein en colonnes comme la matrice systéme. Ceci egirgradiction avec I'hypothése
de rang plein en colonnes de la matrice systéme et dgméest pas un vecteur nul.

(l,— F
H
non observable du systéme en vertu de la propfi&élu résultat 3.22. Le cas d’'une matrice

systéme de rang normal plein en lignes peut étre aisémet# tfaine maniére semblable.

COFD

est nul, alors on aura<

On notera finalement que 8. = 0, alors on a x, = 0 et donc¢ est un mode

Le résultat suivant précise la relation entre les zéros irarats d'un systéme décrit par une
réalisation d’état minimale et les zéros de transmissiosaénction de transfert.

Résultat 3.29Considérons un systéme décrit par une fonction de trangfest € RP*™ (s) et
soit(F, G, H, E') une réalisation d’état minimale de cette fonction de transfAlors¢ € C est
un zéro de transmission dk(s) si et seulement gj € C est un zéro invariant de la réalisation
minimale(F, G, H, E).

La preuve sera particulierement faite dans le cas ou le zéro de traasimn n’est pas un poéle
de la fonction de transfert, et donc un mode de la réalisatigiat puisqu’elle est minimale,



117

en utilisant I'identité suivante

< Sln}; " _EG ) - ( H(sInLi F)™! 1(1, ) ( Slno_F g_(f) )

Compte tenu du fait que le zéro de transmissjarest pas un péle dg (s), on a

rang ( CI”I; £ _EG ) =n+rang (G (s))

Et donc

rang (= F =G < rang normal sh=F =G
H E H E

si et seulement si
rang (G (€)) < rang normal (G (s))
COQFD

Le résultat suivant précise la configuration des zéros detenmyes carrés, i.en = p, exhi-
bant un retard uniforme > 1.

Résultat 3.30Considérons un systeme carré décrit par une réalisatiorG, H ), alors on a

 det(HAdj (sI, — F) G)
B det (sI, — F)

det (G(s))

oudet (HAdj (sl, — F) G) est un polyndbme de degré inférieur ou égal & m ; I'égalité est
vraie dans le cas d’un retard uniforme unitaire, idet (HG) # 0.

Ce résultat montre que les systémes carrés admettent aunplusn zéros (respn poles)
et que ces zéros (resp. poles ) sont des racines du polydéniél Adj (s1,, — F') G) (resp.
det (sI,, — F)).

3.4.3 Interprétation physique des pbles et zéros.

Les résultats fondamentaux sur les péles et les zéros desrmsmultivariables ont été obte-
nus en exploitant judicieusement leurs propriétés stmadies pour mieux apprécier leur na-
ture. Le premier résultat permet de montrer que les péles ditstéme sont perceptibles dans
ses réponses non identiguement nulles a une entrée identant nulle modulo des conditions
initiales appropriées.

Resultat 3.31Considérons un systeme décrit par une fonction de trangfent € R*" (s)

ou une réalisation minimaléF’, G, H, ) qui lui est associée\ est un pble du systéme si et
seulement si il existe un état initial, € R™ et un vecteur, € R*? tels que la réponse du
systeme correspondant a une entrée identiguement nulloeste par

y(t) = voe
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Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante, soit

(El(xo,yo) eC"xC? [ yt) = yoeM> — (det (A, — F) = 0)

Comme la réponse du systéme a une entrée identiquemenésiutlennée par

y(t) = Ha(t) = Hel'xz,

ona
y(t) = Helz, = yoe™
<~
Y(s) = H(sl, —F) "2y = yo(s =\
<~
(s — A\ HAdj (sl,, — F)z, =y, det (sI,, — F)
=

AEV(F)

Cette derniére relation montre clairement guest bien une valeur propre de la matrice d’état
F et est donc un péle du systéeme puisque la réalisation d/état, H, ) est minimale.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire, soit

< (A, v) est un mode de F) — (El(xo,yo) eC"xC? / yt) = yoe)‘t>

Si on prend comme état initial un vecteur propra droite de la matrice” associé a la valeur
propre\, on a

y(t) = Hefz, = HeMv = HeMv = HoveM

L'avant derniére égalité est due au fait que(sj v) est un mode de la matride, alors (¢, v)

est un mode de la matric€™. Et comme la paird H, F) est observable, le mode,, v) est
observable et donc le produit scalaifév n’est pas nul. On a bien le résultat escompté avec
x, =vety,= Huv.

COFD

Le second résultat précise la classe des entrées bloquéee pgstéme en fonction de sa
configuration des zéros, modulo des conditions initialgzaypriées.

Résultat 3.32Considérons un systeme deécrit par une fonction de trangfejte R2*™ (s) ou

une réalisation minimaléF, G, H, E') qui lui est associée et un nombre compléxgui n’est
pas une valeur propre dé', i.e.( ¢ V(F). La réponse du systéme correspondante a I'état
initial z, = — (F — (]n)‘1 Gu, et l'entréeu(t) = u.et est donnée par

y(t) = G(¢) u.et pour tout t > 0
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Preuve. On notera d’abord que gj n’est pas une valeur propre d€, alors on a

(sIn=F) " (s =) = ((Ly = F) " (s = Q)7 4 (sl = F) 7 (F = L)~

Ce résultat peut étre vérifié tout simplement en prémuétiptlpar (F' — (1,,) et postmultipliant
par (sI, — F) puisque les matricesI,, — F') et(F — (I,,) commutent.

La sortie d’'un systéme décrit par une réalisatioh, G, H, E') peut se mettre sous la forme

Y(s) = H(sl, — F) " .4+ H (sl, — F)"' G U(s)
soit

Y(s) = H(s]n—F)_lxz+H(s]n—F)_1Guz (s—()_1+Euz (s—()_l

puisqueu(t) = u.eS® pour tout t > 0 dans le cas considéré. Et compte tenu de la relation
donnée ci dessus, on obtient

Y(s) = H(sl,—F) o+ H (L, — F) ' Gu.(s— ()"
+H(sly,—F) " (F (L) ' Gu.(s— Q)7 + Bu. (s — ()7
= H(sl,—F)"" (2. + (F = (L)' Gu.) + G(Qus(s— )7
On aura donc le résultat escompté, notamment

(u(t) = u.e’ pour tout t > 0) et (z,=—(F — CL,)™ G)
(y(t) = G(C) u.€e*" pour tout t > 0)

Ce résultat donne une interprétation physique des zéros gystéme : s{ est un zéro du
systeme, alors la réponse du systeme a une enfrtgée= u.e‘?, pour toutu, € R™ et un état
initial z, = — (F — CIn)_l Gu,, estidentiguement nulle. On dit qu’une telle entrée esjixe
par le systeme, ce qui justifie I'appellation zéro de blocage

COFD

3.4.4 Directions des poles et des zéros

Les poles (resp. les zéros) d'un systeme multivariable estdirections aussi bien en entrée
gu’en sortie du systéeme, que 'on désignera pgety, (resp.u. ety,). Ces directions peuvent
étre déterminées directement a partir de I'évaluation déolaction de transfert du systeme en
p (resp. enz) en vertu de la relation brute

G (pi) up =00y, (resp.G(z) u.=0y:)
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puisqueg (p) (resp.g (z)) est une matrice complexe infinie dans la direction du po{eesp.
nulle dans la direction du zére). On montre aisément que les directions du pdlgep. du
Zéro z) peuvent étre naturellement obtenues a partir de la décaitipn en valeurs singu-
lieres de la matrice complex@ (p) de rangrp (rep.G (z) de rangrz) ; soit G (p) = V,X,W;
(resp. G (z) = V,X,W7) ou X, (resp.X,) est une matrice constituée des valeurs singuliéres
deg (p) (resp.G (z)) etV et W, (resp.V, et1V, ) sont des matrices unitaires respectivement
constituées par les vecteurs singuliers en sortie et eréerde la matriceg (p) (resp.G (z))
associés au valeurs singulieres (resp.o,,)) pour i=1,...,rp(resp.i=1,...,7z).

Remarque 3.20Dans le cas d’un systéme décrit par une réalisation d’étatimale ayant des
modes distincts, alors les poles du systéme ne sont autedssjmodes du systéme et la direc-
tion d’un pdlep; en entrée (resp. en sortie) est donnée par

up, = G*w; (resp. y,, = Hw;)

ouv; (resp.w;) est le vecteur propre a droite (resp. a gauche) de la maiié¢at associé au
modep;. Et compte tenu du résultat 3.9 (resp. résultat 3.20), onéstud naturellement que la
direction en entrée (resp. en sortie) est nulle si le modstpas commandable (resp. n'est pas
observable).

Par ailleurs, les zéros de transmission du systeme détésranpartir de la matrice systeme
conformément au résultat 3.28 et la direction en entréep(ren sortie) du zéra n’est autre
gue le vecteur complexg (resp.w. ) qui y figure.

Le probleme 3.12 illustre 'importance des directions dékep et zéros d’'un systéme multiva-
riable, notamment des péles et zéros communs avec desatiedifférentes, il concerne le cas
de I'exemple 2.5.

3.5 Systemes interconnectes

Les systémes sont généralement congus a partir d’'un ensetiriterconnections appropriées
de sous-systémes décrits par des réalisations d’état ralesmui ont éventuellement des poles
et des zéros communs qui ne sont pas nécessairement des ¢coateandables (resp. des
modes observables) du systéme. Pour une meilleure pemegdi cette problématique, on se
focalise d’abord sur les trois interconnections élémenemide la composition des systémes, en
I'occurrence les interconnections cascade, parallélecgtte réaction respectivement données
par les figures 2.7, 2.8 et 2.9, dans le cas ou les sous-systeMgl et S)YS2 sont monova-
riables. Les éléments suivants favorisent la compréhardada problématique.

£1. Lafonction de transfert de I'interconnection en cascadedesnée par

Ba(s) Bi(s) _ B, (s)
As(s) Ai(s) A, (s)

G(s) = Ga(s)Gi(s) =

Les simplification éventuelles de la fonction de transferoernent les pbles)S1
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(resp.SYS2 ) avec les zéros d8)S2 (resp.SYS1), soit pged (Aq(s), Ba(s)) (resp.
pged (As(s), Bi(s))). Il est évident que

CP(G(s) =CM(G(s)) <= pged(Ai(s), Ba(s)) = pged (Az(s), Bi(s)) = 1

£2. Lafonction de transfert de I'interconnection en parallel donnée par

B1(s)Ay(s) + Ba(s)Ai(s)  Bs(s)

G(s) = Gi(s)+Ga(s) = A;(s)As(s) — Ay(s)

Les simplification éventuelles de la fonction de transfertaernent les péles dg8)S1
etSYS2, soitpged (Ai(s), Aa(s)). La propriété suivante est triviale

CP(G(s)) =CM(G(s)) <= pged(Ai(s), Ax(s)) =1

£3. Lafonction de transfer de I'interconnection en contre rtgaic, comme I'indique la figure
2.9, est donnée par

G(s) = — 9 Bi(s5)Aa(s) _ B(s)
14+Gi(s)Ga(s) A1(8)As(s) + Bi(s)Ba(s) A, (s)

Les simplification éventuelles de la fonction de transfertaernent les pdéles dg8)S1
(resp.SYS2) avec les zéros d8)YS2 (resp.SYS1). La propriété suivante est évidente

CP(G(s)) =CM(G(s)) <= pged(Ai(s), Ba(s)) = pged (Az(s), Bi(s)) = 1

Cette information sur les éventuelles simplifications dédeget des zéros des sous-systemes
interconnectés permet d’étudier aisément leur commatitiabt leur observabilité dont les ré-
sultats sont données ci-dessous.

Résultat 3.33La cascade constituée des systedi@s 1 et SYS2 est commandable (resp. ob-
servable) si et seulementS)S1 etSYS2 sont completement caractérisés par des réalisations
minimales et il n’y a aucune simplification entre les pblesSg&s2 et les zéros d8)Y S1 (resp.

les pOles d&S)YS1 et les zéros d6)YS2)

Résultat 3.34Le systeme constitué du syste§)2S1 en paralléle avecS)S2 est comman-
dable et observable) si et seulemen3iS1 et SYS2 sont commandables et observables et
gu’il 'y a aucune simplification entre les pOles 8¢/S2 et SYS1.

Résultat 3.35Le systeme constitué du systefidaS1 en rétroaction aves ) S2 est comman-
dable et observable si et seulementS3iS1 et SYS2 sont commandables et observables et
gu’il n’y a aucune simplification entre les poles 88'S2 et les zéros d&)S1.

On donnera plus particulierement la preuve du résultat Satdrconnexion du type cascade
gue I'on peut utiliser pour élaborer les preuves des autes autres interconnections. Pour ce
faire, on notera d’abord que la cascade peut étre décritelpaeprésentation d’'état suivante
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en vertu des résultats du paragraphe 2.5 du chapitre 2.

pxa(t) = Faxa(t) + Gau(t)
SYS (3.19)
y(t) = Hoxo(t) + Equ(t)

avec

ra(t) = ( zi(t) ) (3.20)

F 0 G Es

Fa = ( G2H1 F2 ) s Ga: < s Ha = ( H1 E2H2 ) et Ea :E2E1 (321)
Les aspects suivants permettent de mieux appréhenderdesigiés de commandabilité et
d’observabilité de la cascade et motiver pourquoi les ations d’état des systémes qui la
composent sont supposées étre minimales.

e Comme les réalisations d’état des systémes sont mininilalesnt commandables et ob-
servables et donc ne conduisent pas a des simplificatioes{z@ros, i.e.

pged (Bi(s), Ai(s)) = pged (Ba(s), Aa(s)) =1

e Les propriétés de commandabilité des systemes sont néessaatrement les modes non
commandables seraient aussi des modes non commandabtesaszade. Par ailleurs,
si la cascade n’est pas commandable, alors ses modes nonataiahies sont nécessai-
rement des modes du systefdéS2. Autrement le systén®)S1 ne serait pas comman-
dable.

e Les propriétés d’observabilité des systemes sont nécessautrement les modes non
observables seraient aussi des modes non observables dedade. Par ailleurs, si la
cascade n’est pas observable, alors ses modes non obses\abit nécessairement des
modes du systend&)S1. Autrement le systénd&)S2 ne serait pas observable.

e Les propriétés de commandabilité (resp. d’observabiti®)a cascade dépendent essen-
tiellement des simplifications entre les p6les du sysi8ps2 et les zéros du systéme
SYS1 (resp. les poles du syster§g/S1 et les zéros du systense’S2)

e Le systéme augmenté n’est pas observable a partir de leestutsystemsg ) S1 puisque
la représentation d’état associée est naturellement sausrime d’une décomposition
selon I'observabilité.

e Comme les propriétés de commandabilité et d’'observalilité systeme décrit par une
réalisation d’état( 7, G, H, E') ne concernent pas la matrice d’entrég on peut I'occul-
ter sans aucune perte de généralité.

Ces aspects sont judicieusement utilisés pour établirageiment les preuves associées au
résultat 3.33.
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La premiere preuve concerne la commandabilité de la cascad&n utilisant les notations
considérées, ce résultat stipule que

(F,,G,) est commandable <= pgcd (By(s), As(s)) =1

ou d’une maniére équivalente

pged (Bi(s), As(s)) #1 < (F,,G,) n'est pas commandable

On notera d’abord que si la cascade n’est pas commandabbes @les modes non comman-
dables sont nécessairement des modes du sysigiie. Autrement le systend#)S1 ne serait
pas commandable. Et comme les réalisations des deux sygss&meminimales, la simplifica-
tion des modes non commandables ne peut se faire qu'aveértes du system&8)'S1. La
condition est donc bien nécessaire.

Montrons maintenant que la condition est suffisante en gpplt le test Popov-Belevitch-
Hautus. En effet, supposons que les polyndmgp) et A,(p) ont une racine commune que
I'on notera \; et montrons qu’elle correspond a un mode non commandabla dasicade. I
suffit de montrer la valeur propre: de la cascade admet un vecteur propre a gaughes R™*
qui est orthogonal a la matrice d’entrée,. En effet, posons

Vi=(Vi Vi)

ona

F 0
(VI vE) (g ) =P (VE VE)

soit
VI Nelpy — F) =0 et VI =VEGH, Nl — F1)

Et comme)\; est un zéro du systen¥d/)S1, on a bien

G

viG,=(vi vi) (G

) = VIGH, N\ely — F1) "Gy =0
CQFD.

La seconde preuve concerne I'observabilité de la cascadén utilisant les notations consi-
dérées, ce résultat stipule que

(H,, F,) est observable <= pged (Ai(s), Ba(s)) =1

ou d’une maniére équivalente

pged (Ai(s), Ba(s)) #1 <= (H,, F,) nest pas observable

On notera d’abord que si la cascade n’est pas observablesales modes non observables
sont nécessairement des modes du systE}€l. Autrement le system&)S2 ne serait pas
observable. Et comme les réalisations des deux systemesisomales, la simplification des
modes non observables ne peut se faire qu'avec les zérosthm®s ) S2. La condition est
donc bien nécessaire.
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Montrons maintenant que la condition est suffisante en gppht le testPopov#3elevitch-
‘Hautus. En effet, supposons que les polynérigs) et By(s) ont une racine commune que
I'on notera\; et montrons qu’elle correspond a un mode non observable dadeade. Il suffit
de montrer la valeur propre; de la cascade admet un vecteur propre a drdile € R™ qui
est orthogonal a la matrice de sortié,. En effet, posons

([ Va
‘/;)d - < ‘/02 )
Fl 0 ‘/01 _ )\7 ‘/01
G2Hl F2 ‘/02 N ? ‘/02

(Nolp1 — F1) Vor =0 et Voo = (Aol — F2)_1 GoH1\Vy

ona
soit

Et comme)\; est un zéro du systen$d)S2, on a bien

V, _
H\V,y=(0 Hy) ( V; ) = HyVi = Hy (Nolna — Fo) ' GoH Vi =0

COFD.

L'extension de ces résultats au cas des systemes multiesia été faite en adoptant une ap-
proche polynomiale exploitant judicieusement les prdpaéles factorisations premiéres d’une
fonction de transfert ([15], [46]). Pour ce faire, on notethabord que si les sous-systémes de
la cascade sont respectivement décrits par leurs factbasa premiéres, soit

Gi(s) = Ai_ll (5) By (s) = By, (s) At (s) pouri=1,2 (3.22)
alors la fonction de transfert de la cascade cascade est é@par
G (s) = Bar (5) (A (s) Az (5)) ™" Bu(s) = Ay (s) (Bar (s) Bir (5)) A7 (5)  (3.23)

Le résultat suivant précise les conditions requises powolamandabilité (resp. I'observabi-
lité) de la cascade a partir des factorisations premieres tinctions de transfert des sous-
systemes qui la composent.

Résultat 3.36Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons gueusssystemes sont
décrits par les factorisations premieres de leurs fondide transfert (3.22). Alors la cascade
est commandable (resp. observable) si et seulement si lgkesade I'une des trois paires de
matrices polynomiale@s, (s), Bi, (s)), (A1 (s) Agy (s), By (s)) 0u(Ay (), By (s) By (s))
sont premieres a gauche (resp. les matrices de I'une des paires de matrices polyno-
miales(Ay; (s), Boy (s)), (A1 (s) Ag, (s), Bar(s)) ou (A, (s), By (s) By, (s)) sont premiéres
a droite)

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes potoiamandabilité (resp. I'observabi-
lité) de la cascade a partir des configurations de pdles edeszdes fonctions de transfert des
sous-systemes quila composent modulo une condition supthelres des entrées et des sorties
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Résultat 3.37Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposonsSqu&l admet autant
sinon plus d’entrées que de sorties, ine. > p; et SYS2 admet autant sinon plus de sorties
que d’entrées, i.ens > mo. Alors la cascade est commandable (resp. observable) payurid

ny ait aucune simplification entre les polesS®S2 et les zéros de transmissidi)S1 (resp.
les pbOles d&S)S2 et les zéros de transmission 8¢/S1).

Résultat 3.38Le systeme constitué du systef2S1 en paralléle avecS)YS2 est comman-
dable et observable si et seulementS3iS1 et SYS2 sont commandables et observables et
gu’il n’y a aucune simplification entre les poles 88/S2 etSYS1.

Résultat 3.39Le systeme constitué du systefidaS1 en rétroaction aves ) S2 est comman-
dable (resp. observable) si et seulement si la cascade itodstdeS)S1 et SYS2 est com-
mandable (resp. la cascade constituéeSdaS2 et SYS1 est observable)

Les preuves de ces résultats sont particulierement désailans [15] et [46]) ou la probléma-
tique des simplifications entre les poles et les zéros desmnéssion au sein des interconnections
élémentaires des systemes est particulierement bienagiés.

Les résultats suivants précisent les conditions de perteodemandabilité et d’observabilité
d’'une cascade dans le cas ou la matrice de sortie du premgéene et la matrice d’entrée du
second systeme sont de rang plein.

Résultat 3.40Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons quesesgstemes sont
décrits par des réalisations d’état minimales et que la mcatde sortie du premier systeme et
la matrice d’entrée du second systeme sont de rang ple@st un mode non commandable de
la cascade si et seulement;siest un zéro d&)S1 et un pole deS)YS2 tel que la propriété
suivante est vraie.

Jwy € R™ [ wh (ulny — Fo) =0 et wi Gy (Hy (ul,, — F1) ' G1) =0

Preuve. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Commeas$zade est décrite par
la réalisation d’état donnée par

( F 0 et B
F_<G2H1 Fz), G_< 0 ) et H=(0 H,)
Si la condition est varie, alors on peut considérer le vecteu
w = ( Zl ) avec wl = wlGyH, (ul,, — Fy)™
2

et vérifier aisément que est un mode non commandable de la cascade en vertu du critéere
PBH du résultat 3.9, soitv” F' = pw? et wT'G = 0.

Montrons que la condition est suffisante. Pour ce faire, netd’'abord que les seules valeurs
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deu satisfaisant I'équation

F 0
w'F = pw” = (w? w%)(Gﬂlql FQ):N<7~U1T wg)

sont les valeurs propres d€ ou F; et étudions séparément les deux cas.

Supposons que est une valeur propre dé;, alors w, est un vecteur propre a gauche de
Fyetw! = wlGyH, (M, — Fy)". Par ailleurs, comme la réalisation d'état d&S2 est mi-
nimale, on aw! G5 # 0 et doncu est un mode non commandable de la cascadey{.&; = 0
seulement sl Go (H; (1, — 12 G1) = 0. Ainsip est un zéro d&YS1 dontw] G, est la
direction.

Autrement, sj, est une valeur propre dé;, alorsw; est un vecteur propre a gauche dg et
wy = 0. Et donc siu un mode non commandable de la cascade, alors on ati@ = 0. Ceci
est en contraction avec la condition de minimalité de la iszlon d'état deS) S1 puisque
wT'G = wl'G, et doncu n’est pas une valeur propre de .

COFD

Résultat 3.41Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons quesesgstemes sont
décrits par des réalisations d’état minimales et que la mcatde sortie du premier systéme et
la matrice d’entrée du second systeme sont de rang plegst un mode non observable de
la cascade si et seulement;siest un péle de&)YS1 et un zéro deS)S2 tel que la propriété
suivante est vraie.

E'Ul c R™ / (u[m - Fg) v = 0 et (H2 (u[m - Fg) GQ) H1U1 =0

La preuvede ce résultat peut étre aisément faite a partir de la preuvesdultat 3.40 en exploi-
tant le concept de dualité. Pour mieux apprécier les chozesuggere de traiter le probléme
3.13.

3.6 Systemes linéaires variants dans le temps

La plupart des problemes d’estimation optimale et d’adéiptaparamétrique peuvent étre re-
formulés sous la forme d’'un probléme de convergence d'utgérsyslinéaire variant dans le
temps décrit par la représentation d'état (2.101). On seppse dans ce paragraphe d’étu-
dier la commandabilité et I'observabilité de cette classesgistemes pour mieux apprecier le
concept de grammien de commndabilité (resp. d’'obsertépdui est au coeur des algorithmes
de commande (resp. d’estimation) optimale.

Commandabilité. Le résultat suivant montre que la commandabilité des syestdiméaires va-
riants dans le temps est complétement caractérisée pamgieummien de commandabilité sur
un intervalle de temps fitid,, ¢;] par la matrice symétrique et définie non négative donnée par

We (to, t7) = /t ! b (to, 7) G(T)GT (7)) (to, T)dT (3.24)
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Résultat 3.42Considérons le systéme linéaire variant dans le temps 2.40supposons que
sa réalisation d’état est continue par morceaux. Alors leté&ye est commandable si et seule-
ment si pour tout instartt, il existe un instant final; > ¢, tel que le grammien de commanda-
bilité est une matrice définie positive, &.(t,,t;) > 0.

Preuve.Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Pour @efaupposons que la ma-
trice W.(t,, ;) soit définie positive sur l'intervalle de temfis, ¢,], alors on peut utiliser la
loi de commande admissible

u(t) = G ()" (L, YW (tos ty) ((ty) — Dty t0)(to))

pour réaliser une transition arbitraire de I'état du systénmi(t,) — x(ts). En effet, on a

/t ! Oty )G()u(t)dt = Welto, t)W; Hto, ty) (x(ts) — d(ts, o) (L))
ou d’'une maniére équivalente
sltg) = oltsstohatta + [ ot DG Euto)
On retrouve ainsi la solution de I'équation d’état du syséem

Montrons maintenant que la condition est nécessaire vialdraposeée de I'implication. Sup-
posons que la matriceV.(,,t;) soit singuliére pour toutt,,t;) € R?, alors il existe un
vecteur non nub € R™ tel que

VT W.(to, tr)v = /tf [0T(t,, )G (1) dt = 0

o

ou d’'une maniére équivalente
v ¢(t,, t)G(t) = 0 pour tout t € [t,, t/]

Et compte tenu de I'équation d’état du systéme, on peut aangl’il existe un vecteur non nul
v € R™tel que

ol (p(to, tp)a(ts) — 2(t,)) = /ttf v (o, t)G()u(t)dt = 0 pour tout u € U,

L'ensemble des états atteignables a partir de I'ét@lt,, ¢ s)z(t ;) — x(t,) n'est pas égal a I'es-
pace d’état tout entier : c’est une obstruction a la commaduilite.
CQFD

Remarque 3.210utre le test de commandabilité d’'un systéme, le grammiesodenandabi-
lité permet de déterminer une loi de commande admissiblesedd une transition arbitraire de
I'état d’'un systéme commandable avec une énergie minifBaleffet, on peut vérifier aisément
gue la loi de commande donnée par

uo(t) = GT (1" (ty, YW (to ty) (2(ty) — Bty to)a(to))

est optimale au sens de la minimisation de I'énergie de larsande, i.e. elle minimise le cri-
tere quadratique
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I(tot7) = /t " ()u(t)dt

Pour ce faire, on notera d’abord que la séquence de commapti@ale{u,(t) }:c,..,] Permet
bien de réaliser une transition d’état arbitrairgt,) — z(ty) sur l'intervalle de temp§,, ¢/
puisque

z(ty) = oty to)x(t,) + /t ' o(tr, 7)G(T)uo(T)dr

On peut alors récrire les lois de commande admissibles s&ati une transition d’état arbi-
traire x(t,) — z(ts) sur l'intervalle de temp$,, t] sous la forme

ty
u(t) = uo(t) + uc(t) avec / (s, T)G(T)uc(T)dT =0
to
L'énergie de la commande peut étre décomposée comme suit
ty ty ty
J(to, tr) = / ul (T)u,(T)dT + 2/ ul (T)u(1)dr + / ul (T)u(1)dr
to to to

Et compte tenu de la propriété de la composante) des lois de commandes admissibles, on
aura

tf T tf
/ ul (wuem)dr = (2(ty) — o(tr.1)ats)) Wi (toty) / oty 7)G(r)uo(r)dr = 0
to tu
Ceci permet d’en déduire aisément la propriété
ty
Heoty) 2 Dltarts) = [l Oua(t)i
tu

Il apparait clairement que I'égalité est obtenue avec lasge de commande optimaie, () } iz,
et que

min  Joltasty) = (2(ty) — 6t to)a(t0)) Wit t) (alty) — Blt7, 1) (t,))

{“a(t)}te[to,tf]

Observabilité. Le résultat suivant montre que I'observabilité des sysghm@aires variants
dans le temps est completement caractérisée par leur gramdiobservabilité sur un inter-
valle de temps finj,, ¢;] défini par la matrice symétrique et définie non négative derpa

W, (t, 1) = /t " STt P HT (F)H (F)b (2, 7)dr (3.25)

Résultat 3.43Considérons le systeme linéaire variant dans le temps {2.40supposons que
sa réalisation d’état est continue par morceaux. Alors ké&me est observable si et seulement
Si pour tout instant,, il existe un instant finad; > ¢, tel que le grammien d’observabilité est
une matrice définie positive, i.®V,(t,,t;) > 0.



129

Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante. On a

ymszwmwwoa[Hmwm%wmmm

ou d’une maniére équivalente
—/HWWMQWMW:HWW@WM

Et si I'on integre les deux membres de cette équation, apreégpué-multiplication par la ma-
trice 7 (¢,t,) H* (t), on obtient

/ T (t, ) HT (t)yo(t (/ o (t, t,)HT (t)H ()¢(t,to)dt) x(t,)
soit

Wiltort) @ /’¢ttﬂﬂwxm

Il apparait clairement que siV,(t,,t;) est réguliere pour tout intervallg,, t¢], alors on peut
reconstruire I'état initial et donc I'état du systeme.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire viatdraposée de I'implication. Pour
ce faire, supposons qu'il existe,, t ;) € R? tel queW,(t,, t;) soit singuliére, alors il existe un
vecteur non nub € R™ et des instants, et¢, tels quelV,(t,,t;)v = 0 et donc

ty
Wit ty)o = [ IH@6( 0] =0
to

soit
H(t)o(to, t)v = 0 pour toutt € [t,, ty]

Et compte tenu de la trajectoire de sortie, on aura

H(t)p(to,t) (z(t,) +v) = H(t)p(t,, t)x(t,) pour toutt € [t,,ty]

Les étatse(t,) + v etz(t,) sont alors indistinguables puisqu’ils correspondent aumaé&om-
portement d’entrée-sortie. Le systéme est donc non olslerva
COFD

Remarque 3.22Le grammien d’observabilté représente bien une mesuraéderimation conte-
nue dans le comportement d’entrée-sortie du systeme coinadigue cette relation usuelle

/t f yf(t)yo(t)dt = %T(t)Wo(to, t)o(t)
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3.7 Conclusion

Ce chapitre est une présentation systémique progresse@mpriétés structurelles des sys-
temes linéaires en accordant une attention particulierg aoncepts de commandabilité et de
stabilisabilité (resp. d’observabilité et de détectatd@)iqui constituent 'essence de la problé-
matique de commande (resp. d’observation ou d’estimatio@)concept de commandabilité
(resp. d’observabilité) a été introduit a partir de la relah entrée— état (resp. la relation
état — sortie) qui conduit naturellement a la matrice de commairilitébet au grammien
de commandabilité (resp. la matrice d’observabilité et targmien d’observabilité) du sys-
teme. La dualité des concepts de commandabilité et d’obbgite est judicieusement exploi-
tée pour simplifier les développements fondamentaux. @inglie deux criteres usuels de test
de commndabilité (resp. d'observabilité) de sa matrice@®mmandabilité et son grammien de
commandabilité (resp sa matrice d’observabilité et somgrdaen d’observabilité). Le choix du
critere est principalement motivé par I'efficacité des tsutiisponibles pour sa mise en oeuvre.
Les autres résultats fondamentaux permettent de caraetéles modes non commandables
(resp. non observables) du systeme, d’introduire le condestabilisabilité (resp. de détecta-
bilité) d’'une maniére naturelle et d’assainir le conceptréalisations minimales a partir d’'un
processus approprié de décompositions canoniques setmmanandabilité et I'observabilité.

Cette partie principale est complétée par deux focus. Lenefocus est une synthése sur
le développement des notions des podles et zéros des systeitieariables, qui ont été intro-
duites au chapitre 2 a partir des péles et zéros de transonssiune fonction de transfert. Cette
synthése est un ensemble cohérent de résultats fondameslexant essentiellement de la no-
tion de zéros invariants naturellement introduite a padiune propriété fondamentale sur le
rang de la matrice systeme. La similitude entre les zérosahesinission et les zéros invariants
est particulierement mise en exergue a partir du concepedégation minimale. Le second fo-
cus est une bonne préparation aux études relevant de la caderaptimale (resp. I'estimation
optimale ou de I'adaptation paramétrique). Il concerne taranandabilité (resp. I'observabi-
lité) des systémes linéaires variants dans le temps a mitieur grammien de commandabilité
(resp. d’observabilité) sur un intervalle de temps fini.

On notera que les résultats fondamentaux sur la représientat la structure des systemes
sont au coeur du développement des conceptions assistéeslpateur communément utili-
sées pour la modélisation expérimentale des systemesfdéinlafmodélisation des systéemes
regiert une spécification adéquate des entrées et des saltiesysteme pour recouvrer natu-
rellement les propriétés structurelles appropriées pauconception des observateurs et des
systemes de commande, notamment des fonctions de trarsfguttibles de rang plein ou
des réalisations d’état minimales avec des matrices dénét de sortie de rang maximal pour
éviter le redondances des entrées et des sorties.

3.8 Problemes

Outre une auto-évaluation des connaissances acquisestdong de ce chapitre, on suggere
d’effectuer les preuves qui ont été jugées relativemeilefapour mieux apprécier le potentiel
minimal souhaité.

Probléme 3.1Soit une matriced € R™*", montrer que I'exponentielle de la matrice peut
se récrire sous la forme
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n—1
eAt _ Z (pk(t)Ak
k=o

ou lesyy pour k € [0,n — 1] sont des fonctions réelles linéairement indépendanted’'gue
peut déterminer a partir des relations suivantes

£ (onr(B)a(t)) = !

s"+as" . a8+ ay,

et

n—k—1 n—k—2
S + a8 + ..+ 9S8+ Qp_p_1
L (pr(t)a(t)) = e T ta ista pour k € [0, n — 2]

ou lesa; pour i € [0,n] désignent les coefficients du polyndme caractéristique aedtrice
A, soit

det (sI, — A) = s" +a15" ' + ...+ ap_15 + an

Et en déduire que

SOO(t)?rL

tr 1 t m

W<toatf) :/t v <> ( @o(t)Im Qpl(t)[m Spn—l(t)]m )dt
On-1(t) I

est une matrice symétrique définie positive indépendamdetd dimension de la matrice
identitér,,,.

Probléme 3.2Considérons un systeme linéaire décrit par une réalisatiétat (F, G, H, F)
de dimensiom, On demande de montrer que

1) Montrer que le systéme est commandable si et seulementligirles de la matrice'G
sont linéairement indépendantes.

2) Endéduire que le systéeme est commandable si et seulementgiesnmien de comman-
dabilité est une matrice définie positive.

3) Montrer que le systéme est observable si et seulement sillmsnes de la matricél e
sont linéairement indépendantes.

4) En déduire que le systéme est commandable si et seulementgiissnmien d’observa-
bilité est une matrice définie positive.

Probleme 3.3Etudier la commandabilité et I'observabilité des systématrauliques et consi-
dérés aux problémes 2.14 et 2.18. On utilisera pour ce faiedemarche élégante et on pré-
cisera ce qui se passerait si I'on considérait comme sonisystéme le niveau d’eau dans le
premier bac ?
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Probléme 3.4Coosnidérons le pont roulant décrit au probleme 2.17. Mentjue le systeme
linéarisé est commandable et observable.

Probléme 3.5Considérons un systéme monovariable décrit par une r&aisal’état com-
mandable(F, G, H, E'). Montrer gu’il existe un changement de base dans I'espaétat)’
x(t) = Tz.(t), qui conduit & une réalisatio(t., G, H., E.) dite forme canonique de com-
mandabilité caractérisée par

0 0 -—a, 1
—Qp—1
FC = . et Gc -
In—l .
—aq 0

avec
det (sI, — F) = s" +a18" "+ ...+ ap_15+a,

On précisera que la matrice de passage est donnée par laceade commandabilité du sys-
teme, soi’ = M. (F,G).

Probleme 3.6Considérons un systéme monovariable décrit par une rdaisal’état com-
mandable(F, G, H, E). Montrer qu’il existe un changement de base dans I'espaéat]’i.e.
z(t) = T'z(t), qui conduit & une réalisatio(F,, G,, H,) dite forme canonique d’observabilité
caractérisée par

0
F, = 0 Lna et Ho=(1 0 ... 0)
—Qp, —Q2 —aq

avec

det (sI, — F) = s"+a1s" "+ ...+ ap_15+a,

On précisera que la matrice de passage est donnée par laeeatiobservabilité du systeme,
.e.T = M,.

Probleme 3.7Détermiber la fonction de transfert d’un systéme a partisdeéalisation d’état
issue d’'une décomposition selon la commandabilité (redpnd’observabilité).

Probleme 3.8Considérons un systéme décrit par une représentation td’Btantrer que les
propriétés suivantes sont vraies.

e La paire (F, G) est commandable si et seulement si les matriégs- F' et G sont pre-
miere entre elles a gauche.
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e Lapaire(H, I') est observable si et seulement si les matridgs- F' et H sont premiere
entre elles a droite.

e Les modes non commandables et/ou non observables d’uisatéai d’état ne sont pas
des péles du systeme sous-jacent.

e Le polyndbme des pbles est égal au polyndbme caractéristiqua chatrice d’état, i.e.
®(s) = det (s, — F'), si et seulement si la réalisation d’état est minimale.

Probleme 3.9Considérons la classe des systemes décrite par la repiadsant’état partiel

donnée par
SYs { A(p)z(t) = Clp)u(t)
y(t) = B(p)=(t)

ou z(t) € R™ est un état partiel du systéme £tp), B(p) et C(p) sont des matrices polyno-
miales de dimension appropriées avé() inversible. Montrer que

Cp) =1, < SYS est commandable

et
B(p) =1, <= SYS est observable

Probleme 3.10Montrer que les formes canoniques commandable et obserdatdystéme deé-
crit par la fonction de transfert

s—1
s3+s2+s+1
constituent des réalisations minimales du systeme.

G(s) =

Probleme 3.11Montrer que le nombre de zéros d’'un systeme carré décrit parrealisation
d’état minimale(F, G, H, E') de dimensiom > m est donné par

< n—m+rang (E) si E#0
nz < n—2m+rang (HQG) si E=0
=n-—m st E=0etrang (HG) =

Probléme 3.120n se propose de mettre en évidence I'importance des directies pbles et
des zéros a partir du systéme décrit par la fonction de trensf

s+2

0
s+1

G(s) = s+1

s+2
Pour ce faire, on suggere de procéder progressivement casuine
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1) Calculer le déterminant de la fonction de transfert et enudédsa configuration des
poles et des zéros.

2) Déterminer les péles et les zéros du systéme et justifierdif@rence avec les péles et
les zéros déet (G (s)).

3) Déterminer les directions des péles et des zéros du systacnaaure.

Probleme 3.130n se propose d’effectuer la preuve du résultat 3.41 a pddicelle du résultat
3.40 en exploitant le concept de dualité.

Probleme 3.14Etablir une preuve agréable du résultat 3.13



Chapitre 4

Stabilité

La stabilité d’'un systeme est une propriété qualitativeae®mportement asymptotique qui se
distingue par deux composantes en vertu du principe de pop#ion des systéeme linéaires. La
premiére composante est la réponse du systeme a une entrégsdile lorsque les conditions
initiales sont nulles, alors que la seconde composantd al@se que la solution de I'équation
du systéme issue des conditions initiales lorsque la séguéentrée est identiquement nulle.
Ces deux composantes constituent I'essence des deux tofmegamentaux de la stabilité
des systemes. Le premier est le concept de stabilité extgrimseque a I'aptitude d'un sys-
teme a produire des sorties bornées a partir d’entrées besnée qui justifie 'appellation de
stabilité entrée bornée-sortie borné€RSB5). Alors que le second est le concept de stabilité
interne intrinseque a I'aptitude du systéme a mainteniragettoires d’état dans un voisinage
de son état d’équilibre si elle y a été écartée pour une raisorune autre. Les concepts de
stabilité externe et interne ont été convenablement agrégéravers du concept de passivité
dont le potentiel pour I'ingénierie des systemes est iral@ai La motivation de ce chapitre est
de présenter d’'une maniéere rigoureuse et compréhensibledses de la stabilité des systemes
linéaires en quatre parties.

e La premiére partie est consacrée au cas des systémes kséairariants dans le temps.
On présente le concept de stabilité externe (resp. intedh) systeme a partir de sa ré-
ponse impulsionnelle (rep. sa matrice de transition) ave¢acus sur sa vraisemblance
(rep. sa nuance) avec le concept de stabiiteS5. Un interméde agréable est élaboré
pour le passage de la stabilité externe a la stabilité ingern

e La deuxieme partie est consacrée a une présentation clacereise de I'approche de
Lyapunov communément utilisée pour étudier la stabilitésgggg®mes non linéaires avec
un focus sur le cas des systemes linéaires invariants daesrips. L'efficacité de I'ap-
proche deLyapunov, par rapport aux résultats de stabilité issus deéf@onse impulsion-
nelle ou de la matrice de transition du systeme, est paiéeiment mise en exergue.

e La troisieme partie est réservée a la stabilité uniforme ggstémes linéaires variants
dans le temps a partir d’'une extension appropriée des caaahpstabilité élaborés pour
les systemes linéaires invariants dans le temps. Outre ppertunité pour conforter les
concepts de stabilité interne et externe, cette étude deisee pour analyser la stabilité
et la convergence des algorithmes d’estimation et d’adapigparamétrique au moment
opportun.

135
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e La quatrieme partie est un panorama sur le concept de padgiaur une meilleur per-
ception des systémes réels positifs avec des interprégapbysiques de la passivité
([24]). On se focalise sur la caractérisation des systentds positifs a partir de leur
fonction de transfert et leurs fonction de transfert de ledalisation d’état qui conduit
naturellement a une contribution potentielle qui a étéiséié dans la plupart des études
d’analyse et de synthése des systéemes de commande et deatelsgincorporant éven-
tuellement une adaptation paramétrique appropriée.

4.1 Systemes linéaires invariants dans le temps

L’étude de la stabilité des systemes lin€aires invariaatssde temps est effectuée a partir de
leur réponse impulsionnelle, leur fonction de transferieetrs réalisations d’état qui sont res-
pectivement données pgy(t)},,, G (s) = (Gi; (s)) et (F,G, H, E) etreliees par

Hef'"G pourt >0

G ()= H sk~ F) G+ E= L{gl0)} avecq () = { ¢ 2070

Les résultats de stabilité externe et interne sont respectent donnés en fonction des configu-
rations des péles et des modes du systemes qui sont évemesedldifférentes puisque

CP(G(s)) CCM((F,G,H,E)) =V{F}

Remarque 4.1L'étude de la stabilité est particulierement effectuéergdes systemes stricte-
ment propres sans aucune perte de généralité. En effetségquisse comme si I'on a occulté la
matrice E de la réalisation d’état qui n’a aucune incidence sne étude de stabilité.

4.1.1 Stabilité externe

La stabilité externe d’'un systeme linéaire invariant daamgamps concerne la bornitude de ses
trajectoires de sortie issues de la classe de ses entréessitiias lorsque ses conditions ini-
tiales sont identiguement nulles. Ainsi, elle peut étralfonentalement définie a partir de sa
réponse impulsionnelle comme suit.

Définition 4.1 Considérons un systéme linéaire et invariant dans le terépstgar sa réponse
impulsionnelle. On dira que

D1. le systeme est stable si sa réponse impulsionnelle espasyguement nulle, i.e.

lim ¢(t) =0

t—o00

D2. le systeme est marginalement stable s’il n’est pas stdlgjaesa réponse impulsionnelle
est bornée, i.e.

{g(t)} estbornée et sielle converge, alors sa limite n’est pasenull
D3. le systeme est instable si sa réponse impulsionnelle passbornée, i.e.

{g(t)} n’estpas bornée



137

Ainsi, la stabilité externe d’'un systéme est intrinsequerdaptitude a produire des sorties bor-
nées a partir d’entrées bornées comme le montre le résoltatefmental suivant, qui précise la
relation de la stabilité€ BSB d’'un systeme et sa réponse impulsionnelle.

Résultat 4.1Un systéme linéaire et invariant est stable au s€S 5 si et seulement si sa
réponse impulsionnelle vérifie la propriété suivante

Jo,e0.00) / [ lg@lar < o, @.1)

Preuve. Montrons d’abord que la condition est suffisante en expiita produit de convolu-
tion

y(t) = / " gt — Pu(r)dr = / " g(r)ult — r)dr

En vertu de I'inégalité de Schwartz, on a

ol < [ Lol futt = lar

Et si I'entrée est bornée, sai,, € [0,00) / |[u(t)| < oy pour tout t € RT, alors on a

IOl < o / L) pour 0 < 0w < o0

Et compte tenu de la propriété 4.1, il est clair que la répodsesysteme a une entrée bornée
est bornée

ly@®l < oy = ouoy € [0,00)

Montrons maintenant que la condition est nécessaire eisaitit la contraposée de la propriété
de stabilité au sen§5SB, en I'occurrence

VBER', Its € R/ /0 lgtts—7) || > B 4.2)

Et commey(t) = [g;;(¢)], ona | g;;(t) | < |lg(t)|| pour toutt € R, la propriété 4.2 est
satisfaite pourvu qu'il existés, j) € [1,p] x [1,m] tel que la propriété suivante soit satisfaite.

ty
0

On notera que{g;;(t)} n'est autre que la réponse impulsionnelle de la fonctionrdedfert
reliant la composante d’entrég;(¢)} ala composante de sortgy;(¢)}.

Pour établir la propriété 4.3, on procédera d’'une maniérastructive en considérant la sé-
quence d’entrée définie par
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B uy(t) pourt € [0,t,]
ult) = { 0 ailleurs (4.4)
avec
ult) = { 0 pouri€[LjlU]jp] 45)
u;(t) pour i = j

ou la composantéu;(t)} est définie comme suit

1 st gij<t77 - t) >0
u;(t) = 0 sigy(t,—t)=0 pourtel0,t,] (4.6)

La composante de la sortig;(¢)} qui en résulte a l'instant, est donnée par

t t
yz(tn):/ gij(tn—T)uj(T)dT:/ | gij (ty —7) | dT >
0 0

Il est clair que la séquence d’entrée bornée (4.4)-(4.6) ordait pas a une sortie bornée
lorsque la réponse impulsionnelle vérifie la propriété §4.3

CQFD.

Remarque 4.2Compte tenu de la vraisemblance des concepts de stabiiéexet de stabilité
EBSB, on utilisera le vocabl€ BSB stable pour se referrer aussi bien a la stabilit8S5 qu’a

la stabilité externe. Cette précision de la nature de st&bilermettra de discerner le concept de
stabilité externe du concept de stabilité interne qui estugeup plus général pour s’y référer
sans aucun qualificatif.

Par ailleurs, la stabilité externe d’'un systeme linéairedariant dans le temps est completement
caractérisée par la configuration de ses péles comme l'inelig résultat fondamental suivant.

Résultat 4.2Considérons un systéme linéaire invariant dans le tempstgesr sa fonction de
transfertG (s) dont®(s) désigne le polynéme des pdles, alors les propositions stégasont
vraies.

P1. Le systeme est stable si et seulement si tous ses poélestaéatsl’intérieur du domaine
de stabilité, i.e.
O(s) € Ryu(s) <= CP(SYS) C Dy,

P2. Le systéme est marginalement stable si et seulement sigsymkes sont situés dans le
domaine de stabilité, qu’il admet au moins un péle sur latikne du domaine de stabilité
et que tous ses poles situés sur la frontiere du domaine dédigtaont simples, i.e.

D(s) = Dyy(s) Pyi(s) avee Py(s) € Ry, (s) URy, (s) et Pyi(s) € Ry, ()
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P3. Le systeme est instable si et seulement si il admet au moimdlena I'extérieur du
domaine de stabilité ou un péle multiple sur la frontiére dunrdine de stabilité, i.e.

D(s) & Ry, (s) U Ry ()

La preuve sera effectuée pour les systemes monovariables décritegarfonctions de trans-
fert, i.e. une une fraction rationnelle propre que I'on peatijours décomposer en éléments
simples comme suit

6(s) = 53 = =t 33 (4.7)

H (s — p)™ i=1 j=1

i=1

avec

Yo = lim G(s) et y;; = lim {(m; (%)(mi_j) ( (s —p)™ g(s))} (4.8)

§—00 S—>Dpi i — ])'

ou n,, etm,; désignent le nombre de pdles distincts et I'ordre de mitiig! du poles = p;
et lesw,;; sont des nombres complexes. Cette décomposition permétatenther aisément la
réponse impulsionnelle du systéme

pd My pi-1

9(t) =20 + > D 3 ¢ 0¥ (4.9)
puisque
tZ—l ot - 1
L <<£ — e a(t)) =G (4.10)

Et comme la fonction de transfert est une fraction ratiofealcoefficients réels, si le systeme
admet un pdle complexg, alors son conjuguég; est aussi un péle du systéme que I'on peut
noterp, et on auray,; = ~;;. On peut ainsi montrer aisément que les composantes pétesp
d’'une réponse impulsionnelle se distinguent par la nat@ees pbles, i.e. un pble reglou

une paire de pbles complexes conjugags jw;, et peuvent se mettre sous les formes suivantes
dans le cas d’'un pdle d’ordre de multiplicité;.

gi(t) =Y i 7 e aft) (4.11)
j=1
et !
gi(t) = Z i’ et cos (wit + @) aft) (4.12)
j=1

ouui", jui° etyp;; sont des scalaires respectivement donnes par

o Vij mo _ 2|73l L (7i5)
ST T ) T Ry
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On notera qu’un pole réel (resp. une paire de pbdles compleargigués) du systéme constitue
un mode rigide (resp. oscillatoire) du systeme et que lamépdmpulsionnelle d’'un systeme
peut étre exprimeée en fonction de ses modes distincts coaiime s

Nmrd My Nmod M

g(t) = v,0( Z Z,LLZ” ttePit a(t) + Z ZMZLO t11e% " cos (wit + ;) aft)
=1 = i=1 j=1

oun,,-q etn,,.q désignent respectivement le nombre de modes rigides datsioes distincts,
m; est I'ordre de multiplicité du ieme mode-gf, 1" et u/2° sont des scalaires qui sont déter-
minés a partir de la décomposition en éléments simples dmieibn de transfert du systeme.
Remémorons qu’un mode rigide n’est autre qu’un podle réelpj.€ R, alors qu’un mode o0s-
cillatoire résulte d’'une paire de poles complexe conjuguésp; = o; + jw; et pf = o; + jw;.

Il apparait clairement que la réponse impulsionnelle estnagtotiquement nulle si et seule-
ment sip; < 0 pour touti € [1,n,,.] eto; < 0 pour touti € [1,n,,,] ou d'une maniére
équivalenteR (p;) < 0 pour tout: € [1,n,,4]. On retrouve ainsi le premier résultat fonda-
mental de stabilité. Par ailleurs, il est évident que la répe impulsionnelle est bornée si et
seulement sR (p;) < 0 pour touti € [1,n,,q] avecm; = 1 lorsqueR (p;) = 0. On retrouve
ainsi le deuxiéme résultat fondamental de stabilité. Q@antlernier résultat fondamental de
stabilité, il émane naturellement des deux autres réssiftaidamentaux.

CQFD.

Remarque 4.3Le choix du cas des systemes monovariables pour la preuwendsiictueux
exercice sur le passage d’une fonction de transfert a la népampulsionnelle. Le probléeme
4.6 est une opportunité pour réaliser que I'extension dertupe du résultat au cas des sys-
temes multivariables. Cette preuve peut étre faite a paktila décomposition en éléments
simple de sa fonction de transfert, soit

H(sl,—F)'G=

HAdj (sL — F)G _ 3 i HT ;G

; =1 7
|| S_pz m; J
i=1

L= lim {ﬁ () " s ot - ) }

oum,; désigne l'ordre de multiplicité du pble = p; et les{I';;} sont des matrices complexes
qui seraient nulles gi = p; est un zéro de la matrice polynomiaieAdj (sI,, — F') G. On peut
alors déterminer la réponse impulsionnelle

g(t) = He"'G = Z Z

2131

avec

€pit HPZ]G

et en déduire les diverses propriétés des solutions duragsgaitonome 4.2 en remémorant
gu’une croissance exponentielle domine une croissangapoiiale.
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4.1.2 Intermeéede

Les systemes sont généralement congus a partir d’un enselinttierconnections appropriées
de systemes qui ont éventuellement des péles et des zénmmosenCes pbles et zéros com-
muns ne sont pas nécessairement reliés a I'entrée et/outia slo systéme et ne sont donc pas
perceptibles a partir du comportement d’entrée-sortie gstdme, e.g. ils n'apparaissent pas
dans la fonction de transfert du systeme. Le concept delistadaxterne d’'un systeme occulte
les éventuelles simplifications entre les poles et les zFesystemes qui le composent. Et si
les pbles simplifiés ne sont pas situés dans le domaine diététaddors les variables internes
sous-jacentes ne sont pas bornées. Pour mieux apprécter meblématique, considérons le
systéme issu d’'une cascade de deux systéemes comme le mdigtresi 4.1.

ut) — ) SYS1 ald) sysa 4

uy (t) 1 (t) Ya(t)

FIGURE 4.1 — Interconnection en cascade

La fonction de transfert du systéme est alors donnée par

St opop
g(s)_s+2 s+pu  s+2

Par ailleurs, on peut définir les variables d’état de la cadea partir des sorties des sous-
systemes qui la composent, soit

avec
(p+p)zi(t) = pu(t) et (p+2)za(t) = (p+ p) 1 (t) = pu(l)

La cascade peut étre alors décrite par la réalisation d’état

F:(’é _02),G:<Z),H:(O 1) et E=0

Les trajectoires des variables d’état et de sortie de la adscissues d’'une entrée impulsion-
nelle d’amplitude unitaire sont alors données par

t

71(t) = e My (0) + / e M S (T)dr = (4 1) e M
t

To(t) = e *wy(0) + / e 2N s (1)dr = (1 + wop) €72

y(t) = z5(t)
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Il apparait clairement que la sortie du systeme, qui constita seconde variable d’état, est
asymptotiquement nulle indépendamment du scalaif@e fait corrobore la propriété de sta-
bilité externe. Quant au comportement de la premiéere vaeialétat du systeme, il dépend du
scalaire;, comme suit

0  pour pu<0
lim z1(t) =< xon pour u=20
t—00

oo pour >0

] Ceci nous amene naturellement au concept de stabilitérietqui concerne I'aptitude d’'un
systéme a produire des variables d’état bornées a partiraidees bornées.

4.1.3 Stabilité interne

Le concept de stabilité interne d’'un systéme linéaire ifargrconcerne la bornitude de sa ré-
ponse a une entrée identiquement nulle avec des condititiedés non nulles; il peut étre
étudié a partir du comportement du systéme autonome scestja

SALIT { pa(t) = Fa(t) avec z(0) = x, (4.13)

Le concept de stabilité interne concerne essentiellereartrhportement des trajectoires d’état
d’un systeme issu de conditions initiales non nulles loesspn entrée est identiquement nulle
comme l'indiquent les définitions suivantes.

Définition 4.2 Considérons un systeme linéaire invariant dans le tempstges une réalisa-
tion d'état(F, G, H, ), on dira que

D1. le systeme est asymptotiguement stable si la traject@tatddu systéme autonome cor-
respondant est asymptotiquement nulle, i.e.

lim ||| =0
t—o0

D2. le systeme est stable si la trajectoire d’état du systen@naume correspondant n’est pas
asymptotiquement stable mais elle est bornée, i.e.

lim [|e"']| # 0 et {||""||} estbornée
t—o0

D3. le systéme est instable si la trajectoire d’état du systaotenome correspondant n’est
pas bornée, i.e.
{lle"||} n’est pas bornée
D4. le systeme est exponentiellement stable si la trajectiéat du systeme autonome cor-

respondant converge exponentiellement vers l'origiree,il.existe deux scalaire$ <
v < ooetd < A< ootels que

[eFt|| < veM pour tout t > 0
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Le résultat fondamental suivant montre que la stabilitéiineé d’'un systeme linéaire invariant
dans le temps peut étre étudiée a partir d’'une analyse spleale sa matrice d’état.

Résultat 4.3Considérons un systeme linéaire invariant dans le tempstgée une réalisation
d’état, alors on a les axiomes suivants.

Al. Le systéme est asymptotiquement stable si et seulemeutes tes valeurs propres de la
matrice d’état sont situées dans le domaine de stabilitéhasgtiqueD,, .

A2. Le systéme est stable si et seulement si toutes les valeymep de la matrice d’état
sont situées dans le domaine de stabilitéet que toute valeur propre située sur I'axe
imaginaire n’est pas défective.

A3. Le systeme est instable si et seulement si la matrice détsgede au moins une valeur
propre a I'extérieur du domaine de stabilifé, ou une valeur propre multiple défective
sur 'axe imaginaire.

La preuve de ce résultatpeut étre faite en étudiant les solutions des systemes @uies li-
néaires et invariants dans le temps a partir du résulaten effet, il existe toujours une matrice
réguliereT € C"*™ et une matrice bloc diagonalé € C"*™ telles que

T7'FT = J =Diag{J1, ..., J;} avec J€C"" et > vi=n=>» my
=1 k=1

ou les matriced J;},., ,; ne sont autres que les blocs de Jordan associés aux valeopsesr
{Mi}rep,my d'ordres de multiplicité{my}, ., ,,,- Cette décomposition de la matrice d'état per-
met de determiner relativement facilement la matrice dediion du systeme autonome. En
effet, on a

e = Te!'T~! = TDiag {e‘ht, ce e‘]"t} T
avec

Jit — o(MelvitNi)t _ At o Nit

€ (&

Et commeV; est une matrice nilpotente d’ordre, soit N* = 0 pour tout k > v;, eV est une
matrice triangulaire supérieure donnée par

tk—Z

Nt = (e (£)) = 7(]{; — ) pour k < /(
0 ailleurs

La trajectoire d’état du systéme autonome est alors donaée p

s v; t]_l .
)= > (j—1)! M Ty (0) pour tout t > 0
i=1 j=1
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ou lesI';; sont des matrices complexes qui dépendent de la matricadsformatiori” et des
matrices)N;. Les axiomes du résultats peuvent étre alors déduits enaamipdans chaque cas
une croissance exponentielle et une croissance polynemial

COFD.

Remarque 4.4Si la matriceF’ est diagonalisable, i.e. toutes les valeurs propres miakigont
non défectives, alors il existe une matrice réguli€re C"*™ telle que

ef't = Te!'T~! = TDiag {e‘]it} T

TFT™' = A = Diag {\;}
avec
Wy
T=(Vi ... Vo) eeT =] :
Wy
ouV(F) = {\,...,\,} désigne le spectre de la matrice d'ététet V; (resp.WW;) sont les
vecteurs propres a droite (resp. a gauche) associés a lawal@pre \;, soit

FV;=\V; (resp. W}F = \W) <— F'W; =\W;)

La réponse libre du systéme autonome est alors donnée partion
w(t) =Y eMVWrz(0)
=1

Il apparait clairement que les valeurs propres non défestisle la matrice d’état qui sont sur
I'axe imaginaire ne conduisent pas a I'instabilité du syse

4.1.4 Lejugement dernier

Les résultats de stabilité donnés plus haut nous permetiemqostuler naturellement que la
stabilité externe est équivalente a la stabilité interneipo que la réalisation d’état du sys-

teme considéré soit minimale. Un tel postulat est corrolmae les deux résultats suivants.
Le premier concerne I'équivalence entre les concepts dalgéaasymptotique et de stabilité

exponentielle, alors que le second releve de I'équivalemte le concept de stabilité exponen-
tielle et stabilité€ BSB pour la classe des systemes décrits par une réalisatioadinimale.

Résultat 4.4Considérons la classe des systémes décrits par une réafisdietat (£, G, H),
les concepts de stabilité asymptotique et de stabilité mampkielle sont équivalents.

La preuve de ce résultat est triviale. Le probleme 4.7 suggere de e faour mieux apprécier
le concept de stabilité exponentielle par rapport au concepstabilité asymptotique.

Résultat 4.5Considérons la classe des systemes décrits par une réatisdetat minimale
(F,G, H). Alors les concepts de stabili#&3SB et de stabilité exponentielle sont équivalents.
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Preuve.Ll'implication Stabilité exponentielle=- StabilitéEBSB est triviale puisque
g(t)z/o HHeFTGHdT < ||H]|| ||G||/O HGFTHdT

etle terme/ |e"7|| dr est borné si le systéme est exponentiellement stable.
0

Montrons maintenant que lI'implication Stabilé&SB = Stabilité exponentielle est
vraie. Pour ce faire, supposons que le systemé& Bsi3 stable, alors on a

lim He'G =0

t—o0

Et on peut en déduire aisément que (voir le probleme 4.5)

lim HF'e"'GF'G =0 pour tout (i,j) € [1,n] x [1,7]

t—o00
soit
H
HF
lim , (G FG ... F"'G ) =0 (4.14)
t—o0 :
HFn—l

En prémultipliant a gauche (rep. a droite) les deux membeeBétjuation (4.14) par la trans-
posée de la matrice d’observabilité (resp. de commandahilbn obtient

lim M, (H, F) "M (F,G) =0 (4.15)

Et comme(F, G, H) est minimale, i.e. le systéme est observable et commanealdenc
M, (H, F) et M. (F,G) sont des matrices inversibles. On retrouve alors la pragrién-
damentale de la stabilité exponentielle du systéme.

lim e =0

t—o00
en prémultipliant a gauche (rep. a droite) les deux membeebédjuation (4.15) par l'inverse
de la matriceM,, (H, F') (resp.M. (F, GQ)).

COFD.

4.2 Approche deLyapunov

L'étude de la stabilité des systemes dynamiques est commeahéffectuée en adoptant une
approche deCyapunov qui s’est imposée aux sciences de l'ingénieur p@eséralité et son
efficacité ([58], [59], [62]). La généralité est essentiethent motivée par le fait que cette ap-
proche a été développée pour les systemes non linéairesit @u&fficacité, elle est motivée
par les outils puissants qui ont été développés a partir de @proche pour le test de stabilité
des systemes. Le potentiel fondamental de cette approchetesnté d’'une maniére claire et
précise dans [53]. On présente dans ce qui suit le conceptalgligé au sens de&Cyapunov
avec un résultat fondamental qui permet de déduire naemadht tous les résultats de stabilité
interne des systemes linéaires invariants.
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4.2.1 L'essentiel

Le concept de stabilité au sens dgapunov a été principalement développé a partir de la
classe des systemes autonomes décrits par I'équation

SAL { pz(t) = f(x(t)) avec f(ze) =z, (4.16)

ouz(t) € R" désigne I'état du systéme, € R" est un état d’équilibre du systémefeest une
fonction continment differentiable qui permet de défime wlasse de systemes relativement
large, notamment Les systemes mécaniques a partir desiéggide Lagrange et les systemes
linéaires variants dans le temps. Il se distingue par uneirgatocale et intrinséque aux états
d’équilibres comme l'indiquent les définitions suivantes.

D1. L'état d’équilibrex, est dit stable au sens d&apunov si pour tout réel > 0, il existe
unréeli(e) > 0 tel que

|x(0) — z|]| < d(e) = ||z(t) — x| < € pourtoutt >0

D2. L'état d’équilibrez, est dit asymptotiquement stable s'il est stable au sengydgunov
et s'il existe un réeb > 0 tel que

4(0) ~ wel| <6 = Jim [x(t) — e = 0

D3. L'état d’équilibrez, est dit exponentiellement stable s'il est asymptotiquéstable au
sens deCyapunov et qu’il existe deux scalaires positif et fihis v < co et < A < oo
tels que

l2(t) = x|l < ve M |lwo — |

D4. L'état d’équilibrex, est dit instable s’il n’est pas stable au sens@gapunov.

Remarque 4.5La stabilité au sens d€yapunov garantit que la trajectoire d’état du systéme
reste dans un voisinage de I'un des états d’équilibre pogwel les conditions initiales soient
suffisamment proches de cet état d’équilibre. La stabilggngptotique permet d’étendre le
concept de stabilité au sens dgapunov dans la mesure ou elle garantit que la trajectoire
d’état du systeme s’approche de plus en plus de I'état dlibgeipourvu que les conditions ini-
tiales soient prises dans un voisinage de cet état d’éqailiba stabilité pourrait étre globale
pourvu qu’elle soit indépendante des conditions initiales

Le principe de I'approche d€yapunov consiste a introduire une fonction que I'on peut-ass
miler a I'énergie totale du systeme et a montrer qu’elle ésirdissante le long des trajectoires
d’état du systeme. En effet un systéme dont I'énergie testldécroissante ne peut que revenir
dans un voisinage de son état d’équilibre et est donc stabkseas deCyapunov. Pour mieux
appréhender cette idée, on considere deux exemples.

Le premier exemple concerne le circuit électriquede la figure 4.2 ot (¢) eti(t) désignent
respectivement la tension appliquée au circuit et le cotigamle parcourt.
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FIGURE 4.2 — Circuit électrique

La relation entre la tension appliquée au cirsuit et le cautrgui le parcourt est donnée par

v(t) = v.(t) + ve(t) + ve(t) = Ri(t) + Lpi(t) + é /t i(7)dr

ouwv,(t), ve(t) etv.(t) désignent respectivement les tensions aux bornes de &HarseR, de

la bobine d’'inductanc& et du condensateur de capacitéSupposons que ce circuit est aban-
donné a lui-méme a l'instant initidl,, 'énergie totale qui a été emmagasinée dans le circuit
électrique est donnée par

& (Z(t)v Uc(t)) = gé (Z(t)) + gc ('Uc(t))

avec

C (ve(t)”

Le couranti(t) et la tension aux bornes du condensateu(t) représentent donc un état éner-
gétique du circuit et peuvent étre alors considérées conaaevdriables d’état de ce dernier.

L’équation du systeme autonome correspondant peut alorsetre sous la forme d’une re-
présentation d’état usuelle
i(t)
’ ( ve(t) )

SARLC (4.17)

I
7N
o
Al
o |

S
N———
7N
&=
==
N——

L'énergie emmagasinée dans le circuit électrique est unetion définie positive en I'état du
systeme, soit

(€ (i), ve(t) 2 0) et (E(i(t), ve(t)) = 0) <= (i(t) =0 et ve(t) =0)

Par ailleurs, la dérivée par rapport au temps de I'énergitate du systéme le long de la trajec-
toire d’état du systeme est donnée par

p(E (i(t), ve(t))) = Li(t)pi(t) + Cuet)puc(t) = =R (i(t))?
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L'énergie qui a été accumulée dans le circRILC a l'instant initial est donc continment dis-
sipée dans le circuit tant que le courant n’est pas nul. Leraouélectrique qui parcourt le
circuit serait alors asymptotiquement nul, soit

lim i(t) =0

t— 00

Et a la lumiére des lois usuelles des circuits électriqueeitasion aux bornes du condensateur
serait asymptotiquement nulle, soit

lim v.(t) =0

t—ro0

Le systeme autonome (4.17) n'admet donc aucune trajedti@rgiguement nulle autre que
I'origine qui représente dans ce cas un état d’équilibrerapyotiquement stable.

Le second exemple concerne le systeme masse-ressort-ansseur de la figure 4.4 ou la
massen est abandonnée a elle méme apres avoir été soumis a I'actioe forcep(t).

QI ™ R

PIASSEI—M/ORTIS&‘ZUR
o(t)

FIGURE 4.3 — Systéme masse-ressort-amortisseur

Siy(t) désigne la position du centre de gravité de la masggar rapport a sa position d’équi-
libre, alors la relation fondamentale de la dynamique donne

mp*y(t) = o(t) — or(y(t)) — s (py (1))

dans la mesure ou la force de rappel est une fonction de ldiposie la masse alors que la
force de frottement dépend essentiellement de la vitedsengi@gsse. Supposons que la force de
rappel du ressort est linéaire par rapport a la position detasse et que la force de frottement
est caractérisée par une fonctigny : R — R impaire, alors on aura
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mpy(t) = o(t) — ky(t) — @s(py(t))
ou k désigne la raideur du ressort et
pr(0) =0 et pp(=v(t)) = —ps(v(t))

L'énergie totale accumulée dans le systeme est la sommesdineeggies cinétique et poten-
tielle, soit

£ (y(t), pu(t) = Ec(py(1)) + & (1)) = gm (py(t))* + 5k (u(0))

La positiony(t) et la vitessepy(t) de la masse représentent un état mécanique du systeme et
peuvent étre alors considérées comme des variables d'ataystéme. Le systéme autonome
sous-jacent peut étre décrit par une représentation d'ésatelle comme suit

( y(t) \ py(t)
p( py(t) ) N ( —% (ky(t) + or(py(t)))

\ yt) = (1 0>(py@(<tt)>)

Il apparait clairement que I'énergie totale du systeme é$inik positive en I'état, soit

SAMRA (4.18)

(E W), py(t) =0) et (E(y(t),pyt)) =0 <= (y(t) =0 et py(t) =0))

Par ailleurs, la dérivée par rapport au temps de I'énergitate du systéme le long de la trajec-
toire d’état du systeme est donnée par

p (€ (y(t), py(t))) = ky(t)py(t) +mpy(t)p*y(t) = —py(t)es (py(t))
Et comme la fonctiop ; est impaire, on aura
p(E(y(t), py(t)) = —py()es (py(t)) < 0

L'énergie totale accumulée dans le systéeme mécaniquesidiininitial sera alors continlment
dissipée tant que la vitesse de la masse n’est pas nulle. @Gradors

lim py(t) =0

t—00

Par ailleurs, compte tenu du fait que si la vitesse est nalle;s la masse retrouve sa position
de repos, on aura

lim py(t)=0 = lim y(t)=0
t—00 t

—0

Le systeme autonome (4.18) n'admet donc aucune trajedti@rgiguement nulle autre que
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I'origine qui représente dans ce cas un état d’équilibrerapyotiguement stable.

Ces exemples motivent clairement la définition suivanteedfonction pour un systeme au-
tonome donné.

Définition 4.3 SoitV : x € R" — V(x) € R une fonction continue dans un voisinager. )
de I'état d’équilibrez, du systeme autonondgA. V est dite fonction d€yapunov pour le sys-
teme autonome (4.16) si elle vérifie les propriétés suiwante

P1. V est définie positive dang(z.) sauf enz,, soit V(z.) = 0 et V(xz) > 0 pour tout
x € V(z.) — {ze}

P2. V est differentiable a dérivées continueg et est définie négative daniz.) le long de
la trajectoire de I'état du systéme autonome (4.16).

Une illustration géométrique relativement simple peut &btenue a partir des courbes de
niveau de la fonction d€yapunov, soit les lieux définis p&i(z) = v avec v > 0, au voisi-
nage de I'état d’équilibre:.. Ces courbes sont fermées, disjointes et encerelemar ailleurs,

la trajectoire d’état évolue toujours vers des courbes desau plus bas. Cette interprétation
suggere que I'existence d’'une fonction Agapunov au voisinage d’'un état d’équilibre d’'un
systeme permet de conclure sur sa stabilité. Le résultaaaticonfirme et précise ce point de
vue : il constitue le critére d€yapunov.

Résultat 4.6 Considérons le systeme autonome (4.16) et supposons dondtaune fonction de
Lyapunow dans un voisinage de son état d’équilibréx. ), alors on a les axiomes suivants.

Al. L'état d’équilibrez, est asymptotiquement stable dans:. ).

A2. SipV est définie non positive dai¥z.) le long de la trajectoire d’état du systéme auto-
nome (4.16), alors I'état d’équilibre, est stable au sens d&apunov.

A3. Si la fonction defyapunovV est de plus radiale, i.e. lim V(x) = oo, alors I'état

[l —o0

d’équilibre est globalement asymptotiquement stable d&hs

Remarque 4.6L'approche deLyapunov ne fournit que des conditions suffisantes de g&bili
On peut toutefois postuler que si le systéme autonome (ddbgt une fonctiofr continue et
définie positive telle que la dérive®” est définie positive le long de ses trajectoire d’état dans
un voisinage de son état d’équilibt&z. ), alors I'état d’équilibrex, est instable.

4.2.2 Retour aux systemes linéaires invariants dans le terap

Dans le cas des systémes linéaires invariants dans le tdiapproche deLyapunov fournit
des conditions nécessaires et suffisantes comme le monésuléat suivant

Résultat 4.7 Considérons le systéme linéaire invariant dans le temfds3j4alors les axiomes
suivants sont équivalents.
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Al. z, = 0 est un état d’équilibre asymptotiquement stable.

A2. Pour toute matrice symétrique et définie positive Q, il exigte matrice unique syme-
trique et définie positive P qui vérifie I'équation dgapunov

FTP4+ PF =—-Q

A3. L'équation deCyapunov
F'P,+ RF = —I,

admet une solution unique symétrique et définie positive

Preuve.Montrons dans un premier temps que les propriétéset .42 sont équivalentes. L'im-
plication A2 — A1 découle d’une application directe de la seconde méthod&ydgunov
puisque la propriétéd2 permet de définir une fonction degjapunov pour le systeme autonome
(4.13), en I'occurrence la fonctiol : x € R* — V(x) = 27 Px € R*. Elle vérifie les
propriétés toutes les propriétés requises R, notamment” est définie positive si®™ — {0}
etpV est définie négative siR™ — {0} puisque

pV (z(t)) = (Fz(t))" Px(t) + z(t)" P(Fx(t)) = 2(t)" (FTP+ PF) z(t) = —2(t)" Qux(t)

Par ailleurs, V' est radiale carz” Px tend vers l'infini lorsqué|z|| tend vers l'infini. On peut
donc conclure que. = 0 est un état d’équilibre asymptotiquement stable du syséénmmome
px(t) = Fx(t) conformément au résultat 4.6.

Pour montrer I'implication41 = A2, introduisons la matrice définie par

t
P(t) = / e Qe dt

o

qui est symétrique et définie positive si la matrigeest symétrique et définie positive. Cette
intégrale converge en vertu de I'axiom puisque la fonction exponentielle est uniformément
continue et ||ef?||} est asymptotiquement nulle conformément a la propf&téu résultat??

On aura donc

+o0o
0<P@h§P:/‘ Qe dt

Par ailleurs, on peut vérifier aisément que

t
d T T
/ — (eF TQ€F7—> dr = M1 QeM —

La matriceP(t) est donc une solution de I'équation différentielle

pP(t) = F'P(t)+ Pt)F +Q =0

et sa limiteP vérifie I'équation deCyapunov pour les systémes linéaires, soit

FTP+PF+Q=0
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Il reste a montrer I'unicité de la solutioR. Pour ce faire, supposons que I'équationfigapunov
admet une autre solutioR, alors on a

(P-P)F+F"(P-P)=0
et donc

Pt (P — P) FeP' 4 " FT (P — P) et = dit (et (P=P)e™) =0

En intégrant les deux membres de 0 a I'infini, on trouve

+00 d _ _
/O (M (P=P) e ) dt =~ (P=P) =0
ce qui permet de conclure a l'unicité de la solution.
Montrons maintenant que les propriétd® et .43 sont équivalentes. Pour ce faire, rappelons
d’abord que pour toute matrice symeétrique et définie pasifive R™*", il existe une matrice

triangulaire supérieurd’ € R™ " telle que) = T7T. Ce résultat permet de conclure que

FTP, 4+ PF = —I,

—
TTFIT-TTT"PT + T PTT'FT = -TTT = —Q
—
(T7'FT)" (TTPT) + (T"PT) (T7'FT) = =TT I,T = —Q
Posons

F=T'FT et P=TTPT

On aura alors
3P=P' >0/ F'P+PF=-I,

— B B ) . - o )
VQ=Q" > 03P=P" > 0/F"P+PF"=-Q
—
vQ=Q" > 03P=P" > 0/F"P+PF"=-Q
puisque

det (s, — F) = det (T 'sI,T — T~'FT) = det (sI, — F)
CQFD.

Remarque 4.70n peut réaliser une estimation du taux de convergence danaion deCyapunov
guadratique du systeme autonome (4.13), soit

_p (V) 2T (H)Qu(t)
t

"TTTVEE) T TP
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On utilisera pour ce faire la propriété triviale issue de latnre quadratique de la fonction de
Lyapunov

)\min (Q) )\ma:v (Q>
L BN G < /7
)\ma:c (P) o Iu o )\min (P)
qui permet de postuler que
)\ma:v (P)

est une bonne estimée du taux de convergence dont la déagioninequiert la résolution de
I'équation deLyapunov et que cette estimée est invariante d’'une norntaiséventuelle de
la matrice@ puisque I'équation d&€yapunov peut toujours se mettre sous la forme

P P 0
F'y—r = - =%
D ;)

Par ailleurs, le taux de convergence minimal associé a l&mun deLyapunov
F'P,+ PF =—1I,
est supérieure ou égal au temps de convergence minimaliassbéquation deLyapunov
FTP+ PF = —Q avec Apin (Q) =1

En effet, la soustraction membre & membre de ces deux fosa&Cyapunov donne
FU(P—P)+(P-P)F=-(Q—-1)

Et puisquel,.i, (Q) = Apae (I,) = 1, 0naura@ — I, > 0etdoncP — P, > 0. Cette
derniére inégalité permet de conclure qug.. (P) > Ay (FP;) et donc

Az (P) ez (P) = A (B)

Et comme la taux de convergence de la trajectoire d’état dtesye est étre aisément déterminé
a partir du mode dominant du systéme autonome considéréewnpeut alors le déterminer
relativement facilement dans certains cas, notammentdedaan systéme asymptotiquement
stable dont la matrice d’étaf’ symétrique. Elle est diagonalisable et toutes ses valaogmes
sont réelles et strictement négatives. On peut alors peicédin changement de base dans la-
guelle la matrice d’état est diagonale, i.e. constituée lgarvaleurs propres dé'. La solution

de I'équation deCyapunov pour) = I,, dans cette nouvelle base, soit

ATP+ PAN=2AP =1,

est donnée par 1

P=—--A""
2

L'estimée du taux de convergence de I'état est alors donagée p

)\max (Pz) B )\ma:c (Pz)

On retrouve bien la valeur absolue du péle dominant du systéem

2O[Z'Z2
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4.2.3 Testalgébrigque de stabilité

Un ingénieur issu de I'école d’automatique linéaire poutpenser que I'approche déyapunov
n’est pas vital pour tester la stabilité d'un systeme liméanvariant puisqu’il suffit de détermi-
ner les racines du polynéme des péles ou les valeurs progrismiatrice d’étatf” et vérifier si
elles sont bien dans le domaine de stabilité. Cette pensédalle€ieuse dans la mesure ou les
solveurs des racines d’'un polyndme disponibles (resp.alesirs propres d’'une matrice) dispo-
nibles ne sont pas suffisamment efficaces. En effet, lesisobles racines d’'un polynéme sont
congues a partir de procédures heuristiques dont la prénisi'est pas prouvee indépendam-
ment de I'habilité de leurs architectes. Quant aux solveles valeurs propres d’une matrice,
ils ne sont efficaces que dans le cas d’'une matrice symétrique

Confronté a ce constat, un ingénieur assidu de I'école dimatique linéaire pourrait pen-
ser aux criteres algébriques qui ont été spécifiguemenioédss pour vérifier directement si
les zéros d’'un polynéme a coefficients réels sont bien sitags le domaine de stabilité sans
avoir a les determiner. Il réalisera rapidement que ces éds algébrique sont relativement
limitées pour en faire un outil ingénieur pour trois raisomsncipales. La premiére releve du
fait qu’ils ne permettent de répondre a la question de sti#xjue d’une maniére dichotomique,
i.e. par un oui ou un non. La seconde concerne leur granddlsétésaux incertitudes sur les
paramétres du polyndme des péles issues des inéluctabdessede modélisation. La troisieme
est liée a la complexité des calculs qui augmente avec koddrsysteme a analyser.

L'approche deLyapunov permet d’élaborer un critere algébrique appropp@ur le test de
stabilité asymptotique dans le cas des systemes linéawasants a partir de I'axiome42 du
résultat 4.7 que nous rappelons ci dessous.

Un systéme linéaire invariant dans le temps décrit par uradisation d'état(F, G, H, E') est
asymptotiquement stable si et seulement si pour toute eceagyimétrique et définie positige
il existe une matrice unique symétrique et définie positigii vérifie I'équation deCyapunov.

FITP4+FF=-Q

Pour tester la stabilité d’un systeme linéaire invariantndde temps, il suffit de montrer que
I'équation deLyapunovE'” P+ FF + I, = 0 admet une solution symétrique et définie positive,
soit P = PT > 0. Pour ce faire, on dispose d’'une procédure efficace qui et@si résoudre
I'équation deLyapunov et a tester la positivité de la solution en calcuksad valeurs propres.
Ce test est réalisable avec les solveurs robustes de vgbenpses des matrices symétriques.

Remarque 4.8Supposons que le critére de stabilité fiapunov ne soit pas vérifieé d'une ma-
niere stricte, e.gdP = PT > 0/ FTP + FF < 0, alors les trajectoires d’état du systeme
autonome (4.13) ne convergent pas nécessairement verdatod'éguilibre, mais sont bor-
nées. D’'un point de vue géomeétrique, cela veut dire quadside donné paf = {z €

R" / T Px < 1} estun invariant. En effet, on a

/Ot diT (x(T)TPx(T)> dr = z(7)T Px(7) — z(0)T Pz(0)

et

/Ot % (x(T)TPx(T)> dr = /Ot o(t)" (FTP + PF) z(r)dr
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Et comme

FTP+PF <0

on obtient la propriété
z(r)! Px(t) — 2(0)" Pz(0) < 0

gui permet d’avoir le résultat géométrique d’'invariancel@dlipsoide £ requis, notamment
z(0)e & = x(t) € € pourtoutt > 0

D’un point de vue algébrique, la conditich® = PT > 0 / FTP + FP < 0 est équivalente
au fait que toutes les valeurs propres esont situées a l'intérieur du demi-plan gauche et
gue celles qui sont sur I'axe imaginaire sont non défectiPbysiquement, cela se traduit par
I'existence de solutions libres bornées : c’est le cas dhtégrateur ou d’un oscillateur.

4.2.4 Techniques de comparaison et majoration

L'approche deLyapunov sera essentiellement utilisée pour I'analyse dbilge (resp. de
convergence) des systemes linéaires variants dans le fgaegps des algorithmes d’estimation
d’état ou d’adaptation paramétrique). On utilisera pour fare des fonctions d€yapunov
quadratiques, e.g/ (z) = 2T P(t)z avec P(t) = P(t)T > 0. Pour mieux apprécier une telle
remarque, on suggere de résoudre les problemes 4.13, 4414%t

Le test de décroissance de la fonctibhn’est pas aussi simple qu’il semble apparaitre au
premier abord, il requiert des procedures de comparaisodestajoration appropriées, no-
tamment

e la propriété usuelle d’'une matrice symétrique définie pesifresp. non négatively =
PT c Rnxn

Amin (P) 2Tz < 27Px < Apae (P) 272

(resp. 0 < A(P)a"z < 2Pz < Ao (P) 2"2)

pour toutr € R™, ou ) (P) désigne la plus petite valeur propre non nulle de la matfce
¢ |'inégalité deCauchySchwarz et I'inégalité triangulaire
"yl < llellllyll et |2 £yl < o]l +[lyll pour tout (z,y) € R* x R
indépendamment des signes devant les vecteurs au sein chrerdardroite.

e et le fait que la moyenne arithmétique d’un vecteur est amns@gale a sa moyenne géo-
métrique, soit
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Par ailleurs, on distingue le cas usuel ou la fonctigrest telle quepV < pV avec u € R
(resp. pV < g(V)). On aura alors

Vi) < V(0) + / Viryr (4.19)

t
(resp. V(t) <V(0)+ / g (V (1)) dT) (4.20)
0
On ne peut pas déterminer aisément la fonctioa partir des inégalités (4.19) et (4.20). Pour

pallier cette complexité, on isole la fonctidhd’un seul coté de I'inégalité en vertu du résultat
suivant qui n’est autre que le célébre lemme3diemangronwall.

Résultat 4.8 Soient deux fonctions continues [a,b] C RT — R*, 7 : [a,b] C RT — R™.
Si une fonction continug : [a,b] C RT — R vérifie

o(t) < v(t) + /Otn(T)go(T)dT pour t € |a, b (4.21)

alors, ona
t
P <90+ [ eyl ar (4.22)

Par ailleurs, si la fonctiony est constante sur l'intervallg, b], alors on aura

o(t) < vexp < / n(r)dr) (4.23)
Preuve.Posons
C(t) = / n(r)e(r)dr et v(t) = C(t) + () — p(t) > 0

On aura

pC(t) = nt)e(t) = n(t)C(E) +n(1)y(t) = n(t)v(t)

C’est une équation d’état scalaire dont la matrice de tréingsi est donnée par

o (t,T)=exp ( /atn(T)dT>

¢(t) = / ¢ (t,7) (n(1)y(7) = n(t)v(r)) dr

Comme(a) = 0,0na

Et compte tenu du fait quﬁat o (t,7)n(t)v(r)dr > 0, 0n aura

< [ e (/ tnmdf) D () dv
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Ainsi, on retrouve I'inégalité (4.22) du résultat puisgpe) < ~(t) + ¢(¢).

Par ailleurs, si la fonctiony est constante sur I'intervallg, b], on aura

[ [om)io=— [ 2 (e [rour) )
= [ ([ oow)]
e [ )

Ainsi, on retrouve I'inégalité (4.23) du résultat.

CQFD.

4.3 Systemes linéaires variants dans le temps

On se propose dans ce paragraphe de présenter d’'une marnacse les résultats de stabi-
lité uniforme spécifiques au cas des systemes linéaireantardans le temps décrits par une
réalisation d’état

{F (), G{t), H(t), E)}

dont la représentation d’état associée est donnée par leaté@ns (2.101). La nature uni-
forme de la stabilité des systémes variants dans le tempsssshtiellement motivée par des
considérations fondamentales pour I'ingénierie des syst Par ailleurs, on occultera la sé-
quence matricielld £ (¢)} sans aucune perte de généralité puisqu’elle n’est pas aleigour
une étude de la stabilité pourvu qu’elle soit bornée. Augmtnle systéme ne peut EEESB
stable. Ainsi, on se focalisera sur la classe des systemésites variants dans le temps décrits
par

px(t)=F(t)z(t)+ G (t)u(t) avecz (0) = x,
SLVT (4.24)
y(t) = H(t)x(t)

Et dont la matrice de transition et la réponse impulsionasibnt respectivement désignées par
les Séquence@ (t7 T)}tZT et {g (t7 T)}tzr'

4.3.1 Stabilté uniforme&BSB

Comme pour les systémes linéaires invariants, le conceptat@lité £S5 d’'un systéme est
communément étudiée par une comparaison du supremum cal digntrée par rapport au

supremum de sa réponse intrinseque a ce signal d’entréedegconditions initiales nulles
comme l'indique la définition suivante.

Définition 4.4 Le systéme (4.24) est uniforméméBhtS B stable s'il existe un scalaire posifif
tel que pour tout instant initiad, et pour toute séquence d’entrée () }, la réponse du systéme
correspondant a un état initial nul vérifie la propriété samte
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sup [ly () | < psup [lu(?) ||
t>to t>to

Le caractere uniforme de la stabilité est intrinséque atidaie le scalaireu est le méme pour
toutes les séquences d’entrée et tous les instants initiaustabilité uniforme€ BSB d’un sys-
teme est essentiellement caractérisée par la bornitudedémonse impulsionnelle comme le
montre le résultat suivant.

Résultat 4.9Le systeme (4.24) est uniforméméiRSB stable si et seulement si il existe un
scalaire finivy tel que sa réponse impulsionnelle vérifie la propriété suiga

¢
/ lg (¢, 7) ||dr < 7 pour tout (t,t;) /t>t; (4.25)
t;

La preuve peut étre faite a titre d’exercice a partir de la démarche pti® dans le cas des
systemes linéaires invariants dans le temps.

4.3.2 Stabilité uniforme interne

La stabilité uniforme interne concerne la bornitude et lenpmrtement asymptotique des solu-
tions du systeme autonome associé au systeme (4.24), soit

SALVT { px(t)=F(t)z(t) avecz (t,) ==, (4.26)

Et comme ces solutions sont linéaires par rapport a I'étaiah on peut exprimer cette bor-
nitude sous une forme linéaire par rapport a la norme de tétatial comme l'indique la
définition suivante.

Définition 4.5 Le systeme autonome (4.26) est uniformément stable steexin scalaire po-
sitif v tel que pour tout instant initiad, et tout état initialz, = = (¢,), les solutions correspon-
dantes vérifient la propriété

|z ()] < 7|z (t,) || pour toutt >t, (4.27)

On notera quey > 1 et que la nature uniforme de la stabilité implique que le ataly est in-
dependent du choix de I'instant initial. Le résultat suivarontre que la stabilité uniforme d’'un
systéme linéaire variant dans le temps est essentielleraeattérisée par la norme induite de
la matrice de transition du systéme autonome sous-jacent.

Résultat 4.10Le systéme autonome (4.26) est uniformément stable siletrsent si il existe
un scalaire positif) tel la propriété suivante est satisfaite.

|®(t,7) || < n pourtout (t,t,) /t>1, (4.28)
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La preuve de ce résultat peut étre faite a titre d’exercice en s’inaptrde la preuve qui sera
faite dans le cas de la stabilité exponentielle uniformemgrimet d’étudier conjointement la
bornitude des solutions et leur comportement asymptotigneame I'indique la définition sui-
vante

Définition 4.6 Le systeme autonome (4.26) est uniformément exponemtggitestable s’il existe
deux scalaire$ < v < oo et0 < A < oo tels que pour tout instant initial, et tout état initial
z, = x (t,), les solutions correspondantes vérifient la propriété

|z @) || < vz (t,) | pour tout t > t, (4.29)

On notera quey > 1 et que la nature uniforme de la stabilité implique que le aialy est
independent du choix de l'instant initial. Le résultat sanv montre que la stabilité exponen-
tielle uniforme d’un systéme linéaire variant dans le temgisessentiellement caractérisée par
la norme induite de la matrice de transition du systeme amtom sous-jacent.

Résultat 4.11Le systéme autonome (4.26) est uniformément exponemiggitestable si et
seulement si ils existe deux scalaifes<c v < oo et0 < A < oo tels que la propriété sui-
vante est satisfaite

|D(t, )] <~ e M=) pour tout (t,7) /t>T (4.30)

Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante. Pour ceefaionsidérons deux sca-
laires0 < u < oo et0 < A < oo tels que la propriété 4.30 est satisfaite. Alors pour tout
instant initial ¢, et tout état initialx, = x (¢,), la solution du systéme autonome (4.26) satisfait
la propriété suivante

[z @)1 = [ L)z (L)
< @t to) [z ()

A=) ||| pour tout t > t,

< e
Le systeme autonome (4.26) est donc uniformément expelif@mgnt stable.
Montrons ensuite que la condition est nécessaire. Pour e, faupposons que le systeme
autonome (4.26) est uniformément exponentiellementestabdrs ils existe deux scalaires

0 <y < xetd < X < oo tels que la propriété (4.30) est satisfaite pour un instanitial
et un état initial arbitraires. Par ailleurs, étant donné urstantt; > t, et un état; tel que

il =1 et (|t to) x| = (| (&, to) |
Alors la solution du systéme autonome (4.26) pour un éttini (¢,) = x; donne a l'instant;

|z @) | = ([ (ti,to) (L) [| = (| (L, t0) 2]
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Et comme|x;|| = 1, on aura
lz () = 1@t to) | < ye %) ||,

Ainsi, la condition est bien suffisante puisque cet étalainiteut &tre spécifié pour tout instant
initial ¢, et tout instantt; tel quet; > t, en vertu de la définition de la norme induite d’'une
matrice.

COFD.

Le concept de stabilité uniforme exponentielle est gépéraht présenté sous la forme sui-
vante.

Résultat 4.12Considérons le systeme autonome (4.26) et supposons giglié @in scalaire
positif fini ¢ tel que||F (t) || < ¢. Alors le systéme systéme autonome (4.26) est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si il existe uaisepositif fini 1, tel que la propriété
suivante est satisfaite

t
/ |® (t,n)||dn < p pourtout (t,7) /t>T (4.31)

Preuve. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. En vetuékultat 4.11, le sys-
téme est exponentiellement stable s'’il existe des scaléimes~ et A tels que||® (t,7) | <
ve*t=1) pour tout t > n. On aura alors

>~

t t
/ | (t,n)dn < / vt < J pour tout (t,7) /t>T

T

On retrouve ainsi la propriété (4.31) avec= 7. Montrons ensuite gue la condition est néces-
saire en utilisant la propriété usuelle suivante de la n@rde transition

O(t,7) = In—/:%@)(t,n)) dy = In+/Tt<I>(t,77)F(n)d77 (4.32)

Compte tenu de la propriété (4.31), on a

t
d(t,7) < 1+uf/ 1@ (t,m)dn < 1+ ppp, (4.33)

Comme > 7, on aura
t t
[P (t,7) || (t—T)z/ |®(¢,7)[ldn < /H<I>(t,n> 1@ (n,7) [|dn

< g (14 pupptg) (4.34)

Et sil'on poseo = 2, (1 + pirpt,), ON aura
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—_

|® (T4 0,7)|| < = pourtout T € RT (4.35)

[\]

En vertu des propriétés (4.33) et (4.35), on peut établiémient les inégalités suivantes sur les
intervalles de la formér + ko, 7 + (k + 1)o) pour tout T

1 (8, 7) | < L+ pppy pourt € (1,7 + o)

<@+ o)l (r+o7)

L+ ppie
2

IA

pourt € (T+ 0,7+ 20)

<@t 7+ 20) 12 (74 20,7+ o) | (T + 2, 7) ||

1
< % pour t € (T + 20,7+ 30)

En continuant ainsi, on trouve

L+ pippe

@ 7)) < —5

pourt € (1 + ko, 7+ (k+1)p)

: . 1 1 .
Et sil'on choisity = 2 (1 + pyrp,) et A= —=In (5) on obtient
0

D (t,7)|| < veA(t_T) pourt > T

On retrouve ainsi la propriété de stabilité exponentielld@farme conformément au résultat
4.11.
COFD.

On peut postuler naturellement qu’un systeme uniformémgranentiellement stable est uni-
formément stable mais la réciproque n’est pas vraie. Ceasrameéne au concept de stabilité
uniforme asymptotique.

Définition 4.7 Le systeme autonome (4.26) est uniformément asymptoggastable s'il est
uniformément stable et si pour tout scalaire positifl existe un scalaire positif, tel que pour
tout instant initialt, et tout état initialx, = = (¢,), les solutions correspondantes vérifient la
propriété

|z ()] < nllz(t,) ]| pourtoutt >t,+ty (4.36)

Le résultat suivant précise une propriété intrinséque atib#ité des systemes linéaires, en
I'occurrence I'équivalence entre stabilité uniforme apgotique et stabilité uniforme exponen-
tielle.
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Résultat 4.13Le systéme autonome (4.26) est uniformément asymptogguestable si et
seulement si il est uniformément exponentiellement stable

La preuve peut étre faite a partir de la démarche adoptée pour étaleliméme résultat dans
le cas des systemes linéaires invariants dans le temps.

Le résultat suivant précise la relation entre le concept tbidité uniforme exponentielle et
celui de stabilité uniform&BSB.

Résultat 4.14Supposons que le systéme (4.24) est uniformément expdieamtint stable et
gu’ils existe deux scalairgs, et tels que

GO < pg et [H@| < pn pourtoutt

Alors le systeme est uniformémé&mS stable.

Preuve.Comme le systéme est uniformément exponentiellemerd,staldura

/t_ lg (&) lldr < / V@) 12 &7 |G dr

t
< finflg / ve M dr
t.

(3

Yiintlg
A

IA

pour tout(t,7) avect > 7. Et donc le systéme est uniformémémSS stable en vertu du
résultat??.

On notera que tous les résultats de stabilité uniforme quiété élaborés pour les systemes
linéaires variants dans le temps dépendent essentielledeecla réponse impulsionnelle et de
la matrice d’état du systéme, ils ne peuvent pas étre wifi@ir développer des outils efficaces
de test de stabilité. Le résultat suivant précise les camutde stabilité uniforme exponentielle
en utilisant une approche d&yapunov qui permet de construire relativement aisémenpume
cedure appropriée pour le test de la stabilité .

Résultat 4.15Le systeme autonome (4.26) est uniformément exponemiggitestable s'il existe
une séquence matriciellg”(¢)},., telle que

0<vl, <Pt)y=P'(t) <nl, (4.37)
et
FT(t)P(t)+ P () F (t) — pP (t) < —pl, (4.38)

ol v, n ety sont des scalaires positifs finis.
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Preuve.En utilisant 'équation (4.26) du systeme et les propri€te88) et (4.38), on a

p(aT @) P#)x ) < —plz@)|? pourtout t >t,
et
PP x(t) < —nllxt)]||* pourtoutt > t,

ou d’une maniére équivalente
1
—z@®)|? < —=2" ()P (t)x(t) pourtoutt >t,
U

On en déduit alors aisément que

p(aT ()P () (t) < ——%.IT(t)f’@)a:@) pour tout t > t, (4.39)

soit

o
—Z(t—t,
T PH)zt) <e N ( ) x (t,) P (t,) x (t,) pour toutt >t,
Et compte tenu des propriétés (4.37) et (4.38), on aura

(i)
—Z(t—t,
lz () 2 < ge " |z () |? pour tout t > t, (4.40)

Ainsi le systeme est bien uniformément exponentiellertadies

4.4 Passivité

L'approche delyapunov permet de postuler qu’'un systeme dynamique dépaderses en-
trées est stable pourvu que I'on puisse exhiber une fonctiénergie qui décroit le long de
ses trajectoires d’état. Elle ne peut pas étre utilisée efspnce d’'une entrée dans la mesure
ou elle pourrait faire croitre la fonction d’énergie d’'uneamiere arbitraire au point de rompre
ses propriétés de stabilité. La passivité est une extensaturelle de la stabilité au sens de
Lyapunov qui a permis de développer une approche entréegmtr I'analyse et la synthése
des systémes de commande en exploitant judicieusemenbridérations énergétiques, en
I'occurrence la problématique de commande robuste degsest flexibles exhibant des varia-
tions des amortissements de leurs modes de résonance.

Ce paragraphe est essentiellement consacré au développelm&oncept de passivité et ses
implications dans le cas des systémes linéaires invaridats le temps qui conduit naturel-
lement au concept de positivité. Une attention particeliést accordée au célebre Lemme de
Kalman-<yakubovitchPopov issue d’une activité de recherche florissante allaritdgabilité
absolue a I'hyperstabilité des systémes tout au long dedessoixante. Ce résultat fondamen-
tal constitue une pierre angulaire de la théorie des systelimgaires, comme en témoignent
les études vigoureuses de stabilité et de robustesse desnggsde commande optimale, des
systemes d’estimation optimale et des systemes de comadayutative qui lui sont associées
([24]). Aprés une présentation concise et précise des syetgassifs, on se focalise sur les
systeémes positifs au travers du LemmeéCadéman-)akubovitchPopov.
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4.4.1 Systemes passifs

Les systemes passifs constituent une classe de systéivles sia sens d€yapunov décrits
par 'opérateury : u(t) € L. C R™ — y(t) = X (u(t)) € Lo C R™ et que I'on peut définir
comme sulit.

Définition 4.8 Un systeme : u(t) € L. C R™ — y(t) = X (u(t)) € Lo C R™, est dit passif
s'il existe une constantg,, telle que

/0 () > (4.41)

pour toutes les séquences d’entfedt)} et toutt > 0. Et si en plus, il existe deux constantes
non négatives, et, telles que

/0 yT (T)u(r)dr > Yuy + %/0 ul (T)u(r)dr + vy/O y (T y(T)dr (4.42)

pour toutes les séquences d’entfédt)} et toutt > 0, alors le systéme est strictement passif
en entrée§PE) sivy, > 0, strictement passif en sorti€PS) si~, > 0 et fortement strictement
passif FSP) sivy, > 0ety, > 0.

Remarque 4.9Comme la propriété de passivité (4.41) est satisfaite poutet sequences d’en-
trée{u(t)}, il le sera pour une séquence d’entrée identiquement nutierc~,,, < 0.

Le résultat suivant permet de caractériser la classe de®Byes passifs sous une forme conve-
nable pour une interprétation énergétique.

Résultat 4.16Considérons un systeme décrit par I'opératelr u(t) € R™ — y(t) € R™ et
supposons qu'’il existe une fonction définie non négativelle que

V(t)—V(0) < /0 y* (T)u(r)dr (4.43)

pour toutes les séquences d’entrédt)}, pour toutt > 0 et pour toute fonctiort”. Alors le
systéme d’entrééu(t)} et de sortie{y(t)} est passif. Et s'il existe deux constantes non néga-
tives~, etv, telles que

V() - V(0) < / yT (P)u(r)dr — 7 / o (r)u(r)dr — 7, / JL(y(r)dr  (4.44)

pour toutes les séquences d’entfégt) }, pour toutt > 0 et toute fonctiorl/. Alors le systeme
est strictement passif en entreégH¢) si v, > 0, strictement passif en sorti€PS) sivy, > 0
et fortement strictement pass¥§P) sivy, > 0 ety, > 0.
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La preuve de ce résultat est triviale. Il suffit de remarquer que la piétg de passivité (4.41)
. . . A .
est bien satisfaite avet = —V(0) puisque

/0 YT (r)u(r)dr > —V(0)

pour toutes les séquences d’ent{egt) }, pour toutt > 0 et pour toute fonctio¥” définie non
négative.

On notera que la constatg,, dépend essentiellement des conditions initiales du sgstlors
que la fonctionV” dépend de I'état du systéeme et peut avoir une interprétatimergétique
comme l'indique le résultat suivant.

Résultat 4.17Considérons un systeme décrit par I'opératéur u(t) € R™ — y(t) € R™

et supposons qu’il existe une fonction définie non négatmériment differentiabl® et une
fonction mesurableg telle quefotg(T)dT > 0 pour tout t. Alors les propriétés suivantes sont
vraies.

P1. Supposons que
pV (1) < y' (tu(t) — g(t)
pour toutt > 0 et pour toute séquence entrée(t) }, alors le systéme est passif.

P2. Supposons qu’il existe une constante> 0 telle que
pV () <y (tult) — o’ (tu(t) — g(t)
pour toutt > 0 et pour toute séquence entrée(t) }, alors le systéme eStPE.
P3. Supposons qu'’il existe une constamje> 0 telle que
pV () <yt (tult) — vy" (t)y(t) — g(t)
pour toutt > 0 et pour toute séquence entrée(t) }, alors le systéeme estPS.
P4. Supposons qu'il existe deux constanigs> 0 ety, > 0 telles que

pV (1) < y" (tu(t) — yuu" (ult) =y ()y(t) — g(t)

pour toutt > 0 et pour toute séquence entrée(t)}, alors le systeme eSiSP.

Remarque 4.10Si V' est I'énergie totale du systeme, alotsu, y >2 f(f yT (T)u(r)dr peut
étre interprétée comme la puissance fournie au systeme t& garla loi de commande,
alors queg(t) peut étre considérée comme la puissance dissipée par kEnsyst.a condition
fot g(T)dT > 0 pour tout t > 0 signifie que le systeme dissipe de I'énergie.

Par ailleurs, on peut montrer aisément qu’une interconioes paralléle (resp. en rétroaction)
de deux systémes passifs est passive et peut hériter degepeple (stricte) passivité de ses
sous-systemes.
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Résultat 4.18Considérons deux systémes passifs respectivement geurles opérateurs

> :ul(t) e R™ — yl(t) e R™ et Xy Ug(t) e R™ — yg(t) e R™2,

Alors le systéme issu d’une interconnection en parallédsgr en rétroaction) de ces deux sys-
temes est passif comme l'indique la figure 2.8 (resp. la fi@Qued. Par ailleurs, si les deux
systemes sotPE (resp.SPS), alors l'interconnection en paralléle (resp. en rétroiact) est
SPE (resp.SPS pourvu que le systema, soit SPE).

La preuve de ce résultat peut étre aisément faite en utilisant judisgnent les définitions et
propriétés des systémes passifs comme le suggeére le psbléfh

On développera dans ce qui suit le concept de passivité danad des systéemes linéaires
invariants dans le temps ; que I'on peut décrire par une famctle transferg(s) € R™*™ (s)

ou une réalisation d’étatF’, G, H, E) € R™*™ x R™*™ (s) x R™*™ x R™*™_ Ceci nous améne
naturellement aux systemes positifs qui sont essentigtfiecaractérisés a partir de leur fonc-
tion de’Popov qui n’est autre que la fonction rationnelle

A

I1(s) =G (s) + G (—s) (4.45)

qui a été initialement introduite dans des études relevatadactorisation spectrale. On notera
gue les fonctions de transfert des modéles de synthésestgiasements linéaires vérifient na-
turellement la propriété suivante.

seER = G(s)€R et I" (—s)=1TI(s) (4.46)

4.4.2 Systemes réels positifs

Les systémes réels positifs ont été naturellement intt®dupartir des propriétés de passivité
des systémes linéaires invariants dans le temps qui soaisges par le résultat suivant.

Résultat 4.19Considérons un systeme lin€aire invariant dans le tempstgis une fonction
de transfery (s) et supposons que tous les péles du systéme sont situé®&a&@8. Alors les
propriétés suivantes sont vraies.

P1. Le systeme est passif si et seulement si sa fonctiGtogev est telle que

Amin (II(jw)) > 0 pout tout w € R

P2. Le systeme estPE si et seulement si sa fonction @@pov est telle que

X >0/ Ain (II(jw)) > A pout tout w € R

La preuve de ce résultat est essentiellement basée sur le théorerRamdeval, que I'on peut
utiliser puisqueCP (G (s)) € DPGO, soit
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/O Ty (u(t)dt — % /_ : Y* (j) U (jeo) doo

Et comme l'intégration est faite sur un horizfih t] dans les définitions des systémes passifs,
on utilisera une séquence d’entrée tronquée comme suit

(4.47)

u(T) pour T <t
w (1) = { Y

0 pour >t
On aura alors

[vronmar = [yt

_ i/_+oo Y* (jw) Us (jw) dw

2 J_

I

== [0 GG + U ()Y () de

o0

= L T ) (@ () + G () U (i) dos

ar J
+00
[ UGG U ) (4.48)

Et commdl (jw) est une matrice hermitienne, on aura

“+oo

/ot y" (r)u(r)dr > = Amin (I (jw)) [|Ur (jew) [*dew (4.49)

L

Il apparait alors clairement qu’un systéme est pagsikp. SPE) si sa fonction déPopov ve-
rifie la propriété\,;,, (I1(jw)) > 0 Vw € R (resp. Apin (I1(jw)) > 0 > 0 Vw € R).

Par ailleurs, supposons qu'il existg, > 0 tel que

“+oo

/0 y  (T)u(r)dr > %/o u' (T)u(r)dr = Ju U (jw) Uy (jw) dw

.

pour toutt > 0 et pour toute séquence entrée(t)} et que le choix des conditions initiales a
éte fait tel quey,, = 0; i.e. le systéme est passifsi = 0 (resp. SPR si 7, > 0). Alors, on
aura

1 “+00 “+oo

Up () TL(jw) U (jeo) doo = 2% | U7 (jw) U () o

—00

ar ) o

pour toute séquence entrée(t)}, soit
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1 +oo . . .
o / U7 (jw) (1L (jo) — 27uL) Uy (jeo) dio > 0

pour toute séquence entrée(¢)}. Or cette propriété n'est pas satisfaite pour la classe des
entrées harmoniques donnée par

1
u(t) = | sin(wot) € R™ / Apin (IT (Jwo)) < 274

! COFD

Une importante activité de recherche a été consacrée a laatérisation de la passivité des
systemes linéaires invariants dans le temps a partir desléamction de transfert et leurs réali-
sations d’état (voir [14] pour un bilan pragmatique et rigaux dans le domaine). Dans ce qui
suit, on présente une synthése concise compte tenu du [rériteecet ouvrage.

Fonctions de transfert réelles positives Les premiéres contributions ont été effectuées on
adoptant une approche transfert a partir des notions detionale transfert réelles bornées et
de fonctions de transfert réelles définies positives.

Définition 4.9 Une fonction de transfed (s) 2 [Gi; (s)] est dite réelle bornéeRP) siG;; (s)

est analytique dan®PD pour tout(i, j) € [1,m]* et||G (s) || < 1.

Définition 4.10 . Une fonction de transfert est dite réelle positi¥&P) si elle n'admet aucun
pble dansDPDO et que la fonction d€yapunov qui lui est associée est définie non négative
dansDPDO, i.e.ll (s) > 0 pourR(s) > 0.

Et on dira qu’une fonction de transfeét (s), qui n’est pas identiquement nulle pout tout s,
est strictement réelle positif¢RP) si la fonction de transfer§ (s — p) est RP YV > 0.

Par ailleurs, on dira qu’un systéme linéaire invariant ddagemps est réel positiiR P) (resp.
strictement réel positfSRP)) si et seulement si sa fonction de transfertR#t (resp. SRP).

Remarque 4.11La definition de fonctions de transfert strictement réetisifives n’est pas uni-
forme dans la littérature ; elle differe essentiellement lganature de la restriction considérée
de la classe des fonctions de transfRP. Une présentation concise des différentes définitions
est donnée dans [14] ave une attention particuliere a leaisemblance.

Le résultat suivant permet de caractériser la classe dewByss réels positifs et stables, i.e.
qui n"admettent aucun pdle da@¥PD.

Résultat 4.20Considérons un systeme stable décrit par une fonction desteat G (s) €
RH... Alors ce systéeme e®RP si et seulement si sa fonction @opov sous-jacente vérifie
la propriété suivante

v*II (jw) v > 0 pour tout (w,v) € R x C™
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La preuve est donnée dans [3]. On propose de la refaire en guise d’unédancice sur la
caracrisation des systemaésp.

Remarque 4.12Considérons un systeme monovariable et stable décrit parfanction de
transfertG (s) € RH. N R (s). Alors le systeme e®RP si et seulement si son diagramme
de Nyquist est complétement situé ddP®D. Une telle propriété requiert que le systéme soit
a déphasage minimal, i.e. tous les zéros du systeme sdiggs sianDPGO.

Les deux résultats suivants permettent de caractériseclésses des systemBsP et SPR
gui ne sont pas nécessairement stables a partir de leursgroafions de péles et fonction de
Lyapunov.

Résultat 4.21. Un systéme e®RP si et seulement si sa fonction de transfert et sa fonction de
‘Popov vérifient les propriétés suivantes.

P1. G (s) n"admet aucun p6le dar®PDO
P2. 11 (jw) > 0 pout tout w € R / jw n'est pas un pdle d&J (s)
P3. Sijw estun pble d§ (s), il est simple et le résidu correspondant est une matricenlrer

tienne semi-définie positive.

Résultat 4.22Considérons un systeme dont la fonctiortgov n’est pas identiquement nulle.
Alors, ce systeme eS{PR si et seulement si ses fonctions de transfert et sa foncé@rogpov
vérifient les propriétés suivantes.

P1. G(s) n'admet aucun pble dar®PDO

P2. II(jw) > 0 pout tout w € R et que I'une de trois conditions est satisfaite.
Cl. TI(c0) > 0
C2. T(c0) =0 et Jii‘io”z (I(jw)) > 0

C3. II(c0) > 0 et il existe deux constantes positivest ¢ telles que

W20 min (II(jw)) > o pour tout |w| > §

Les preuvesde ces résultats sont données dans [14] et [53] ; elles peldtea faites en guise
d’un bon exercice sur les systémes positifs en utilisamélesltats donnés ci dessus et ceux qui
vont étre donnés si dessous.

Lemme réel positif. La principale contribution sur la structure des systemed positifs n'est
autre que le célébre Lemme #lmlman-)akubovichPopov (C)P) donné par le résultat sui-
vant
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Résultat 4.23Considérons un systéme linéaire invariant dans le tempstdgesr une réalisa-
tion d’état minimalg F, G, H, E) € R™" x R™™ x R™*" x R™*™_Alors le systeme e®IR
si et seulement le systeme d’équations matricielles

PF+FTp=—_LL"T
LMZI { PG-H' =—LW (4.50)
E+ET=wWTW

admet une solutiofP, L, W) € R™" x R™™ x R™*™ avecP = PT > (.

Remarque 4.13Le systeme d’équations matricielles (4.50) peut se résorss la forme

~PF - FT'P —PG+ HT L
<—PG+HT E+ET ):(WT>(LT W) =z0 (4.51)

La premiére équation, i.eP?F + FTP = —LLT, est une équation dé€yapunov du systeme
qui requiert que le systéme soit stable puisque la mattité est semi-définie positive dans la
mesure ol < n. Les autres équations peuvent étre interprétées commenetions requises
pour que la fonction de transfert d’un systéme stable Bait

Remarque 4.14Dans le cas des systémes strictement propresyi£.0,,, le systeme d’équa-
tions (4.50) est réduit aux deux équations

PF+ F'P=—LL"
LMI PG T (4.52)

On peut alors en déduire aisément qii&’ = G PG > 0 et donc le retard uniforme du systéme
est nul pourvu queang(G) = m.

La preuve du résultat est relativement laborieuse. ella séalisée en deux temps. Le premier
temps consiste a présenter six résultats préliminairescqustituent une base fondamentale
pour réaliser d’'une maniére relativement agréable la pegw résultat. Le second temps est
consacré a la preuve du résultat d'une maniére compréhénsib

Les résultats préliminaires sont présentés d’'une maniére progressive. Le premier aghtpl
technique

Résultat 4.24L es seules matrices qui commutent avec la ma{iclg J«E)T ) sontde laforme

( 7(;1 TO ) ouT; etT] commutent avec la matrice.
2

La preuve de ce résultat est triviale. Le deuxiéme résultat conceneefactorisation spectrale
de la fonction rationnelle donnée par I'expression (4.45).
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Résultat 4.25Considérons une fonction de transfér{s) € R™*™ (s) et supposons que

G (s) est PR et rang (I1(s)) = r presque partout (4.53)

Alors il existe une fonction de transfé (s) € R™*™ (s) telle que la relation suivante
I(s) =G (s)+G" (=s) = WT (=s) W(s) (4.54)

dite factorisation dé)oula est toujours possible et admet les trois propriétégamties

P1. Les éléments di (s) sont analytiques danBPDO (resp. dansDPD si WV (s) a des
éléments analytiques dafi¥PD),

P2. Rang (W (s)) = r dansDPDO,

P3. W (s) est unique save pour la multiplication & gauche par une roatdrthogonale ar-
bitraire.

La preuve de ce résultat est donnée dans [83] ; on recommande de laegfaur une meilleure
perception du probléme de factorisation spectrale (prot#et.17). Le troisieme résultat n'est
autre que le lemme réel positif réduit aux systemes dontésysdles sont simples et sont situés
sur 'axe imaginaire.

Résultat 4.26Considérons un systéme décrit par une réalisation d’étatinmle (F, G, H)
dont tous les modes sont situés sur I'axe imaginaire et somiles et supposons qu'il eBtR.
Alors il existe une matric® = P” > 0 telle que

PF+FTP =0
EML (4.55)
PG =HT

La preuve de ce résultat est donnée dans [14]; on suggere de faire desiegs pour une
meilleure perception du lemme positif réel (voir problentB. Le quatriéme résultat concerne
la similitude des réalisations d’état des fonctions de sfentG(s) et WW(s) qui apparaissent
dans la factorisation d@’oula (4.54).

Résultat 4.27SoientG (s) € R™ ™ (s) et W(s) € R"™™(s) deux fonctions de transfert
stables satisfaisant la factorisation (4.54). Supposars(d’, G, H) (resp. (Fy, Gy, Hy)) €st
une réalisation d’état minimale d& (s) (resp. W (s)), alors les matriceg” et F, sont simi-
laires.

Preuve.Comme(F, G, H) est une réalisation d’état dé (s), on peut en déduire aisément que
la fonction de transfer@ (s) + G (—s) admet une réalisation d'étd¥ 1, Fy,1, Fr,1) donnée

par
F 0 G HT
ny1:<0 _FT)vaZﬂ:(HT)etHfZ/l:(_G)

Cette réalisation d'état est minimale puisq@iés) € RH, etCP (G (s))NCP (G* (—s)) =0
etCP (G (s)) € DPGO. Et compte tenu du fait que,, G.,, H,,) est une réalisation d'état
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minimale de la fonction de transferV (s), on aura

WT (=)W (s) = G (—sI, — F,)) " H,HE (sI, — F,,) "' Gy,

= Hyyp (=5l — Fryo) ™ Gy

Fy 0 Gy 0
ny2:(HwHT _FT)pry2:< 0 )7ny2:<_Gw)

On peut en déduire aisément, en vertu du résultat 4.16( §ug, G2, Hy,2) €st une réalisa-
tion d’état minimale de la fonction de transfém” (—s) W (s).

avec

Par ailleurs, commé&F,,, G, H,,) est une réalisation d'état minimale d& (s) et queW (s)
est stable. il existe une matrice uniqile = F2 > 0 telle queFl P, + P,Fl = —H,H!.
Cette matrice peut étre utilisée pour effectuer un changeme basel’ = ( Jj;" 19 ) qui
permet de déterminer une nouvelle réalisation d'état madndeWW?” (—s) W (s) donnée par

Fy, 0 G, P,G,,
ny3:( 0 —FT)’ny3:(PwGw)’ny3:< ~Gy, )

Et comme& Fy1, Gry1, Hpyr) € (Fry3, Grys, Hyys) sont des réalisations d’état minimales de la
méme fonction de transfert et que les modes sont invariamtsi@ngement de base, on aura
V(F)=V(F,).

COFD

Les derniers résultats concernent les réalisations d’étatimale de la fonction de transfert
W(s) et de la fonction rationnell&l(s), qui apparaissent dans la factorisation gula (4.54),
a partir d’'une réalisation minimale de la fonction de traesfG(s).

Résultat 4.28SoientG (s) € R™ ™ (s) et W (s) € R"™™(s) deux fonctions de transfert
stables satisfaisant la factorisation @éula (4.54) et supposons qué’, G, H) est une réa-
lisation d’état minimale d€ (s). Alors il existe deux matrices,, et H, telles que F, G, H.,,)

est une réalisation minimale d& (s). Par ailleurs, on a deux réalisations d’état minimales de
G (s)+G7T (—s) = WT (—s) W (s) respectivement données par

F 0 G HT
ny1:(0 _FT>’ny1:<HT>7ny1:(_G>

F 0 G PGy
Fre = ( 0 —F" ) G = < PG, ) i = ( ~Gy, )

ol la matriceP,, n’est autre que la solution unique de I'équatiéd P, + P, F = —H, HY.

et

Résultat 4.29SoientG (s) € R™ ™ (s) et W(s) € R"™™ (s) deux fonctions de transfert
stables satisfaisant la factorisation @éula (4.54) et supposons qué&’, G, H) est une réa-
lisation d’état minimale de&j (s). Alors il existe une matricél,, telle que(F, G, H,) est une
réalisation d’état minimale d&V (s).
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Les preuvesde ces résultats peuvent étre faites en guise d'exerciagsyme bonne prépara-
tion a la demonstration du résultat 4.23.

La preuve du Lemme réel positifest reproduite a partir de celle élaborée dans [2] en utilia
les résultats préliminaires données ci dessus.

Montrons d’abord que la condition est suffisante. Pour ceefasupposons que les équations
matricielles linéaires (4.50) ont une solution, on auraralo

G(s)+G"(5) = ET+E+G" (51, — F) ' H” + H (sI, — F)"' G
= WIW +GT (51, — F) " P+ P(sL, — F)") G
+GT (51, — FI) ' LW + WTLT (sI, — F)™' G
— WTW +G" (51, — F) " ((s +5) P — PF — FTP) (sI, — F)~*
+GT (51, — FT) ' LW + WTLT (s, — F) ' @
— WTW +G7 (5L, — FT) " LW + WL (s, — F)"' G
+GT (51, — FT) ' P(sl, — F) ' G (s + 5)
= (W G7 (s, = F) 7 L) (W4 L7 (s, = F) ' G)

+GT (3L, — FT)™

P(sl, —F)"'G(s+53)
soit

G (s) +G" (3) > 0 dans DPDO

Montrons ensuite que la condition est nécessaire en suppagee la fonction de transfert
G (s) esttelle querang (G (s) + G* (—s)) = r. Le résultat 4.24 permet de postuler qu'il existe
une fonction de transfert marginalement (s) telle que la factorisation d@’oula (4.54) est
satisfaite. Considérons dans un premier temps le cas degidos de transfert stables, i.e.
V (F) C DPGO. Alors, on peut en déduire aisément a partir des résult23 4t 4.29 qu'il
existe deux matrices et = sli_r)noow (s) telles que(F, G, L, W) est une réalisation mini-

male deWV (s) et que la fonction de transfer/” (—s) W (s) admet deux réalisations d'état
minimales(Fry1, Gy, Hpyr, Efy1) €8 (Fryo, Gryo, Hpyo, Egy2) avec

F 0 G HT
nylI( 0 FT)7ny1= ( HT)vaylz ( _G)vEfm:WTW

F 0 G PG+ LW
ny2=(0 FT)vay2:<PG+Lw)7ny2:< G >7Efy2=WTW

ou la matriceP n’est autre que la solution unique de I'équatiéd P + PF = —LL*. Ala
lumiére du résultat 3.24 et 3.25 sur les réalisations miesa’un systéme donné, il existe une
matrice réguliérel telle queFy,, = TFp T ' = Fpy1, TGy = G €T THyyy = Hyypo.

Et en vertu du résultat 4.24, on peut postuler naturellenyerit existe une matric’; qui com-
mute avec la matricé’ telle queT G = G etT,—THT = PG + LW. Et comme la réalisation
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d'état (F, G, H, E) est minimale, on aurd} = I, et doncPG + LW = HT. La troisiéme
équation est naturellement déduite de la factorisatiod/dela (4.54) lorsque — oc.

Considérons dans un second temps que la fonction de tragsfey admet des poles simples
sur I'axe imaginaire, alors on peut la décomposer comme suit

G (8) = Gus (8) + Gms (s) avec sli_r>noo Grms (5) = I

ouU G, (s) et G5 (s) sont des fonctions de transfePtR qui se distinguent particulierement
par la configuration de leurs poles, en I'occurren€® (G, (s)) C Dsy €1CP (Gs (s)) C
Ajm. SUPPOSONS QUE,,,, Gsm, Hsr) €St une réalisation minimale dg,, (s), on peut en dé-
duire aisément, en vertu du résultat 4.26, qu'il existe umdrice P,,, = P. > 0 telle que
PyFom + FL P, =0, etP,,G,, = HL . Par ailleurs, commg,, (s) estPR, elle admet
une réalisation minimaléFy,, G, H.,, E,) satisfaisant les équations matricielles

PasFas + F(;Z;Pas = _Last:s
PAS PasGas = Hg; - LasWas
WIW,, = E, + LL,

On peut vérifier aisément que I'ensemble des équations cieles intrinseques au lemme de
KCYP est satisfait en prenant

G 0
P:Pas+Fm37 F:Fas+Fm37G:<Gsm)7H:(Hsa Hsm) etL:(Lsm)

Par ailleurs, comméF,,,, G5, Hpns) €t (Fus, Gus, Has, Eos) SONt respectivement des réalisa-
tions minimales des fonctions de transi@yt (s) etg,,s (s), alors (F, G, H, E') avecE = E,
est une réalisation minimale d&; (s). On doit toutefois verifier que les équations matricielles
(4.50) sont bien satisfaites modulo une transformatioédire de rang plein puisqu’elle a été
établie pour une forme particulietg,, + F,,,.

COFD

Le résultat suivant permet de caractériser les systesieR a partir de leur réalisation d’état.

Résultat 4.30Considérons un systéme multivariable décrit par une ré#ibs d’état minimale
(F,G,H,E) € R™™ x R™™ x R™" x R™"™ quec m > 2 et supposons qu¥ (F) C
{s € C/R(s) < —pu} avecp > 0. AlorsG (s—) estSPR, i.e.G (s —n) pour n > 0 estPR,
si et seulement si on peut trouver une matiite- P7 > 0 et deux matriceg etV telles que

PF +FTP = —LLT — 2P
LMI PG—HT = —LW (4.56)
E+ET = WTW

La preuve de ce résultat est donnée dans [53]; on recommande de laesfai s'inspirant de
la preuve du résultat 4.50 (voir probleme.
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Remarque 4.15Les conditions (4.56) sont relativement fortes par rapport conditions (4.50).
La premiere des équations (4.56) peut se récrire comme suit

P(F+nl,)+ (F+nl,)" P=—-LLT

On retrouve alors la premiére des équations (4.50) modulohamgement de la matride par

la matrice F' + n1l,,. Et comm€ F + nl,, G, H, F) est une réalisation d’état de la fonction de
transfertg (s — n), les équations (4.56) stipulent q@e(s — n) est une fonction de transfert
PR.

4.4.3 Interprétation énergétique

Dans ce suit, on présente des résultats permettant de negttexergue une propriété énergeé-
tique des systemé@3R. Le résultat suivant concerne la nature dissipative d’ustsSmePR.

Résultat 4.31Considérons un systeme linéaire invariant dans le tempstqisr une réalisa-
tion d’état minimalg F, G, H, E) et supposons gu'il e§tR. Alors on a

/ ul (Ty(r)dr =V (z(t)) = V (2(0)) — = / z7 (1) (PF + FTP) x(7)dr (4.57)

pour touttaved/(z(t)) = = 2’ Pz(t) ou P est une matrice qui vérifie 'inégalité matricielle li-
néaire (4.51). L'égalité est obtenue le long des trajee®l’état du systeme avec une condition
initiale =(0) et une séquence de commande admisgile)} € L.

La preuve de ce résultat peut étre aisément établie en utilisant larlerdelC)P modulo des
opérations mathématiques appropriées. On suggere deradai guise d’'un bon exercice sur
la nature dissipative d’'un systeme décrit par une fonctietrdnsfertPR.

Remarque 4.160n peut récrire I'équation (4.57) sous la forme

Vi(z(t)) =V (z(0)) — = /0 z7 (1) (LLT) x(7)dr +/ u” (7)y(7)dr (4.58)

qgui permet de mettre en exergue la nature dissipative désyspuisque la fonctiolr peut
étre interprétée comme une fonction de stockage du sysi&mé, (t) 2y (z(t)), qui est
égale a la somme de I'énergie initiale du systemegi. ét) 2y (z(0)), I'énergie dissipée au

: o I N , .
sein du systeme, i.€, (t) 2 5 / 2" (1) (LL") z(7)dr et I'énergie fournie au systéme, i.e.

Er(t) 2 [MuT()y(r)dr. Par ailleurs, si I'état initial est nul, alors on aura
t
/ u” (T)y(7)dT > 0 pout tout t.

Compte tenu de la remarque 4.16 et du résultat 4.31, on pesitif@w qu’un systemBR est un
systeme dissipatif. Le résultat suivant montre que la fonate transfert d’'un systeme linéaire
invariant dans le temps et dissipatif 63R.
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Résultat 4.32Considérons un systéme linéaire invariant dans le tempstdgesr une réalisa-
tion d’état(F, G, H, E) et supposons qu'il vérifie 'équation de dissipativité

/ W (Py(F)dr =V (@(t)) — V (2(0)) + % / (1) Qa(7)dr (4.59)

1 s .
avec@ = QT >0 et V(z(t)) = 3 " Px(t) ou P = PT > 0. Alors l'inégalité matricielle
linéaire (4.51) est satisfaite.

Preuve.Si I'on dérive les deux membres de I'équation de dissipgdds9), on obtient
T (B (t) = % (1) (PF + FTP) a(t) + u" ()" Pa(t) + % T (H)Q(t)

soit

(8 (H — GTP) a(t) + " (8) Bult) % T (t) (PF + FTP) a(t) = % )

Et comme) = Q7 > 0,0onz

() (ttrtsr 22 ) (2) =

On retrouve ainsi I'inégalité matricielle linéaire (4.51) COFD

Remarque 4.17Dans le contexte du résultat 4.56, on montre aisément que
Vox@t) eR" — V(x(t) = 27 (t)Pa(t)
est une fonction d€yapunov associée au systéme autonome sous-jacent. Eoefiet
p(V(x(t) = 2" (t) (-LL" — 2nP) x(t) < =20V (x(t))

Par ailleurs, on peut montrer que pour toute réalisationtdt§ F, G, H, F) de la fonction de
transfertg (s), la condition

IT (jw) > 0 pour tout w / jw N'est pas un polee I (s)

est nécessaire pour que la faisabilité des équations nialiés linéaires (4.50).

4.5 Conclusion

Ce chapitre est un tour d’horizon motivé sur la stabilité dgstemes linéaires. Les concepts
de stabilité et les résultats fondamentaux qui lui sont ei€sosont progressivement présentés
d’'une maniére claire et précise. Les concepts de stabiktéree (resp. interne) pour les sys-
temes linéaires invariants dans le temps ont été d’abordgmtés a partir de leurs réponse im-
pulsionnelle (resp. matrices de transition) avec un foaudavraisemblance (resp. la nuance)
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entre la stabilité externe (rep. interne) et la stabil@8S5. Les résultats usuels de stabilité
externe (resp interne) a partir de la configuration des plesp. des modes) du systéme ont
été alors obtenus d’'une maniere naturelle et rigoureusectmcept de stabilité au sens de
Lyapunov a été ensuite présenté d’'une maniéere conciseigéyibur conforter la stabilité des
systemes linéaires invariants dans le temps par un critiréhaique efficace et un apercu sur
des procedures de majoration et de comparaison usuellestdhilité uniforme des systemes
linéaires variants dans le temps a été enfin étudiée a paetitedirs réponse impulsionnelle
et matrice de transition. Cette étude a été confortée parrdssltats fondamentaux sur les
nuances entre les concepts de stabilité et leur éventugliseamblance. L’approche de stabilité
au sens de&fyapunov sera utilisée pour I'analyse de stabilité des sgeede commande et de
convergence des algorithmes d’estimation paramétriquepihorama sur le concept de pas-
sivité a été réalisé pour une meilleur perception des systguositifs avec des interprétations
physiques pertinentes de la passivite.

4.6 Problemes
On propose une série de problemes pour une évaluation degEsances acquises tout au
long de ce panorama sur la stabilité des systemes linéaires.

Probleme 4.1Considérons un systéeme décrit la fonction de transfert

s (s* + w?)

9) = G s T 0] (7 & 2¢ws 7 )

ou(ay,az) € R% 0 < ¢ < 1etw> 0.

1) Donner la configuration péles-zéros du systeme et étudiestaailité en fonction des
scalairesa; et a, comme l'indique le tableau suivant. On utilisera les acimegS.A,
MS etZS pour désigner respectivement que le systeme est stablginal@ment stable
et instable.

‘ ‘Oé2>0‘0ég:0‘0é2<0‘
Oél>0
a1:0
Oél<0

2) Préciser la classe des entrées asymptotiquement rejet¥esld cas ou le systeme est
stable.

Probleme 4.2Considérons la classe des systéemes décrite par la réalisdtetat

_ (i 0 _ (& _
F_<O fQ),G—<92)6tH—(h1 hg)

ou f1, f2, g1, g2, hq €thy sont des scalaires qui représentent les parametres dursgsi@onner
les expressions des trajectoires d’état et de sortie diesystet étudier la stabilité interne du
systeme en fonction de ses parametres.
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Probleme 4.30n se propose de mettre en exergue les propriétés usuelles dhatrice sy-
métrique définie positive, i.&"" 5 A = AT > 0. Pour ce faire, on suggére de procéder
progressivement comme sulit.

1) Montrer que les valeurs propres d’'une matrice symétriquinge positive sont toutes
réelles et positives, i.e.(A) > 0 pour tout i € [1,n]. Et en déduire ce qui se passe dans
le cas d’une matrice définie non négative, e= AT >0

2) Montrer que toute paire de vecteurs propres associés a uime ga valeurs propres dis-
tinctes sont orthogonaux.

3) Montrer que la propriété suivante est satisfaite pour teetteurz € R™.
Amin (A) 272 < 27Az < Mpaw (A) 272

Et en déduire ce qui se passe dans le cas d’'une matrice débniemégative, i.eA =
AT >0

Probleme 4.4Etudier la stabilité des systémes autonomes linéairegienwe dans le temps
décrits par I'équation (4.13) en supposant que la matricgtak F° est diagonalisable.

Probleme 4.5Considérons la classe des systéemes décrits par une réahisdietat minimale
(F, G, H). Montrer que la propriété suivante est vraie
lim He"'G =0 = tlim HF'e™GF'G =0 pour tout (i,7) € [1,n] x [1,n]

—00

t—o00

Probléme 4.6Etablir une preuve du résultat de stabilité 4.2 dans le casglestémes multiva-
riables en utilisant le résultat A.11 sur la décompositipectrale d’'une matrice.

Probleme 4.7Montrer que les concepts de stabilité asymptotique et expttelle des systéemes
linéaires sont équivalents.

Probléme 4.8Déterminer les modes et la matrice de transition de la clakse systemes li-
néaires variants dans le temps caractérisés par une madt'é&at donnée par

cos® (wt) — 1 —vsin (wt) cos (wt) + 1
£ )= ( —vs?n (wt) cos (wt) — 1 ! ysin? (wt) — 1 )

Probléme 4.9Considérons le systeme autonome (4.26) et posons

al Al

prae(®) 2 5 N (F(O) + FT(0) et 1) 2 1

Montrer que les trajectoires d’état du systeme vérifientrigppétés suivante pour un instant
initial et un état initial arbitraires.

Amin (F(t) + FT(t))

H%Heftto Hmin (T)dT < Hx(t)H < ||x0Heftto Mmaz (T)dT pour tout t > 1,
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Probléme 4.10SoitV : R” — R une fonction définie positive telle qu& = V' avec u €
R. Montrer que le systeme est exponentielle ment stable paumsu < 0.

Probléeme 4.110n se propose d’étudier la stabilité des trois systéemes myazes suivants se-
lon la méthode d&€yapunov.

S1.

S2.

S3.

Un systéme linéaire invariant dans le temps de second oklratcpar

SALIT { px(t) = Fa(t) avec z(0) = x,

r=(5 0)

On confortera le résultat a partir des résultats usuels sustabilité des systémes li-
néaires invariants dans le temps.

avec

Un systéme autonome variant dans le temps décrit par

zi(t) N _ (-1 ) a1 (t)
saovr Lo 2 )= (5 29 ) (20
lorsque la fonctiory est continue. On étudiera plus particulierement les casdariction

f est définie par

f(t)=e" et f(t) = sin(wt)

Le systeme masse-ressort-amortisseur de la figure 4.4 dwaléot est abandonné a lui
méme aprés avoir été soumis a I'action d’une fofce). On supposera que les forces de
rappel du ressort et de frottement de I'amortisseur sonpeesivement données par les
fonctions non linéaires suivantes

er(y(®) = (a+Byt)*) yt) et orlpy(t)) =~ | py(t) | py(t)

ou y(t) désigne la position du centre de gravité du chariot par rap@osa position
d’équilibre eta, § et~ sont les parametres qui sont généralement déterminés & part
d’'un ensemble d’expériences appropriées effectuées gaméeaniciens.

— 1 AMORTISSEUR |—— £t)

CHARIOT —
RESSORT

FIGURE 4.4 — Systéme masse-ressort-amortisseur
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S4. L'asservissement non linéaire de la figure 4.5{gl(t) } est une séquence de référence de
type échelon. L’élément non linéaire est un amplificateunt ¢ caractéristique statique
vérifie la propriété suivante

<f(e)=0 — ezO) et (/ f(g)dgzo)

e(t) u(t) 5 (t) 1(t)
v () —B— f() —@— L ! (0

FIGURE 4.5 — Asservissement non linéaire

Probleme 4.120n se propose dans ce probleme d’étudier un ensemble deiansesitales
pour une meilleur perception de la théorie des systemespecuirrence

Q1. Parmi I'infinité des lois de commande qui permettent de tiénes un systéme d’un état
a un autre, quelle est celle qui réaliserait un tel transferec une énergie minimale ?

Q2. Comment quantifier I'information contenue dans le compuoeet d’entrée-sortie d’'un
systeéme sur son état ?

Q3. Comment caractériser les grammiens de commandabilitéobisgrvabilité ?

Q4. Que représentent les grammiens d’observabilité et de cordatalité dans le cas des
systémes asymptotiquement stables ?

Pour mieux appréhender toutes ces questions fondamentalesiggere de procéder progres-
sivement en considérant la classe des systemes linéauasants dans le temps décrits par
une réalisation d’état minimaléF’, G, H, E) pour lesquels les grammiens de commandabilité
et d’observabilité du systeme sur l'intervalle de tenpst ] sont respectivement définis par
les matrices

t t
Weltor ty) = / TPt GGTFT T g7 = / Rt GGTF (=t gy
to

to
et

t t
Wolto,ty) = / T FT ) T R ) g / Rt BT R =t gy
to

to

On passe d’'une intégrale a l'autre en effectuant le change e variablet; + ¢, — ¢t = 7.
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1) Montrer que(F, G) est commandable si et seulementsit,, t ;) est réguliéere. On veri-
fiera pour ce faire que la loi de commande

u(t) = GTe™ T Wellt, 1) (w(ty) — e r)u(t,))
permet de transférer I'état du systemeade,) a x(t).

2) Montrer que si le systeme est asymptotiquement stables l@lgrammien de commanda-
bilité admet une limite que I'on désignera pay. = [ eFTGGT e T dr.

3) Montrer que le grammien de commandabilité est la solutiotiégtpuation différentielle
de Lyapunov donnée par

Welto, t) = FW,(to, t) + W.(t,, ) FT + GGT avec W.(t,,t,) = 0

et en déduire que si le systeme est asymptotiquement saldskeon a

FW.+W.FT + GGT =0

4) Montrer que(H, F') est observable si et seulemenvgj(t,,t;) est réguliére. On propo-
sera une méthode de détermination des conditions initilas systeme a partir de son
comportment d’entrée-sortie.

5) Montrer que si le systéme est asymptotiquement stables lelgrammien d’observabilité
admet une limite que I'on désignera paif, = [ e" "HTHe7dr.

6) Montrer que I'énergie du comportement d’entrée-sortie gistéme définie par
tf ty
Bty ty) = / yol(t) Ty (1)t avec y,(t) = y(t) - / He =7 Gu(r)dr
to to
est donnée par
E(to,tr) = 2(to) Wo(to, tr)z(ts)

7) Montrer que le grammien d’observabilité est la solution Eliation différentielle de
Lyapunov donnée par

W, (to, 1) = FIW,(to,t) + W.(t,,t)F + H'H avec W,(t,,t,) =0

et en déduire que si le systeme est asymptotiquement saldskeon a

FTW, +W,F + H'H =0

8) Etudier les deux exemples suivants en guise d'illustratierpremier concerne la charge
d’'un condensateur décrite par

1

pu(t) = s y(0) + o ul) avec y(0) = 0
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ou R et C sont respectivement la résistance et la capacitérduitc «(t) est la tension
appliquée aux bornes du circuit, qui est considérée comamdrie du systeme, gtt)
désigne la tension aux bornes du condensateur qui est rigiment prise comme la va-
riable d’état du systeme. Quant au second exemple, il cord&ccélération d’'un engin,
dans un environnement sans frottement a partir d’'une \étesdle, décrit par

m pv(t) = f(t) avecv(0) =0

ou m est la masse de I'engin®t) et f(¢) désignent la vitesse de I'engin et la force qui
lui est appliquée, elles désignent respectivement laesetti'entrée du systeme.

Probleme 4.13Supposons que le systeme (4.26) est uniformément expaieemtit stable et
qu’il existe un scalaire positifl < p; < oo tel queF'(t) < s pour tout t. Montrer que la
matrice

P(t) = / T (1,t) ® (1,t) dr
t
satisfait toutes les hypothese du résultat 4.15.

Probléme 4.14Considérons le systeme autonome (4.26) et supposons gutindormément
stable. Montrer que le systéme autonome perturbé décrit par

prs (t) = (F(t) + A1) 25 (1)

est uniformément stable pourvu que la propriété suivantesatisfaite

s € (0,00) | / IA@) dt < 15 pour tout 7

Probléme 4.15Considérons le systeme autonome (4.26) et supposons gutindormément
exponentiellement stable et qu'il existe un scalaire fpidgit 1., tel que||F'(¢)|| < pr. Montrer
gu'il existe un scalaire positif,s tel que le systeme autonome perturbé décrit par

prs (t) = (F(t) + A1) x5 (t)
est uniformément exponentiellement stable’sit)|| < ps pour tout t.

Probleme 4.16Elaborer une preuve du résultat fondamental sur la factdien spectrale de
Youla.

Probléme 4.17Elaborer une preuve du résultat fondamental 4.16 sur ladiasation spectrale
deYoula.
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Probléme 4.18Elaborer une preuve du résultat fondamental 4.26 sur le leméel positif des
systemes dont tous les p6les sont simples et imaginaires.

Probleme 4.19Considérons un systeme linéaire stable. On se propose d&#anqoe les pro-
priétés suivantes sont satisfaites pour tout systemeitmétable.

P1. Supposons qug-, G) est commandable, alors on a

>0

_ o Tp T
II (jw) > 0 pour tout w —> ( PF—F'P —PG+H )

—PG+ HT E+ ET

P2. Supposons que (F') € D,,, alorson a

Il (jw) > 0 pour tout w <= G (s) est PR

P3. Supposons quer, G, H, E) est une réalisation d’état minimale, alors on a

IT (jw) > 0 pour tout w

T
_ _ T _ T
(st B ) 2o poprza

ou g (s) etIl (s) désignent la fonction de transfert du systéme et la fonad®dePopov qui
lui est associée, alors qué’, G, H, E) est une réalisation d’état du systeme.
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Chapitre 5

Observation et commande

L'observation et commande des systemes constituentiiessies prouesses réalisées dans
tous les domaine des sciences et technologiques de l'iat@met des communications. La
motivation de ce chapitre est une présentation compréhkngdes concepts d’observation avec
injection de sortie et de commande avec retour d'état posisiestemes linéaires en occultant
toutes les imperfections dues aux perturbations, aux détmesure et aux erreurs de modéli-
sation, soit

{ px(t) = Fx (t) + Gu (t)
SYS (5.1)

y(t) = Hz (t)

Le choix d’'un contexte idéal, qui se distingue par une cosswice parfaite de la réalisation
d'état (F,G, H, FE) du systéme et une absence des perturbations d’état et des lnesure,
est particulierement motivé par des considérations purdgmpédagogiques. Cette présentation
sera faite progressivement en trois parties.

La premiére partie est consacrée aoncept de reconstruction d’étatd’un systéme a partir de
son comportement d’entrée-sortie en exploitant judi@eusnt le concept d’injection de sortie.
Une attention particuliére est accordée aux invariants pae injection de sortie et a I'impor-
tante vitale des concepts d’observabilité et de détedtabllne interprétation polynomiale est
faite pour préciser la fonction de transfert d’'un observatet son processus d’innovation.

La seconde partie est réservée adammande avec retour d’étaten accordant une atten-
tion particuliere aux invariants d’'une rétroaction d’état I'importance vitale des concepts de
commandabilité et de stabilisabilité. Une interprétatiprlynomiale est faite pour préciser les
performances en poursuite d’un systéme de commande avec diétat. Le calcul du gain de
commande avec retour d’état est effectué par une synthedalensour des considérations de
simplicité de spécification des performances. La dualitéediobservation et la commande est
utilisée pour la synthese des observateurs.

La troisieme partie est dédiée a tmmande avec retour d’état incorporant un observa-
teur qui est au coeur de la commande avec retour de sortie dynamiigne analyse du systeme
de commande résultant est effectuée pour mettre en évidketégitimité du concept d’équi-
valence certitude selon lequel on peut remplacer I'état yité&sme par son estimée si besoin
est. On montre qu’une loi de commande avec retour d’étatrpawrant un observateur peut se
mettre sous la forme transfert usuelle des régulateurstednterprétation polynomiale per-
met de caractériser la classe des régulateurs stabilisarpartir d’'un régulateur issu d’une

185
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rétroaction d’état basée sur un observateur avec un filtr@ggroprié de son processus d’inno-
vation.

Ces trois parties permettent d’acquérir les bases fonddatesid’observation et de commande
des systémes linéaires qui sont utilisés au quotidien pésoudre de nombreux problémes
des sciences pour l'ingénieur, en I'occurrence le calitates capteurs, le développement de
capteurs logiciels, la synthése des filtres optimaux couamant utilisés pour le traitement des
signaux provenant de capteurs, les algorithmes de siretémdtionnement et enfin la synthése
des asservissements. Quelques remarques sont donnéesedeuaonclusion pour souligner
l'intérét de I'approche d'état introduite pakCalman : un pionnier de 'automatique moderne
([47], [49], [48], [50]). Des problémes sont proposés pouligux apprécier le potentiel des
concepts d’observation et de commande.

5.1 Observation des systemes

Le probleme d’observation consiste a reconstruire la ttepge d’état d’'un systéeme a partir
de la connaissance de son comportement d’entrée-sortieneofindique la figure 5.1. Dans
le contexte idéal considéré, cette reconstruction pew &alisée par un systeme dynamique
décrit par

RES { pi (t) = F,a (t) + Gou (t) + Moy (t) (5.2)

ou la matrice d’'étatf’, et les matrices d’entré@', et M, sont déterminées de maniére a assurer
une erreur d’'observation asymptotiguement nulle, soit

lim # (t) = 0 (5.3)

t<—o00

indépendamment des trajectoires d’entrée et d’'état desysti.e{u (t)} et{z (¢)}.

Et compte tenu des équations d’état du systeme 5.1 et durgystgnamique 5.2, on peut en
déduire naturellement I'équation de I'erreur d’obsenaati

pz(t) = F,a(t) + (F—MH—F,)x(t) + (G—G,)u(t)

On peut alors postuler que la trajectoire d’état du systemgt@tre reconstruite a partir de son
comportement d’entrée-sortie par le systeme dynamiqupdu®/u que ses matrices d’état et
d’entrée vérifient la propriété suivante.

M, € R™P /V(F — M,H) € Dy,, F, = F — M,H et G, =G (5.4)

Et cette propriété permet de récrire le systeme dynamiqu) €ous la forme d’une injection
de sortie qui constitue I'essence d’un observateur

pi (t) = (F — MH) & (t) + Gu (t) + My (t)
OBS (5.5)
g(t)=Hz(t)
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SYSTEME

MODELE

OBSERATEUR

(t)

FIGURE 5.1 — Observateur

On retrouve ainsi la structure usuelle d’un observateur cpmsiste en une recopie de I'équa-
tion du systéme modulo une correction a partir de I'erreustiservation de sortie donnée par

{ pe (1) = Fi(t) + Gu(t) + M (y (t) = 9 (1))
OBS (5.6)

g (t) = Hi (1)

ou M € R"*P désigne le gain d’observation. Ceci nous améne natureli¢me concept de
faisabilité d’un observateur que I'on peut exprimer commig. s

La conception d’un observateur d’état est faisable si etesagnt si on peut déterminer le gain
d’observation sous-jacent de maniéere a garantir sa stebdsymptotique, soit

dM e R™? /V(F — MH) € Dy,

La figure 5.2 est une description fonctionnelle de I'obstzua(5.6) qui met en exergue la ré-
troaction intrinseque au processus de reconstruction éeat'du systéme a partir de son com-
portement d’entrée-sortie pourvu que le gain d’observatie soit pas nul. Cette rétroaction
est judicieusement exploitée pour garantir les perfornegnadmissible par rapport a la syn-
these adoptée, notamment une atténuation des perturlsagioume insensibilité aux bruits de
mesure, avec une robustesse en stabilité par rapport aexiestde modélisation inéluctables.

Remarque 5.1Si le gain d’observation est nul, I'observateur est réduitresimulateur du sys-
teme donné par

T(t)=Fz(t)+ Gu(t)

SIM {
y(t) = Hi(t)
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et dont I'erreur d’observation correspondante est décpiée I'équation
T (t)=FZ(t)

On peut alors postuler que la reconstruction de I'état pet @arfaitement réalisée avec la
dynamique du systéme si et seulement si le systeme est asgugrhent stable, i.e.

lim z(t)=2(t) < V(F)C Dy,
k—o0
Le simulateur est un observateur en boucle ouverte, commere la figure 5.3, que I'on ne
peut utiliser que pour les systemes dont les modes sons situs le domaine de stabilité et de
performances considéré sans se soucier s'ils sont obskxwvalo non. Ce type d’observateur
est utilisé dans la commande prédictive de Smith qui a étahiétéee sous I'appellation de
commande avec modele interne tout au long des deux derwiécesnies ([66]).

G

=>
VS
4~
SN—
<>
—~
~
S—

FIGURE 5.2 — Observateur

Le résultat fondamental suivant donne une interprétatiolymomiale adéquate des observa-
teurs d’état issus du concept d’injection de sortie.

Résultat 5.1L'observateur d’état décrit par les équations d’état et detie (5.5) peut étre in-
terprété sous une forme transfert comme suit

X(s) ) ( Guz(s)  Gya(s) ) < U(s) )
FTOBS . = 5.7
ross {(500)= (&) &) (V0 57
0UG.:(s), Gyz(s), Gug(s) etGy;(s) désignent des fonctions de transfert respectivement ésnneé
par
[ Gui(s) = (s, - F+MH)™' G
Gyi(s) = (s, — F+ MH)™" M
EFTOBS (5.8)
Gug(s)=H (sI, — F+ MH)™' G
=H

\ gy@(s

(sI, — F+ MH)™' M
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u(t) (1) g(t)
e () ! 2 ——
S
F
FIGURE 5.3 — Simulateur
Par ailleurs, on a
Y(s) = G(s) U(s) (5.9)

Preuve. Si I'on applique la transformée déaplace aux équations d’état et de sortie (5.5), de
I'observateur d’état en supposant que les conditionsates sont nulles, on obtient

A~

sX(s) = (F — MH)X(s) + GU(s) + MY (s)
OBS ) )
Y(s) = HX(s)

On peut alors exprimer les équations d’état et de sortie diedervateur comme suit

X(s)=(sl, — F+ MH)" ' GU(s) + (sI, — F + MH)™" MY (s)

et

N

Y(s)=H(sl, — F+MH)'GU(s) + H (sI,, — F + MH)™" MY (s)

Et compte tenu des expressions (5.8) des fonctions deeragsf(s), G, (s), Guy(s) €tG,;(s),
on retrouve la fonction de transfert de I'observateur dig&a7).

Par ailleurs, si I'on utilise la fonction de transfert du sgme, on peut récrire I'équation de
sortie de I'observateur comme suit

Y(s) = G(s)U(s)

avec

~

G(s)=H(sl,— F+MH) "G+ H (sl, — F+MH)"" M G(s) (5.10)

Et la fonction de transferg(s) peut étre simplifiée comme le montrent les simples manipula-
tions algébriques suivantes
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G(s) = H(sl,—F+MH)™" (G+ MH (s, — F)™' G)
= H(sl,—F+MH)™" (I, + MH (sI, - F)™") G
= H(sfn—F+MH) “(sI, — F+ MH) (sI, — F)"' G
= H(s]n—F) G
= G(s)

COFD.

Remarque 5.2L'observateur réalise une estimation relativement ingd@asaux bruits de me-
sure inéluctables sur la sortie en procédant a un filtragecadd du comportement entrée-sortie
du systeme. Le qualificatif adéquat dépend essentiellatesnmtponses harmoniques des fonc-
tions de transfert de I'observateur.

5.1.1 Propriétés fondamentales

Le résultat suivant donne les propriétés principales deseokateurs issus d’une injection de
sortie indépendamment de la méthode de synthése adoptéa pétermination du gain d'ob-
servation.

Résultat 5.2L'observateur d’état décrit par les équations (5.5) seidigtie par les six proprié-
tés fondamentales suivantes.

P1. L'observateur d’état est asymptotiquement stable si desaent si le gain d’observation
M e R™*P vérifie la propriété suivante

(V(F—MH) - Dsa) — (det(s[n—F+MH):O — §R(s)<0> (5.11)

P2. Le polyndme caractéristique de I'observateur d’état els¢ i@u polynéme caractéristique
du systeme sous jacent comme suit

Pcobs(s) A det(s]n — F+ MH)
A(s) — det(sl, — F)

RPC { — det (I, + H (s, — F)"' M) (5.12)

P3. Lesfonctions de transfe@,;(s) etG,;(s) de 'observateur d’état peuvent étre factorisées
comme suit

Gu(s) = F(s)G(s) et Gyy(s) = F(s)Gos(s) (5.13)

oU F(s) etG,s(s) désignent un filtre bicausal et la fonction de transfert dd$ervateur
lorsqu’on ouvre la boucle en sortie respectivement donpées

F(s)=1,— H(sl, — F+MH)"'M et Goy(s)=H (sI, —F)"'M  (5.14)
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P4. L'observabilité est un invariant par injection de sortien observateur d’état est obser-
vable si et seulement si le systéme qui lui est associé estvalime.

P5. Les modes non observables du systeme sont invariants pation) de sortie : tout mode
non observable du systéeme est un mode non observable derl/abesur d’état corres-
pondant.

Preuve.Notons d’abord que la propriét®1 découle naturellement de résultat 4.2 de stabilité
asymptotique.

La propriétéP2 est issue des manipulations algébrigues suivantes

det (sI, — F + MH) = det ((sI,, — F) (I, + (s, — F)"" MH))
= det (sI, — F)det (I, + (sI, — F)"' MH)
= det (sI, — F)det (I, + H (sI, — F)~' M)

La derniere opération est effectuée a la lumiére du résut8t On retrouve ainsi la relation
(5.12) de passage du polyndme caractéristique du systémelaudme caractéristique de I'ob-
servateur sous-jacent.

La propriétéP3 est le fruit d’'un ensemble de manipulations algébriqueslassifonctions de
transfertG,;(s) etG,;(s) de I'observateur d’état que I'on peut factoriser comme suitutili-
sant les résultats A.5 et A.6.

Gug(s) = H (sl, — F+ MH)' G
— H (s, — F) (I, + (sI, — F)"" MH)) "' @

= (I, + H(sl, — F)" M) H (sI, - F)"' G
=(l,-H(sl,-F+MH)" M)H (s, - F)"'G
= F(2)G (2) (5.15)

Gyy(s) = H(sl, — F+MH)"' M
— H ((sI, — F) (I, + (s, — F) "' MH)) " M
= (I, + H(sI, — F)""M) " H(sI, - F)"' M
= (I,-H(sl,—F+MH)" M) H (s, - F)"' M
= F(s)G,(s) (5.16)

La propriétéP4 est naturellement obtenue a partir de la relation entre ledrioes d’observa-
bilité du systeme et de I'observateur d’état correspongswit

M, (H,F) = T (F,H,M) M, (H,F — MH)

avec
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I, 0, .o .0,
HM I, 0, :
HFM — HM I, 0,
HFM HM I, 0,

: HFM HM I, 0,
HF"™2M ... ... HFM HM I,

T (F,H,M) =

Et comme la matric& (F, H, M) € R"*"? est réguliére, on peut postuler que la matrice d’ob-
servabilité de I'observateur d’état est de rang plein sietlement si la matrice d’observa-bilité
du systeme est de rang plein.

Quant a la propriétéP5, elle peut étre établie d’'une maniére élégante a partir ddéaompo-
sition selon I'observabilité, soit

z,(t)\ ([ F, 0 T, (t) G,
p(fCa(t))_(Foa F5><$5(t))+(G5)U(t)
_ o (1)
o= 0)(30)
ouz, (t) € R™ etx;(t) € R" correspondent respectivement aux modes observablel i.e.

paire (H,, F,) est observable, et aux modes non observables. En effedebadteur d’état as-
socié peut se mettre sous la forme

p(iﬁg):(? 235)(i;éi%)+(§;)u<t>+(%;)w-w»

SYSDO

ou d’une maniére équivalente

()= 2y (e )+ (

y(t)

OBS

Il
—~
=
(e}
SN—"
VRS
[ N
SIS
/~ /~
NN
N~

Et compte tenu de l'invariance du polyndme caractéristigaeun changement de base, on a

P.ops (s) = det (sl,,, — F, + M,H,) det (s1,, — Fj5)

Les modes non observables du systeme sont bien invariantggeion de sortie. Et en vertu
de la propriétéP4, on peut postuler que la pairgd,, F, — M,H,) est observable puisque la
paire (H,, F,) est observable. L'observateur d’état est ainsi natureiatrdécomposé selon
I'observabilité.

COFD
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Remarque 5.3Bien que le résultat fondamental 5.2 concerne principalenhes propriétés
structurelles de I'observateur d’état par rapport a celbhs systéme sous-jacent, les propriétés
P2 etP5 peuvent étre utilisées pour la synthese. La proprigést la pierre angulaire d’'une
méthode de synthese modale. Quant a la propfi&igelle permet d’introduire naturellement
le concept de détectabilité des systemes en vertu du faileqoelyndme caractéristique est
invariant par changement de base.

5.1.2 Synthése modale

Comme les performances dynamiques d’un observateur dépeesisentiellement de la confi-
guration de ses modes et compte tenu de la propf&téon peut postuler que le polynéme
caractéristique d’'un observateur d’état peut étre touppdécomposé comme suit

Moo (5) 2 det (sIn _F+ MH) — M, (s) My(s)

avec

nme nme

Mo(s) = ] (s — o) et My(s) = [ (s — p1ay)

=1 Jj=1

ou M,(s) (resp.M;(s)) désigne le polyndme de modes issus de la synthese comrs{tEg. le
polyndme des modes non observables qui sont invariantspantion de sortie) de degré égal
au nombre des modes observabtes, (resp. des modes non observabites;). Il apparait
alors clairement que si les modes non observables ne sorgyasptotiquement stables, alors
I'observateur d’état sous-jacent n’est pas asymptotigerstable. Ceci nous améne naturel-
lement au postulat suivant

Si un systéme admet un mode non observable qui nest pagiaitgda domaine de stabilité
asymptotiquéd,, (resp. dans le domaine de stabilité et de performarizg}, alors I'observa-
teur d’état sous-jacent n’est pas asymptotiquement stedde. ne réalise pas les performances
dynamiques requises).

Ce postulat est conforté par deux résultats fondamentaaxpremier résultat montre que

la propriété d’observabilité d'un systeme garantit la pb#ge d’assigner arbitrairement les
modes de I'observateur d’état.

Résultat 5.3Soient(H, F') une paire observable d’ordre et M, (s) € R,,[s] un polynéme nor-
malisé arbitraire de degr@. Alors I'équation algébrique

det (sln —F4 MH) = My(s) 2"+ Y s (5.17)
=1
admet une solution/ € R™*? et cette solution est unique dans le cas d’'un systéme motie.sor

La preuve sera particulierement faite dans le cas des systemes ayanseule sortie en utili-
sant la propriétéP2 que I'on peut récrire comme suit

Poobs(8) — Pesys(s) = HAdj (sI,, — F) M
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Et compte tenu de la synthese modale considérée, on peunexpa relation entre les poly-
ndémes caractéristiques du systéme et de I'observateurjacaat comme suit

Meops(s) — Ay(s) = HAdj (sI,, — F) M avec A,(s) 25 +as" P+t a, s+ a,

Et en vertu et du résultat A.14 , on aura

n k—1
Adj (s, — F) = Z Ars"F quec Aj = Z a; FF—1
k=1 =0
ou d’'une maniére équivalente
m—a = HM
Yo — Qg = HFM"‘CLlHH
vi—a; = HF 7'M +aHF7?M + ... +a, 2KFG+ a; 1 KG
Yo —n = KF"'G+aHF">M +a;HF" M+ ...+ a, oHFM + a, 1KG

gue I'on peut récrire sous la forme du systeme d’équatiaréslires

To My (H,F) M = C, —C,

avec
M1 ay 1
o= | Pl || ™ !
Tn (e7% Ap_1 ... a1 1

CommeéT, est une matrice d@ oplitz qui est réguliére pour toute matrice d’étéf le calcul du
gain d’observation est possible si et seulement si la pdifeF') est observable, i.e. la matrice
d’'observabilité M, (H, F') est réguliére, soit

M = T, M (H,F)(C, — C.)

g

CQFD.

Remarque 5.4Dans le cas des systemes observables admettant plusieties sbéquation
algébrique (5.17) admet une infinité de solutions, en I'o@nce 'ensemble des matrices

M =Wy + M,W,
ouW; € R™r etW, € R'*? sontdes matrices arbitraires ét,, € R"*! est la solution unique

de I'équation algébrique

det <s[n —(F— W;H)+ M, (WhH)> = M,(s) 25"+ Y ys"
i=1
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qui n’est autre que I'équation d’'une synthése modale d’'useokateur pour les systemes ad-
mettant une seule sortie et dont les matrices d’état et diiesswnt respectivement données par
F—W;H € R™" etW,H € R L'unicité de la solution est une conséquence naturelle de
la propriété

(WyH,F —W;H) estobservable<= (H, F') est observable

gue I'on peut établir aisément.

Quant au second résultat, il montre qu’un assignement o partiel des modes d’un obser-
vateur est faisable pour les systeme détectables.

Résultat 5.4Considérons un systéme décrit par une réalisation d'étaeatable (F, G, H)
d’ordre n et soientM;(s) € Ry,[s| le polynéme des modes non observables de deget
M,(s) € Ry,[s] un polynéme normalisé arbitraire de degtg. Alors I'équation algébrique

det (s[n Py MH) = M, (s) M, ()

admet une solutiof/ € R™*? et cette solution est unique dans le cas d’un systeme motie.sor

La preuve peut étre aisément faite a titre d’exercice pour mieux apigrél’invariance des
modes non observables par injection de sortie en vertu deolarigté P5.

Remarque 5.5Les résultats 5.3 et 5.4 permettent de conforter le postlteiné ci dessus
comme suit. Un assignement arbitraire des modes d’'un oasarv avec injection de sortie
n'est pas faisable pour les systemes non observables. Ndéasmon peut réaliser un assigne-
ment admissible modulo les modes non observables du systémvel qu’ils soient situés dans
le domaine de stabilité et des performances.

5.1.3 Observateur d’ordre réduit

Le systeme dynamique (5.5) est un observateur d’état &dquidin dans la mesure ou il réalise
une estimation de toutes les variables d’état du systeméypeed observateur occulte le fait
gue la mesure de la sortie est une mesure de I'état moduloylaunde la matrice de sortie
puisque

y(t)=Hz(t) = H (z(t) + x,) pour tout z, € N (H) (5.18)

On peut donc connaitre I'état a partir des mesures disp@asilglourvu que I'on puisse déter-
miner la part de I'état contenue dans le noyau de la matricsai#ie. Et comme la dimension
maximale de I'image de la matrice de sortie gsta dimension minimale du noyau de la ma-
trice de sortie esti — p. Il est donc possible de reconstruire I'état d’un systemeagipdes
mesures disponibles en utilisant on observateur d'ordduig e.g.n — p < n, < n. En effet,
considérons la classe des systémes linéaires invariamstsi@ar les équations d’'état et de
sortie
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(20) = (1) (26 (&)
(5.19)

Et supposons que le choix du nombre de sortie a été judicieerseeffectué;ang (H) = p.

Alors il existe un changement de base

x(t) =Tz (t) avec T:<IC{)_ é(T1 T ) (5.20)

ouC € R™P)x" est une matrice arbitraire telle que la matri@esoit réguliére. On aura alors

HT, HT: I 0 _
TT—l — T—lT — 1 2 _ p px(n—p)
( CTy CTh O(n—p)xp Inp

Les équations d’état et de sortie du systéme peuvent éneatprimées dans la nouvelle base

comme suit

(20) = (R B (28)+ (&)
(5.21)

Et compte tenu de I'équation de sortie du systémeyi8. = z; (t), on peut le récrire sous la

forme
py (t) = Fiiy (t) + FiaZs (t) + Giu (t)

SYS { ) ) )
pi’g (t) = Fgly (t) + FQQi’Q (t) + Ggu (t)
ou d’une maniére équivalente
pIy (t) = Foplty (t) + us (1)
MOR ) (5.22)
Y2 (t) = FiaZs (2)
avec
(5.23)

uy (t) = Foyy (t) + Gau (t)

y2 (t) = py (t) — Fuy (t) — Giu (t) (5.24)

Etcommeusy(t)} € R" P et{y,(t)} € RP sontdes séquences que I'on peut déterminer a partir
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du comportement d’entrée-sortie du systéeme a partir deessions (5.23) et (5.24), la repré-
sentation d’état (5.22)-(5.24) peut étre utilisée commenalele d’observation qui permet de
reconstruire d’'une maniére consistante les variablesat'€t,(¢)} a partir du comportement
d’entrée-sortie du systeme pourvu que la pe(iI%Q, F22) soit observable. Or cette condition
est satisfaite si et seulement si le systéme est observaislzue

sl, — F sl, — F
rang H = rang i pour tout s € C

et
SIn—p__ Fyy _FIZ_
rang —F5 sl, — Iy | =npourtouts € C
I, 0
<~

I,_,— F
Tang(snp— 22):n—pp0urt0uts€(c

En effet, une telle reconstruction peut étre réalisée empseréel par I'observateur d’ordre ré-
duit donné par

ou M, désigne le gain d’'observation que I'on peut déterminer daigra a assigner arbitraire-
ment les modes de I'observateur pourvu que le systeme saitwa@ble. Et cette reconstruction
est bien consistante comme le montre I'équation d’erreabdérvation sous-jacente

pTy (1) = (F22 - szlz) s (t)

Cette équation conduit en effet naturellement a la progri précision suivante

% (FQQ — MQFQ) c Dsp - thm To (t) =0

—00

Par ailleurs, I'observateur d’ordre réduit (5.25) n’est paous la forme filtre usuelle de I'obser-
vateur d’ordre plein puisquéz,(t)} dépend directement deg (¢)}. On peut toutefois le récrire
sous la forme

pZA’Q (t) = (FQQ — MQFQ) 7:’2 (t) + (GQ — Mgél) u (t)
OBSR + (Fgl - MQFH + FQQMQ — MQFlQMQ) Yy (t) (526)
Ty (1) = 2 (t) + May (t)

qui permet de restaurer la forme filtre usuelle pour la gémiérade la séquencés; (¢)}.
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5.1.4 Observateurs deCuenberger

A lalumiére de la présentation effectuée aux paragraphésémtents sur I'observation des sys-
temes, on peut conclure que I'estimation des variablegttn systéme a partir des mesures
de ses variables d’entrée et de sortie est faisable pourvitismit détectable. Et compte tenu
d’'une étude générale effectuée pawmenberger en la matiere, cette estimation peut étre réali-
sée par une classe de systemes dynamiques, dits obsesvd¢glirenberger, dont la structure
générale est donnée par les équations

pz(t) = Fo2 (t) + Guu(t) + Gyy (t)
oL (5.27)
T(t) =W,2(t) + Wy (t) + Wyu (t)

ou les matrice§ F,, G,, G,) et (W,,W,,W,) sont déterminées de maniére a réaliser une
convergence asymptotique de I'erreur d’observation d'g&as I'origine, soit

POL { lim Z(t) = 0 (5.28)

t—00

indépendamment des conditions initiales et la nature dédmsence d’entrééu (t)} € R™. Ce
fait est corroboré par le résultat suivant

Résultat 5.5La synthese d’un observateur de la famille (5.27) est fdésabet seulement si le
systéme est détectable.

Preuve.La condition est bien suffisante comme l'indiquent les tassitjui ont été établis aussi
bien pour I'observateur d’ordre plein (5.5) que pour I'olvgateur d’ordre réduit (5.26). Pour
montrer que la condition est nécessaire, il suffit de morgrer si le systéme n’est pas détec-
table, alors la synthése des observatedtenberger n’est pas faisable. Pour ce faire, suppo-
sons que le systeme n’est pas détectable et désignoids pan sous-espace non détectable et
prenonsz(0) € &, 2 (0) = 0 etu(t) = 0Vt > 0, alors les équations du systéme (5.1) et de la
famille des systémes dynamiques (5.27) se réduisent comitme s

( pa(t) = Fu(t)

SOL L pi(t) = F)2 () + GyHz (1)

| (1) = W.2 (t) + W, Hz (t)

Etcommer(0) € £; C &, onauraz(t) € &Vt > 0 etdoncHz(t) = 0Vt > 0. Cette propriété
permet de conclure que les trajectoies(t) } et{z (¢)} sontidentiquement nulles. Néanmoins,
il existex(0) € &; tel que la trajectoire d’étafz(¢) } n'est pas asymptotiguement nulle et donc
la condition requise pour un observateur n’est pas satisfpar le systéme dynamique (5.27).

CQFD.

Les observateurs déuenberger (5.27) peuvent étre utilisés pour réaliser urigrggion pré-
cise d’'une combinaison linéaire des variables d'état d’'yetéme définie par (t) = Px (t),
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pour une matrice” € R"*" donnée, pourvu que les matrices, G, et G, vérifient les pro-
priétés suivantes

Pl. G, = PG et G,H =PF —F,P
OLP (5.29)
P2. V(F,) C D,

Pour ce faire, il suffit de procéder a une analyse de 'errelmbgdervation correspondante dont
I'équation peut étre obtenue a partir des simples manipoiet algébriques suivantes

pZ(t) = pz (1) — pz (1)
= Ppx(t) — <F02 (t) + Guu (t) + Gyy (t))
— PFu(t) + PGu(t) — F, <Px () — 2 (t)) ~ G Hz (t) — Guu (t)

— F: (1) + (pF _EpP- GyH> (1) + (PG - Gu> w(t)

La propriétéP1 permet de récrire I'équation de I'erreur d’observation sda forme simplifiée
et indépendante de la séquence d’entrée donnée par

pZ(t) = FL2 (1)
La trajectoire de I'erreur d’observation est alors donnéa p

Z(t) = e 2(0)
Il apparait clairement que la propriété de précision request alors réalisée indépendamment
des conditions initiales si et seulement si la propriBt&est vraie. La dynamique de I'erreur
d’observation est complétement caractérisée par le spatia matricer,.
Par ailleurs, on peut réaliser une estimation précise dekéu systeme a partir de deux com-
binaisons linéaires des sorties et de I'estimée de la coankam linéaire des variables d’état
z (t) = Px (1), soit

ESE{ () =W.2(t) + Wy (t) (5.30)
oul, € R™" etW, € R"*? sont telles que
wW.Pp+W,H =1, (5.31)

En effet, on a
Bt =W, (Px () — 2 (t)) W, Hz (t)

_ (WZP + W, H )z (t) — W.2 (t)

Et puisqueW,P + W,H = I,,, on obtient
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B(t) = (t) — W2 (1)

et donc

tgnoox(t) = 0 puisque tgnooz(t) =0

On distingue deux observateurs daenberger qui sont couramment utilisés dans la pratique
de I'observation des systemes.

e Le premier est un observateur d’ordre plein qui consiste sepber n combinaisons li-
néaires indépendantes des variables d’état du systemst dl#enu avec des matrices
W, e R™" etW, € R" telles que

W,=P "' et W,=0

e Le second est un observateur d’ordre minimal qui permet skoleern — p combinai-
sons linéaires indépendantes de la matrice de sditidl est élaboré avec une matrice

P c R P)x" telle que
an P =N
T g H =

et une paire de matricegV,, IW,)) donnée par

- ()

5.1.5 Exemple d’application

Le diagramme fonctionnel de la figure 5.4 représente unenmeteadar entrainée par un mo-
teur & courant continu. Les séquendest)} et {y(t)} désignent respectivement la tension
d’induit et la mesure de la vitesse du radar alors que la ségedv(t)} représente les per-
turbations dues a l'influence du vent sur le radar et que I'mufpmodéliser par un échelon
d’amplitude inconnue, i.e. pv(t) = 0 avec v(0) = v. Les fonctions de transfegd (s)
etG(s) sont déterminées a partir d’'une modélisation adéquate dtégye actionneur-antenne
radar-capteur correspondant en tenant compte de la natasgerturbations. On se propose de
montrer que I'on peut réaliser une estimation consistaetegerturbations a partir du compor-
tement d’entrée-sortie du systeme dans le cas ou les fosali® transfert sont respectivement
données par

o B

Gi(s) =7 o g2<s>:s+5

Cette estimation peut étre réalisée a partir d’'une représton d’état du systeme, notamment
celle que I'on peut obtenir aisément a partir des sortiessimss-systemes.

pr1(t) = —aw (t) + au(t)
pra(t) = =Pra(t) + B (21(t) + v(1))
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v(t)
u(t)—  Gi(s) i Go(s)  —y(t)

FIGURE 5.4 — Entrainement d’une antenne radar

y(t) = z5(t)

et du modele générateur des perturbations

pu(t) =0
soit
{ px(t) = Fa(t) + Gu(t) + T'v(t)
AR
y(t) = Hu(t)

avec
Il(t)
z(t) = | xo(t)
v(t)
—a 0 0 «

F=| B8 -8 B |,.G=|0]etH,=(010)

0 0 0 0

Et comme la réalisation d’étdtF’, G, H) est observable, on proposer un observateur asympto-
tique pour réaliser une estimation consistante conjoirgs dariables d’état du systeme et des
perturbations avec une dynamique arbitraire caractéripdetrois modes i1, 2, pi3) € Dgp .

Un tel observateur est donné

OBSA { @(t) = (F — MH) i(t) + Gu(t) + My(t)

avec
3
det(sfg—F+MH):H (s — i)
i=1
soit
s+« my 0
det —B s+ pLB+my —p
0 msa s

$* 4 (ma + a + B) 8 + (Bmy + ama + Bms + aff) s + afms

83 4 (pun + pig + p13) V18% + (pafia + piapts + pajis) 8 4 p fiapts
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Les composantes du gain d’observation sont alors respgaugwnt données par

a2 3
o

My = flifig + popts + pips + o (@ — i — pg — p3) +

my =jn +pz+pz—a—p

— Hipaf3
3 B

5.2 Commande avec retour d’état

La commande avec retour d’état est issue d'une interpm@tatiaturelle des variables d’'état
d’un systéme, en I'occurrence une mémoire minimale dumsgstepartir de laquelle on peut
prédire son comportement futur. Cette capacité de praafigtiermet de traiter les problemes
usuels de la commande des systemes, notamment la stadmiljgatrégulation et la poursuite

de trajectoires.

La figure 5.5 montre un systeme de commande avec retour digtal. On distingue le sys-
teme dont le comportement entrée-sortie est supposé é&fri¢ plgr les équations d’état et de
sortie (5.1) et la loi de commande avec retour d’état

CRE { u(t) = —Kux(t) + u, (t) (5.32)

ou K € R™ ™ désigne le gain de retour d’état i, (¢)} € R™ désigne une séquence de
référence pour la commande.

u,(t) u(t) y(t)
@ SYSTEME +—

K

FIGURE 5.5 — Systeme de commande avec retour d’état

Remarque 5.6La séquencédu,. (t)} € R™ peut étre générée a partir de la séquence de réfé-
rence{y* (t)} € R? que I'on désire faire poursuivre a la sortie du systéme module multi-
plication par un gain de dimension approprié, i.e.

u, (t) = Ty (¢) (5.33)

ouI' € R™*P est un gain particulierement motivé par des considératamprécision, i.e. une
erreur statique nulle.
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La description du systeme de commande est obtenue en dlinférsignal de commande entre
I'équation d’état du systeme (5.1) et celle de la loi de comae(5.32). On aura alors

px(t) = (F — GK) z (t) + Gu, (t)
SCRE y(t) = Hx (t) (5.34)

u(t)=—Kzx(t)+ u, ()

Et en appliquant la transformée déaplace aux équations d’état et de sortie du systéme de
commande avec retour d’état (5.34) ainsi que celle de la éocdmmande avec retour d’état
(5.32), tout en supposant que les conditions initiales saoifies, on peut déterminer aisément
la fonction de transfert du systeme de commande avec retéuatd

Y (s) H(sl, — F+GK)'G
SCRE = U, (s) (5.35)
Uls) (In — K (I, — F + GK) ™' G)
Le systeme de commande avec retour d'état. : w, (t) — ( 38 ) peut étre alors
décrit par
F-GK| G
gscre (5) - H Opxm (536)
—-K I,

5.2.1 Propriétés fondamentales

Le résultat suivant donne les propriétés principales delmmande avec retour d’état indépend-
amment de la méthode de synthése adoptée pour la déterommatigain de commande avec
retour d’état.

Résultat 5.6Le systéme de commande avec retour d’état décrit par lestiégsa5.34) ou
(5.35) se distingue par les six propriétés fondamentalesstes.

P1. Le systeme de commande avec retour d’état (5.34) est asyauetment stable si et seule-
ment si le gaink’ € R™*" vérifie la propriété suivante

(V(F-GK) € D) = (det (sl ~F+GK) =0 = |z]<1) (5.37)

P2. Le polynébme caractéristique du systéme de commande awer tBétat est relié au po-
lyndme caractéristiqgue du systeme sous jacent comme sulit

Peere(s) a det(sl, — F + GK)
A (s) — det(sl, — F)

RPC { =det (I,, + K (sI, - F)"'G) (5.38)
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P3. Le retour d’état statique peut étre interprété comme un @mdeensateur bicausal, soit

IREPB { Ge(s) = G(s)C(s) (5.39)
avec

1

C(s)=(In—K(sl,—-F+GK)"'G) = (I, + K (s, - F)"'G) " (5.40)

P4. Les zéros du systéme sont invariants par retour d’état : t@éund du systéme est un zéro
du systéme de commande avec retour d’état sous-jacent.

P5. La commandabilité est un invariant par retour d’état : un teyse de commande avec
retour d’état est commandable si et seulement si le systéirlaigest associé est com-
mandable.

P6. Les modes non commandables du systéme sont invariantstpar tBétat : tout mode
non commandable du systeme est un mode non commandabld&nesge commande
avec retour d’état correspondant.

Preuve.Notons d’abord que la propriét®1 découle naturellement de résultat 4.2 de stabilité
asymptotique.

La propriétéP2 est issue des manipulations algébrigues suivantes

det (sI, — F + GK) = det ((sI, — F) (I, + (sI, — F) "' GK))
= det (sI,, — F)det (I, + (s, — F)"' GK)
= det (sI, — F)det (I,, + K (sI, — F)"' G)

La derniere opération est effectuée a la lumiére du résut8t On retrouve ainsi la relation
(5.37) de passage du polynédme caractéristique du systempel@udme caractéristique du sys-
teme de commande sous-jacent.

La propriétéP3 est le fruit d’'un ensemble de manipulations algébriqueslauonction de
transfert du systéme de commande, §git) = H (s, — F + GK)~' G. En effet, on a

sl,—F+GK)™'G
((s]n — F) (I, + (sI, — F) ! GK)_I) G

Ge(s) =

—~

(I + (sI, — F) ' GK) ™' (sI, - F) "' G
(sIy — F) ' G (I + K (sI, — F) ' G) ™
(sI, = F) ' G (I, - K (sI, - F + GK) ™' G)

Les deux dernieres opérations ont été respectivementwagdfex en vertu des résultats A.5 et
A.6. On retrouve bien la propriété83 compte tenu des expressions de la fonction de transfert
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du systeme de commande avec retour d'état.(s) et du compensateut(s).

La propriété’P4 peut aisément établie en remarquant que la matrice systensysteme de
commande avec retour d’état peut étre décomposée comme suit

sl, -F+GK -G \ (s,—-F -G I,  Onxm
(e ) = (e T ) (B ) e
H ITL 0n><m H
Et comme la matric % est de rang plein, on aura

sl, — F+GK —G) (s[n—F e
= Rang

Rang ( I Oy I Oy ) VselC (5.42)

Et compte tenu du résultat 3.28, on peut postuler que lesszfircsystéme sont des zéros du
systéme de commande avec retour d’état pourvu que les catfans des zéros du systeme
et des podles du systeme de commande avec retour d’état sis@intes; i.e.CZ (G(s)) N
CZ (gscre<5>> = (Z)

La propriétéP5 est naturellement obtenue a partir de la relation entre legrines de com-
mandabilité du systeme et du systeme de commande avecd&itaircorrespondant, soit

M. (F,G) = M, (F — GK,G) T (F,G, K)

avec
I, KG KFG ... ... KF"@

0 I, KG KFG
0 I, KG KFG
0 . .

T (F,G,K) =

; . 0 I, KG
0 o .. 0 0 I,

En effet, la matrice de commandabilté du systéme de comnaaedeaetour d’état est de rang
plein si et seulement si la matrice de commandabilté du syestest de rang plein puisque
T (F, G, K) est une matrice carrée inversible.

Pour la propriétéP6, elle peut étre établie d’'une maniére élégante a partir deld@ompo-
sition selon la commandabilité, en vertu du résultat 3.&, so

(20) - (5 B (20)+ (G )wo
o= (5 )

ouz.(t) € R™ etx,(t) € R" correspondent respectivement a la partie commandable et la
partie non commandable. En effet, le systeme de commandestawer d’'état associé est décrit
par
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( igg ) _ < FC—OGCKC Fpe —FSCKE ) < igg ) N ( Cé )u 0

Et compte tenu de l'invariance du polyndme caractéristiggechangement de base, on a

Pscre (S> = det (SInc - Fc + GCKC) det (Slng - FE)

Les modes non commandables du systéme sont bien invaraanmetqur d’état. Et en vertu de
la propriétéP5, on peut postuler que la pairg-, — G.K,., G.) est commandable puisque la
paire (F., G.) est commandable. Le systeme de commande avec retour dess naturel-
lement décomposé selon la commandabilité.

CQFD

Les remarques suivantes permettent de mieux appréciemieepd de commande avec retour
d’état a partir d’une lecture ingénieur de ses propriétésdamentales.

Remarque 5.7Si le systéme peut exhiber une dynamique relativement é¢fate des modes
oscillatoires, le comportement d’un systeme de commanitétde relativement rapide et bien
amorti. On est ainsi amené a définir un domaine de stabilitiegierformances en fonction des
performances dynamiques requises, notamment des modesdtsnelativement rapides par
rapport aux modes du systéeme avec un amortissement raisienna.D,, C D,,.

Remarque 5.8Les propriétésP2 et P3 permettent de montrer que les zéros du systéme sont
des zéros du systéme de commande avec retour d’état pouilsirgufigurent pas dans sa
configuration modale, i.€£Z (G(s)) N CM (Gsere(s)) = 0. On retrouve naturellement la pro-
priété’P4 que I'on peut conforter dans le cas des systemes ayant aditaritées que de sorties

en vertu de la propriét@2. En effet, on aura

Bo(s) Ads(s) _ Ba(s)
A0'<8) PCSC?"G(S) PCSC?"G(S)

Remarque 5.9Bien que le résultat fondamental 5.6 est principalemensaoré aux propriétés
structurelles du systeme de commande avec retour d’étatgpguort a celles du systeme, les
propriétésP2 et P6 peuvent étre néanmoins utilisées pour la synthése. La igt&P2 est la
pierre angulaire de la méthode de synthese modale qui a éseptée au paragraphe précé-
dent. Quant a la propriét@6, elle permet d’introduire naturellement le concept de gisdtion
des systemes en vertu du fait que le polyndme caractémsgiguinvariant par changement de
base. Ce fait permet de conclure que les modes non-commiasdiibn systeme ne peuvent
étre modifiés avec une commande avec retour d’état et dodtemtdonc asymptotiquement
stables. C’est le pourquoi du concept de stabilisabilité.

det (gscre(s)) = det (g(S)) det (C(S)) =

Remarque 5.10linterprétation d’'un systéme de commande avec retouati@mme une cas-

cade composée du systeme et d’un précompensateur bicatisal ®sultat remarquable de la
théorie des systemes. Un effort de recherche considéraété aonsacré a la réciproque de
ce résultat, notamment la caractérisation des précompenss.bicausaux qui sont réalisables
par un retour d'état statique ([43], [44]).
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5.2.2 Synthése modale

Comme les performances dynamiques d’un systeme dépesdentiellement de la configura-
tion de ses modes et compte tenu de la propfi&téon peut postuler que le polynéme caracté-
ristigue d’'un systéme de commande avec retour d’état peutadtjours décomposé comme suit

Mawr(s) 2 det (sln —F+ GK) = M,(s)M(s)

avec

nme nme

M(s) = T s = o) et Mas) = [] (s = puep)

=1 j=1

ou M.(s) (resp.M(s)) désigne le polynbme de modes issus de la synthese comrs{tEsg. le
polyndme des modes non commandables qui sont invariantstoar d’état) de degré égal au
nombre des modes commandabilgéesp. des modes non commandablgs|l apparait alors
clairement que si les modes non commandables ne sont paptasigmement stables, alors le
systeme de commande avec retour d’état sous-jacent n’'ssigyanptotiquement stable. Ceci
nous amene naturellement au postulat suivant

Si un systeme admet un mode non commandable qui n’est paslaits la domaine de sta-
bilité asymptotiqueD,, (resp. dans le domaine de stabilité et de performarieg3, alors le
systeme de commande avec retour d’état sous-jacent n’'sgigyanptotiquement stable (resp.
ne réalise pas les performances dynamiques requises).

Ce postulat est conforté par deux résultats fondamentagppremier résultat montre que la
propriété de commandabilité d’'un systeme garantit la gubkt? d’assigner arbitrairement les
modes d’un systéme de commande avec retour d’'état.

Résultat 5.7 Soient(F, G)) une paire commandable d’ordre et M (s) € R,[s] un polyndme
normalisé arbitraire de degré. Alors I'équation algébrique

det (an — F+ GK) = M.(s) pour tout s € C (5.43)

admet une solutiorl’ € R™*" et cette solution est unique dans le cas d’un systéme mono
entrée.

La preuve peut étre effectuée en exploitant le résultat 5.3 sous l&diétion de la dualité
entre I'observabilité et la commandabilité mais on adoptane autre approche pour mieux
apprécier la synthése modale. Et comme pour le résultati® Breuve sera particulierement
faite dans le cas des systémes monovariables pour des éoatsiths purement pédagogiques.
Comme le polyndme caractéristique est un invariant par geament de base, la synthese mo-
dale peut étre effectuée dans une base ou la déterminatigaididu retour d’état est la plus
simple possible compte tenu des résultats disponiblesymuoent le résultat 3.7 qui stipule
que si un systéme est commandable, alors il existe un chamyela base: (t) = Tz, (t) qui
permet d’exprimer la réalisation d’état du systéme sous fonee canonique commandable
caractérisée par une pairgf,., G.) donnée par
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—a; —as —a, 1

0

FC = In_l et GC == .
0 0

Le systeme de commande avec retour d’état associé estpigddtreprésentation d’état (5.34)
avec

—mi; —a; My — a2 —Mp — an ko
0 ka
Fc - GcKc — et Kc = .
In—l
0 kcn

L’équation algébrique (5.17) peut se récrire comme suit

det(s[ F+GK>—5 +Z koi + a;) s = s" +Zal —

=1

Il apparait alors clairement que I'on peut assigner arbiteament les modes de I'observateur
d’état avec un gain d’observation donné par

ke = o — a; pour tout i € [1,n]

Et ainsi, on peut concevoir un systtme de commande avea @ttat d'un systéme com-
mandable avec une dynamique arbitraire, i.e. caractérisgeM.(s) = 254 ZO‘Z e
utilisant une commande avec retour d’état de gain= K.T.
COFD.
Remarque 5.11Dans le cas des systemes commandables admettant plusitndsse I'équa-
tion algébrique (5.43) admet une infinité de solutions, endurrence I'ensemble des matrices
K=W;+W,K,

ou W, € R™" etW, € R™*! sont des matrices arbitraires ét,, € R*™ est la solution
unique de I'’équation algébrique

det <s]n L (F—GW)) + (GW9)> Ko = M.(s)

gui n'est autre que I'équation de synthése modale d’un Bystle commande avec retour d’état
pour les systémes admettant une seule entrée et dont lesesaliétat et de sortie sont res-
pectivement données par— GW; € R™*" et GW, € R™*!. L'unicité de la solution est une
conséqguence naturelle de la propriété

(F — GW;,GW,) estcommandable<= (H, F') est commandable

gue I'on peut établir aisément.
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Quant au second résultat, il montre que la propriété de $itdiiilité est impérative pour la
stabilisation d’un systeme.

Résultat 5.8Si(F, G) est stabilisable, alors on peut toujours déterminer un gitommande
avec retour d’état qui permet de stabiliser le systeme dentande avec retour d’état sous-
jacent, i.e.

dK e R™" [V (F — GK) C Dy,

La preuve peut étre aisément faite en s’inspirant de la preuve de lppéeP6. Elle peut étre
faite a titre d’exercice pour mieux apprécier I'invariandes modes non commandables.

L'assignement arbitraire des modes d’un systéme de conenavet retour d’état n’est pas
faisable pour les systémes non commandables. Néanmoimgubméaliser un assignement
admissible par rapport a la propriétP6 comme le montre le résultat fondamental suivant

Résultat 5.9Considérons un systéme décrit par une réalisation d'étatz, H) d’ordre n et
soientM.(s) € R,[s] un polyndme normalisé arbitraire de degtg et M:(s) € Ry,[s] est le
polyndme des modes non commandables de degiors I'équation algébrique

det (s[n —F+ GK) — M, (s) M, (5)

admet une solutio’ € R™*" et cette solution est unique dans le cas d’un systéme mono
entrée.

5.2.3 Exemple d’application

On se propose de résoudre le probleme de commande pour lesnggsdynamiques dont le
comportement d’entrée-sortie peut étre décrit par I'éguadifférentielle

DINT { p*y(t) = u(t)

Un tel probléme est au coeur des asservissements d’attitueesatellite et des problemes de
commande de robots. Le systeme est un double intégratetiiadsnrtie et sa dérivée, que I'on
peut interpréter comme la position et la vitesse du systpee/ent étre considérées comme des
variables d’état. En effet, on peut vérifier que le systems @ee décrit par la représentation
suivante

px(t) = Fa(t) + Gu(t)

DI
y(t) = Hz (1)

wo= (20 )= ()

avec
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Supposons que toutes les variables d’'état sont accessiltdamesure pour pouvoir réaliser la
commande avec retour d’état

CRE { u(t)=—Kz(t)+~yy*(t)

alors on peut concevoir un systeme de commande avec retétat dui peut étre décrit par la
réalisation d’état(F' — GK,~G, H) ou la fonction de transfert

B,(s)

_ _ -1 —
Gsere($) =7 H (sl — F+GK) G=x Pore(s)

avec
P.ore(s) = det (sl — F + GK)

Comme la paird F', G) est commandable, il est possible de déterminer le gain deretétat
K = ( ki ks ) qui permet d'affecter au systeme de commande avec retotat dige dyna-
mique d’'un systeme de second ordre d’amortissem)egit de pulsation propre.. Il suffit de
résoudre, en le gain du retour d’état, I'équation caracsfique

det (sl — F + GK) = 8% + 2 w.s + w?

Et comme
S —1

det(sIZ—F+GK):det< ki stk

) = 82 + ]{328 + ]{?1
les composantes du gain du retour d’état qui permettent déser les performances dyna-
miques considérées sont alors données par

]{31 = wcz et ]{72 = QCch
Quant au gainy, il est particulierement introoduit pour conférer un gaitaique unitaire a la
fonction de transfert du systéme de commande avec retotat d@it

B,(0) Peere(1)

gscre<0):7m:1 — WIT(U:WC

5.3 Commande avec retour de sortie

La commande avec retour de sortie est généralement réaigaetir d'une commande avec

retour d’état incorporant un observateur comme l'indigasfigure 5.6. Elle constitue la plus

importante application de la commande avec retour d'étaleet’observation des systémes.
La pierre angulaire de la commande avec retour d’état witisun observateur est le principe
d’équivalence certitude : 'observateur est considéré gamun capteur des variables d’état du
systeme dont la mesure est beaucoup plus une exceptioreqégie dans la pratique.

Dans ce qui suit, on donne une description des systéemes deamae avec retour d’état incor-
porant un observateur et une interprétation polynémialdad®i de commande sous-jacente.
La description du systeme de commande permet d’étudieabditet et ses performances. Ceci
nous amene au théoreme de séparation et aux propriétésutelies du systeme de commande
avec retour d’état incorporant un observateur. Quant ateirprétation polynomiale de la loi
de commande avec retour d’état incorporant un observatdigrpermet de mettre en évidence
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u, (t)

®

SYSTEME

OBSERVATEUR

K

FIGURE 5.6 — Systeme de commande avec retour d’état incorporartissmeateur

la relation entre I'approche d’état et I'approche polynaté. Ceci nous amene a la caractéri-
sation de la classe des régulateurs stabilisants.

5.3.1 Description du systeme de commande

La structure usuelle d’'une loi de commande avec retour tli@@orporant un observateur est
donnée par

pi(t) = (F—MH)Z (t)+ Gu(t) + My (t)
CBO (5.44)
u(t)=—Kz(t) + u, ()

ou K et M sont respectivement les gain de retour d’état et d’obsé@wadu systéme de com-
mande qui sont déterminés en fonction des performancesesjen I'occurrence

V(F —-GK)CDg, et V(F—MH) C Dy,

On notera que I'on peut spécifier arbitrairement les dyname®du systeme de commande avec
retour d'état et de I'observateur pourvu que le systemeamitmandable et observable.

Le systeme de commande avec retour d’état basé sur un obma@rpaut étre obtenu en élimi-
nant directement la commande entre I'’équation du systeinet celle de la loi de commande
avec retour d’état incorporant un observateur (5.44) consumi¢

p(i((?) ) :(J\fH F—C;[C(HEMH)<§E8)+(E)UT@)
SCREO (5.45)
o= 0)(9)

Remarque 5.12Cette réalisation d’état du systeme de commande n’est paoppee pour
étudier la stabilité et les performances du systeme de comdendn effet, on ne peut pas cal-
culer aisément son polyndme caractéristigue comme le s manipulations algébriques
suivantes utilisant principalement le résultat A.2.
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= det (sI,, — F)det ((sI, — F + MH) (sI, — F)"' (sI, — F + GK))

= det (sI, — F)det (sI, — F + MH) det ((sI,, — F)_l) det (sI, — F' + GK)
= det (sI, — F + MH)det (sI, — F + GK)

= Prere(8) Peobs(8)

Peereo(s) = det ( SinM}f sl,—F f gK +MH )
= det (sI, — F)det (s, — F + GK + MH + MH (sI, - )" GK)
= det (sI, — F)det (sI, — F + GK + MH (I, + (sI, — F) "' GK))
= det (sI, — F)det (s, — F + GK + MH (sI, — F)"' (sI, — F + GK))
= det (
(
(

) det (
) det (
sI, — F)det ((I, + MH (sI, — F)™") (sI, — F + GK))
) det (
)

Et il en serait de méme pour la simplification de la dynamigegdursuite nominale donnée
par

Yis) = (H 0)(82\4_; s[n—ngK+MH)_l<g)UT<S>

Le résultat fondamental suivant constitue la Iégitimitd@eommande avec retour d’état in-
corporant un observateur : le théoreme de séparation etdeugrement de la dynamique de
poursuite du systeme de commande avec retour d’état soastja

Résultat 5.10Considérons le systeme de commande avec retour d’étatuilun observateur
composeé du systeme (5.1) en rétroaction avec le régulafed), alors on a deux propriétés
remarquables.

P1. Le polyndme caractéristique est égal au produit des polsoaractéristique du sys-
teme de commande avec retour d’état et de I'observateurjsaests, i.e.

Poireo(s) = det (s, — F + GK) det (sI,, — F + M H) = Proe(S) Peops($)

P2. La dynamique de poursuite est la méme que celle du systénwroeande avec retour
d’'état sous-jacent, i.e.

Y(S) = gSCT60<S> Ur(s) avec gscreo(s) = gscre(s) =H (SIn —F+ GK)_I G

Preuve.Notons d’abord que la systéme de commande peut étre déctinpaéalisation d’état
associée au vecteur d’état du systeme augmenté de I'erfebsetvation. Cette réalisation
peut étre obtenue en remarquant que I'équation d’état dtegys peut se récrire comme suit

px(t) = Fx (t) + Gu(t)
= Fa () + G (—Kz (t) +u, (1))
= Fa(t) - GK (z () — 2 (t)) + Gu, (1)
— (F— GK)z (t) + GK# (t) + Gu, (1)

(t
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Et en tenant compte de I'équation de I'erreur d’observatisoit
pr(t) = (F—MH)z(t)

on obtient la représentation d’état suivante du systemeodawande avec retour d’état incor-
porant un observateur

(20 - (7 %) (260) = (8) v
SCREO (5.46)

y(t)=(H 0)(;8)

Le polynébme caractéristique du systeme de commande peuléts aisément déterminé en
fonction des polyndmes caractéristiques du systeme de andenavec retour d’état et de I'ob-
servateur sous-jacents conformément a la premiére pragprien effet, on a

Poireo(s) =det (sl, — F+ GK)det (sl, — F + MH) = Pe.ere(S) Peops(s) (5.47)

Par ailleurs, les équations (5.46) est une forme canonigaaéa d’'une décomposition selon la
commandabilité du systéeme de commande avec retour d’&étdoe un observateur. Les modes
commandables sont ceux du systeme de commande avec rétatisdus-jacent (qui est com-
mandable puisque le systéme est commandable), alors queoliss non commandables sont
ceux de I'observateur sous-jacent. La fonction de trangfarsystéme de commande avec re-
tour d’état incorporant un observateur est donc réduite Becde sa partie commandable qui
n’est autre que le systeme de commande avec retour d’étatjgoent. C'est I'essence de la
seconde propriété.
COFD.

La remarque suivante permet de mieux appréhender les g@@srremarquables et de mon-
trer qu’elles sont satisfaites pour tous les observateersdemberger.

Remarque 5.13La premiere propriété n’est autre que le principe de séparagui stipule
gu’un systeme de commande avec retour d’état basé sur unvabsgr est asymptotiquement
stable si et seulement le systéme de commande avec rettatrat'€observateur sous-jacents
sont respectivement asymptotiquement stables, soit

<V(F—GK) c Dsa> et (V(F—MH) c Dsa)
La seconde propriété montre que I'observateur peut étresalonsidéré comme un capteur lo-
giciel puisqu’on peut recouvrir la dynamique de poursuitesgisteme de commande avec retour

d’état sous-jacent.

Par ailleurs, ces propriétés sont vérifiees dans le cas gdriune commande avec retour
d’état utilisant un observateur déuemberger donnée par les équations

u(t) = —Ki(t) + u, (t)
CREOL { pz(t) = F,z2(t) + Guu (t) + Gy (1) (5.48)

B (1) = W2 (1) + W,y (1)
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avec
PG =G,, PF—F,P=G,H et W.P+W,H =1,

Cette assertion se déduit directement de la représentdtisysteme de commande correspon-

dant que I'on peut obtenir en éliminant la commande entrguation du systeme (5.1) et celle
de la loi de commande (5.48), soit

P < : ((?) ) - < Gyif_—ifé%ﬁ,ﬂ F, _—ilg;mlézwz ) < :8 ) * ( PGG ) ur (1)
v0=(# 0,0) (1))
Et si I'on effectue le changement de base
(56)=( %) (56))

on obtient une nouvelle réalisation d’état en effectuastigérations algébriques requises pour
le passage d’'une réalisation d’état a une autre, en I'ocenre

I, 0, F— GKW,H ~GKW. I, O,
p -1, )\ G,H—PGKW,H F,—PGKW, )\ P —I,,

F—-GK GKW,
Onrxn Fo

I, 0, G\ ( ¢
P -1, PG )\ On.xm
In Onxnr
( H OPan ) ( P _[m‘ ) = ( H Opxnr )

Il apparait clairement que le changement de base considga¥mis de décomposer le systéeme
de commande avec retour d’état utilisant un observateuf demberger selon la commanda-
bilité ou la stabilisabilité

()= (a2 1) (50) + (0 )

y(t)=(H Opxn, ) ( “28 )

ISR

SCREOL

Cette décomposition permet de retrouver aisément le théo e séparation et le recouvrement
de la dynamique de poursuite du systeme de commande avecd#itat. En effet, on a
Poereor(s) = det (sI, — F + GK) det (sI, — F,) = P.ere(S)Poops(s)

et
Y(s) = H (s, — F + GK)™" G U,(s)
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Remarque 5.14Dans le cas des systemes multivariables, on peut exploidécigusement la
pluralité des solutions d'une synthése modale en assigoampintement les modes du sys-
teme de commande avec retour d’état (resp. de I'observattume partie des composantes
des vecteurs propres sous-jacents. On réalise ainsi uig@assient de la structure du systéme
de commande avec retour d’état (resp. de I'observateur} @ofaisabilité est vigoureusement
étudiée dans [60]. Le concept de I'assignement de la straduété particulierement adopté
a 'ONERA comme en témoignent les activités de rechercherguété consacrées et corro-
borées par une approche de synthese modale robuste pouotage automatique des avions.
L'essence d’'un assignement de structure est présentée dianiere claire, concise et précise
avec une étude de faisabilité dans les annales des teclmdjungénieurs ([31] et [32]). Un
ouvrage a été essentiellement dédiée a I'approche de sathedale robuste en accordant une
attention particuliere aux outils requis pour son applicet au pilotage des avions ([63]). Ces
outils ont été principalement développés a partir d'undgdez ingénieur des résultats dispo-
nibles sur la commande robuste ([77], [88]) et du savoir é&adéveloppé au sein de TONERA
en la matiére.

5.3.2 Interprétation polynomiale

Le résultat fondamental suivant donne une interprétatiotypomiale adéquate de la com-
mande avec retour d’état incorporant un observateur. Leutggpur sous-jacent admet une
structure usuelle qui est a la base de la théorie de la commaled systemes.

Résultat 5.11Considérons la classe des systeme de commande avec redtatrlzisée sur un
observateur décrit par les équations d’état et de sortid&p.alors la loi de commande peut se
mettre la forme polynomiale désormais usuelle donnée par

CREOFP { Ra(s) U(s) + Ry(s) Y(s) = U, (s) (5.49)

avec
Ra(s)=1In+ K (sl,—F+MH)'G (5.50)
Ro(s) =K (sI, — F+MH)""M (5.51)

ou d’une maniére équivalente

CREOFP { U(s) = =R, (s)Y (2) + R, (s) Uy (s) (5.52)

avec
R, (s) = ( F_G[[{(_ MH } j‘g) (5.53)
R, (s) = ( F- G[[({_ AMH } ;f ) (5.54)
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Preuve. Si I'on applique la transformée déaplace a la loi de commande avec retour d’état
basé sur un observateur (5.48), en supposant que les conglitiitiales sont nulles, on aura

U(s) = —KX(s) + U,(s) (5.55)

Et compte tenu des expressions (5.7)-(5.8) de la fonctiamnassfert de I'observateur, on re-

trouve la forme polynomiale (5.52)-(5.50). Autrement, entpexprimer I'estimée de I'état en
tenant compte de I'équation de loi de commande avec ret@iatdbasée sur un observateur
(5.44) comm suit

A

sX@y:ng+c(—KX@H4M@)—MHX@y+MY@
soit

A

X(s)=(sl, — F+GK + MH)™" (MY (s) + GU,(s))

Et en substituant cette expression dans la loi de de commareteretour d’état basée sur un
observateur (5.55), on obtient la loi de commande (5.52¢ ave

R, (s)=K (s, — F+GK +MH)"" M
et
R,(s)=1,—K(sl, - F+GK+MH)"'G

Ainsi, on retrouve les expressions (5.53) et (5.54) degifmmede transfert du régulate®.. (s)
etR, (s).
COFD

La premiére partie du probleme 5.4 est consacrée a I'intétaion polynomiale d’une loi de
commande avec retour d’état basée sur un observateur daas ldes systémes monovariables,
on suggeére de la faire pour mieux apprécier une telle intétgtion.

Remarque 5.15Les fonctions de transfert en boucle ouverte a I'entrée atsttie du systeme
de commande avec retour d’état incorporant un observatent espectivement données par

Goe(s) = R(8)G(s) et Gus(s) = G(s)R(s)

avec
G(s) = H(sl,—F)'G

et
R(s) = K (sl, - F+GK+ MH)"" M

Elles permettent d’étudier les performances et la robisggsotamment les marges de stabilité
du systeme de commande en entré et en sortie a partir desdiesicte sensibilité associées.

Il faut remarquer que les propriétés de robustesse du systBncommande avec retour d’état
et de I'observateur ne sont généralement pas préservéemgammande avec retour d’état

utilisant un observateur. Cet aspect des choses sera pééiement étudié dans le cadre du

concept de Restauration du Transfert de la Boucle au chepitr
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5.3.3 Paramétrisation des régulateurs stabilisants

Le résultat fondamental suivant permet de caractérisetdase des régulateurs stabilisants a
partir d’'une loi de commande avec retour d’état incorporamt observateur. On considérera
pour ce faire un contexte de régulation, i{e.. ()} est une séquence identiquement nulle, pour
se focaliser sur le probleme de stabilisation.

Résultat 5.12Considérons la loi de commande avec retour d’état basée swhservateur
(5.44) avec une séquenge, (¢)} identiquement nulle, la classe des régulateurs stabitsan
sous-jacente est élaborée en y incorporant un filtrage degssus d’'innovation de I'observa-
teur comme suit

CREOFI { U(s)=—KX(s)—Q(s)Y(s) (5.56)
ou Q(s) € R™P (s) est une fonction de transfert strictement propre et asytigptement

stable, communément appelé le parametré)dela-ucera, que I'on peut exprimer a par-
tir de 'une de ses réalisations d’état minimales comme suit

Q(s) = <%Z’Ofiip) avec V (Fy) € Dy, (5.57)

Preuve. En vertu du résultat 5.11, le régulateur issu de la commanake aetour d’état basé
sur un observateur est décrit par

(F-GK—-MH| M
R (s) = < i - ) (5.58)
avec
V(F—GK)€D,, et V(F—MH)eD,, (5.59)

Par ailleurs, si I'on désigne pat; (t) € R?'état associé a la la réalisation d'étdt, G, Hy),
la loi de commande avec retour d’état incorporant un obseuaet un filtrage de son proces-
sus d’'innovation peut étre développée comme suit

( pi(t) = (F — MH) i (t) + My (£) + Gu (t)

CRS pxs((t) = Fsxs (1) + Ggus (1) (5.60)

ys (t) = Hyw, (t)

\ u(t) = —Ki(t) —ys (t)
ou d’'une maniére équivalente
PLrs (t> = (Frs - GrsKrs - Mrers> g (t> + Mrsy (t>

CRS (5.61)
u(t) = —Kys2ps (1)
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avec
aw@=<i%) (5.62)
F Om><q - G _
fre = ( Open Fi ) e = ( Ogscrm ) M= CH O ) (569
Kn=(K H, ) et MTS:(?;/[> (5.64)

Par ailleurs, on montre aisément que le systeme de commasulee la classe des régulateurs
stabilisants (5.61)-(5.64) peut étre décrit par une réatiisn d’état associée au vecteur d’état
du systéme augmenté du vecteur d’état du filtre de la séquEincevation de I'observateur et
de l'erreur d’observation, soit

( x (t) F-GK —H, GK x (t)
pl zs(t) | = Ogxn I G.H xs (1)
SCREO (1) Onxn Opxg F'—MH z(t)

z (t)
= ( H 0pxq Opxn ) xs (t)
y z (1)

Le systéeme de commande issu des régulateurs stabilisant®mes bien asymptotiquement
stable puisque son polyndme caractéristique est donné par

Proreo(s) = det (sI, — F + GK) det (sI, — F,) det (sI, — F + MH)

- Pccre(s) PCfil(S) PCObs(S)

La classe des régulateurs stabilisants est alors donnée par

. Frs - GrsKrs - Mrers ‘ Mrs
R (o) = ( Ky ) (5.65)
avec
V(Frs — GrsKys) € Dy et V (Frs — MysH,s) € Dgq (5.66)
COFD

La seconde partie du probléme 5.4 concerne I'élaboratiamd’classe de régulateurs stabili-
sants a partir d’'une loi de commande avec retour d’état baséeun observateur dans le cas
des systémes monovariables, on suggére de le faire pouk mpguwécier la nature du concept
de stabilisation.
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5.3.4 Exemple d’application

On se propose d’étudier le probléme d’asservissement dégod’'un avion dans le contexte
spécifiqgue d’'un mouvement en roulis dont le schéma fonatlgaut étre représenté comme le
montre la figure 5.7. La cascadéCT — AVION — GYR et REG désignent respecti-
vement le systéme et le régulateur. Les séquefi¢es et {0(t)} désignent respectivement le
couple effectivement appliqué aux ailerons et I'angle ddispalors que les séquencés(t) }
et{y(t)} représentent le couple a appliquer aux ailerons et la medaéangle de roulisACT
(GYR) est un systeme hydraulique asservi relativement perfotifn@sp. est un gyroscope re-
lativement précis) pour étre considéré comme un amplificate gain unitaire. Le mouvement
de roulis d’'un avion peut étre raisonnablement par I'éqaatdifférentielle

AMR { (p* + 2¢wp + w?) O(t) = wc(t)

y*(t)
_ 7N U c 0
REG ) ACT 2 AVION )
y(t)
GYR

La synthése d’'un teFessre/EIemssqreidsetmeafidetpéditaierertmilde commande avec
retour d’état incorporant un observateur a partir d’'une tisation d’état du systeme. Pour ce
faire, il suffit de remarquer que la sortie du systeme et savdérmodulo une normalisation

spécifique, soit ”
(N _ [ M
=) = ( (1) ) - ( %py(t) )

constituent des variables d’état du systeme. En effet, dera b

pr1(t) = py(t) = waa(t)
pra(t) = %pzy(t) = —2Cpy(t) — wy(t) + wu(t) = —wz(t) — 2qwas(t) + wu(t)
zn)\ (0 w x1(t) 0
p(xg(t))_<—w —2(w)<x2(t))+<w)u(t)
Quant a la sortie, elle peut bien se récrire sous la forme
n=(1 0)( =W
y(t) ( ) 5 (t)

On retrouve ainsi une réalisation d’état minimale du syst@unnée par

F:(_Ow _gc),G:Ci) et H=(1 0)

soit
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Et on vérifie gu’elle correspond bien a la fonction de tranisfiel systéme puisque

_ HAdj (sl,— F)G w?
— H(sl,— F)Y'G = -
G(s) (1> )¢ det (sly — F) s2 4+ 2w(s + w?

Comme la réalisation d’état du systéme est minimale, etle@amandable et observable. On
peut donc concevoir un systeme de commande avec retout miéteiporant un observateur
permettant de réaliser des performances dynamiques aitg modulo I'invariance des zéros
du systeme par retour d’état, soit

T(t)=(F—-MH)Z(t)+Gu(t)+ M, (t)
CREO
u(t) = —Ki(t) +yy" (1)

Compte tenu de la propriéfél du résultat 5.10, le polyndme caractéristique du systerseras
ainsi concu est donné par le produit des polyndmes carastigues du systeme de commande
avec retour d’état et de I'observateur sous-jacent, soit

>

Prireo(8) = Prpre(8)Peops(s) = det (sls — F + GK) det (sly — F + M H)

et sa fonction de transfert est réduite a celle du systémeuhemande avec retour d’état qui lui
est associe, soit

G () — 1A (slh— F+GK)G  HAdj(sh—F)G _ By(s)

det (sl — F+ GK) | det(sly— F +GK) | | Pope(s)

La détermination des gains de commande avec retour d’étdbobservation sont effectuées
conformément aux performances requises, en l'occurreneaynamique de poursuite de gain
statique unitaire caractérisée par un mode dominant d’a@imseement unitaire et de fréquence
proprew. Pour ce faire, on peut déterminer le gain de commande aveare’état de maniéere

a conférer au systéeme de commande avec retour d’état unenigna d’'un systéme de second
ordre d’amortissement unitaire et de pulsation proprdont les zéros sont ceux du systeme. Le
gain K = ( kv ko ) € R'*2 est la solution de I'équation caractéristique

Prere(s) 2 det (sl — F + GK) = 8% + 2ws + w”

Et comme

S —w I ) 2

det < w+wky s+ 20w+ wko ) = 5"+ (2w + wksy) s + (w +w k1)

les composantes du gain de commande sont alors respectivdorenées par
ki=0 et ke =2(1—-)

Le gainy permet de conférer un gain statique unitaire a la fonctiortrdasfert du systeme de
commande avec retour d’état, soit

gscre(l) =7
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~\ 7

Quant au gain d’'observation, on peut le déterminer de maréénéaliser une dynamique d’ob-
servation relativement rapide par rapport a la dynamiquepdeirsuite de I'asservissement,
notamment un mode d’amortissement unitaire et de fréquenopeenw avec n > 2. Le gain

d’observation)/ = ( m

. ) € R**! est la solution de I'équation caractéristique
2

Peobs(s) 2 det (sl — F + MH) = s* + 2nws + n*w?

Et comme

s+ my —w 9 9
det<m2+w s+2§w)_s + (2¢w +my) s + 2¢wmy + wmsy + w

les composantes du gain de commande sont alors respectivdorenées par

m;=2n—_w et my= (772—4C17+4C2—1)w

On notera que la différence essentielle entre la dynamigusydtéme est de commande de celle
du systéme concerne I'amortissement qui est pasgé<dé a 1. La dynamique du systeme de
commande avec retour d’état (resp. de I'observateur) ediylsamique dominante du systéme
de commande (resp. est une dynamique auxiliaire qui periatingr la robustesse en stabilité
par rapport aux erreurs de modélisation inéluctable).

5.3.5 Digression

Permettez-moi une petite digression en guise d’'une ampmieée a mes collégues de la spé-
cialité électronique et physique appliqguée de 'TENSICARINat la culture de la rétroaction.
La figure 5.8 montre le diagramme fonctionnel d’une boucleeteouillage de phase{VP)
ouy*(t) ety(t) représentent respectivement le signal d’entrée et le sidgaortie respective-
ment donnés pag*(t) = r* sin(p*(t)) et y(t) = r sin(p(t)). VCO désigne un oscillateur
qui délivre un signal dont la fréequence est proportionnalla tension qui lui est appliquée,
soitw(t) = v u(t) avec v > 0. Cet oscillateur est communément connu sous l'appella-
tion anglophone "Voltage Controlled Oscillator" qui juisti I'acronymeVCO. COP désigne
un comparateur de phase qui délivre un signal proportiorsniédcart entre la phase du signal
d’entrée et celle du signal de sortie. REG désigne un régulateur qui permet de conférer a la
BVP une précision maximale avec une dynamique donnée et ungtesise (resp. insensibilité)
admissible par rapport aux erreurs de modélisation (resjx bruits de mesure) inéluctables.

On se propose d’étudier d’'une maniére progressive la swatdéune3)P pour un signal d’en-
trée de pulsation constante, i’ (t) = w* V¢t > 0, & partir du systéeme constitué par la cascade
VCO — CPH décrit par les équations

p(W*(t)) =0 avec w*(0) = w*

p(e(t)) = w'(t) —ult) = w* —yu(t)

gue I'on peut récrire sous la forme d’une représentatiortat’ é
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CPH REG VCO

FIGURE 5.8 — Boucle a verrouillage de phase

BYP
e(t) = Hya,(t)
avec

e(t)
z,(t) 2 | w(t)
©*(t)

010 —

Fob=(000],G=1] 0 et Hygma=(1 0 0)
010 0

La réalisation d’'état F,,, G, H,,) est sous la forme d’'une décomposition selon la commmanda-
bilité et 'observabilié, on peut en déduire aisément qeent®des associés aux variables d’état
xo(t) etxs(t) ne sont pas commandables et que le mode associé a la variakded;(¢) n'est

pas observable. Et comme tous les modes du systéme songaépte systeme n’est ni sta-
bilisable ni détectable et ne peut donc étre utilisé pounfatBése d’'un systéme de commande.
Cette synthese peut étre néanmoins faite a partir d’'un neodluit du systeme que I'on peut
obtenir en éliminant le mode associé & la variable d’étgtt). Ce modéle est alors décrit par

la représnetation d’état

{ px(t) = Fz(t) + Gu(t)
SYS

e(t) = Hx(t)
avec

02 ()

F:<8 é),G:(_O”) et H=(1 0)

Notons d’abord que la réalisation d’éta¥, G, H) n’est pas stabilisable mais son mode non
commandable est stable au sens@@apunov. On peut donc envisager une commande avec
retour d’état

CRE { u(t) = —K z(t) avec K = (k1 k)
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modulo un découplage des parties commandable et non conaflerdl systeme de commande
avec retour d’état décrit par les équations

pr(t) = (F — GK) x(t)

SCRE {
e(t) = Ha(t)

avec

F-GK:(V(])“1 1+ka2) et H=(1 0)

Ce découplage est realisé avec un gain de commande avec tBébat satisafaisant la pro-
priété suivante

1 1
ky=—p<0 et ky=——
Y Y

Cette propriété permet de mettre le mode non commandablgsiénse dans le sous espace
d’'inobservabilité du systeme de commande avec retourtd@&adernier est alors réduit a sa
partie commandable, soit

SCRE { pe(t) = pe(t)

qui est asymptotiquement stable puisgue 0.

Remarque 5.16La fonction de transfert en boucle ouverte du systéme de eoderavec re-
tour d’état est particulierement donnée par

Go(s) = K(sh—F)'G = &

C’est un intégrateur de gair-p. On aura alors une marge de gain infini, une marge de phase
de90 degrés et une marge du module égale a unBL& ainsi obtenue est robuste du point de
vue de la stabilité pourvu que la pulsation du signal d’eats®it une constante connue.

Par ailleurs, comme le modele réduit du systeme est obskervai peut réaliser une synthese
de laBVP dans le cas ou la pulsation* est inconnue. Pour ce faire, il suffit d'incorporer un

observateur dans la loi de commande avec retour d’état d@péle ci-dessus comme suit
pz(t) = (F — MH)z(t) + Gu(t) + Me(t)
CREO
u(t) = —Kz(t)

Le gain d’observation doit étre déterminé conformément persformances dynamiques re-
quises pour I'estimation des variables d’état. Dans le camé dynamique d’observation ca-
ractérisée par un mode dominant d’amortissenmgrt une pulsation,, le gain d’observation
doit satisfaire la propriété suivante

det (sl — F + MH) = 5> + 2(,wos + w2

ou d’une maniére équivalente

sS4 mis +my = 8%+ 20wes + w2
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soit

Remarque 5.17L'observateur considéré fournit une estimation précisejocmte de I'erreur
de phase(t) et de la pulsation du signal d’entreée(¢). Par ailleurs, compte tenu du résultat
5.10, on peut postuler que la dynamique d&ldP, issue de la loi de commande avec retour
d’état incorporant un observateur, est caractériseée pamedey du systeme de commande
avec retour d’état et du modg,, w,) de I'observateur. Et si on souhaite que le mgdsoit
dominant, il suffit de spécifier le mode de I'observateur ceranitw, >> |pu|.

Et pour un bon atterrissage dans le domaine fréquentiel,oquerait le résultat 5.11 pour
postuler que la loi de commande avec retour d’état incorpbra observateur peut se récrire
sous la forme

REG{ U(s) =R(s)E(s) avec R(s)=—K (sl — F+GK+MH)™'M

Et compte tenu des expressions des gains de la commandestmecd’état et d’observation,
le régulateur peut se mettre sous la forme
1
R(s) = a _ LTS
s(1+ fr1s)
avec
I (o
(_:u + 2“0(0) 7

= 1
5 (_:u + 2WOC0) (_2/“’LCO + wo) =

_2,UC0 + Wo

_MwO

On notera que le régulateur est dotée d’une action intégeat¥une avance de phase. L'action
intégrale permet de réaliser les performances requises &inere de précision pour une pul-
sation d’entrée constante, alors que I'avance de phase gedmffiner les performances de la
BVP. Et comme le régulateur est strictement propre3ldP est naturellement insensible aux
bruits de mesure inéluctables.

5.4 Conclusion

Ce chapitre est une synthése ingénieur sur le potentieldiodtal de I'approche d’état pour
les systémes linéaires dans un contexte idéal. Le conceptale d'état (resp. d’'injection de
sortie) est présenté d’'une maniere progressive et sougideson héritage intrinséque, notam-
ment la propriété de commandabilité, les modes non comnidesiat les zéros (resp. la pro-
priété d’observablité et les modes non observables) desyestLes propriétés fondamentales
d’'un systeme de commande avec retour d’'état incorporanbgemwateur sont particulierement
mises en exergue, en l'occurrence la stabilité et les paréorces du systeme de commande sont
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explicitement données par celles de du systéme de commeedestour d’état et de I'obser-
vateur sous-jacents. Ces propriétés constituent I'essefime meilleure perception d’'un ob-
servateur : un capteur logiciel réalisant un filtrage adégdas bruits de mesure inéluctables.
La synthese modale est adoptée pour des considérationgpgidaes ; elle est utilisée pour
traiter trois exercises d'illustration. Une attention gamuliére a été accordée au fait que toutes
des lois de commande avec retour d’état incorporant un olaeur peuvent se récrire sous
une forme polynomiale usuelle et que la réciproque est vraadulo un filtrage approprié de
la séquence d’'innovation de I'observateur. Ces élémemtsaocoeur de I'ingénierie des sys-
temes qui a été considérablement développée tout au lordedeeres décennies.

Le probleme 5.5 a été essentiellement congu pour mettreédenee les effets des perturbations
sur le comportement d’entrée-sortie d’'un systéme de comenavec retour d’état incorporant
un observateur. Ainsi, on pourrait apprécier les limitatgodu contexte idéal considéré tout en
motivant le concept de compensation parfaite des pertiohst

5.5 Problemes

On propose un ensemble de problemes qui permettent deeah® évaluation active des
connaissance acquises tout en offrant une opportunité payproprier les concepts de com-
mande avec retour d’état, d’observation par une injectiersdrtie et de commande avec retour
d’état incorporant un observateur avec éventuellementuade de sa séquence d’innovation.

Probleme 5.1Proposer une approche de synthese d’'un systeme de commeedeetour
d’état (resp. un observateur d'état) dans le cas des systeoramandables (resp. observables)
en exploitant judicieusement les résultats disponibleédesipropriétés structurelles des sys-
temes, notamment l'invariance des modes d’un systéme parangement de base.

Probléme 5.20n se propose de découvrir la démarcheldkerman pour la détermination du
gain de retour d’état des systemes monovariables commélab procédant progressivement
comme suit

1) Montrer que
k
(F-GEK)'=FF - FM'GK -y F*IGK (F — GK)'™!
j=2

et en déduire que

n—1
> @K (F—GK)" '
j=o

n—2
> oK (F - GE)"*
Pccre(F): ( G FG ... F" 322G F" '@ ) j=o

1
> K (F - GK)'™?
j=o

K
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2) Montrer que le gaink qui permet d’assigner les modes du systéeme de commande avec
retour est donné par

K=(0 ... 0 1) M_"Pee(F)

Probleme 5.3Considérons la classe des systémes linéaires invariantéeshent propres et
observables décrits par la représentation d’état

px(t) = Fa(t) + Gu(t)
SYS
y(t) = Hu(t)

x(t):{izgg] = (F:{% %aﬂ’G:[gﬂetH:“p 0})

ou {u(t) her+ € R™ et{y(t) hher+ € R représentent respectivement I'entrée et la sortie du
systéme efz,(t) }ier+ € RP et{xs(t) }ier+ € R" P représentent respectivement les parties
accessibles et non accessibles a la mesure du vecteur digststeme. On se propose de mon-
trer que I'on peut toujours effectuer la synthese d’un olsatzrur d’ordre réduit dans la mesure
ou la partie{z,(t) }:er+ € RP du vecteur d'état peut étre directement déterminée a peeir
la mesure de la sortie du systeme.

avec

Remarque. On montre que I'on peut toujours trouver un charege de base conduit a la réali-
sation d'état(F, G, H) donnée ci-dessus pour un systéme linéaire invariant strient propre
et observable.

Probleme 5.40n se propose de revoir l'interprétation polynomiale d'wweanmande avec re-
tour d’état basée sur un observateur et la paramétrisaties tegulateurs stabilisants dans le
cas des systemes monovariables pour mieux apprécier legptasous-jacents. Pour ce faire,
on procédera progressivement comme suit.

1) Montrer que les expressions (5.50) et (5.51) des fonctiensahsfertR, (s) etR,, (s)
peuvent étre simplifiées comme suit

_det(sl, — F+MH + GK)

Ra(s) = det (sI, — F + MH) (5.67)
et
K Adj (sI, — F) M
n(8) = 5.68
R (5) det (sl, — F + MH) ( )
2) Montrer que la loi de commande peut se récrire sous la forme

Screo(s) Rcreo(s> TCObS (S>
U(s) + Y(s) = U, 5.69
Pcobs<3) (S) Pcobs<3) ( ) Pcobs<3) (S> ( )

avec
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Sereo(8) = det (sl,, — F + M H + GK) (5.70)
Rereo(s) = K Adj (s, — F) M (5.71)
Tereo(s) = det (sI, — F + MH) (5.72)

Et en déduire que le polyndme caractéristique du systemerdeande avec retour d’état
basé sur un observateur est donné par

P.ireo(s) = As(s)Ra(s) + Bo(s)R(S) = Pesere(s) Peobs(s) (5.73)

3) Montrer que I'erreur d’observation en sortie peut se mesioeis la forme polynomiale

LR oGk

B,(s)
Pcobs(s)

4) Montrer que la structure de la fonction de transfert de lasse des régulateurs stabili-
sants est donnée par

R.(s) _ Rereo(8)Qa(s) + Ayr(5)Qn(s)
Rd(S) Screo(S)Qd(S) - BJ(S)QTL(S)

oU Qq(s) et Qq(s) sont respectivement les polyndmes des zéros et des poléseddufi
processus d’innovation de I'observateur.

R.(s) = (5.75)

5) En déduire que le polyndbme caractéristiquee du systémemeende est particuliere-
ment donné par

Pccreo(s) - AO’(S)Rd(S) + BO’(S)R(S) - Pcscre(s) Pcobs(s) Qd(s) (576)

6) Donner un diagramme fonctionnel d’'un systéme de commaabéisant et préciser les
atouts des régulateurs stabilisants.

Probleme 5.5Considérons un systeme parfaitement décrit par les équatizetat et de sortie

pr, (1) = Fox, (t) + Gou (t) + Gyu (1)
SYS (5.77)
y(t) = Hpxo (t) + Epv (t)

ou (F,, G,, H,) est une réalisation d’état commandable et observable diesyes la paire
(G,, E,) caractérise les effets des perturbations(t)} € R sur 'état et la sortie du systéme.
On se propose d’effectuer une analyse des performancesthngy de commande obtenu avec
une loi de commande avec retour d’état incorporant un oleserw donnée par
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pTo (t) = (Fy — Mo H,) 34 (t) + Gou (t) + Moy ()
CREO (5.78)
w(t) = —K,&(t)

ou le gain de commande, € R'*"“ et le gain d’observatiod/, € R"*! sont déterminés de
maniére a réaliser les performances requises, en l'ocauaee

V(F, —G,K,) CDs, et V(F,— M,H,) C Dy,

Pour ce faire, on suggere de procéder progressivement casuine

1) Donner I'équation de I'erreur d’observation et en déduieelimite de cette erreur d’ob-
servation dans le cas des perturbations du type échelon.

2) Montrer que le systéme de commande peut étre décrit par lssadi@an d’état

Fy—G,K,  G,K, G, K, K, 0
0 F,—MH, )'\ ¢,-ME, )>)\H, 0 )'\E,

Et en déduire qu’il est asymptotiquement stable.

3) Montrer que les performances d’entré-sortie du systemeodenande peuvent étre dé-

crites comme suit
U(s) \ [ RE(s)
( Y (s) ) = ( RS(s) ) Vis)

Que représentent les fonctions de transfeé(s) et RS(s). Préciser les conditions re-
quises pour une compensation parfaite des perturbatiortgiharmonique.

Probleme 5.6



Chapitre 6

Compensation parfaite des perturbations

Le concept de commande avec retour d’état incorporant urmaseur peut étre ingénieu-
sement utilisé pour réaliser une compensation admissibtepgrturbations. Ce chapitre est
consacré a la compensation parfaite des perturbations éas€ une bonne connaissance de
leur modele générateur. Apres un apercu concis sur la meat&bin des perturbations, on for-
mule convenablement le probléme de compensation parfe#gérturbations et on présente
deux méthodes de synthése de systemes de commande avet'édbincorporant un obser-
vateur qui se distinguent essentiellement par le procedsusompensation des perturbations
adopté.

e La premiere est une méthode directe dédiée au cas ou towgmeteurbations qui af-
fectent le fonctionnement du systeme peuvent étre ramenéa#rée. Le processus de
compensation est essentiellement basé sur une estimaéicise des perturbations réa-
lisée par un observateur approprié des variables d’'étatykt&me et du modéle généra-
teur des perturbations. La synthese de cet observateuaieabie pourvu que la cascade
constituée du générateur des perturbations et du systermels®zrvable. Une interpre-
tation polynomiale du systéme de commande permet de rezdawoncept du modéle
interne des perturbations; en I'occurrence les podles maatgment stables du générateur
des perturbations sont des p6les du régulateur.

e La seconde est une méthode indirecte basée sur une pormtefaguentielle adéquate
de la sortie du systeme. L’'estimation des perturbationstiqias nécessaire et la précision
de I'observateur d’état du systéme n’est pas vitale pounve! lgs pdles marginalement
stables du générateur des perturbations soient des pdléa dendération considérée
conformément au concept de modéle interne des perturlsatiarsynthése du systéme de
commande est faisable pourvu que la cascade constituéesthnsy et de la pondération
de la sortie soit commandable.

Des problemes sont proposés pour illustrer les deux praseds compensation des pertur-
bations pour une meilleur perception des perspectives dkelaommande avec retour d’état
incorporant un observateur pour I'ingénierie des systgmesamment la commande avec re-
tour d’état dynamique incorporant un observateur si bessh La synthése est particuliere-
ment faite a partir d’'une réalisation d’état du systeme ades pondérations appropriées de
son comportement entrée-sortie : c’est ce qui justifie lareatlynamique du retour d’état. Les
pondérations sont spécifiées dans I'esprit d’'une approgistesatique de compensation ro-
buste des perturbations relevant du concept du modéleniatdes perturbations ([18], [40],
[82], [88], [89])

229
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6.1 Modélisation des perturbations

Le modélisation des perturbations a été largement étudigesiudes communautés d’automa-
tique et de traitement du signal comme en témoignent lesoapps rationnelles et efficaces
d’estimation optimale disponibles pour le filtrage, la pigitbn et la commande. Ces études ont
été principalement réalisées en interprétant les perttidres comme des séquences détermi-
nistes (resp. des processus stochastiques stationnainggndrées a partir (resp. issus de) la
réponse d’un systeme dynamique a une impulsion d’ampldodeée (resp. une séquence de
variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle etri@nees finies).

Dans un contexte déterministe Je modele des perturbations peut étre obtenu a partir de la
transformée de Laplace des perturbations que I'on peuté&écomme suit

Z(v(t) =V(s) =G, (s) I'(s) avec I'(s) = vA(s) (6.1)
avec
Gp (s) = Diag{Gp (s),. ... Gpe (s)} et v=] (6.2)
Uy

ougG,; (s) € R(s) etv; € R pouri = 1, ¢ désignent les amplitudes des entrées impulsionelles
associées aux composantes des perturbations. On distaguecas usuels dans la pratique
industrielle, i.e. les perturbations du type échelon etdegurbations du type harmonique de
pulsationw, connue respectivement décrites par les fonctions de eansf

w2

Gy(s)= I et Gy(s)= 5= 1, (6.3)

2 2
5%+ Wy
ou les réalisations d'étatr,,, G,, H,, E,) qui leur sont associees.

Dans un contexte stochastiqude modéle des perturbations est généralement élaboré & part
d’'une approche de modélisation expérimentale concue doitt judicieusement les contri-
butions fondamentales disponibles sur l'identificatios sigstemes ([40], [41], [52], [57], [61],
[67],[78]). On notera que I'on peut faire 'économie du prgie de réalisation en utilisant une
approche d’identification basée sur un modeéle d’identifaatu type réalisation d’état ([52],
[67]). Et dans le cas scalaire, la modélisation peut étrelig®e par une analyse spectrale en
supposant que la séquence des perturbations est un precsssihastique stationnaire décrit
par

v(t) = Gp(p)y(t) (6.4)

avec
G, (w) = ({v(t)}) 65)

ou G, (s) est une fonction de transfert propre dont le module sur I'emaginaire est égal au
spectre de la séquende((t)}.
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6.2 Formulation du probleme

On se propose d’étudier le probléme du compensation partis perturbations pour les sys-
temes dont le comportement d’entrée-sortie peut étre maigblement décrit par

pr,(t) = Foa(t) + Gou(t) + Gyo(t)
SYS (6.6)
y(t) = Howo (1) + Eou(t) + Evu(t)
avec

/)xp(t) = prp(t) + Gpé(t>
MGP (6.7)
v(t) = Hpxp(t) + E,0(1)

ou{u(t)} € R™et{y(t)} € RP sont respectivement les séquences d’entrée et de sortie du
systeme(F,, G,, H,, E,) € R"7*"7 x R"7*™M x RP*17 x RP*™ désigne une réalisation d’état

du systéme associé a son éfa(t)} € R"?, {v(t)} € R’ représente les perturbations qui
affectent son fonctionnemeng;,,, E,) € R"** x RP*¢ caractérise les effets des perturbations
sur I'état et la sortie du systeme €k}, G, H,, E,) € R"*™ x R"™*1 x R x R1 est

une réalisation d’état du générateur des perturbationsagsa son étafx,(t)} € R".

La remarque suivante permet de rappeler une propriété Ilswkds générateurs des pertur-
bations et d’introduire quelques notations.

Remarque 6.1Le systeme et le modele générateur des perturbations pegtvedécrits comme
suit

Y(s) = Gu(s) U(s) + Gu(s) V(s)

avec

Gu(s) 2 H, (s[m - FC,>_1 Gy+ E, = B, (s)

As(s)

1
A, (s)
Par ailleurs, la fonction de transfert du modele générateées perturbations est donnée par

A

Guls) 2 Hy (5L — F) Gt B = Bu(s)

A

-1
Gp(s) = H, <31np - Fp) G+ E,= Np(s)

1
D (s)
On notera que le modeéle générateur des perturbations egjimaement stable, i.eD,(s) €

Rsu[s]. Le cas usuel des perturbations du type échelon (resp. dagripations harmoniques)
de la pratique industrielle confortent cet aspect puisque

Dy(s) =5 (resp. Dy(s) =s" +w))

Le probléme du rejet asymptotique des perturbations seracpéierement considéré dans un
contexte de régulation sans aucune perte de généraliténsiste a réaliser les performances
suivantes

RAP { lim y(t) =0 (6.8)
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Il requiert un ensemble d’hypothéses sur le systeme et |I@lmgénérateur des perturbations,
en 'occurrence

H1. (F,,G,, H,, E,) est minimale
H2. (F,, G,, Hy, E,) est minimale
H3. CZ(Gu(s)) () CP(Gpl(s)) =0

H1, H2 et H3 sont des hypothéses nécessaires en matiere de synthésestdeses de com-
mande avec retour d’état réalisant une compensation pirfdes perturbations. On montrera
gueH3 est une hypothese impérative pour I'observabilité (resgdmmandabilité) du modéle
spécifique a la méthode de synthese adoptée, en I'occurmergceascade constituée du modele
générateur des perturbations et du systeme (resp. du systede la pondération de la sortie).

6.3 Meéthode directe

La méthode directe a été principalement développée a pditine lecture acharnée et la-
borieuse des meilleurs supports et ouvrages pédagogiquasianément adoptés pour I'en-
seignement de l'automatique ([7], [15], [18], [46], [82])Si 'on succombait au charme du
concept de retour d’état, on chercherait a réaliser un reiggmptotique des perturbations avec
une loi de commande avec retour d’état donnée par

CREX { u(t) = —K, x4(t) (6.9)
avec

Ko= (K, K, ) et z(t) = ( ZEQ ) (6.10)

On présente progressivement le probléme de synthese @stdes solutions de compensation
des perturbations aussi bien dans le cas ou les variablemid&®nt mesurables que dans le
cas ou elles ne le seraient pas. Le modéle de synthése aoitédtni a partir du vecteur d’état
x4(t) ; on précisera sa condition d’admissibilité au moment ogppor

6.3.1 Le probléme de synthese

Une représentation d’état adéquate pour effectuer la ®sehdu systeme de commande avec
retour d’état considéré est obtenue en éliminant tout semgnt les perturbations entre les
éguations du systéme (6.6) et du générateur des perturtsaf 7). On obtient le modéle de
synthése suivant qui n’est autre qu’une réalisation d’'éaia cascade constituée du généra-
teur des perturbations et du systéme comme le montre la figlire

pra(t) = Fua(t) + Gouf(t)
MSX (6.11)
y(t) = Hoxo(t) + Equ(t)

avec

[ F, G,H, (G, B B
Fa—< 0 ),Ga_< ; ),Ha_(Ho EH,) et E,=E, (6.12)
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Ce modele de synthése est sous la forme d’une décomposittoriad commandabilité. Compte
tenu de I'hypothés@(1, les modes commandables sont ceux du systeme, i.e. la pail@, ),
alors que les modes du générateur des perturbations ne sshtcpmmandables. La paire
(F,,G,) n'est pas stabilisable puisque les modes non commandablesmt pas asymptoti-
guement stables. La synthese du systéme de commande aweadiétat ne peut étre alors
effectuée conformément aux méthodes usuelles, notammeatpeut pas déterminer un gain
K, qui permet d’'assigner les modes du systeme de commandeetvec d 'état dans un
domaine de stabilité et de performand@g,. Dans ce qui suit, on montre que I'on peut déve-
lopper une méthode de synthese spécifique au cas des modesmoandables marginalement
stables. On relacherait ainsi la condition de stabilis#i@ides modéles de synthése intrinseque
a la commande avec retour d’état.

v(?)
MGP SYSTEME — ()
]
(1) o (t)

FIGURE 6.1 — Le systéme perturbé

6.3.2 Le principe de la méthode

Le systeme de commande constitué du modéle de synthedg@612) en contre réaction avec
la loi de commande avec retour d’état (6.9)-(6.10) est déuar

e (6.13)
y(t)=( H, — E,K, E,H,—E,K,) < To(1) )

Il faut remarquer que les modes du systéme de commande swtiteés des modes du systeme
de commande associé a la partie commandable, i.e. le spgeti@ matriceF, — G, K, que
I'on peut spécifier arbitrairement puisque la paifé,, GG,) est commandable, et des modes
de la partie non commandable, i.e. le spectre de la matfiggui dépend de la nature des
perturbations et sur lequel on ne peut pas agir par la comneaiar ailleurs, la détermina-
tion du gaink, peut étre effectuée indépendamment de celle dugaipuisqu’il n’a aucune
influence sur la position des modes associés a la partie comaide. Cette remarque suggeére
une judicieuse solution en deux étapes.
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e La premiere étape consiste a déterminer le gjnde maniére a rendre les perturbations
non observables a partir de la sortie du systeme de commarateratour d’état, i.e
£l. G,H,—G,K,=0 et E,H,— E,K,=0 (6.14)

e La seconde étape consiste a déterminer le géinde maniere a assigner les modes de
la partie commandable dans un domaine de stabilité et depaednceD;,, i.e.

£2. V(F, — G,K,) C D, (6.15)

La premiére étape permet de découpler la partie commandibla partie non commandable
du systéme de commande comme le montrent ses équationtidgasortie.

pro(t) = (Fo = GoIy) 24(1)
SCX pxy(t) = Fpxy(t) (6.16)

y(t) = (HU - EO'KO') xa(t)

Quant a la seconde étape, elle permet de garantir la st@bdit systeme de commande et
conclure la réalisation du rejet asymptotique des perttidizs puisque

V(F; —G,K,) CDs, = lim 2,(t)=0 = lim y(t)=0

k—o0 k—o0

6.3.3 Une solution usuelle

Les conditions 6.14 peuvent étre directement satisfaéas té cas ou toutes les perturbations
qui affectent le fonctionnement du systeme peuvent étrenéas en entrée, sdit/,, £,) =

(G., E,). En effet, le gaink, = H, permet de rendre I'état du systéeme de commande insensible
a toutes les variables d’état du générateur des perturipetio

Le probleme de compensation asymptotique des perturtsadidimet donc une solution triviale
dans le cas ou les perturbations peuvent étre ramenées greahi systéme tout en préservant
la structure bloc diagonale de la matrice d’état du modeélesgethese (6.11)-(6.12). On effec-
tue pour ce faire le changement de base

esz{ (0 )= (%5 2 ) (50) 610
<
esz{ (300) = (% ) (50) 619

Cette transformation des variables d’état permet de rédermodéle de synthese sous la forme
PZa(t) = Fizo(t) + G2 (u(t) — uy(t))
MSZ up(t) = =Lz, (t) = =Tpa,(t) (6.19)

y(t) = Hzza(t) + E= (u(t) — up(t))
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avec

Fo= b, F,T,-T,F,+ G.H, - G,T .G, = Go (6.20)
0 F, 0

H.-( H, H,T,+E,H,—E,,) et E,=E,

Il apparait clairement que les perturbations peuvent éamenées en entrée si et seulement si
le systeme dé&ylvester suivant

H,T, - E,T, + E,H, =0
SYLY (6.21)
F,T,—T,F, + G,H, — G,I', = 0

admet une solution en les matricEse R"7*"? etI', € R™*"?. L'existence de cette solution
permet d'utiliser la loi de commande avec retour d’état déapar

CREZ { u(t) — upy(t) = —Toz, () (6.22)
ou d’'une maniére équivalente

CREZ { u(t) = —Tozs(t) — Tpzy(2) (6.23)

pour réaliser une compensation asymptotique parfaite @esibations comme l'indiquent les
éguations du systeme de commande sous-jacent, soit

pzo(t) = (Fo = Gol's) 20(t)
SCZ pzp(t) = Fpz,(t) (6.24)

y(t) = (Hy — EoI'y) 2,(t)

La détermination du gaif', est possible puisque la paifé,, G,) est commandable. Compte
tenu du changement de base (6.17) qui permet de ramenerrteshaions en entrée, on peut
retrouver la loi de commande avec retour d’état (6.9) a pade la loi de commande (6.23)
comme suit

K,=T, et K,=T,-T,T, (6.25)

Remarque 6.2Le systeme d8ylvester n’admet pas toujours une solutionBne R"7*"? et
I, € R™* " : c’est ce qui justifie I'nypothése d’admissibilité du madlde synthes# 3. Dans
le cas des systémes strictement propres soumis a des rtunddu type échelon, i.&, =0

et F, = I, le systeme d8ylvester admet une solution explicite &) € R™*" si et seule-
ment si le system@,, G,, H,) n"'admet aucun zéro a I'origine. Cette solution nécessistgu
quelgues manipulations algébriques sur le system&ydeester que I'on peut récrire dans ce
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cas comme suit

H,T, = —E,H,
SYLY
(Ine — Fr+G,K,)T,—G,H,+ G, (I', — K,T,) =0

CommeV (F, — G,K,) C Dy, le systéme ci-dessus peut se mettre sous la forme

T, = (Ing — Fy + G, K,) " (=G, K, + G, H,)
SyLy
H,T, = H, (I, — Fy + G, K,) " (=G, K, + G,H,) = —E,H,

Et compte tenu du fait que le systeme n’a aucun zéro a I'ceigin obtient

K, = (H, (Iy — Fy + G, K,) "' G,) " (H, (Ly — Fy + G,K,) "' G, + E,) H,

6.3.4 Une solution ingénieur

Les variables d’état du systéeme augmenté ne sont pas teujmesurables, e.g. la connaissance
des perturbations est beaucoup plus une exception qu’ugle dans la pratique, le probleme
de rejet asymptotique ne peut étre résolu avec les lois denammde avec retour d’état (6.9) ou
(6.23). On peut toutefois invoquer le principe d’équivakeertitude qui permet de remplacer
les variables d’état par leurs estimées si et seulementrapl@ele de synthése (6.11)-(6.12) est
détectable. Pour ce faire, on notera d’abord que si le prai#€6.8) admet une solution dans le
cas ou toutes les variables d’état sont disponibles pourdaure, alors le modéle de synthese
(6.19)-(6.20) peut se récrire sous la forme

pza(t) = Fooz,(t) + GLu(t)
MSZ (6.26)
y(t) = Hzaza(t) + Ezau@)

avec

- Fa Garp - GO’ _ —
Fm_( 0 ),Gm_( 0 ),Hm_(Ha E,L, ) et E..,=E, (6.27)

Cette forme permet d’effectuer la synthese d’'un observajauréaliserait une estimation
consistante des variables d’état si et seulement si la pgdiig, F.,) est détectable ou d'une
maniére équivalente la pairg,, F,) est détectable puisque les propriétés structurelles d’'un
systéme sont préservées par un changement de base.

La réalisation des performances requises peut étre aldte tavec la loi de commande avec
retour d’état utilisant un observateur donnée par

( P2a(t) = Foaa(t) + Gogu(t) + Mo (y(t) — 9(t))

9(t) = HooZ0(t) + Equft)

CREOZ (6.28)

u(t) = —Ka2a(t)
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avec

M,
K= (Ty T,) e M~ ( Mp) (6.29)

oul', e R™m etl', € R™* " désignent les gains de la loi de commande avec retour d’état
réalisant leR.AP dans le cas ou les variables d’état sont mesurableg g R(77P)<P est

le gain d’observation qui doit étre déterminé de maniére tiséaire la propriété de stabilité
asymptotique et de performances.

PSA  V(F.a— MuoH.,) C Dy, (6.30)

Cette propriété permet de réaliser une estimation consistees variables d’état du modéle de
synthese (6.26)-(6.27), soit

gSTc{ m Z,(6) =0 avec Zi(t) 2 zu(t) — a(t) (6.31)

k—o0

Le systeme de commande sous-jacent est alors décrit paguesiéns

/)Za(t) = (an - GzaKza> Za<t) + GzaKzaéa(w
SCREOZ (6.32)
pga(t) - (an - MzaHza) Za(t)

Compte tenu des structures des matrices, — G, K.,) etG.,K.,, le systtme de commande
(6.32) peut étre récrit comme suit

2 (1) F,—G,I, 0  G,I, G,T, 2 (1)
2(t) | 0 F, 0 0 2,(t)
Pl e |~ 0 0 F,—M,H, (G,— M,E,)T, Z,(t)
%,(t) 0 0 -MH, F,—ME,T, %,(t)

Une telle décomposition montre clairement que le systencemenande est asymptotiquement
stable pourvu que les propriétés de stabilité (6.31) sasatisfaites. On retrouve ainsi le théo-
réme de séparation qui représente la Iégitimité du prindfgguivalence certitude.

Remarque 6.3La condition d’admissibilité du modele de synthese peet @técisée a partir
des conditions requises pour la synthése du systeme de catematamment la solvabilité
du systeme déylvester pour la détermination du gain du retour d’état etbiservabilité du
modeéle de synthése pour la détermination du gain d’obsienvaite.

(SJ/EV admet une solution (T, Fp)> et < (H,, F,) est détectabl)a

Le systeme d8ylvester admet génériquement une solution pourvu qu'ikit'ypas de simplifi-
cation entre les zéros du systeme et les péles du généraspedturbations ([82]), on retrouve
ainsi I'hypothéseH 3. On notera vigoureusement que les hypoth@sesH?2 et H3 permettent
de conclure I'observabilité du modéle de synthése conforemé aux résultats 3.33 et 3.36.
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6.3.5 Une interprétation polynomiale

Une interprétation importante du concept de rejet asynigiet des perturbations peut étre ob-
tenue a partir d'une analyse de la fonction de transfert dgulateur sous-jacent. En effet, la
loi de commande (6.28)-(6.29) peut se mettre sous la formelifiée
Pze(t) = (Fy — Gol's) 25(t) + My (y(t) — H.02,(t))
CREOZ pap(t) = Fpzp(t) + M, (y(t) — Hoo20(t)) (6.33)

u(t) = ~Tobolt) = Ty5(0)
avec

H,=H,-ET, (6.34)

En appliquant la transformée de Laplace a la loi de commalsd&3)-(6.34) ainsi obtenue tout
en considérant que les conditions initiales sont nullesplotent

avec

~

Z,(8) = (8Ihy — Fy + GoT'y + Moo H.o) " M, Y (s)

A~

Zy(s) = (sIp — F) "' My, (I, — Hoy (8Ino — Fy + GoTy + M, H,,) "' M,) Y (s)
ou d’une maniére équivalente

U(s) = = (Rereo(s) + Rcomp(s)) Y(s)
avec

Rcreo<5> é Fcr (Slncr - Fo + Goro + MUHzcr)_l Mcr

13

Reomp(8) =Ty (sLy — F) ™ M, (I, — Hoy (81hy — Fy + Gol'y + M, H,,) " M,)

On notera queR...,(s) n'est autre que le régulateur issu de la commande avec ret@iat
incorporant un observateur en I'absence des perturbatErngueR ..., (s) est la composante
du régulateur qui permet de réaliser la la compensation piéef des perturbations, comme
l'indique la figure 6.2. Cette composante peut étre intetgeecomme un filtre réalisant une
estimation consistance des perturbations ramenées eé@esatpartir de la sortie du systeme.

Rappelons que cette interprétation est intrinseque a lehods directe dont la viabilité deé-
pend de la possibilité de pouvoir ramener toutes les pedtions en entrée du systeme et de la
possibilité de concevoir un observateur réalisant unenggtiion conjointe precise des variables
d’état du syteme et du générateur des perturbations.
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v(t)

7zcreo (5)

O— D——| SYSTEME
Rcomp ( 5)

FIGURE 6.2 — Systéme de commande avec rejet asymptotique deshzeibins

Remarque 6.4Aprés quelques manipulations algébriques triviales, oat pécrire la loi de
commande sous la forme

avec
S(s) 2 det (sI,y — Fy + GoT'y + M, H.,)

R(s) £ Dy(s)Ru(s) + TpAdj (sIp — Fp) My (S(s) L — Ra(s))

ou R;(s) et R;(s) sont des matrices polynomiales respectivement données par

Ri(s) 2 Ty Adj (21,5 — Fy + GoT + M, H.,) M,
et
Ro(s) 2 H., Adj (sIno — Fy + Goly + M, H.,) M,

Les péles du modéle générateur des perturbations sont des @b régulateur : on retrouve
le concept du modéle interne des perturbations qui est aurcdes méthodes de synthése
réalisant une compensation des perturbations ([82]).

Remarque 6.5Bien que le probleme de compensation parfaite des pertiotagit été traité
dans un contexte de régulation, on peut en déduire aisénueriegsysteme de commande avec
retour unitaire sous-jacent permet de réaliser une préciginaximale pour des séquence de
référence de méme nature que les perturbations.

6.4 Meéthode indirecte

La méthode indirecte est une émanation du concept de mauelmeé via une pondération
appropriée de la sortie du systeme. La pierre d’achopperdentette méthode est la loi de
commande avec retour d’état utilisant une pondération apgée de la sortie du systeme,
avec un observateur d’état du systeme si besoin est, conmdigjlient les figures 6.3 et 6.4.
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To(t) u(t) y(t)
PONDER K, S SYSTEME

Ty (t)

FIGURE 6.3 — Rejet asymptotique des perturbations : cas des vesidh#tat mesurables

Tu(t) u(t) y(t)
PONDER K, =) SYSTEME
OBSERVATEUR]
&, ()
K,

FIGURE 6.4 — Rejet asymptotique des perturbations : cas des vesiai#tat non mesurables
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La pondération de la sortie est spécifiée conformément acemirdu modeéle interne des per-
turbations : les péles de la pondération sont les mémes que de modeéle générateur des
perturbations. Elle peut étre décrit par une réalisatiogit

pry(t) = Fuw(t) + Guy(t)
POND (6.35)
Yu(t) = 2w (1)

La paire (F,,, G,,) est spécifiée en fonction de la nature des perturbations £tdaditions
requises pour la synthése du systeme de commande avecd&ttairdu systéme incorporant
une pondération de la sortie, i.e. la détermination des gdiy € R™*" et K, € R™ ",
Le RAP est réalisé pourvu que la matrice d’état de la pondératioih Spécifiée de maniére a
satisfaire la propriété suivante

SPPS1 { det (5L — Fyy) = det (sI, — F) (6.36)

Quant a la détermination des gains de la loi de commande aatear d’état sous-jacente, elle
dépend de la propriété de commandabilité de la cascade ce@apdu systeme et de la pon-
dération de la sortie comme le montre la figure 6.5. La repnésteon d’état de cette cascade
constitue le modele de synthése. On présente dans ce qua snéthode indirecte a partir
d’'une lecture agréable des enseignements de I'école daatigue australienne ([4], [40],
[65]) aprés une lecture laborieuse de I'ouvrage déonham : le maitre a penser du concept de
modele interne ([82]).

v(t)

SYSEME PONDER
u(?) y(t) Tu(t)

FIGURE 6.5 — Modéle de synthése

6.4.1 Le modele de synthese

Le modele de synthese est celui de la cascade composée @élmeyttde la pondération de la
sortie comme le montre la figure 6.5. Il peut étre facilemdménu a partir de leurs équations
d’état respectives, i.e. (6.6) et (6.35), en tenant comptidjuation de sortie du systéme, soit

pra(t) = Foza(t) + Gouu(t) + Gov(t)
MS (6.37)
y(t) = Hozo(t) + Eyv(t) + Esult)
avec

za(t) = ( Zig ) (6.38)
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Fs 0 B G, B G, -
Fa: ( GwHU Fw ) ’ Gau— ( GwEo— ) 5 Gav— ( GwEv ) etHa— ( Ha’ 0 )(639)

Ce modele peut étre utilisé pour la synthése d’un systemerdmande avec retour d’état. Dans
le cas d’'un assignement arbitraire des modes du systémemdmande, la condition d’admis-
sibilité du modele de synthese est

H3. La paire (F,, Ga,) est commandable

Cette propriété requiert que la pondération et le systéenergs@ommandables, autrement leurs
modes hon commandables seraient aussi des modes non coafresie la cascade. La spéci-
fication de la pondération doit étre alors faite de maniératifaire cette exigence de synthese,
en l'occurrence

SPPS2 { (F,, G.,) est commandable (6.40)

Et compte tenu de I'hypothése d’observabité du modéle générateur des perturbations et
des conditions de synthése (6.36) et (6.40), on peut spédaifiendération de la sortie comme
suit

SPS { (Fuy Gy L) = (Y, HY, L.,) (6.41)

Ainsi la pondération est bien commandable et admet la mémfggcwation des poles que celle
du modele générateur des perturbations puisque

( (H,, F,) est 0bservable> = ((F], H}) est commandable)

et
det <sfm, — FT ) = det (( sl — Fp)T) = det (sfnp - Fp)

Rappelons que les conditions de commandabilité de la patidérde la sortie et du systéme
sont nécessaires mais elles ne sont pas suffisantes poumiaandabilité du modéle de syn-
these. En effet, la commandabilité de la cascade dépendvaesuelles simplifications entre
les pbles de la pondération de la sortie et les zéros du sgstemme I'indiquent les résultats
3.33 et 3.36 : c’est la motivation de I'hypotheHs.

Remarque 6.6Le résultat fondamental sur la décomposition selon 'olaabilité a partir de

la sortie du systeme permet de conclure que les modes dediggiion de la sortie ne sont pas
observables. Et comme ces modes ne sont pas asymptotiquetaides, le modéle de synthése
n'est pas détectable. C’est pourquoi, I'observation net@gue sur le systéme qui est supposé
observable.

6.4.2 Commande avec retour d’état

La loi de commande avec retour d’état incorporant une poatién de la sortie utilisée dans
le systéme de commande de la figure 6.3 est donnée par
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CRESF { u(t) = ~Koro(t) = — ( K, K, ) < f;";‘)((?) ) (6.42)

La description du systeme de commande correspondant estwgben éliminant le signal de
commande entre les équations de la loi de commande avec méiat incorporant une pon-
dération de la sortie (6.42) et celles du modéle se syntl&8&) soit

| P( v ) - ( I T ) ( v )

SCPS + ( H?%U ) o(t) (6.43)

o
y(t)= ( Hy — B, K, —E,K, ) < : Et; ) + B,u(t)
Sile modeéle de synthése est commandable, alors il est podsidéterminer les gains de retour
d’état K, et de retour de sortie pondérde€, de maniere a garantir la stabilité asymptotique
du systeme de commande avec des performances adéqudtes, soi

(6.44)

SPSCRE V < Fr —Go ko —Go Ky ) C Dy

H!(H, - E,K,) F'—H'E,K,

ou D, désigne un domaine de stabilité et de performances spéeiffigtir du cahier des
charges. Cette synthése peut étre effectuée en adoptaappreche modale qui consiste a ré-
soudre, en le gaitk, = ( K, K, ) € R"*", 'équation algébrique

det (s[m _F 4 GaKa> -1 <$ . m> (6.45)
=1
avec
mei € Dy, pour tout i € [1,nal et na =no +np

Le résultat suivant constitue la pierre d’achoppement deé&hode indirecte, en I'occurrence
la compensation parfaite des perturbations.

Résultat 6.1 Considérons le systeme de commande avec retour d’état dgita 6.3 et suppo-
sons que le systeme est décrit par les équations (6.6)€6d0e les hypothesé1, H2 et H3
sont satisfaites. Alors le systeme de commande réaliseampensation parfaite des pertura-
tions, conformément a I'objectif (6.8), pourvu que la sfiéation de la pondération de la sortie
et la détermination des gains de retour d’'éfd} et de retour de sortie pondérd€,) soient
conformes aux exigences d’une synthese admissible 5.eotelitions (6.36), (6.40) et (6.44).

Preuve Compte tenu des conditions (6.36), (6.40) et (6.44), ora aur systeme de com-
mande asymptotiquement stable. On peut alors en déduiéenaist que la réalisation d’état
(FIT, HpT, Kw) de la cascade constituée de la ponsération de la sortie etdude retour de

sortie pondérée est minimale. La fonction de transfertegpondante est alors irréductible et
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peut se récrire comme suit

Ky (8T — FT) 7 HT = (Du(8) o) ™ Nu(s) = (Dp(5)1,) ™ Ny(s) (6.46)

p

Il est important de noter a ce niveau que les matrices polyal@sN,(s) et D,(s)I,, sont
premiéres entre elles. Cette remarque est la pierre d’apleapent de la preuve. En effet, sil'on
opere parD,(p) sur les deux membres de I'equation d’état du systéme de codeé.43) en
tenant compte de la vraisemblance entre les entrées ingouslles et les conditions initiales,
on obtient

oo (220 ) = (o, iy ot ) oo (26))

0=t mte ma )50 (1)

)
<3
—
e}
S—
<
—

La stabilité asymptotique du systéme de commande permehdkie aisément que

i Dy(p)y(t) =0 et lim Ny(p)y(t) = Dylp)wult) = 0

k—so00

Et comme les matriced,(p) et D,(p)I,, sont premiers entre elles, il existe deux matrices
E,(p) et F,(p) telles que

Dy(p)Ep(p) + Np(p) Fp(p) = Ly

On aura alors la propriété suivante

lim Ep(p) (Dp(p)y(t)) + Ep(p) (Np(p)y(t)) = lim y(7)

k— o0 k— o0
qui permet de conclure

lim y(t)=0

k—so00

COFD.

6.4.3 Commande avec retour de sortie

Si les variables d’état ne sont pas accessibles a la mesar@eat utiliser un observateur

comme l'indique la figure 6.4 puisque le systéme est obskerviad loi de commande avec re-
tour d’état incorporant un observateur et une pondératiena sortie utilisée dans le systeme
de commande de la figure 6.4 est donnée par

PTo(t) = Fo@o(t) + Gou(t) + Mo (y(t) — 9(1))
CREOPS §(t) = Hydn(t) + Eyult) (6.47)

w(t) = — K,y (t) — Kyawl(t)
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Comme le systéme est observable, on peut déterminer le gdisedvation), € R"7*P de
maniere a réaliser une dynamique d’observation conforme etigences de stabilité et des
performances requises, i.e.

SPOBS V(F, — M,H,) C D, (6.48)

En effet, il existe un gain d’observatidid, € R"*P qui vérifie I'équation

no

det <st _F,+ MOHO) -T1 (z - m) (6.49)

i=1
avec
Mei € Dy pour tout i € [1,no]

Il faut remarquer que I'observation considérée est biaiségue le biais est de méme nature
gue les perturbations comme le montre I'équation de I'er@gobservation

pEo(t) = (Fy — M, H,) &, (t) + (Gy — M, E,) v(t)

En substituant la loi de commande sous-jacente (6.47) dangsdtion d’état du modéle de syn-
these (6.39), on obtient I'équation

pra(t) = Foa(t) + Gou (—Ks26 (1) — K@y (t)) + Gayv(t)

gue I'on peut récrire en fonction de I'état du systeme et derdur d’observation associée
comme suit

pa(t) = Foxg(t) — GuuKoxy(t) — Guu Ky (t) + Guu Koo (t) + Gopv(t)

Le comportement d’entrée-sortie du systéme de command®estionnée par les équations
d’état et de sortie données ci dessous.

Ty (t) F, -G, K, ~G, K, G, K, z,(t)
p| zo(t) | =| HI (H, — E,K,) FI —HE,K, 0 T (1)
o (t) 0 0 F, — M,H, Fo(t)
G,
+ H!E, v(t)
G,— M,FE,
T4 (t)
y(t)=( H, — E,K, —E,K, 0)[ z,() |+ E,v()
o (t)

Et compte tenu de la structure de la matrice d’état de ce systée commande, le polynédme
caractéristique correspondant est donné par

P.(s) = det (dm —F,+ GaKa) det <s[m —F, + MC,HC,> (6.50)

On retrouve le théoréme de séparation qui stipule que le&eystde commande est asymptoti-
guement stable si et seulement si le systéme avec commawdetwur d'état et I'observateur
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sous-jacents sont asymptotiquement stable. Comme les dg@icommande avec retour d’état
et d'observation sont déterminés conformément aux pedoces requises, le systéeme de com-
mande héritera de la méme propriété puisdiés) € D,

Le résultat suivant montre que l'utilisation d’un obsemmat ne remet pas en cause les per-
formances du systéme de commande avec retour d’état scerstn matiére de compensation
parfaite des perturbations au sens des performances (6.8).

Résultat 6.2Le systéeme de commande avec retour d’état de la figure 6.4mpeékes perfor-
mances réalisées par le systeme de commande avec retoat iiébrporant une pondéra-
tion de la sortie sous-jacent, en I'occurrence une compemsaarfaite des perturbations au
sens des performances (6.8), pourvu que la synthése deRaisur sous-jacent soit effectuée
conformément a la propriété 6.48.

Preuve Si I'on prend la transformée en des membres des trois équations de la loi de com-
mande avec retour d’état incorporant un observateur et wagration de la sortie (6.47) tout
en supposant que les conditions initiales sont nulles, dieob

U(s) = =Ky X,(5) — KyuX,(s)
avec

p

( sl — FT) X,(s) = HTY (s)

(Slncr - Fo‘ + GO'KCT + MoHo) Xo(5> = _GngXw(S) —+ MOY(S)

Et donc

—1
X, (s) = <$Inp . FpT) HTY (s)
—1
X, (s) = (s[m —F 4G K, + M0H0> M, Y (s)

o+ (8hio = Fy + Gy + M, H,) NS (st~ FY )_1 HTY (s)
soit
U(s) = = ( Rals) + Rals) + Ra(s) ) Y (s)
avec

-1
Ri(s) = K, (s[m CF 4G K, + MUHU) M,
p P

R2(3) = — Ka— <SIno - Fcr + GO'KCT + MOHO)_l GUKU’ (SI”p o FT)_l HT

-1
Ry(s) = Ko, (sfn,, - Fg) HT

p
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Et compte tenu de ces expressions, on obtient

avec

SIncr - Fo + Guchr + MoHo Guchw - Mcr
R(s) = ( K, Kw)( 0 sInp—FIT) (Hg)

Le régulateur peut alors se mettre sous la forme

R(s)
R = 550,
avec

S(s) =det (sl,, — F, + G, K, + M,H,)

R(S) _ ( Ko’ Kw )Ad] ( S]na - FO' + GO'KO' + MO'HO' GUKw ) < MO’ )

0 shy—F )\ HF

Il apparait clairement que la dynamique des perturbatiostsbéen incorporée dans le régula-
teur conformément au concept du modele interne pour la cosgti®n des perturbations. Le
systéeme de commande réalise les performances requisesmamére robuste : la compensa-
tion asymptotique des perturbations est satisfaite inddpmment des erreurs de modélisation
pourvu que la stabilité du systéme de commande soit préservé

CQFD.

Remarque 6.7Bien que le probleme de compensation parfaite des pertiotahit été traité
dans un contexte de régulation, on peut en déduire aisénuenegystéeme de commande avec
retour unitaire sous-jacent permet de réaliser une préciginaximale pour des séquence de
référence de méme nature que les perturbations.

6.5 Le retour d'état dynamique

Les deux méthodes de synthése considérées ont conduit arésditat : le rejet asymptotique
des perturbations est faisable pourvu que les pdles du raagi&hérateur des perturbations
soient des pdles du régulateur. Un tel aspect peut étre obd@actement en procédant a une
pondération adéquate du comportement d’entré-sortie dtégye comme le montre la figure
6.6.

v(t)

up(t) u(t) y(?) ys(t)
PONDE SYSTEME PONDS

FIGURE 6.6 — Pondération du comportement d’entrée-sortie
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On distingue une pondération en entrée et une pondératicsodie dont la spécification est
faite de maniére a réaliser un compromis admissible peréoroes-robustesse ([42]7], [88],
[89]). La synthese du systéme de commande est effectuééradpamnodele correspondant au
comportement entrée-sortie pondére, soit celui du systimeamique constitué successivement
de la pondération en entrée, du systéeme et de la pondérati@oiie, comme l'indique la fi-
gure 6.6, que I'on peut respectivement décrire par les repnéations d’état suivantes

pe(t) = Foxe(t) + Geuy(t)
PONDE
u(t) = Howe(t) + Eoup(t)

px(t) = Foa,(t) + Goul(t)
SYS
y(t) = Howe(t)
et
prs(t) = Fors(t) + Gay(t)
PONDS
yp(t) = Haws(t) + Esy(t)

Ce modéle de synthése peut étre alors décrit par les équadiétat et de sortie

pxa(t) = Fuxa(t) + Gauy(t)
MODS (6.51)
yp(t) = How4(t)

ou (F,,G,, H,) désigne la réalisation d’état du modéle de synthése coomdgnte au vecteur
d'état augmenté, (), soit

T4 (t)
2o(t) = | we(t) (6.52)
x(t)
F, G,H. 0 G.E,
F,= 0 F. 0 |,Go=| G. |eH,=(FEH, 0 H ) (6.53)
G.H, 0 F 0

La synthese est faisable pourvu que la réalisatibp, G,, H,) soit stabilisable et détectable.
Cette synthése est naturellement faite a partir de la loi@l@mande avec retour d’état

Tq(t)
up(t) = —Kax,(t) = ( K, K. K, ) x(t)
x(t)

qui conduit au systeme de commande avec retour d’état defi@yidr Ce dernier peut étre na-
turellement décrit par la représentation d’état d’ordte = n, + n. + n, donnée par

pra(t) = (Fo — GakKa) 74(t)
SCRE
Yp(t) = Hawo(t)
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On notera que le systéeme de commande avec retour d'étaseékds performances dyna-
miques requises si le gain de commaridgest déterminée de maniére a satisfaire la propriété
V(F, — G, K,) C Dy

v(t)

(1) u(t) y(t) Yp(t)
PONDE SYSTEME PONDS
z.(t) Lo (1) s(f)
K. K, K,
AR
N

FIGURE 6.7 — Systeme de commande avec retour d’état dynamique

Les deux remarques suivantes soulignent le caractére dguoandu retour d’état considéré et
sa mise en oeuvre si les variables d’état ne sont pas mess.abl

Remarque 6.8La commande effective du systéme est un retour dynamiqu@tsrdu sys-
teme donné par

avec

K(s) = (H. — BE.K,) (sI,, — F. + G.K.) " (G.K, + G K, (sI,,, — F,) ™' G,H,)

+ E, (K, (sl,, — F))"' G,H, + K,)

Le choix des pondérations d’entrée et de sortie doit se fi@renaniére a réaliser un modelage
adéquat de la fonction de transfert en boucle ouverte afinadlargir une bonne robustesse en
stabilité du systeme de commande avec une compensati@it@alés perturbations au sens
des performances (6.8).

Remarque 6.9Si les variables d’état du modele de synthese (6.51)-(:83ont pas acces-
sibles a la mesure, on peut utiliser une loi de commande tmgae observateur si et seulement
si la paire (H,, F,) est détectable, soit
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p5(t) = Foas(t) + Goy(t)
CRED { pita(t) = (Fu — MuM,) 2a(t) + Gatiy(t) + My (Boy(t) + H,(2))
up(t) = —Kai'a(t)

ou M, € R"*? est le gain d’observation que I'on détermine de maniére disénla stabilité
et les performances de I'observateur, en I'occurrence

V(F,— M,H,) C Dy,

On montre aisément que la fonction de transfert du régulagetidonnée par

ou R, (s) désigne la matrice de transfert du régulateur congu a paitirmodéle de synthése
(6.51)-(6.53). La figure 6.8 montre le systeme de commarrdespmndant. On réalise aisément
gu'’il incorpore bien les dynamiques des pondérations aésgbrtie considérés et peut ainsi
garantir un rejet de toutes les perturbations dont les dyiga®s sont partiellement contenues
dans celles des pondérations.

v(t)

(O——1 Rals) W, (s) SYSTEME

FIGURE 6.8 — Systéeme de commande avec pondérations fréquentielles

La loi de commande avec retour d’état dynamique donnée péiglae 6.7 requiert que la
pondération en entrée soit inversible. Cette conditiont@te au travers une mise en oeuvre
appropriée comme l'indique la figure 6.9. Par ailleurs la i@ commande avec retour d’état
dynamique incorporant un observateur réalisant une egionaconjointe des variables d’état
du systeme et des pondérations nécessite que la cascadeéugandu systeme et des pondé-
rations soit détectable. Une telle condition peut étre cbkee si le processus d’estimation ne
concerne sur les variables d’état du systéme comme l'iredligidigure 6.10.
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~— PONDE SYSTEME PONDS —

() z4(t)

(%)

K,

FIGURE 6.9 — Systéeme de commande avec retour d’état dynamique

~— PONDE SYSTEME PONDS —

OBSERY
xe@) Ts (t>

K,

FIGURE 6.10 — Systeme de commande avec retour d’état dynamiquepiremt un observateur
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6.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au probleme de la compensatidaifsades perturbations dont le
modeéle générateur est connu en exploitant judicieuseresridncepts de commande avec re-
tour d’état incorporant un observateur et du modele inteideux méthodes ont été présentées
pour ce faire modulo un focus sur le retour d’état dynamidweepremiere est principalement
basée sur une observation précise des perturbations ragsesre entrée alors que la seconde
utilise une pondération de la sortie sous la bénédiction aiocept de modeéle interne des per-
turbations. Ceci a permis de relacher les exigences de gi@ten matiére d’observation dans
le contexte de la commande des systémes et abolir ainsi gep@tisme des idées recues. Le
retour d’état dynamique a été présenté dans I'esprit d’wmtsese robuste. En effet, la com-
pensation parfaite des perturbations réalisée est robpaterapport aux inéluctables erreurs
de modélisation.

6.7 Problémes

Les problémes suivants permettent de s’approprier deshbies offertes par les concepts de
commande avec retour d’état et d’observation par injectieria sortie pour conception de sys-
temes de commande réalisant une compensation parfaitedeshpations et/ou une estimation
conjointes des variables d’état du systeme et du générdesiperturbations. On se focalisera
sur le cas des systéemes monovariables pour des consid&gtémlagogiques. Le cas des sys-
temes multivariables sera amplement traité dans le cadne énsemble de bureaux d’études
congus pour développer un savoir faire en la matiere sousitale bénédiction d&imulink.

Probléeme 6.10n se propose d’étudier un probléme générique des systémssuimentation
avancée, en I'occurrence le probleme d’estimation congdes variables d’état d’un systeme
et de son entrée en supposant gue les modeéles du systémeaédatgur d’entrée sont connus,
notamment des réalisations d’état minimél¢ , G, H,,, E,) et(F,, G., H., E.) de dimensions
respectives:, etn.. Le systeme peut étre alors représenté comme le montre ta gLl ou
SYS et MGE désignent respectivement le systeme et le modéle génédatson entrégu () }

a partir d'une impulsion d’amplitude inconnuyé, (¢)} et{y(t)} désigne la mesure de la sortie
du systeme.

0 (t)—— MGE o SYS ——y)

FIGURE 6.11 — Représentation du systéme a entrée inconnue

On suggere d’effectuer cette étude dans le cas des systameés, ¢.e.(u(t), y(t)) € R™ xR™,
d’'une maniere progressive comme suit.

1) Montrer que la cascade composée du systeme et du modelatpgnéte son entrée peut
étre décrite par la réalisation d’'état

F, G,H, G, E.
RSC{Fz( G ),G:( o ),H:(Ho E,H, ) et E=E,E,
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2) Montrer que la cascade est observable si et seulement sirlagtwation des pdles du
modéle générateur d’entrée et la configuration des zéroysiigme sont disjointes, i.e

((H, F) est observatle) <= (CP (MGE)NCZ (SVS) = )

3) Proposer un observateur permettant de réaliser un estongirécise conjointe des va-
riables d’état du systéme et de son entrée en précisant ldittom requise pour ce faire.

4) Traiter le cas suivant

2

G, (s) = T ; oy et u(t) = aesin (wet) a(t)

oua, désigne I'amplitude du signal qui est supposée inconnue.

Probléme 6.2Considérons le systéme asservi de la figure 6.12 ou le syssthecrit par
une réalisation d’état minimaléF,, G,, H,) associé au vecteur d'état, (¢) et n"admet aucun
Zéro situé sur I'axe imaginaire. Proposer une pondératiangermet de réaliser une poursuite
asymptotique parfaite des séquences de référence haroemndjamplitude arbitraire, e.g.
y*(t) = r*sin (wt + ¢). On précisera la structure du régulateur qui permet de rgaliune
précision maximale et toutes les conditions requises peaice.

ZHCYEN g EE0) s IO G e 7
OBS
B

FIGURE 6.12 — Asservissement réalisant une précision maximale

Probleme 6.3La figure 6.13 montre le diagramme fonctionnel d’'un asseerngent de position
d’'une antenne parabolique qui se distingue par une syst@mgosé d’'une antenne parabo-
lique, d’'un moteur a courant continu et d’'un capteur. Le mioté courant continu permet
d’orienter I'antenne par l'intermédiaire d’un engrenadee capteur est un transformateur dif-
férentiel a réluctance variable de type rotatif de gain airi¢ qui permet de mesurer la position
angulaire de I'antenne{u(t)} et {r(t)} désignent respectivement la tension d’induit du mo-
teur et le couple délivré par le motedw(¢)} et {y(¢)} désignent respectivement la position
angulaire de I'antenne et sa mesure{e(t)} représente les perturbations ramenées en entrée
du systeme, notamment I'effet du vent.
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On se propose de déterminer un régulateur qui permet de @rdd’asservissement une com-
pensation parfaite des perturbations avec des performadgeamiques caractérisées par un
mode d’amortissement unitaire et de pulsation praprePour ce faire, on adoptera une syn-
thése modale en supposant que

‘H1. Le systeme considéré peut étre raisonnablement décritgguidtion différentielle
Tpy(t) + fpy(t) = u(t) +o(t)

ou J et f sont respectivement le moment d’inertie et le coefficieffitadment visqueux
de 'ensemble moteur-engrenage-antenne

‘H2. Les séquences des perturbations et des points de consigindustype échelon

u(t) 7(t) o(t) y(t)
VER
) MOTEUR ANTENNE CAPTEUR

REGULATEUR

u(t) —
y*(t)

FIGURE 6.13 — Asservissement de position d’'une antenne paraloliqu

On suggeére d’étudier le probléme dans un contexte de régula&t de montrer que le régu-
lateur obtenu peut étre aisément utilisé pour traiter lelpéone d’asservissement de position
considéré. Pour ce faire, on suggére de procéder progressnt comme suit.

1) Montrer que le systeme peut étre décrit par la représentadiétat suivante

MSAP px(t) = Fa(t) + Gu(t) (6.54)

e y(t) = Ha(t) |
o(t) = ( ”;f’((tt)) ) (6.55)
F:(% %”),Gz(%”)etH:(HUO) (6.56)

ou(H,, H,, H,) est une réalisation d’état du systéme en absence des patiombs.

2) Supposons que la séquence de points de consigne est iggnéqunulle, montrer que la
synthése du systéme de commande considéré peut étreéffagpartir de loi de com-
mande
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pi(t) = (F — MH) z(t) + Gu(t) + y(¢)
REG (6.57)
u(t) = —Kz(t)
avec

K= (K, K,) et Ma:(%") (6.58)

ou K, € R¥ et M, € R**! désignent respectivement les gains de commande avec
retour d’état et d'observation qui seront déterminés a pattune synthese modale dont
on précisera les conditions de faisabilité.

Montrer que la loi de commande avec retour d’état incorpanamobservateur considé-
rée (6.57)-(6.58) peut se récrire sous la forme

REG { U(5) = — (Rereo(5) + Reomp(s)) Y (5) (6.59)
avec
Rcreo<5> = Kcr (Slncr - Fo + GoKo + MO'HCT)_l Mcr

1 (6.60)
Rcomp(s) = - KpMp (1 — Ho (S]na — Fa + GUKJ + MO'HO')_I Mo’)
S

Supposons que la séquence de points de consigne n’est pagugenent nulle, montrer
gue l'asservissement considéré réaliserait une pourqatéaite modulo une modifica-
tion appropriée que I'on précisera dans le cas d’une dynamaide poursuite caractérisée
par une mode dominant d’amortissement unitaire et de pigisgiroprews,,.

Probleme 6.40n se propose de concevoir un asservissement de niveauydtense hydrau-

lique dont le schéma fonctionnel est donné par la figure 6.&4ystéme hydarulique est consti-
tué de deux cuves identiqué&id)V'1 etCl/ V2, la premiére se déversant dans la seconde, munies
chacune d’'une vanne et d’'une pompe qui fonctionnent avecamenande manuelle a distance,

soit 'ensemble AN'1, VAN2, POM1 et POM2. La vanne permet d’effectuer un remplis-

sage de la cuve alors que la pompe permet de procéder a unegedie la cuve si besoin est.

L'electrovanne€V A permet de fournir le débit d’eau a I'entrée de la premieregualors que

le capteurC AP permet d’effectuer une mesure du niveau dans la secondelcélectrovanne
est principalement constituée d’'un asservissement dé c#fgu a partir d’'une cascade de sys-
temes composée d’'un amplificateur de puissance, d’'un matene vanne et d’un capteur de
débit. Cet asservissement est suppose étre bien congu peliog puisse le considérer comme
un amplificateur de puissance de gain statique unitaire paport a la bande passante désirée
de l'asservissement du niveau. On supposera aussi que tewrgpeut étre raisonnablement
approximés par un amplificateur de gain statique unitairenpte tenu de la bande passante

désirée de l'asservissement du niveau. Les séquendes; et {¢(t)} désignent respective-

ment la tension de commande de I'électrovanne et le démaudig’elle fournit effectivement,

alors que les séquencéa(t)} et{y(t)} désignent le niveau d’eau dans la seconde cuve et sa

mesure.
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VAN VAN?2
u(t) q(t) h(t) y(t)
EVA cuvi CUV2 CAP
POMI POM2
REGULATEUR :
y*(t)

FIGURE 6.14 — Systéme hydraulique

Les performances requises consistent a maintenir le nidésau dans la seconde cuve dans un
voisinage d’une séquence de référefiggt) } indépendamment des perturbations qui affectent
le fonctionnement du systéme hydraulique. Les sourceseatagipations des niveaux d’eau
dans les cuves sont les vannes de remplissage ainsi quertggepale vidange, elles peuvent
étre considérées dans le pire cas comme une perturbatidatdlé type échelon d’amplitude
inconnue. La séquence de référeqgé(t) } est produite par un modéle générateur comme suit

ou{u*(t)} est un échelon d’amplitude donnéejt>—1) est la fonction de transfert du modéle
générateur. Ce dernier est particulierement utilisé powdeler la dynamique de poursuite de
I'asservissement par rapport a sa dynamique de régulatiutre la stabilité asymptotique

du systeme de commande, on cherche a réaliser une précisikimale avec une dynamique
dominante caractérisée par deux modes d’amortissemetgitenét de pulsations propres res-
pectivesy, etw, et une bonne insensibilité par rapport aux bruits inéludéslde mesure.

Montrer que la conception de I'asservissement de positarsicléré sera réalisée en adop-
tant une approche d’état avec synthése modale. On motigsrehoix de structure du systeme
de commande et la spécification des parameétres de synthese.

Probleme 6.5Le diagramme fonctionnel de la figure 6.15 représente unraissement clas-
sique de lI'angle de tangage d’un véhicule spatial. L’actiear est constitué par un asservis-
sement dédié a I'angle de braquage de la tuyére de tangageoluele de retour est constituée
d’une centrale inertielle, qui mesure I'angle de tangagedition du véhicule spatial), et d’'un
gyrométre dont la sortie est proportionnelle a la dérivéd’drgle de tangage par rapport au
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temps (vitesse angulaire du véhicule spatial). Le bloc ti#age détermine la commande a ap-
pliquer & la tuyere de tangage en fonction de I'erreur de posiactuelle. Il est généralement
réalisé avec un régulateyPZD congu a partir d’'une approche fréquentielle qui releve beau
coup plus de I'art que de I'analytique. Les séquene@)} et{y(¢} désignent respectivement
le signal de commande de I'angle de braquage de la tuyérerdgtge et I'angle de tangage du
véhicule spatial. Quant aux séquendes(t)} et{v,(t)}, elles représentent les perturbations
qui affectent respectivement le fonctionnement de I'acgair et du véhicule spatial et sont du
type échelon modulo un filtrage.

Ua(t) Vo (t)
v Bloc | u(t (0 (0
U Ug, Zpat Y
de — |Actionneu \/Ser;;:ig:e
pilotage P

Y (t)

Centrale
PYm(1) inertielle

FIGURE 6.15 — Pilotage automatique d’un véhicule spatial

On notera que le systeme a commander correspondant esttaéndé I'actionneur, i.e. la
tuyére de tangage asservie, du véhicule spatial et des waptee. la centrale inertielle et du
gyrométre, comme l'indique la figure 6.16 ¢u(t)} désigne 'ensemble des perturbations qui
affectent le fonctionnement du systéme.

v(t)

Tuyere Véhicule Centrale [ ¥(0)
u(t) de tangage _ o
asservie spatial inertielle e

FIGURE 6.16 — Le systéeme a commander

On se propose de repenser ce pilotage automatique a la lendiés possibilités offertes par
'approche d’état en supposant que I'actionneur et la calgiinertielle peuvent étre représen-
tés par des amplificateurs de gain unitaire, que le gyromeésteparfaitement décrit par une
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action dérivée de gain unitaire et que que le comportememamiygue du véhicule spatial peut
étre raisonnablement approximé par la fonction de trartsfer

2

G(s) =

$2 4+ w?

ou « etw sont des parameétres qui représentent I'efficacité du pietet I'efficacité aérodyna-
mique. Ces parameétres sont déterminés a partir des calatiires géométriques et aérody-
namiques du véhicule spatial.

Pour ce faire, on procédera progressivement en étudianystéesne de commande décrit par
la figure 6.17 qui se distingue par une commande avec retaétatlincorporant une action
intégrale et un observateur. L’action intégrale est esisieiment motivée par les performances
requises en précision dans le cas des séquences de pointsisigree et des perturbations du
type échelon. Quant a I'observateur, il permet de réalige astimation admissible de la posi-
tion et de la vitesse de tangage a partir de la mesure de laipogsie tangage réalisant ainsi
une économie d’'un capteur de vitesse. Il est important daurguer que le systéeme de com-
mande avec retour d’état incorporant une action intégraderit par la figure 6.18 n’est autre
gue le systéme de commande avec retour d’état sous-jacepsthme de commande considéré.

v(t)

& z K; —© VEHS

OBS

FIGURE 6.17 — Pilote automatique sans capteur de vitesse

On suggeére d’adopter une synthése modale pour la déterioimdés gains de commande avec
retour d’état et de I'observateur et de focaliser sur desfpenances dynamiques en régula-
tions (resp. en poursuite) caractérisées par un mode d’@ss@ment unitaire et de pulsation

proprew, (resp.w,).

1) Montrer que le systeme peut étre décrit par la représentatiétat suivante

pr,(t) = Fya,(t) + Gou(t) + Lpv(t)
VEHS
y(t) = Howo(t) + Esu(t)
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v(t)

o+ 1 B K VEHS

(1)

FIGURE 6.18 — Pilotage automatique avec capteur de vitesse

avec

On précisera plus particulierement la nature des variald&tat du systeme et de I'hy-
pothese faite sur les perturbations et on étudiera la siibil

Etudier la stabilité, la commandabilité et 'observalditiu systeme ?

2) Montrer que I'action intégrale peut étre associée au systeomme sulit

px(t) = Fa(t) + Gu(t) + Tpv(t) + T'ry*(t)

MODS
y(t) = Ha(t) + Ev(t)
avec
0= )
F:(_qu 8),G:<%’),H:(Ho 0)

I, (0 B
r (5 )on - (2) wren

Etudier la stabilité, la commandabilité,'observabiliééla détectabilité d'un tel modéle.
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3) Etudier le systeme de commande de la figure 6.18, compte ésmedformances dyna-
miques dynamiques requises, comme suit

e Donner une réalisation d’état du systéme de commande

e Déterminer les gaing, et K; qui permettent de conférer au systeme de commande
avec retour d’état incorporant une action intégrale lesfpemances dynamiques
requises.

e Montrer que le pilote automatique réalise bien une erreatigue nulle pour des
séquences de références du type échelon.

4) Etudier le systeme de commande de la figure 6.17 en utilisaobservateur décrit par
OBS { piy(t) = (Fo — My H,) 24(t) + Gou(t) + Myy(t)

ou M, désigne le gain d’observation. Pour une meilleur percapties choses, on pro-
pose de procéder comme sut

e Montrer que I'observateur est biaisé et détermidéy de maniere a réaliser une dy-
namique d’observation caractérisée par un amortissemaeitaiie et une pulsation
proprew, < we.

e Donner une réalisation d’état du systéme de commande eieésalstabilité.

e Montrer que le systeme de commande réalise bien une erratiguet nulle pour une
séquence de référence du type échelon.

e Montrer que la loi de commande avec retour d’état incorpanam observateur peut
se mettre sous la forme usuelle

pS(p)u(t) + R(p)y(t) = T(p)y*(t)

On précisera les expressions des polyndsigs, R(p) etT(p).

5) Proposer un systéme de pilotage réalisant les performadésiées tout en réalisant
une estimation des perturbations pour des considératierdiagnostic.



Chapitre 7

Asservissements

La figure 7.1 montre un diagramme fonctionnel d’'un systemserasqui résulte naturellement
d’une interconnection du type rétroaction de deux systatyramiques qui ne sont autres que
le systéme et le régulatedru(t)} et {y(t)} désignent respectivement les séquence d’entrée
et de sortie du systéméy,,(¢)} désigne la séquence de sortie mesurée du systérfie} et
{n(t)} représentent respectivement les perturbations de chargaffgctent le fonctionnement
du systéme et le bruit de mesure inéluctablé¢ett)} est la séquence de référence. L'ultime

motivation d’'un asservissement est de

maintenir la séquence de sortie du systéme dans un voisitiage séquence de référence
indépendamment des perturbations de charge qui affeadahttionnement du systéme
et des bruits de mesure inéluctables, doitt)} € V ({y*(t)}) / {v(@®)},{n(t)})

Y, (1)

REGULATEUR

o(t)  n(t)

SYSTEME

Ym (t)

FIGURE 7.1 — Diagramme fonctionnel d’un systeme asservi

Cette motivation est particulierement décrite par un ertdlerde spécifications admissible par
rapport aux propriétés essentielles d’un asservissememixeexigences de simplicité pour sa
mise en oeuvre. Les propriétés fondamentales d’'un assemaent découle naturellement de
I'essence du génie de rétroaction, en I'occurrence la disdtion, une bonne insensibilité aux

bruits de mesure inéluctables, une compensation des pations (resp. une précision) admis-
sible avec une dynamique dominante spécifique et une raisestaisonnable par rapport aux

erreurs de modélisation inéluctables. Quant aux exigedeesimplicité, elles sont essentielle-
ment réalisées a partir des ressources technologiquesdibfes.

261



262

Ce chapitre est essentiellement consacré a une approchedndielle pour I'analyse des as-
servissements a partir d’'une base appropriée de quantffigatde performances nominales et
de robustesse en stabilité ([4], [57], [77], [89]). Cette ppche est présentée d’'une maniere
progressive aprés deux focus concis et précis sur les nodeesystémes et la stabilité des
systemes asservis. Une attention particuliére est aceoédi problématique d’admissibilité
physique des systemes a rétroaction, aux erreurs de matiélisnon structurées et au mode-
lage des fonctions de sensibilité usuelles des asservsgsm

7.1 Normes des systemes

Les normes des systémes communément utilisées dans lie thé&osystémes sont les normes
H, etH... Ces normes ont été définies a partir de la nofgeles signaux que I'on peut rencon-
trer dans l'ingénierie des systemes, notamment des segsierctorielles réelle§f(¢)}, . €

R* dont la normeL, associée est particulierement définie par

—+00

[f]l2 = fH(6) f(t)dt

On distingue deux ensembles de séquences vectorielléssrgglt)},., € R*® de norme finie
selon la configuration des péles de leurs transforméeSajdace et dont les composantes sont
des fractions rationnelles & coefficients réels, sg(t) € C*.

e L'ensemblel; des fonctions complexeés : C — C® de carré sommable sur I'axe
imaginaire.

e L'ensemblel{; des fonctions complexds : C — C? analytiques a I'extérieur du
domaine de stabilit®, et de carré sommable sur I'axe imaginaire.

On notera que les ensemblé€$ et 5 sont des espaces vectoriels Hédbert dont la norme
associée est définie par

Pl (5 [ FUoRGe) dw)é

—00

ol F(jw) désigne la transformée de fourrier de la séquefi¢€l)}, . Dans I'ensembles,
cette norme peut étre exprimée dans le domaine tempored ¥ig@breme d@arseval comme
suit

[NIE

7k = (5 [ FGarte dw)é - ([ rosoa)

o

La norme?, a été naturellement étendue aux systemes a partir d’'uneseptation du type
fonction de transfert, soit'(s) = G(s)U(s) avec G(s) € RP*™(s) pour définir les deux
normes usuelles des systémes.
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e La norme#, définie par

Jun

1963 = sup (% / " hrace (@ (0 + j0)G(o + 1) dw)2

o>0 00
On montre aisément que

1
2

56 = (5 [ trace(g"G1gt)) )

e La normeH,, définie par
1G(s)lo 2 SUD  Tmas (G(5))
R(s)>0

On montre aisément que

1G(s)llc = SUD Tpmaz (G(jw))

weR

ce qui n'est autre que la norme induite définie pour toutedmbyornée comme suit

= su M - su ly ()]l
199l = 5 Tl = 38 Tu®ls

puisquey(t) = G(p)u(t)

On notera que les systemes qui ont une nckpéinie sont décrits par des fonctions de transfert
stables et strictement propres, alors que les systemesnuing normeH. ., finie sont décrits
par des fonctions de transfert stables et propres. On persaléfinir les espaces usuels sui-
vants communément utilisés dans la théorie des systéemes.

e RL, est 'ensemble des fonctions de transfert strictementrpeopans aucun poéle sur
I'axe imaginaire.

e RH, estl'ensemble des fonctions de transfert strictementrpogt stables.

e RL., estl'ensemble des fonctions de transfert propres sansrapéle sur I'axe imagi-
naire.

e RH,, estl'ensemble des fonctions de transfert propres et stable

La normeH, peut étre interprétée comme la puissance de la sortie dersysen réponse a un
bruit blanc gaussien de puissance unitaire comme le moatrédultat suivant.

Résultat 7.1Considérons un systeme décrit par une fonction de trangfésy € CP*™ (s).
Alors la puissance de la réponse du systéme a un bruit blansgi@n de puissance unitaire est
donnée par

QI Ou} = 5= [ trace(© (1) () dw) = (5

o0
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Preuve.Rappelons d’abord que la réponse du systeme a un bruit blansgien de puissance
unitaire est donnée par

y(t) = /_ OOg(T)u(t — 7)dr avec E{u(t)u"(t —7)} = L,6(t — 7)

s ([ )
i [ = g gt 7)) ar )
_ ¢ /_ o /_ " prace (ult — FuT(t — 79" ()g(7) dT}
= [T [ irace e fut - 2} 90 a

_ /_ i /_ " trace (67 ()g(7)) 8(r — )7

Alors on a

Edy ()} = &

1 [r . ‘
= o / trace (G* (jw) G (jw) dw)
e COFD
Par ailleurs, on montre aisément que

[NIES

+oo T

1G(s)]l2 = (% /_ Zaiz (G(jw)) dw)

La minimisation de la normg{, correspond ainsi a la minimisation de la somme des carrés de
toutes les valeurs singulieres sur toutes les fréequendess que la minimisation d’'une norme
H., corresponds a la minimisation du maximum de la plus grandewainguliere pour une
fréquence particuliére pour laquelle I'amplification esaximale.

La norme?, d’'un systeme peut étre déterminée directement a partir déagsation d’état
comme l'indique le résultat suivant.

Résultat 7.2Soit (F, G, H, F) une réalisation d’état de la fonction de transféits) € RH.,
alors sa norméH, est donnée par

1G(s)|)3 = trace (GTW,G) = trace (HW.H")

ou W, etWW, désignent les grammiens d’observabilité et de commanitabil systéme respec-
tivement données par les équations@punov

FTW,+W,F+ H'H =0

et
FW.+ W.FT + GGT =0
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Preuve. Compte tenu du fait que les grammiens de commandabilitéobsdivabilité du sys-
teme sont respectivement donnés par

t t
W, = / F U HTHeF dt et W, = / FtGGT Pt

et que sa réponse impulsionnelle gét) = He'G, on a

16(s)[2 = tmce(l °°g*<jw>g<jw>dw)

([ o)
_ t( ( GG Tdf) )

= trace (HWCHT)

= trace

Et commerace <f_+;° g(7) gT(T)dT> = trace (fj;o gt (1) g(T)dT), on peut en déduire que

I = trace ([ ) o(ryir

o0

+o0
= trace | GT (/ eFTTHTHeFTdT) G)

= trace (GTWOG)
COFD

Contrairement a la normé{,, on ne peut pas déterminer analytiquement la nofifag d’'un
systeme. Néanmoins, on peut tester si la nckged'un systéme est inférieure ou égale a une
borne donnée a partir du résultat suivant

Résultat 7.3Considérons un systeme décrit par une fonction de trangfgrt € RP*™ (p),
alorsona
-1

166)le < 7 = (VI — G (—5)9(s)) " € RL
Preuve.On a
16 < 7 <= 0:(G(jw)) < ¥ VwER et Vie L, n]

— X\ (G*(jw)G(jw)) < ¥ VweR et Viel, n
= N (VL -G (jw)G(jw)) > 0 VweR et Vi€ [l n
= (I, -G (jw)G(jw)) > 0 VweR
< (v*I, — G*(—s)G(s)) n'apas de zéro sur I'axe imaginaire
= (L, — G (~5)G(s)) " € RLs

COFD
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Remarque 7.10n peut toujours déterminer numériquement la nofie d’'un systéme a par-
tir de la séquence o, .. (G(jw))} > Modulo le risque de manquer le vrai maximum. Le ré-
sultats suivant permet de développer un algorithme retatient approprié pour la calcul de la
normeH,, d’'un systeme.

Résultat 7.4 Considérons la matrice Hamiltonienne

iy = (F 0 Y (0 GY( E S CH 0
V=0 —FT HT 0 ET I, 0 —-GT
associée a une réalisatiqit’, G, H, F') d’ordre n. Alors les propositions suivantes sont vraies.

P1. Pour touty > 0, (E) on al|G(s)|l« < 7 Si et seulement sk () n'a pas de valeur
propre sur 'axe imaginaire.

P2. SiH () admet une valeur proprgw sur I'axe imaginaire poury > o,,.. (£), alors
Omaz (G(Jw)) = 7.

ougG(s) € RP*™ (s) nest autre que la fonction de transfert du systeme.

Cette caractérisation spectrale suggére un algorithme idaatomie pour calculet|G(s)||«
qui consiste a partir d’'un encadremey,in, Yimaz] AVEC Ymin > OTmaz (E), relativement
grand que I'on affine d’'une maniéere itérative comme suit

1
E1. On calcule le spectre d¥ () poury = 3 (me + vmam)

£2. SiH () n"admet aucune valeur propre sur I'axe imaginaire, alors @ose~,,;, = 7,
sinon on pose;,.. = -

£3. Revenir a I'étape&1 tant que le résultat n’est pas jugé satisfaisant.

Le résultat suivant permet d’étendre le concept de répoasmbdnique aux systémes multiva-
riables via le concept de valeurs singuliéres a partir desutéats 2.8 et 2.9.

Résultat 7.5Considérons un systeme décrit par sa fonction de trangfeit, alors la propriété
suivante est vraie pour toute entrée non nulle

16 (Gw) U () |
1U (Gw) |l

Ces inégalités montrent clairement que la plupart des pgaips qui concernent le gain pour les
systémes monovariables peuvent s’étendre aux system@sanables en considérant les va-
leurs singulieres minimale et maximale de leur réponse laique. En effet, il est possible de
considérer des représentations fréquentielles des valgngulieres de la réponse harmonique
du systeme dans la mesure ou elles sont des fonctions rpefigs/es de la pulsation. Il appa-
rait clairement que le gain du systéme est relativement petsp. grand ) aux pulsations ou
Omaz (G (Jw)) (resp.omin (G (jw)) est relativement petite (resp. grande). On notera tousefoi
que ces inégalités ne fournissent aucune information@xpkur la phase du systéme.

Omin (G (Jw)) < < Omar (G (Jw)) pour w € R
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7.2 Admissibilité physique.

En dépit de la diversité des configurations des systemegaaption, I'analyse des systemes
asservis est généralement faite a partir de la configuragtamdard donnée par la figure 7.2 qui
se distingue par un retour unitaire, des perturbations etré@net en sortie et un bruit de me-
sure respectivement désignés gay(t)}, {v,(t)} et{n(t)}. On notera qugu,(t)} et{y,(t)}
représentent respectivement les séquences effectivesé@et de sortie du systeme.

vu(t) Uy (t)

REG ® SYS <D

ym(t>

FIGURE 7.2 — Diagramme fonctionnel d'un asservissement standard

Supposons que le systeme et le régulateur sont respectivdéeeits par les fonctions de trans-

fert G(s) etR(s) et poson<(s) 2r ({n(t)}), alors le systeme asservi standard est décrit par
les équations

[ (Ip +G(s)R(s)) Y(s) = G(s)R(s) (Y"(s) = E(s)) + G(s)Vauls) + Vi (s)

(I +R(5)G(5)) U(s) = R(s) (Y"(s) = Vy(s) = E(s)) + R(s)G(5)Vu(s)

SAS (7.1)
(I +R(5)G(5)) Us(s) = R(s) (Y*(s) — Vy(s) — E(s)) + Vau(s)

(I +G()R(s)) E(s) = (Y*(s) = Vy(5)) = G(5)Vu(s) + G(s)R(s)E(s)

Une question naturelle que I'on pourrait se poser avant detiomier a développer ces équations
est de savoir si toutes les fonctions de transfert du systésservi existent et sont propres. Une
telle question constitue I'essence de I'admissibilitégipye du systéme a rétroaction et n'est
pas propre a la réalisation physique du systeme et du régutatomme le montre I'exemple
suivant
—s+2

G(s) = o et R(s)=1
qui se distingue par des fonctions de transfert non propeiamt I'entrée a la séquence de réfe-
rence, au bruit de mesure et aux perturbations en sortie ehénée respectivement données par

s—2 s4+3 s—2 5—2
— , , — et —

5 5 5 5
Elle peut étre étudiée a partir de la configuration donnée laafigure 7.3 ou les séquences
d'entrée{w;(t)} et{ws(t)} permettent de regrouper toutes les entrées exogenes eunsyde
commande, alors que les séquences de sfrtig)} et {es(t)} permettent de regrouper toutes

les entrées du systéme et du régulateur.
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ws (1) @ ei(t) SYS yi(t)

REG €3
Ya(t) ex(t)  wa(t)

FIGURE 7.3 — Configuration standard d’un systéme de rétroaction

Il apparait clairement que ce systeme a rétroaction est adilie si et seulement si toutes les
fonctions de transfert qui relient ses sorties a ses entexgstent et sont propres comme le
montre le résultat suivant.

Résultat 7.6PosonsG.. = lim G(s) et R 2 lim R(s), le systéme a rétroaction de la
Z—00 Z—>00
figure 7.3 est physiqguement admissible si et seulement sitlécen/,,, + R..G., est inversible.

Preuve.Le systeme a rétroaction standard est décrit par les éqnatsmivantes

< In  —R(s) ) < Ei(s) ) _ < Wi (s) )
G@s) I Ey(s) Wa(s)
Il est donc physiqguement admissible si et seulement la ceatri

I, —R(s)
( G(s) I )
est inversible et que son inverse est propre. Et en vertu éeslappements du paragraphe 2.5
sur I'inversion des systémes, on peut conclure que ceci@sid cas si et seulement si la ma-
m —R
goo ]p
une matrice inversible compte tenu du résultat A.3.

trice ° ] est inversible ou d’'une maniére équivalent la matrige+ R..G., est

COFD

Remarque 7.2Si le systeme et le régulateur sont décrits par deux réatisatd’état, mini-
males ou stabilsables et détectables, respectivementdsrpar

alors, la condition d’admissibilité d’'un systéme de comdean boucle fermée peut étre ainsi
exprimée d’'une maniére relativement commaode, soit

( ém —IEr ) est inversible <= I, + E,FE, est inversible
o p

On en déduit naturellement que les systémes de command@hs@miuement admissibles
puisque les fonctions de transfert des systemes sont démat strictement propres, i.e.
E, =0.
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7.3 Stablilité interne.

L'analyse de la stabilité interne d’'un systeme de commanede tre effectuée a partir de celle
du systéme a rétroaction de la figure 7.3 en supposant qu’pegsiquement admissible. Cette
hypothése permet de déterminer aisément sa fonction deféraiicomme suit

6.2 (g T ) (72)
soit
L Un+ R “R(s) (I, + G(s)R(s)) "
Gue(5) <m>u ()(W4Qr9@0ﬁ+M$ﬂW“R@) (7.3)

(L= R($) Uy + GR(9) 7V G(s) —R(5) (I, + G(s)R(s)"
‘( (4,1 GRG0 (1, + G(s)R(s)) ! ) (7.4)

Par ailleurs, le systéeme de rétroaction peut étre décrit éipdes réalisations d’état (7.2) du
systéme et du régulateur comme suit

(i) = 2 (o) =% e ) ()
()= ) (e )+ (% 2 ) (0f)
(5 ) (e) = ) ()~ ()

La derniere équation résulte naturellement de la relationidle entre les variables d’entrée-

sortie
(5= (2 ) () (4 ) (2
Yo (t) Im 0 €9 (t) —Im 0 ’LUQ(t)
Et comme le systéme de rétroaction est supposé étre phymgtiadmissible, on peut détermi-

ner aisément une représentation d’état a partir du vectéétad constitué des variables d’état
du systeme et du régulateur, soit

pxsas (t> = Fsasxsas (t) + Gsasusas(t>
SAS (7.5)

ysas(t) = Hsasxa(t) + Esasusas(t)

avec

Toas(t) = ( Zo (1) ) (7.6)
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) = (00 ) ettt = (260 &

7/ 0 H
(5 m) s

GO— 0 Im _ET
GS(lS - < O GT ) < Eo- Ip (7.9)
I, —E.\ '/ 0 H
Hgs = ( E 1 ) ( _H 0 ) (7.10)
Boo = (B B (7.11)
sas Eo- Ip .

La fonction de transfert du systeme a rétroaction peut 8oesaléterminée a partir de sa réa-
lisation d’état(Fi,s, Gsas, Hsas, Esas) COMMe suit

gwe(s) - gsas(s) - Hsas (ZInsas - Fjsas)_1 Gsas + Esas (712)

A la lumiére du résultat de stabilité interne, on peut pastugue le systéme a rétroaction de
la figure 7.3 est asymptotiquement stable si et seulementsides modes sont situés dans le
domaine de stabilité asymptotique, V&(F,,;) C Dq,.

Le résultat suivant caractérise la stabilité interne duteyse a rétroaction a partir de sa fonc-
tion de transfert.

Résultat 7.7 Considérons le systeme a rétroaction de la figure 7.3 et ssgoqu’il est phy-
siguement admissible. Alors il est asymptotiquement estaibét seulement si sa fonction de
transfertG,. (s) € RH .

Preuve.Rappelons d’abord que comme le systéme a rétroaction staedaphysiqguement ad-
missible, alors la propriété suivante est satisfaite

: I, —E, L, —R(s) . .
La matnce( E, I ) (Tesp. (Q(S) I )) est inversible

Montrons que la condition est nécessaire. Pour ce fairepsgpns que le systéme a rétroaction
standard est asymptotiquement stable, alors on a

V (Fsas> € Dsa — gsas<3) c RHOO <~ gew(S) c RHOO

Montrons que la condition est suffisante. Pour ce faire, 88pps que&j,..(s) € RH.., alors
Gsas(8) € RHo modulo un choix judicieux des réalisations d’état du systétrdu régulateur,
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qui sont utilisées pour élaborer la réalisation d’état ds®me a rétroaction standard, en I'oc-
currence des réalisations d’'état stabilisables et détiglets. Ainsi, on peut conclure que tous les
modes du systéme a rétroaction standard sont situés dansiaide de stabilité asymptotique ;
i.e.V (Fys). Etdonc le systéme a rétroaction standard est asymptatignéstable.

COFD

Remarque 7.3Il est important de noter que le systéme a rétroaction esimasgtiquement

stable si et seulement ses quatre fonctions de transfedréippnent aR H .. A titre illustratif,

considérons le cas ou le systeme et le régulateur sont déxitles fonctions de transfert
s—1 1

g(s):8+1 et R(S>:_s—1

On peut déterminer aisément la fonction de transfert duesysta rétroaction, soit

s+ 1 B s+1
(am) =1t S | ()
s+ 2 s+ 2

La condition requise par la stabilité de ce systéeme n’est\@gfiée puisque la fonction de
transfert reliant{e; (t)} & {w2(t)} n’est pas stable.

Remarque 7.4La stabilité interne des systemes interconnectés, e.cadssrvissements, est
une propriété vitale : elle garantit que toutes les variableternes du systéme sont bornées
pourvu que tous les signaux externes injectés dans le sysigient bornés.

Le résultat suivant montre que la stabilité interne peue &térifiee relativement simplement
dans certains cas spécifiques.

Résultat 7.8Considérons le systeme a rétroaction de la figure 7.3. Alesspropositions sui-
vantes sur sa stabilité interne sont vraies

P1l. SiR(s) € RH, alors le systéme a rétroaction est asymptotiquementestildt seule-
ment si il est physiquement admissibl&ét) (I, + R(s)G(s)) " € RHoo.

P2. SiG(s) € RH, alors le systéme a rétroaction est asymptotiguementestildt seule-
ment si il est physiquement admissibl&Rék) (1, + G(s)R(s)) ™" € RHwo.

P3. SiG(s) € RHo etR(s) € RH, alors le systéme a rétroaction est asymptotiquement
stable si et seulement @, + G(s)R(s)) " € RHew.

La preuve de ce résultat peut étre aisément établie. A thittecatif, pour montrer que la condi-
tion de la propositiorP1 est suffisante, il suffit d’utiliser le fait que

(L +G()R()) " =1, = (I, + G(s)R(s)) "' G(s)R(s)
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Le résultat suivant précise les conditions de stabilitéineé dans des cas relativement géné-
raux

Résultat 7.9Le systéme a rétroaction de la figure 7.3 est asymptotiquestenle si et seule-
ment si il est physiquement admissible et que les deux comslguivantes sont vraies

C1. Le nombre de péles instables de la fonction de transiésjR(s) est égal a la somme
des nombres de pdles instables des fonctions de traggferet R (s).

C2. Les zéros de la fonction de transfért (7, g( YR(s )) sont situés dans le domaine de
stabilité asymptotique, i.€, + G(s)R (s)) € RH o

Preuve.Supposons que le systeme et le régulateur sont décrits pardalisations d’état, mi-
nimales ou stabilsables et détectablés, G,, H,, E,) et(F,,G,, H,, E,.), alors les fonctions
de transferG(s)R(s) et(I, + G(s)R(s)) " sont décrites par les réalisations d’état suivantes

F, G,H,|G,E,
G(s)R(s) = 0 F, G,
i, B,H, | E,E,
et
(4 RN = (= )
avec

Fa GO'HT GO'ET -1
fg;(o E,)+<GT)U_&E)(R’&E)

([ G,E, 1
Gos = ( G ) (I — E,E,)

H,=(I-EE)" (H, EH,)
E,=(I-E,E)"

On peut montrer aisément que les matrices d'éfat et F,, sont égales et en déduire que

si le systeme a rétroaction standard est asymptotiquentebles i.e.V (F,,s) C Ds,, alors

V (F,s) C Dy et donc(I, + G(s)R(s)) " € RH. Par ailleurs, si la conditiorC2 est vraie,
alors on a(I, + G(s)R(s))”' € RH.. et donc le systéme de commande standard est asymp-
totiquement stable si et seulement si la réalisation d'éit, G,,, H,s, F,) est stabilisable et
détectable. Cet argumentaire repose sur le fait Qlig, G,s, H,s, Fos) €st stabilisable et détec-
table si et seulement si la réalisation

(5 Sm) (%) (e omn)

est stabilisable et détectable. Et comme les réalisatidéétaidu systéme et du régulateur sont
stabilisables et détectables, cette propriété est vraigyoque la conditiorf2 soit vraie.

COFD
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Ce dernier résultat permet d’étendre naturellement le théwe de\Nyquist des systemes mo-
novariables ([66]) aux systemes multivariables modulo darbdes pobles et des zéros de la
fonction de transfert en boucle ouverte et de I'égalité ditince de retour en sortie associée
au systeme a rétroaction standard.

Résultat 7.10Le systeme a rétroaction standard (figure 7.3) est asyngutemnent stable si et
seulement si il est physiquement admissible, qu’il n’y aiaecsimplification entre les péles in-
stables du systéme (resp. du régulateur) et les zéros iestdb régulateur (resp. du systeme) et
que le lieu deN'yquist dedet (I, + G(s)R(s)) entoure I'origine, dans le sens trigonométrique,
un nombre de fois égal au nombre de pdles instables du systadgulateur.

T

factorisation polynomiale premiére a droite du systéemegralu régulateur), alors on a
_(Asls) 0 Ag(s) =Bi(s) \ ™

(50 e )= (ot nrome ) (M7 00)) 0o

Ainsi, on peut montrer aisément que que la description {/%Bune factorisation polynomiale
premiére a droite du systeme a rétroaction standard et ewidgden vertu de la factorisation
(7.14), que son polyndme des péles (resp. des zéros) est gann

Preuve. Notons d’abord que s§(s) 2 B,(s)A=!(s) (Tesp. R(s) £ BT(S)A_1(5)> est une

et

P(s) = det (A, (s)) det (A.(s)) det (I, + G(s)R(s))
(7.15)
(resp. U(s) = det (Ay(s)) det (A,(s)))

Par ailleurs, soitD;.,, le domaine d’instabilité formé par I'intérieur du contouedV'yquist et
ne (resp.n,) le nombre de zéros dé&:t (A, (s)) (resp. det (A,(s))) situés dand,.,,. Compte
tenu que la description (7.13) est une factorisation preejiées zéros déet (A,(s)) et de
det (A,(s)) situés dan®;.,, ne peuvent étre des zéros @és) situés dan®,.,,. Et donc tout
zéro ded(s) situé dansD,.,, est manifestement un zérode (I, + G(s)R(s)) situé dansD,.,,
et tout pole delet (1, + G(s)R(s)) situé dansD,.,, est un zero déet (A,(s)) ou det (A, (s))
situé dan®D;.,, puisqued(s) est un polyndme. Ainsi, le systéme a rétroaction standadmét
aucun pole situé darB,.,, si et seulement gt (1, + G(s)R(s)) admetr, +n, pdles dand;.,
et tous ses zéros sont situés dans. Et en vertu du critére d&/yquist dedet (I, + G(s)R(s)),
on peut conclure naturellement que le systéme a rétroastamdard n’admet aucun péle dans
D;.. Si et seulement si le lieu d&'yquist entoure I'origine, dans le sens trigpnométrique, un
nombre de fois égal au nombre de péles instables du systéndguateur.

COFD

7.4 Performances nominales.

Reprenons le systeme a rétroaction standard de la figure ded’gn peut représenter comme
l'indique la figure et supposons que la condition d’admiggédphysique est satisfaite, les ma-
trices I, + G(s)R(s) et L,, + R(s)G(s) sont inversibles. Alors les équations (7.1) peuvent se
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mettre sous la forme

SCS

( Y(s) = (I, + G(s)R(s)) " G(s)R(s) (Y*(s) — E(s))
+ (L + G()R(5)) " G(s)Vuls) + (I, + G(s)R(s)) "V, (s)
U(s) = (In + R(s)G(5)) " R(s) (Y*(s) = Vi (s) — £(s))
+ (In + R(5)G(5)) " R(s)G(5)Va(s)

(7.16)
Us(s) = R(s) (I, + G(s)R(s5)) ™ (Y*(s) = V() — £(s))
+ (I +R()G(s)) " Vuls)
E(s) = (I, + G(s)R(s)) " (Y*(s) = Vy(5)) = G(s) (Im + R(5)G(5)) " V()
+ (I, + G(5)R(s)) "' G(s)R(s)E(s)

Yr(t) ——— SYSTEME — y(t)
Oy (t) ———— e — u(t)
vy (t) ——— COMMANDE " uy(t)
n(t) ———— — e(t)

FIGURE 7.4 — Systéme de commande

7.4.1 Interprétation systémique

Le systeme a rétroaction est compléetement caractériségsafomctions de transfert en boucle
ouverte, ses fonctions de différence de retour et ses torsctie sensibilité usuelles respective-
ment définies comme suit.

La fonction de transfert en boucle ouverte en entrée (rasgoetie) est donnée par
A A
Goc(5) 2 R(5) Gls) (resp. Gosls) 2 G5)R(5))
C’est la fonction de transfert obtenue en ouvrant la boucdlesgsteme de commande en

entrée ( resp. en sortie). On notera que ces fonctions defeainsont identiques dans le
cas des systemes monovariables, soit

La fonction de différence de retour en entrée (resp. enepetit donnée par

Dyo(5) 2 Iy + Gou(5) (Tesp. Dyu(s) 21, + gos(s))
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C’est la fonction de transfert reliant la différence entieritrée et la sortie a I'entrée de
la boucle ouverte en entrée (resp. en sortie) considéréedd@ra que ces fonctions de

transfert sont identiques dans le cas des systemes moablesj soiD, (s) 21 +G,(5).

e Les fonctions de sensibilité usuelles du systeme de conentkifficiies par les fonctions
de sensibilité et de sensibilité complémentaire en sargg( en entrée) données par

Su(5) 2 (L +Gos(s) ™" et To(5) 2 (I + Gos(5)) ™" Gus(s)
et

1]>2

(resp. Se(s) 2 (I + Goe(8)) ™" et To(s) = (Ly + Goe(s)) ™ goe(s)>

et les produits de la fonction de transfert du régulateusfredu systeme) par les fonc-
tions de sensibilité, soit

RS.(s) = R(s)S:(s) et SRe(s) = Sels)R(s)
(resp. GS.(s) 2 G(5)S.(s) et SGy(s) éss(s)g(s))

Ces fonctions de sensibilité sont reliées entre elles mardkations algébriques

Ss(s)+Ts(s) =1,V € C (resp. Se(s)+Te(s) =1,V eC)
To(5) = Goo() (I + Gos(5)) ™" et Te(s) = Gocels) (I + Goe(s)) ™
RS,(5) = SR.(s) et GS.(s) = SG,(s)

Et compte tenu de ces définitions de fonctions de sensibdiiélles, les équations (7.16) du
comportement d’entrée-sortie du systeme de commandestguelivent se récrire comme suit

}/;as (S> = gsas (S> Usas (S> (717)

ouU les séquenceSi.s (1)} et {ysq.s ()} sont respectivement constituées par ses diverses com-
posantes d’entrée et de sortie comme suit

r(t) y (t)
w0 = [ 0 et o= | 20 (7.18)
n (1) e ()
etG..s (s) n'est autre que la fonction de transfer correspondante
gsr ((s)) ggspe ((s)) ggsps ((s)) ng ((s))
é srr (S srpe S srps S srb \S
Goas () =1 GLS) G (5)  Gope(5) G (5) (7.19)
Serr (5) gerpe (3) _Serps (5) Erb (S>
Ts(s)  SGs(s)  Ss(s) =T (s)
_ RS (s) —Ts(s) ~Te(s) —RSs(s) (7.20)
RSS (S) Se (S) _RSS (S> _RSS (S> .
Ss (S) _Sgs (S) _Ss (S) 7; (S)
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Cette équation peut étre représentée comme lindiquenfideses 7.5 et 7.8 qui mettent en
exergue I'ensemble des fonctions de transfert qui caresggt complétement le systéme as-
servi, notamment les effets de la séquence de référencpedasbations et des bruits de me-
sure sur I'entrée et la sortie du systeme.

y?"(t)
v (t) ——  SsG(s)
ype(t)
@ S, y(t)
ps ()
oO— S ’
Yn(2)

FIGURE 7.5 — Performances nominales en sortie du systeme

Les fonctions de sensibilité usuelles constituent airsgdantificateurs fréquentiels de perfor-
mances nominales comme l'indiquent les faits suivants.

e Ladynamique de poursuite du systéme asservi est définigiagmla fonction de trans-
fert

gST : {T<t)} = {yT(t>} avec gsr (3) = 7; (5>
e La dynamique de régulation est définie a partir les fonctidasransfert

Gspe : {ve(t)} = {ype(t)} avec Ggpe (s) = GSe ()
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r(t) —— RS(s)
vu(t)——1  Se(s)
vy(t) —— —RSi(s)
n(t) —— —RS(s)

Ugyr (1)
Ugpe (1)
D D Uq (1)
Ugps(t)
uab(t)

r(t) —— RS(s)
vu(t)——  —Te(s)
vy(t) —— —RSi(s)
n(t) —— —RS(s)

u,(t)
Upe(t)
@ D u(t)
Ups(t)
ub(t)

FIGURE 7.7 — Performances nominales en sortie du régulateur

r(t) ——  Sils)
vu(t)——  —S8G,(s)
vy(t) ——  —Si(s)
nt) ——  Tls)

er(t)
epe(t)
@ D e(t)
eps(t)
eb(t)

FIGURE 7.8 — Performances nominales en poursuite
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et
gsps : {'Us(t)} — {yps(t)} avec gsps (5) = Ss (S)

e La sensibilité par rapport aux bruits de mesure est définiaripdes fonctions de trans-
fert

G ()} = {w(t)} avec Ga(s) = =T (s)

et
Gepr o {n(®)} — {uw(t)} avec Gup(s) = —RSs(s)

e Les fonctions de transfert qui relient I'entrée du systema séquence de référence et
aux perturbations

Ger - {r()} = {us(t)} avec G (s) =SR.(s),

Gepe - {0e()} = {tope(t)}  avec Gepe (s) = S (5)

et
G : {n()} = {uep(t)} avec Gup(s) = —RS,(s)

e Les fonctions de transfert qui relient I'erreur de poursudtla séquence de référence, aux
perturbations et aux bruits de mesure

Gerr : {r()} = {e.(t)} avec Gepp (s) = Ss (),
Gerpe = {Ve(t)} = {epe(t)} avec Geppe (s) = —GS. (s),

gerps : {Us(t)} — {eps(t)} avec gerps (S> = —S8; (S>

et
Gerp : {n(t)} = {en(t)} avec Gen (s) = Ts(s)

7.4.2 Recommandations usuelles

Ce bilan des transferts du systeme de commande nous amemelleatent aux recommanda-
tions suivantes indépendamment des approches de synthese.

R1. Une bonne réduction des effets des perturbations en soese.(en entrée) sur la sortie
du systéme requiert que la fonction de sensibilité usugll@) (resp. GS. (s)) soit rela-
tivement petite, i.€1,,,4, (Ss (5)) < s (1€5p. Tmaz (GSe (5)) < 7e)-

R2. Une bonne réduction des effets des perturbations en soe@.(en entrée) sur I'entrée
du systéme requiert que la fonction de sensibilité usuelig) (resp. RS (s)) soit re-
lativement petite, i.€7,,0. (Se (5)) < s (Tesp. Tmaz (RSs (5)) < ve).

R3. Une bonne réduction des effets des bruits de mesure surtie $iasp. I'entrée) du sys-
teme requiert que la fonction de sensibilité usudll¢s) (resp. RS (s)) soit relative-
ment petite, i.€7,,4: (75 (8)) < s (resp. Omar (RSe (8)) < e)-
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La réduction des effets des perturbations et I'insensédiux bruits de mesure ne sont pas des
objectifs antagonistes, comme on pourrait la penser a pditine interprétation naive de la
relation entre la fonction de sensibilité et de sensibitiimplémentaire, puisque les spectres
des perturbations et des bruits de mesure ne concernenepasémes zones de fréquences. En
effet, les spectres des perturbations sont dominants esebdiequences, alors que les spectres
des bruits de mesure sont dominants en hautes fréquences.

Les trois résultats suivants constituent I'essence d’uaiéienre perception des performances
nominales d’'un systeme de commande compte tenu de la wiiééfendamentale entre les
spectres des perturbations et des bruits de mesure. Le @reésultat met en évidence la rela-
tion entre la fonction de sensibilité et de sensibilité ct@impentaire.

Résultat 7.11Les fonctions de sensibilité et de sensibilité complénmente peuvent pas étre
petites simultanément comme le montrent les propriét@sisias

|Omaz (S(5)) = 1] < Omaa (T(5)) < Omax (S(s)) + 1
|Omaz (T(5)) = 1] < Omaa (S(5)) < Omax (T(s)) + 1

|Omaz (S(5)) = Omaz (T(8)) | < 1

La preuve de ce résultat peut étre aisément faite a partir des propaéltes résultatd?, ??,??
et ?? sur les valeurs singuliéres d’'une matrice.

Remarque 7.5Le résultat 7.11 stipule que si la fonction de sensibiliterelativement petite
(resp. grande) sur une zone de fréguence donnée, alors tdidonde sensibilité complémen-
taire est relativement grande (resp. petite) sur cette ztm&équences. On peut toutefois né-
gocier un compromis raisonnable entre une fonction de bditéiet une fonction de sensibilité
complémentaire relativement petites sur des zones dednégs disjointes, en I'occurrence les
basses et hautes fréquences.

Le second résultat montre que la petitesse des fonctionsra#dlité (resp. de sensibilité com-
plémentaire) peut étre exprimée d’'une maniere équival@pi@rtir des fonction de transfert en
boucle ouverte associées.

Résultat 7.12Considérons un systeme de commande décrit par les équdtihst supposons
gu'’il est asymptotiguement stable. Alors les fonctionsahsibilité et de sensibilité complémen-
taires vérifient les propriétés suivantes.

(Gos(5)) > 1
(Goe(s)) > 1

S}

7(8s(s) € 1 <=
7(S8(8) € 1 «—

S}

et

Qi
Qi

(Ts(s)) < 1
g (Te(s) < 1

(Gos(s)) < 1
5’(906(5)) < 1

(A
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Preuve.Notons d’abord que les fonctions de transfert en boucle mewverifient les propriétés
7 (Gos(s)) =1 < a(Ip +Gos(s)) < a(Gos(s)) +1
g(goe(s)) - ]- S Q(Im + goe(s)) S Q(goe(s)) + 1

qui permettent d’en déduire que

1 ~ 1 1 .
m < 0 (S,(9)) < o (1, + Gos(5)) < TG =1 510 (Gos(s)) > 1
1 1 1

< 7 (Se(s) < o (I, + Goo(5)) = 0 (Goe(s))

0 (Goel5)) + 1 — 51 2(Gue(s) > 1

On retrouve ainsi les propriétés du résultat relatives aomctions de sensibilité. Le cas des
fonctions de sensibilité complémentaires peut étre tdétén utilisant une démarche similaire
a celle adoptée pour les fonctions de sensibilité.

COFD

Le troisieme résultat donne des approximations de I'éu#dnade la fonction de transfert du
systeme de commande en basses et en hautes fréquences.

Résultat 7.13Considérons un systeme de commande décrit par les equatibéset suppo-
sons qu'il est asymptotiquement stable. Alors I'évaluatie sa fonction de transfert sur 'axe
imaginaire vérifie les deux propriétés suivantes.

P1. SUppoSONs qQUEaz (Gos(jw)) > 1 et o (Goe(Jw)) > 1) pourw > wy, alors on a

gos (]CU) g (]w) ]m _gos (]w)

R(jw)  —Go (jw) —R(jw) —R(jw)

R(w) =l  —R(w) -R(w)
Iy —G (jw) —1p Gos (Jw)

gsas (,]w) ~

P2. SUPPOSONS QUET in (Gos(jw)) > 1 et Tpin (Goe(jw)) > 1) pourd < w < w, €t que
G(s) etR(s) sont inversibles sur I'axe imaginaire, alors on a

Ip R (jw) go_s1 (jw —1p
o)~ | 9109 Dn G (w) <G ()
o G (jw) —Go' (jw) —G7'(jw) =G (jw)
Gor' (Jw) —R7H(jw) =G (jw) I
La preuve de ce résultat est triviale compte tenu du résultat 7.12 rmdas approximations
usuelles et les hypothéses requises sur les fonctions nisferadu systéme et du régulateur.

Les résultats 7.12 et 7.13 conduisent naturellement aus postulats suivants sur le rejet
des perturbations et I'insensibilité aux bruits de mesure.
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P1. Un systeme de commande réalisant une bonne performancaeaeuone de fréquences
(0, wy) réalise un rejet des perturbations sur la sortie du systeageiiert que le gain de
la fonction de transfert de la boucle ouverte en sortie selativement large sur toute la
bande de fréquences ou les perturbations que I'on peut ram@msortie du systeme sont
importantes et que le gain du régulateur soit relativemdené sur sur toute la bande de
fréquences ou les perturbations que I'on peut ramener ertemtu systéme sont impor-
tantes, soit

Omin (gos (S)) >1 et Omin (R (S)) >1

P2. Un systeme de commande réalisant une bonne performancaeaesuaone de fréquences
(0, wy) réalise un rejet des perturbations sur I'entrée du systéeagiiert que le gain de
la fonction de transfert de la boucle ouverte en entrée sdtivement large sur toute
la bande de fréquences ou les perturbations que I'on peuergmen entrée du systeme
sont importantes et que le gain du systéme soit relativeglené sur sur toute la bande
de fréquences ou les perturbations que I'on peut ramenepdiesdu systeme sont im-
portantes, soit

Omin (Goe (8)) > 1 et opmin (R(s)) > 1

P3. Un systeme de commande est insensible aux bruits de mesuw®szone de fréquences
(wn, 00) requiert que les gains des fonctions de transfert en bouslerde soient relati-
vement petits et que le gain du régulateur ait une valeuromigble sur toute la bande
de fréquences considéré, soit

Omaz (Gos (8)) K 1, Omaz (Goe (5)) K 1 et 0pnaz (R () <7

ou le scalairey n'est pas grand e, etw, sont des fréquences spécifiques qui dépendent du
probléme de commande considéré et des connaissances ibisgmur les perturbations, les
bruts de mesure et les erreurs de modélisation. La figurellfdntre les exigences usuelles
des systémes de commande.

Ces postulats permettent de mettre en évidence les exmdhoee synthése d’'un systeme de
commande réalisant une bonne compensation des perturisagiilou d’une poursuite précise

de séquences de référence avec une insensibilité aux Heurteesure inéluctables sur la fonc-

tion de transfert en boucle ouverte.

7.5 Robustesse en stabhilité.

Les modeles de commande ne sont qu’'une approximation gsi, isonnable qu’elle puisse
étre, ne pourrait décrire parfaitement la dynamique du &yst et I'influence de son environ-
nement. Ce fait conduit naturellement a distingue le syst@éencommande réel du systéme de
commande nominal qui lui est associé. Le premier est coéspiér le systéme en rétroaction
avec le régulateur comme l'indique la figure 7.10. Le systéeneommande nominal est obtenu
a partir du systeme de commande réel en supposant que lengyes parfaitement décrit par
le modéle de commande comme l'indique la figure 7.11. Unedommmalélisation du systéme est
donc impérative pour garantir une vraisemblance des penforces du systeme de commande
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7 (9o (jw))

0db

a (G, (jw)) \

Wh wr log(w)

FIGURE 7.9 — Gain en boucle ouverte désiré

avec les performances requises.

v(t)

yr(t) u(t) y(t)
REGULATEUR SYSTEME

Ym (1)

FIGURE 7.10 — Systéme de commande

L'élaboration des modéles de commande linéaire des systestegénéralement effectuée a
partir d’'une approche d’identification appropriée en trgibases.

e Une phase de définition de la classe des modéles linéaireptedsnu de la finalité du
probléme de modélisation. Cette phase constitue la toilprduessus de modélisation
gue I'on imagine et réalise en exploitant judicieusementdennaissances préalables
sur les processus physiques mis en jeu dans le systeme ptlEficités des méthodes
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v(t)

ur(t) u(t) MODELE y(t)
REGULATEUR DE
COMMANDE
Ym (t)

n(t)
FIGURE 7.11 — Systéme de commande nominal

de synthese adoptées. Un savoir faire en matiére de traitedwesignal est requis pour
réaliser un traitement des données cohérent par rapportragihodes d’identification
disponibles et affiner la définition de la classe des modeélessoin est.

Une phase de détermination des paramétres du modeéle dumsyatpartir des méthodes
d’identification appropriées pour la classe des modélessm#rée. Une attention par-
ticuliere est réservée au choix du critére d’identificatiqai requiert éventuellement
un planning d’expériences spécifiques. Cette phase estajément aisément réalisée
compte tenu du potentiel d’'identification des systeme®dibfes aussi bien dans les en-
vironnementsSilab et Matlab.

Une phase de validation du modéle selon un planning expétahadéquat. On com-
mence d’abord par une validation par rapport aux connaisssnpréalables qui ont été
particuliéerement utilisées lors des étapes précédentestaliies lors du traitement des
données, i.e. les réponses impulsionnelle et harmoniquner@céde ensuite a une va-
lidation par rapport aux propriétés de qualité de la méthatiielentification adoptée a
partir d’'une analyse de correlation ou une analyse speetrédt enfin, on réalise une
validation par rapport aux performances requises en imagtrdes scenarios de test de
robustesse et des performances dynamiques.

On peut ainsi obtenir une famille de modéles linéaires cemasee par un modele nominal et
ses incertitudes que I'on peut désigner comme suit

Frn 2 {(G(s), AG(s)) | AG(s) = Wy(s)A(s)Wy(s) avec A(s) € RHoo}

ou Wy(s) et Wy(s) sont des fonctions de transfert propres et stables connuieisicprporent
une information pertinente sur la dépendance fréquestiefldirectionnelle de la fonction de
transfertA(s). Le modéle d'incertitude

AG(s) = Wy(s)A(s)Wa(s) avec A(s) € RHoo

est relativement bien approprié aux erreurs de modélisatiibes non-structurées par opposi-
tion aux erreurs de modélisation structurées qui portemiasi parametres du modeéle de com-
mande ([42], [89]). La représentation des incertitudes dadale de commande peut revétir
plusieurs formes comme l'indiquent les figures 7.12 a 7.1vdiStingue les formes additives
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directes et inverses, les formes multiplicatives direetesiverses a I'entrée et a la sortie du

systéme. Le choix d’'une forme ou d’'une autre dépend de laatssance du systéme et des
propriétés du systeme de commande que I'on souhaite metée@d@ence. Les formes additives
sont généralement utilisées pour représenter les erreeinmiddélisation sur toute la bande de
fréquences. Les formes multiplicatives directes sontrgégr@ent utilisées pour représenter les
erreurs de modélisation sur les actionneurs et les captelioss que les formes multiplicatives

inverses sont généralement utilisées pour représenterdeations des parametres du modéle
de commande.

FIGURE 7.12 — Systéme de commande : forme additive directe

AG(s)l—

——®— 9(s)

FIGURE 7.13 — Systéme de commande : forme additive inverse

AG(s)

& G(s) —

FIGURE 7.14 — Systeme de commande : forme multiplicative directergrée
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AG(s)

S G(s) —

FIGURE 7.15 — Systéme de commande : forme multiplicative inversengrée

AG(s)

— G(s) D

FIGURE 7.16 — Systeme de commande : forme multiplicative directsoetie

r AG(s)
®

FIGURE 7.17 — Systéme de commande : forme multiplicative inverssoetie

—1 G(s)




286

On peut montrer aisément que les systemes de commandepontesits aux diverses formes
d’incertitude peuvent se mettre sous la forme d’une rétioacstandard de 'incertitudé\G(s)
(resp. A(s)) avec la fonction de transfebi(s) (resp. ¥,(s)) comme l'indique la figure 7.18.
On notera que la séquence de référence, les perturbatiorchaege et les bruits de mesure
ont été volontairement occultés puisqu’ils n'ont aucurfluence sur la stabilité. La fonction
de transfert:(s) n’est autre que la fonction de sensibilité du systeme de @rdecompatible
avec le type d’incertitude considéré comme le montre laet&hil.

ONE) AG (s)
R (s) l £ X (s)
AG (z)

X (2) l £ Y (2)

FIGURE 7.18 — Systéme a rétroaction standard pour la robustessal®iité

Le résultat fondamental suivant est communément utiliaé s études de robustesse des sys-
temes linéaires asservis sous I'appellation du théoremestii gain ([53]), [89]). Il précise la
classe des erreurs de modélisation admissibles en suppgsarnes incertitudes du modeéle de
commandé\(s) sont des fonctions de transfert propres et stables et folanaleur maximale
admissible sur leur module.

Résultat 7.14Le systéme avec rétroaction de la figure 7.18 est stable maue tfonction de
transfertA(s) propre, stable et telle que
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| Forme d’incertitude | Fonction de sensibilit&(s) |
Forme additive directe RSs(s) = ScR(s)
Forme additive inverse S:G(s) = GS.(s)
Forme multiplicative directe en entrée Te(s)
Forme multiplicative directe en sortig Ts(s)
Forme multiplicative inverse en entrée Se(9)
Forme multiplicative inverse en sortie Ss(9)

TABLE 7.1 — Quantificateurs de robustesse en stabilité

Omaz (A (Jw)) <1 pour tout w € R
si et seulement la fonction de transf&lt (s) est propre, stable et telle que
Tmaz (Suw(jw)) 2 Omas (Waljw)E(jw)W,(jw)) < 1 pour tout w € R

La preuve de ce résultat est disponible dans tous les supports pédagegydédiés a stabilité
et la commande robuste ([53]), [89]).

Remarque 7.6La détermination de la fonction de transféitz) est effectuée modulo de simples
manipulations algébriques. Pour illustrer cette simghgciconsidérons le cas d’'une incertitude
additive directe ou le systeme de commande réel peut éimésepté comme le montre la figure
7.19. On aura alors

(Im + R(5)G(s)) Us(s) = —R(2)Yi(s)
soit
Ui(s) = = (Im + R(5)G(s)) ™ R(s) = R(s) (I, + G(s)R(s)) " Yi(s)

Le systeme de commande réel peut étre alors représenté clenmnomtre la figure 7.18 ou la
fonction de transferk(z) est donnée par

5(s) = RS, (s) = S,R(s)

Compte tenu de la table 7.1, les résultats 7.12 et 7.13 noémem naturellement aux recom-
mandations suivantes sur la robustesse en stabilité pgroe@ux différentes formes d’erreurs
de modélisation.

R1. Une bonne robustesse par rapport aux erreurs de modélisafie I'on peut représenter
sous une forme multiplicative inverse en sortie (resp. smesforme additive inverse)
requiert que la fonction de sensibilité usuelfe(s) (resp. GS. (s)) soit relativement
petite, i.e.

Omaz (Wq (8)Ss () Wy (s)) <1 (resp. Opmae (Wa(s)GSe (s) W, (s)) < 1)



288

FIGURE 7.19 — Systeme de commande dans le cas d’une forme additdcteli

R2. Une bonne robustesse par rapport aux erreurs de modélisafie I'on peut représenter
sous une forme multiplicative directe en entrée (resp. smesforme additive directe)
requiert que la fonction de sensibilité usuelfe(s) (resp. RS (s)) soit relativement
petite, i.e.

Omazx (Wd (S) Se (S) Wff (S)) <1 (Tesp' Omax (Wd (S) RSS (S) Wff (S)) < 1)

R3. Une bonne robustesse par rapport aux erreurs de modélisafie I'on peut représen-
ter sous une forme multiplicative directe en sortie (regssune forme multiplicative
directe en entrée) requiert que la fonction de sensibilggalle; (s) (resp. 7. (s)) soit
relativement petite, i.e.

Omaz Wa(8)Ts (8)) W, (s) <1 (resp. omaz (Wa(s) Te(s) Wy (s)) < 1)

7.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au concept de rétroaction desrsgstlinéaires multivariables avec

un souci permanent : apprécier d’'une maniere rationnellefétace la gestion du compromis

entre les performances et la robustesse en stabilité. Legsri@tés fondamentales du concept
de rétroaction sont présentées d’'une maniére progressivenaprehensible aprés un focus sur
les normes des systemes qui sont communément utiliséelgpalyse des performances no-

minales et de robustesse en stabilité des systémes asservis

e La notion d’admissibilité physique du systeme a rétroacéeté introduite au travers de
la question essentielle : qu’est ce qu’'un probléme de rétioa bien posé. Des condi-
tions équivalentes d’admissibilité physique d’'un systédmeétroaction ont été données
en fonction de I'approche adoptée, i.e. une approche daiatne approche polynomiale.

e La stabilité interne a été diment étudiée a partir d'un engende résultats fondamen-
taux qui ont été présentés d’'une maniére concise et prdoseremarques pertinentes
ont été faites pour mieux apprécier la problématique deiktdbnterne des systemes
linéaires multivariables a rétroaction.
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e Les performances nominales des systémes a rétroactionédéfnies a partir de leur
dynamique de poursuite et de I'ensemble des fonctions dbdéd usuelles qui leurs
sont associées. La dynamique de poursuite (resp. les émsctle sensibilité usuelles)
d’un systéme asservi constitue (resp. constituent) lressde ses performances en pour-
suite (resp. en régulation par rapport aux perturbationsaei bruits de mesure). Le
gualificatif nominal est justifié par le contexte de modédimaidéal dans lequel ces per-
formances ont été définies, i.e. le systéme est parfaiteséerit par le modéle de com-
mande.

e Le probleme de robustesse en stabilité est particulierérérdiée dans le cas ou le
systéme est décrit par une famille de modéles définie par délemaominal et une incer-
titude non structurée décrite par une fonction de trangbeopre et stable. Il a été établi
gue les fonctions de sensibilité usuelles sont des quaatéfics de robustesse en stabilité.

7.7 Probléemes.
Les probléemes proposés ci aprés permettent de mieux aputéhke concept de normes des

systémes.

Probleme 7.1En utilisant la décomposition en valeurs singuliéres d’tmrction de transfert,
i.e.

montrer que
trace (G*(s)G(s)) = trace (X*(s)3(s))

Probleme 7.2Donner les équations d’'un systéme de commande dans le aaségjulateur a
deux degrés de libertés, soit

U(s) = Re(s)Y"(s) — Rp(s)Y (s) (7.21)

OUR,(s) (resp. R,(s)) désigne le composante du régulateur) en régulation (repoemsuite).

Probléme 7.3Retrouvez les fonctions de transféits) de la table 7.1 en fonction des dif-
férentes représentations des incertitudes du modéle deneoie adoptées pour I'étude de
robustesse en stabilité.

Probleme 7.40n se propose d’effectuer une analyse ingénieur des peafuces nominales
des systemes de commande avec modele interne que I'on peagarter comme l'indique la
figure 7.20.

Le systeme est décrit par

SYS { Y (s) = Gu(s)U(s) + Gu(s)V (1)
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O FILTRE u(t) SYSTEME y(#)
€ DE A
ROBUSTESSE COMMANDER
MODELE
DE ——(1)
COMMANDE

FIGURE 7.20 — Systeme de commande avec modele interne

oug,(s) (resp. G,(s)) désigne la fonction de transfert reliant I'entrée du systérasp. les per-
turbations) a la sortie du systeme, alors que le filtre de stification est décrit par les fonction
de transfertF(s) avecF(0)G,(0) = I,,.

On peut ainsi apprécier les propriétés fondamentales qustituent I'essence de la popula-
rité de la commande avec modéle interne tout en mettant elerdsé ses limitations du point
de vue de son applicabilité. Pour ce faire, on suggere degaeccomme suit.

1) Donner la loi de commande avec modéle interne et en délduiomction de transfert du
régulateur.

2) Donner les équations du comportement d’entrée-sortisydiéme de commande avec
modéele interne et en déduire les conditions de stabilitéetiynamiques de poursuite et
de régulation sous-jacentes. On précisera la dynamiqueedalation dans le cas ou les
perturbations peuvent étre ramenées en sortie : une hypethsuelle pour les fans de la
commande avec modéle.

3) Préciser la classe perturbations que I'on peut rejeterfagement ainsi que la classe des
séquences de référence que I'on peut poursuivre parfaiteme

4) Donner les fonctions de sensibilité usuelles du systeeneothmande avec modele in-
terne et préciser comment specifier la filtre de robustifaapour réduire la sensibilité
du systeme de commande aux bruits de mesure inéluctables.

5) Etablir un bilan ingénieur sur la commande avec modelerim¢ a partir des résultats
fondamentaux que vous avez obtenu tout au long de cettesanaly



Chapitre 8

Commande linéaire quadratique

La commande optimale est une prouesse du développemeratthd@smatiques pour les sciences
de l'ingénieur a partir des principes du maximum et de pragnaation dynamique respective-
ment issus des travaux de recherche réalisés au sein ddze=lécoles déontriaguine et
Bellman ([9], [69]). Cette culture a été judicieusement eife parialman pour initier une
école d’estimation et de commande optimales pour les sgsténeaires qui se distinguent
par un probleme d’optimisation quadratique dans un comtestbchastique approprié ([48],
[49], [50], [51]). Depuis I'école dealman s’est vigoureusement développée au sein de la
communauté d’automatique autour de la commande linéaieglatique Q), de I'estima-
tion linéaire & variance minimaléV M) et de la commande linéaire quadratique gaussienne
(L£QQG) qui consiste en une loi de comman@@ incorporant un estimateur d’état M sous

la bénédiction du principe d’équivalence certitude ([48][[11], [42], [55], [72]). Ce poten-

tiel fondamental constitue I'essence de I'ingénierie das@mndel QG qui a été utilisée avec
succes dans de nombreuses applications industrielle$) ([0& notera que la lettr&; de LOG

est essentiellement motivée par la nature stochastiquéngesrfections de modélisation, i.e.
les perturbations d’état et les bruits de mesure.

Dans ce chapitre, on se propose de présenter les bases femtizes de la command&Q en
adoptant une approche déterministe qui consiste a occldteimperfections de modélisation
pour des considérations purement pédagogiques, i.e. eseprént les performances requises
modulo une synthese d’un systéeme de commande insensibite@ariections de modélisation.
La structure du modele des systémes considérés est algpifEencomme suit sans aucune
perte de généralité
px(t) = Fa(t) + Gu(t)
MSLOD (8.1)
{ y(t) = Hz(t)

La commande& Q (resp. commande linéaire quadratique déterminigt@)) consiste a mi-
nimiser au sens d’un horizon glissant, pour la classe deteByss (8.1), le critére quadratique
suivant

J(u(t) = Jim — /t (7 () Qua(r) + u" (r) Rou(r)) dr (8.2)

T—soo0 T
ouQ, = QT 2 HTH, > 0etR. = RT > 0 sont respectivement des matrices de pondération
de I'état et de la commande en supposant que les variablést@@nt mesurables (resp. ne sont
pas mesurables). La synthése d’'un systéme de comniad@erequiert donc une estimation
précise des variables d’état du systeme par un observat€uconcu en vertu de la dualité a
partir d'une synthes&€ Q.

291
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La présentation de la commande)D sera faite d’'une maniére progressive en quatre temps
avec une attention particuliere aux aspects de synthésinpets pour l'ingénierie des sys-
temes. Le premier temps est consacré a la commai@eavec un focus sur les propriétés
remarquables du systeme de commande sous-jacent. Le meuwamps est réservé a la com-
mandeL QD avec une attention particuliere a I'observatedQ et la reformulation du pro-
bléme de commande sous la forme d’une synthgske troisieme temps est dédié au probleme
de recouvrement du transfert de la bouck(B) ouverte du systéme de commaude en en-
trée (resp. de I'observateuf Q en sortie) du systéme qui constitue I'essence de la rolsestes
intrinséque a la syntheséQ. Ceci nous améne naturellement a la commad@D /R T 5.

Le quatriéme temps est consacré aux aspects de synthéseami@gande. QD, notamment
I'affinement des performances dynamiques et de la robuste®s une digression sur la speci-
fication des parametres de synthése.

8.1 CommandefQ

L'étude du probléme de command® est d’abord faite dans le cas d’'un horizon fini avec
des remarques pertinentes sur sa faisabilité pour la contleates systémes. Le résultat fon-
damental correspondant est ensuite étendu au cas d’'undroiidini a partir d’'une étude du
comportement asymptotique de la loi de commande a horizotJfie analyse vigoureuse du
systeme de command® est enfin effectuée pour exhiber ses propriétés vitaleslpogénie-

rie des systemes.

8.1.1 CommandeLQ a horizon fini

Le probleme de commandi a été étudié a partir du comportement asymptotique de la loi
de commande : 7 € [t, t+T] — wu(r) € R™ qui minimise, pour le systeme (8.1)
en supposant que toutes les variables d’état sont mesww,dbleritére quadratique a horizon
infini

t+T

T ({u(m) hefern) = o (t+ T)Ppa(t + T) + / (2" (1) Qex(7) + ' (7) Reu(7)) dr(8.3)

t

ou Py = P} > 0 est une pondération sur I'état final. Le résultat fondames@vant donne la
solution de ce probleme de comman®i@ tout en précisant la valeur optimale du critére.

Reésultat 8.1La séquence de commandle(r)} .. qui minimise le critére quadratique
(8.3), pour le systeme (8.1) en supposant que toutes leablesi d’état sont mesurable, est
donnée par la loi de commande

u(t) = —K(7)x(7) (8.4)
avec

K(r) = R;'GT P(7) (8.5)

—pP(1) = P)F + F'P(r) — P(1)GR,'G" P(7) + Q. avec P(T)=P; (8.6)
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Quant au minimum du critere quadratique obtenu avec une teillde commande, il vaut

J ({u(T)}Te[t,HT]) =27 (t)P(t)x(t (8.7)
Preuve. La preuve est généralement effectuée en invoquant le pandu maximum ou le
principe de programmation dynamique ([9], [69]). Pour desnsidérations de simplicité, on
effectuera plutdt une justification élégante. Pour ce fame notera d’abord que I'équation

(8.6) est une€DR et que la séquence matricielleP () }-c; .41 €St bien définie pour tout
[t,t+T] C R* ([10], [13]). Ensuite, on notera que

/t % (xT(T)P(T)x(T)) dr = /t <(Fx(7‘) + Gu(T))T P(T)x(1) + 27 (1) pP(7)x(7)
+ 2" (7)P(7) (Fa(r) + Gu(r))) dr
="t +T)Pt+T)x(t +T) — 27 (t)P(t)x(t)

= J ({u(n) hepesn) — 2" (O P()x(t)

— /t (.TT(T)QCJJ(T) + UT(T)RCU(T)) dr

Et commeP(t + 1) = Py, on aura

J ({w(m) hepamy) = 2" (£)P(t)x(t

LD (e o) (1)) o

+/t (u(T) + RC_IGTP(T)x(T)T R, (u(r) + RC_IGTP(T)CL’(T)) dr

La minimisation du critere 8.7 est donc bien obtenue ave@tpuence de commande donnée
par les équations (8.4)-(8.6).
COFD

Les remarques suivantes permettent de conforter le rédoltdamental de la command)
tout en précisant quelques expressions usuelles de laségueatricielle{ P(t)}, pnxn.-

Remarque 8.1La commandeCQ a horizon fini est généralement utilisée au sens d’un ho-
rizon fuyant. A chaque instant on détermine la commandgr) a partir de la séquence
{u(7) }rept, e+ QUi minimise le critére quadratique (8.3). On aura alors weenmande ave re-
tour d’état stationnaire

u(t) = —Kz(t) avec K = R;'GTP
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ou la matriceP n’est autre que la solution ded’DR (8.6) a I'instant t, pour le systéme (8.1) en
supposant que toutes les variables d’état sont mesuradtes,”(t + 1) = (), i.e. la matrice
P(t).

Remarque 8.2Le probleme de commande optimale aurait pu étre directenh@rgloppé pour
les systemes linéaires variants dans le temps (2.101) payrils soient uniformément com-
mandables. La loi de commande correspondante est alorséaopar

—pP(t) = P()F(t) + FT()P(t) - P()G()RZ'GT (1) P(t) + Q.

avecP(0) = P, = PT. Cette remarque est particuliérement vitale pour la comicepdes
algorithmes de commande adaptative issus d’'une combinaisme synthes€Q et d’un al-
gorithme d’adaptation paramétrique approprié ([45]).

8.1.2 CommandeLQ a horizon infini

Rappelons que le probleme de commayd2 a horizon infini consiste a minimiser le critére
guadratique (8.2) pour le systéme (8.1) en supposant quesdes variables d’'état sont mesu-
rables. Le résultat fondamental suivant montre que ce probklpeut étre résolu en étudiant la
convergence des solutions déDR (8.8), i.e. le comportement asymptotique de la séquence
matricielle { P(¢) },cr+, comme le montre le résultat fondamental suivant

Résultat 8.2Considérons le probléme de commantig a horizon infini et supposons que la
réalisation(F, G, H.) est stabilisable et détectable, alors il admet une solutionnée par la
loi de commande avec retour d’état stationnaire

u(t) = —Kux(t) (8.8)
K =R'G'PF (8.9)
PF +F'P - PGR;'GTP + Q. (8.10)

Par ailleurs, le systéme de commande avec retour d’étaiespondant est asymptotiquement
stable, i.e.

V(F — GK) C Dy, (8.11)

et le codt optimal associé est nul avec

/000 (27 (1) Qex(t) + u" (t)Reu(t)) dt = 7 (0) Pz (0) (8.12)
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Preuve. Notons d’abord que si la séquence matricie{lB(¢) };cr+ converge, alors on aura
lim P(t) = P ol P n’est autre qu’une solution ded'AR (8.10). Et compte tenu du résultat

t—00

C.11, on peut conclure que est une matrice symétrique définie positive et stabilispatevu
que I'EDR (8.6) soit initialisée par une matrice symétrique définisipee P,. Par ailleurs,
'€ AR (8.10) peut se récrire sous la forme

(F-GK)"P+P(F-GK) = - (Q.+ K"R.K) (8.13)

qui n’est autre que I'équation déyapunov associé au systéme de commal@det qui permet
d’exprimer aisément le critére quadratique (8.2) comme sui

TJ (u(t)) = o 2T (1)Qx(7) + u” (T)Reu(T) ) dr
A )
= /tt+T <JJT(T) (Q:+ K"R.K) x(7’)> dr

= — /tt+T % (xT(T)Px(T)> dr
= 2" (t)Px(t) — 2" (t + T)Px(t + T)

On en déduit alors naturellement que le colt optimal est bigret qu’il vérifie bien la pro-
priété (8.12) en vertu de la stabilité du systeme de comm&azle

COFD

Remarque 8.3Si la réalisation(F, G, H..) est stabilisable et détectable, alors on peut montrer
aisément que la fonction

Viazlt)eR" — V(z(t)) =27 (t)Px(t) € RT

vérifie toute les propriétés d’une fonction dgapunov pour le systeme de commardde Pour
ce faire, on notera que I'équation algébrique Réccati peut se récrire sous la forme

(F—GK)"P(F-GK)~P=—(Q.+ K"R.K)

qui n'est autre que I'équation déyapunov associé au systéme de commai@epuisqu’elle
admet une solution symétrique, définie positive et stapitessunique.

8.1.3 Propriétés fondamentales.

Les systémes de commangl@ peuvent étre représentés par le systeme a rétroaction de la
figure 8.1 oug,.(s) est la fonction de transfert en boucle ouverte en entrée dtésye, soit

Goe (5) = K (sI, — F) ™' G, et{nm.(t) }.er+ représente toutes les imperfections de modélisa-
tion que I'on peut ramener en entrée du systéme.
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e (£) T Goc(s)

FIGURE 8.1 — Systeme de commang®

Le résultat fondamental suivant met en exergue les pra@wiggmarquables d’'un systeme de
commande avec retour d’état intrinseques a une syntfiése

Résultat 8.3Considérons le systeme de commaidde composé du systeme (8.1) en boucle
fermée avec la loi de command@ (8.8)-(8.10) et poson$A,.(s) = H, (sI, — F)~' G. Alors

les propriétés suivantes sont vérifiées pourvu que la réidis d’'état(F, G, H.) soit stabili-
sable et détectable

P1. L'égalité de différence de retour
(I + QOC(_5)>T Re (L + Goc(s)) = Re + (MOC(_S>>T (Moc(s)) (8.14)

est vérifiée pour tout € C.

P2. Lafonction de sensibilité du systeme de commande vérifdaton suivante

. )\ma:v (Rc)
< Y .
Omaz (Sc(jw)) < oo (Re) pour tout w € R (8.15)
P3. La configuration modale du systéme de commande peut égawbh partir de I'équa-

tion

Pcclq(_S)Pcclq<S> o 1 T

P = de (B + (Moe(=5))" (Mae(s)) ) (8.16)
avec

P.oy(s) =det (sI, — F + GK) et P.ys(s) = det (sl, — F) (8.17)

P4. La fonction de transfert en boucle ouverte en entig¢s) admet un retard minimal et
ses zeros sont nécessairement situés dans le domaine digéstsdnit

KG#0 et CZ(Gols)) C Do

Preuve.La propriétéP1 est obtenue a partir d’'un ensemble de manipulations alggies ade-
quates sur EAR (8.10)

PF+ F'P - PGR'G"P+Q,=0
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On commence par ajouter le terme it 1,, — sI,, P au premier membre def' AR

P(sl,— F)+ (-sl, — F)" P+ PGR:'GTP = Q,

Ensuite, on multiplie & gauche pa&” (—sI, — F)~" et & droite par(sl, — F)~' G, ce qui
donne

GT (=sl, — F)" " PG+GTP (s, — F) ' G+G" (—=sI, — F) " PGR;'GTP (sI, — F)™' @

GT (—sI, — F) " Q.(sl, — F)'G
Enfin on ajouteR, aux deux membres de I'équation obtenue et on factorize faipranembre,
soit
<Im +GT (—sl, — F) " PGR;l) R (Ln+ R;'\GTP (s, — F)™' G)

R.+G" (=sI, —F) " Q.(sI, —F)' @

Et puisquek = R_;'GT P, on aura
(I +GT (=L = F)" K) R (I + K (sI, = F) ™ G)

R.+GT (=sI, —F)Y " Q. (s, — F)"' G

On retrouve bien I'équation de différence de retour (8.14).

La preuve de la propriét@?2 est triviale puisqueMZ (—jw)M,.(—jw) est une forme hermi-
tienne semi-définie positive compte tenu du fait@Que- Q7 > 0 et ML (—jw) = MZ (jw).
On aura alors

(Im + Goe—jw))" Re (I + Goe(jw)) > R, pour toutw € R

Ce qui permet de retrouver la propriété escomptée comptedeiiexpression de la fonction de
sensibilité en entrée du systéme de commai@est de la structure particuliere de la matrice
de pondération de la commande, sBjt= p.1,,.

La propriétéP3 est obtenue a partir de quelgues manipulations algébrigaes avoir a ré-
soudre 'EAR (8.10). En effet, on a

det ((Im 4 Goo(—5)" R (L + Go(,,(s))) — det <Rc v GT (=sl, — FY " Q, (s, — F)™ G)

soit
det (L + Goel =) (I + Cnls))) = det (R. + C./l\:;&(%:)s)/\/loc(s))

Par ailleurs, on a

det (In + Goe(s)) = det (I, + K (81, — F) ' G) = det (I, + (sI, — F) "' GK)
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soit

det (sI, — F + GK)  Pry(s)
I — pr—
det (I, + Goc(s)) det (sI, — F) Prsys(s)

Ce qui conduit au résultat considéreé.

Pour la propriétéP4, la premiere partie est basée sur la propriété suivante déotection
de transfert en boucle ouverte d’'un systéme de comméagie

KG = R'G"PG > 0 puisque R,=RI >0 et P=PT >0

Quant a la seconde partie, c’est une émanation naturellehéoreme du module maximal de
I'analyse complexe (voir [4]).

COFD

Ces propriétés permettent de faire un ensemble de remappesun ingénieur intéressé par
la commandeC Q.

Remarque 8.4La propriétéP1 est I'essence de la propriéfé2 qui constitue le capital d’'une
synthéseC Q, en l'occurrence une marge de stabilité maximale dans ledtase matrice de
pondération diagonale sur la commande. En effetkRsi= p.I,,, alors on peut exprimer la
propriété’P2 comme suit

Omin (Im + Goe (Jw)) > 1 pour tout w € RY

Dans le cas des systéemes monovariables, cette nouvelkssig stipule que le lieu déyquist
de la fonction de transfert en boucle ouverte des systemesmdmande Q se trouve a I'exte-
rieur d’un cercle de centre le point critique et de rayon aimg. Ceci correspond a une marge
de module maximale\/M = 1, et donc une marge de gailG € [%, oo[ et une marge de
phaseM P > 7.

Remarque 8.5La propriétéP3 permet de déterminer aisément la configuration modale d’'un
systeme de command® lorsque la matrice)), (resp.R, ) est relativement petite puisque

Qc ~ On - Ppolq(_S)Ppolq(S) ~ Ppsys(_S)PpsyS(S)

<T€Sp. Rc ~ On - Pcolq(_S)Pcolq(S) ~ szoc(_S)szoc(S)>

ou P,,...(s) désigne le polynbme des zéros de la fonction de trangfeyt(s). Ainsi, on re-
trouve d’'une part les modes stables du systeme avec des stabtiEs issus de la réflexion des
modes instables du systéme par rapport a I'axe imaginaesyr les zéros stables de la fonc-
tion de transfertM,,. (s) avec des modes stables issus de la réflexion des zéros esstibla
fonction de transfertV,,. (s) par rapport & I'axe imaginaire).

Ces configurations modales permettent de comforter nottengiel de prudence par rapport
aux intuitions fallacieuses, notamment
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71. La séquence de commande a énergie minimale est identiqtieoiken i.e.

Q.~ 0, = u(t)=0pourtoutt

72. Les systemes de commande congus sans aucune préoccugdatizaigie de commande,
qui est jugée bon marché pour étre pénalisée, sont relatmenapides, i.e.

Ro~0, = 3IA>1/CM(SCLY) C S 2{seC/R(s)<—\} CDy

En effet, la premiére intuition est vraie dans le cas desesyss asymptotiquement stables.
Dans le cas des systemes instables, la réflexion des potablespeut conduire a un systéme
de commande relativement rapide qui requiert une énergagivement importante, e.g. on ne
peut rétablir 'équilibre d’'un pendule inversé sans fournn minimum d’énergie. Quant a la
seconde intuition, elle occulte le cas des systemes quittelmhdes zéros au voisinage de I'axe
imaginaire qui deviennent des modes dominant dans le cadammande bon marché.

Remarque 8.6La propriétéP4 et une expression de la vulnérabilité d’'une synth8¢® en
I'occurrence les fonctions de transfert en boucle ouveds slystemes de command@ ex-
hibent manifestement une décroissance de -20 db/décadeeates fréquences qui ne favori-
serait pas la robustesse par rapport aux imperfections deéétigation inéluctables, notamment
des modes souples occultés. Cette vulnérabilité de la ayathQ est essentiellement due au
fait que les matrices de pondération sont constantes coriinakégue I'expression du critere
guadratique (8.2) en vertu du théoreme7arseval, soit

T = 5= [ (7 G9) QX () + U7 (i) RU (i) do (8.18)

2 J_

En effet, il apparait alors clairement que I'on ne peut painaf les propriétés fréquentielles
de la command& Q avec des matrices de pondération constantes.

Remarque 8.7Une procedure intéressante pour la spécification des pat@méle synthese a
été proposée pafarminat a partir d’'une interprétation énergétique du graiemde comman-
dabilité du systeme, notamment I'énergie minimale reqoiae transférer I'état du systéme de
I'origine & un état donné ([18]). Elle consiste a réduire jggrametres de synthése a un horizon
temporell,, comme suit comme suit

-1

Q.= (1. [ (er6) (uer o) )t =1,
0

Avec un tel choix des matrices de pondération, tous les mideystéme de command®
G s . .1
sont situés a gauche de la verticale d’absussze.

8.1.4 Precision maximale.

Le résultat suivant permet de mettre en évidence les meEiquerformances réalisables en
régulation sans aucune contrainte sur la commande.
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Résultat 8.4Considérons le probléme de commantie avecR, = p.A. et supposons que les
matrices d’entrée et de sort{& et H soient de rang plein. Alors on a les propriétés suivantes.

P1. La solution de £ AR admet une limite lorsque la pondération de la commande dft su
samment petite, soit

3P,=P >0/ lim P=P,=PF >0
pe—>0

P2. Sim < palorsonaP, =PI > 0

P3. Sim = p alors P, = 0 si et seulement si tous les zéros du systeme sont situésedans |
domaine de stabilité asymptotique, soit

P,=0 < CZ(G(s)) € Dy

P4. Sim > palors P, = 0 pourvu qu’il existe une matrice de normalisatidhe R™*? telle
que tous les zéros du systéme normalisé sont situés dansigrande stabilité asympto-
tique, soit

(3N eR™P/(CZ(G(s)) € Dsa)) = P,=0

La preuve de ce résultat a été établi pgfwakernaak etSivan dans ([56]). Elle est occultée
pour des considérations pédagogiques. Les remarquesrgaszpermettent d’interpréter un tel
résultat.

Remarque 8.8Les propriétédP1 et P2 concernent le colt optimal. La propriétél stipule que
le colt optimal admet une limite lorsque la matrice de poatién de la commande approche
Zéro, soit

Rl.iﬂo J (Uopt) = / (2l (1) Qetopt (t) + ulyy (t) Rettop(t)) dt = .} Poy
ou {z,(t)} et{uy(t)} désignent les trajectoires d'état et de commande du systénsem-
mandeL Q. Cette limite peut étre interprétée comme une mesure deéldigpon maximale que
I'on peut obtenir sans aucune contrainte sur I'amplituddaleommande. Quant a la propriété
P2, elle montre gu’il n’est pas possible de réaliser une régolaparfaite, soit

. o T o
Rlclg . J (Uopt) = 2, Pox, =0

si le nombre de variables d’entrée est inférieure au nomlereatiables de sortie.

Remarque 8.9Les propriété$3 etP4 montrent que la régulation parfaite ne peut étre réalisée
gue pour les systemes ayant plus d’entrées que de sortiesietodis les zéros sont situés dans
le domaine de stabilité.



301

8.1.5 Exemples

En guise d’'une illustration des propriétés des systemesodarandel Q, on traitera deux
exemples.

Le premier exempleconcerne le probléeme de commande qui minimise le critérdrmgtigue

J (u(t)) = / h (2" (1) Qcx(t) + u (t)Reu(t)) dt
avec 0
027AQC:<%1 ;2) >0et Ro=p>0
pour la classe des systémes harmoniques décrits par |'équdtétat

SH{ pa(t) = Fx(t) + Gu(t)

0 1 0
F:(—w2 —2(0)) 6tG:<1)

On notera d’abord que le probléme de commande est faisable, puisque la paifg’, G) est
commandable et que la pai(e/@, F) est observable. Les systemes de comm&r2ides sys-
temes harmoniques sont alors donnés par I'équation d’état

avec

SCLO{ px(t) = (F — GK) x(t)

avec
K=G'p

FTP4+ PF—PGR'GTP+Q =0
Et sont asymptotiguement stables, soit

V(F — GK) C Dy

L’équation algébrique de Riccati admet une solution symeé& définie positive unique que
I'on notera

P11 P12
P = avec =
( Dor Poo ) P21 = P21

On aura alors

—2w*p1a — p Pl + @1 =0
P11 — 2Qwpiz — w2p22 - P_1p12p22 =0

2p1a — 4Cwpas — p iy + g2 = 0
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Les premiére et troisieme équations donnent

P2 = —w’ £ Vwl+plg

P2 = —2Cw =+ \/4C2w2 +p! (—2W2 +2Vwt+p7 g+ Q2>

Et pour garantir quep,, soit positif, on doit choisir

pr2 = —w? + Vwl+p7lg

Et donc

P22 = —2Cw + \/4C2w2 +p (—2W2 +2Vwt+p7tq + C]z)
Ce choix donne
P11 = 2Cwpia + W paa + ' Prapan

On peut alors déterminer le gain de commande avec retouat]'goit
K= ( P12 D22 )
La matrice d’état du systeme de commande est particuligredmnée par

0 1

F—-GK =
—Jwr+p gy —\/4(2w2 +pt <—2w2 +2y/wr+ p7tg + q2)

On notera que les deux modes du systéme sont bien situésdiomsdine de stabilité asymp-
totique puisque les coefficients de son polynéme caratitpressont tous positifs, soit

Prere (5) = 8" + \/4C2W2 +p7! <—2w2 + 2w+ p7lg + C_I2) s+ w4 plq

Et on peut vérifier aisément que lorsgile ~ 0, (resp. lorsqueR, = 0) les pdles du systeme de
commande sont les pdles du systeme harmonique si ce deshasyenptotiquement stable, i.e.

¢ > 0. Autrement, i.e¢ < 0, les modes du systéme de commande sont issus d’une réflegion d
poles du systéeme harmonique par rapport a I'axe imaginais. les poles du systéeme sont
infinis)

Par ailleurs, on peut avoir un systéme bien amorti en chs@isconvenablement la matrice de

pondération de I'état, e.gy = 0 et go = 4uC*w? avec /1 + p|C] > 1, puisque le polynéme
caractéristique sous-jacent est donné par

P (s) = 52+2<\/1+,u> IClw s + w?
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Le second exempleoncerne le probleme de commande qui minimise le critérdrgtigue
J(u) = / (y(t)* + peu(t)?) dt avec p. > 0

pour le systeme décrit par la réalisation d’état suivante

F:<8 _12), G:<(1)) et H=(1 —1)

dont la fonction de transfert associée est donnée par

—s+1

G(s) = s(s+2)

La synthés& Q est faisable puisqué, G, H) est une réalisation d’état minimale. La solution
de I'équation algébrique d®&iccati associée, soit

1
PF+ F'P— —PGG"™P+ HTH =0
Pe

est donnée par

1+ /1 +4pe + 2y e

v/ =2+ 4/4+ —1 + 2
Pe Pe
Pc A/ Pc

On notera que

. 2 0
planmP_<0 0)#0

puisque le systeme a un zéro a partie réelle positjve 1.

Le gain du retour d’état correspondant est

(e )
Pe Pe

et les pbles du systéme de commande avec retour d’état gasahie sont donnés par
1 1 2 1 2
pl’gz— — 4+_+ :l: 4"‘__
2 ( \/ Pc A/ Pc \/ Pe \Pe

lim p; =—1 et lim py=—0
pc—0 pe—0

On notera que
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8.2 CommandelLQOD

Rappelons que le probléme de commaddgD consiste a minimiser le critere quadratique
(8.2) pour le systeme (8.1) lorsque les variables d’étatam pas mesurables. On montre dans
ce qui suit qu'une command®Q incorporant un observateur approprié constitue une soluti
potentielle de ce probléme. Cette solution sera présemntggrgssivement en trois étapes. La
premiéere étape est réservée a la conception d’un obsemvegsw d’une syntheséQ en vertu

de la dualité entre I'observation et la commande. La secastdpe est consacrée au résultat
fondamental sur la command&2D avec focus sur la stabilité du systéme de commande et une
interprétation polynomiale du régulatedrQD. La troisieme étape est dédiée a une interpréta-
tion H, de la command£ QD qui est vitale pour la culture de robustesse.

8.2.1 Observateur£Q

Les résultats fondamentaux disponibles sur la commal@euggérent naturellement un ob-
servateurQ en vertu du postulat de dualité entre I'observation et la ptande qui stipule que

le gain d’'une injection par retour de sortie d’'un systeme
est égal a la transposée du gain de commande avec retoutt diétson dual.

Le résultat suivant donne les équations de I'observate@rtout en précisant les conditions
requises pour la faisabilité de sa synthese.

Résultat 8.5Considérons un systeme décrit par une réalisation d'éfatz, H) et une syn-
theseLQ caractérisée par deux matrices de pondératidtys= R? > 0 etQ, = G,GL > 0
telles que la réalisation d’étatF, G,, H) est détectable et stabilisable. Alors le systéme dyna-
migue donné par

pi(t) = Fi(t) + Gu(t) + M (y(t) — 4(1))

OLQ (8.19)
g(t) = Ha(t)
avec
M =XH'R;! (8.20)
FY+YF' —SH'RJ'HY +Q, =0 (8.21)

est un observateuf Q du systéme dont I'erreur d’observation est exponentiedi@mulle.

Preuve. Notons d’abord que compte tenu de la nature de la syntii&3eonsidérée, le pro-
bleme de commande associée consiste a minimiser le critadratique

J(uq(t)) = lim 1 /t ' (2 (7)Qoza(7) + uf (T) Roua(T)) dr (8.22)

T—o0 T

pour le dual du systéme considéré, soit

{ pl’d(t) = Fdl'd(t) + Gdud(t)
DMSLQ (8.23)
Ya(t) = Haza(1)
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oUuy(t) € RP ety,(t) € R™ désignent respectivement I'entrée et la sortie du dual ditesye
(8.1) et(F;, Gy, Hy) = (F',H",G") est une représentation d'état associée a son vecteur
d'étatz,(t) € R™.

Et en vertu du résultat 8.2, la loi commande associée a lahegst QO considérée est don-
née par

ud(t) = —Kdl'd(t) (824)
Ky= R 'HP;FT (8.25)
PPt + PP — P, HYRYHP; + Q, (8.26)

et le systéme de commandl@ sous-jacent est asymptotiquement stable, i.e.
V(F" — K4H") C Dy,

On retrouve les équations de I'observateur (8.19)-(8.2fa¢ir du postulat de dualité modulo

un changement de notation, SBit2 P,. Par ailleurs I'observateur est asymptotiquement stable
puisque ses modes sont les mémes que ceux du systéeme de deh@anus-jacent, soit

V(F'—KH") =V (F — HM)

Quant a la convergence exponentielle de I'erreur d’obsgova elle résulte naturellement de
la stabilité asymptotique de I'observateur et de I'équatite I'erreur d’observation dans le
contexte déterministe considéré, soit

pr(t) = (F — MH)z(t) COFD

Le résultat 8.5 a permis de mettre en évidence que I'obseuvatQ hérite la configuration
modale du systéme de commaurde sous-jacent et donc de sa propriété de stabilité nominale.
Dans ce qui suit, on montrera que cet heritage s’étend nl&ment aux propriétés fondamen-
tales du systeme de comman@i@ a partir d’'une analyse du systeme a rétroaction associé a
I'observateur£ Q. Ce systéme a rétroaction peut étre représenté comme leenafiigure 8.2.

Goo () est la fonction de transfert obtenue en ouvrant la boucl€ateskrvateur en sortie du
systéme, soi,, (s) = H (sI, — )" M, et {n,..(t)} représente toutes les imperfections de
modélisation que I'on peut ramener en sortie du systeme.

Le résultat suivant précise les propriétés remarquablésmabservateur’ Q hérite naturelle-
ment de la synthes€Q sous-jacente.

Résultat 8.6 Considérons I'observateut Q et posonsM,,(s) = H (s1, — F)‘1 G,. Alors les
propriétés suivantes sont satisfaites pourvu que la ratiis d’état(F, G, H,) soit stabilisable
et détectable.
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P1.

P2.

P3.

P4.

Tims () T Goo(s)

FIGURE 8.2 — Systeme de rétroaction de I'observaté@

L’égalité de différence de retour pour I'observatiGfiiDRO)
(Ip + Goo(s)) Ro (Ip + goo(_s))T =R, + MOO(S)MZo(_S)

est toujours veérifiée pour toute C
La fonction de sensibilité de I'observatedQ vérifie la propriété

Omaz (Ro)

Omar (Soljw)) < 7S

pour tout w € R

Les modes de I'observatedi© peuvent étre obtenus a partir de I'équation

Peotg(=8) Peatq(s) _ det (Ro (Moo(s)) (Moo(—5)))
Prgys(—5) Prgys(s) det(R,)

avec
Poog(s) = det (sI, — F + MH) et Ppyys(s) = det (sI,, — F)

La fonction de transfert en boucle ouverte en saftig s) admet un retard minimal et ses
zéros sont nécessairement situés dans le domaine de tetadilit

HM #0 et CZ (Gools)) C Daa

La preuve de ce résultat peut étre faite en exploitant judicieusen®obncept de dualité a
partir des preuves établies pour les propriétés remargesalnl’'un systéme de commang@
données par le résultat 8.3. Les remarques suivantes pemiete mieux apprécier la robus-
tesse de I'observatewtQ et ses performances dynamiques.

Remarque 8.10Les observateur£ Q héritent de toutes les propriétés d’'une synthéseen
sortie du systeme, en I'occurrence une marge de robustessarquable par rapport aux er-
reurs de modélisation multiplicatives en sortie et une gtdbilité en hautes fréquences due
a une décroissance de -20 db/décade des valeurs singutierésur fonction de transfert en
boucle ouverte en sortie.



307

Remarque 8.11La configuration modale d’'un observatediQ est triviale dans le cas ou la
matrice @, (resp. la matriceR,) est relativement petite comme l'indiquent les assertgns
vantes

Qo ~ On - Ppolq(_S)Ppolq(S) ~ Ppsys(_S)Ppsys(S)

( resp. Ro ~ On - Pcolq(_S)Pcolq<S> ~ szoo<_5)szoo<S) )

ou P,,...(s) désigne le polynbme des zéros de la fonction de trandfeyt(s). Ainsi, on re-
trouve d’'une part les modes stables du systéme avec des tadiess issus de la réflexion
des modes instables du systeme par rapport a I'axe imagin@esp. les zéros stables de la
fonction de transferi\,, (s) avec des modes stables issus de la réflexion des modes ésstabl
de la fonction de transferd,, (s) par rapport & I'axe imaginaire).

Remarque 8.12La spécification des paramétres de synthése d’'un observat@upeut étre
effectuée a partir du grammien d’observabilité du systéomeroe suit ([18])

Q=H'H o R,=T, [ (H'G)(H"G)at
0

Ce choix permet d’avoir une configuration modale, de I'obagsur£Q, située a gauche de la
. . 1
verticale d’absmssef :

o

Le résultat suivant précise les meilleurs performances aibservateurZQ et le contexte de
leur faisabilité., i.e. les conditions requises sur le syse

Résultat 8.7 Considérons le probleme de synthése d’'un observaf&davec R, = p,A, et
supposons que les matrices d’entrée et de sortie s@rteR"™"*™ et H € RP*™ soient de rang
plein. Alors on a les propriétés suivantes

P1. Lasolution de IE AR admet une limite lorsque la matride, est suffisamment petite, soit

3%, =% >0/ lim X=1%,

po—>0

P2. Sip < malorsona
Yo =3 >0

o

P3. Sip=malors¥, = 0 si et seulement si les zéros du systéme sont situés dansdeseom
de stabilité asymptotique, soit

S, =0 < (det(H(sl,—F)"'G)=0 = s€D,)

P4. Sip > m alors, = 0 pourvu qu’il existe une matrice de normalisatidhe R"™*? telle
que les zéros du systéme normalisé soient situés dans lerdodestabilité asympto-
tique, soit

(3N e R™? /det (NH (sI, —F) 'E) =0 = s€D,,) = %5,=0
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La preuve de ce résultat est relativement laborieuse ([56]) et serauitée pour des considé-
rations pédagogiques.

Remarque 8.13Les propriétésP1 et P2 stipulent que la matrice de covariance de l'erreur
d’observation, associée a un observat&l@, admet une limite lorsque la matrice de pondéra-
tion R, est aussi petite que possible et que cette limite n’est plies dans le cas des systémes
qui ont plus d’entrées que de sorties. Quant aux proprigtdset P4, elles stipulent que la
reconstruction parfaite des variables d’état d’un systé&sefaisable avec un observatefi©

avec une matrice de pondératié aussi petite que possible pour les systémes ayant un nombre
de sortie au moins aussi grand que le nombre de ses entréesteadconfiguration des zéros

est située dans le domaine de stabilité asymptotique.

8.2.2 CommandeLQD

La commande& QD peut étre congue a partir qu'une commamdde incorporant un observa-
teur £LO comme l'indique le résultat suivant. Le choix d’'un obseevai’ Q est motivée par sa
robustesse par rapport aux inéluctables imperfections ddétisation que I'on peut ramener
en sortie du systeme.

Résultat 8.8Considérons la classe des systemes que I'on peut raiscemeblt décrire par
les équations (8.1) et supposons que les réalisationstd'éta~, H,.) et (F, G,, H) sont sta-
bilisables et détectables. Alors, on peut élaborer une ®cdmmande&£ QD a partir d’'une
combinaison de la loi de commande&) avec I'observateurL Q respectivement données par
les résultats 8.2 et 8.5, soit

pz(t) = (F — MH)z(t) + Gu(t) + My(t)

RLOD (8.27)
u(t) = —Kz(t)
avec
K=RI'G"P (8.28)
M =YH'R}! (8.29)
PF+F'P - PGR;'G"P+Q.=0 (8.30)
FL4+SFt —SH'RJ'HY +Q, =0 (8.31)

Preuve. Compte tenu du résultat 5.10, le systeme de comm&RZie est asymptotiquement
stable et sa configuration modale est constituée de 'unamabnfigurations modales du sys-
teme de commandéQ et de I'observateur’ Q sous-jacents. Ainsi, les trajectoires d’état du
systeme et de I'observateur sont bornées et I'erreur d’'nlagmn est exponentiellement nulle.
Par ailleurs, on peut alors exprimer le critére quadratigagsociée a la command&QD en
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fonction de I'état estimée et de I'erreur d’observationgapie

/O (T (1) Quax(t) + uT (t) Reu(t)) dt

/0 (((0) + 2" Qu (2(0) + 5(0) + u” (1) Reu(r) ) di

| @@+ Ra) de + [ 0@ + 7 (@) at

Et compte tenu des propriétés de I'observatél@, on peut en déduire que la synthése du
systeme de command&®D peut étre naturellement effectuée a partir de la minimatu
critére quadratique

J(u(t)) = lim 1 /0 (2" (1)Q.2(t) + u” (t)Reu(t)) dt (8.32)

T—00
pour I'observateurLQ (8.19)-(8.21).

Ainsi, on peut concevoir un systeme de commah@® en deux étapes duales et indépen-
dantes sous la bénédiction du principe d’équivalence welti. La premiére (resp. seconde)
étape consiste en une synthése d’'un observateur (respsgiitame de commandép avec
une matriceQ, = G,GL (resp.Q. = G,G1 ") telle que(F, G,, H) (resp.(F, G, H,) est une
réalisation stabilisable et détectable. On notera que lturaLQ de I'observateur est essen-
tiellement motivée par des considérations de robustesgaestout observateur assurant une
erreur d'observation exponentiellement nulle peut étitseét

COFD

Les deux remarques suivantes permettent de mettre en égitiehonus des systémes de com-
mandeL QD et I'essence de leur vulnérabilité.

Remarque 8.14La fonction de transfert du régulateult QD est obtenue en appliquant la
transformée deCaplace aux équations (8.27) tout en supposant que les donslitnitiales
sont nulles, soit

R(s) = —K (sI, — F+GK + MH)™' M (8.33)

On peut alors postuler que les systémes de comm&r@P sont insensibles aux bruits de
mesure inéluctables puisque le régulateur sous-jacensteistement propre. Et ce postulat
Iégitime le fait d’avoir occulter les bruits de mesure.

Remarque 8.15La fonction de transfert de la boucle ouverte en entrée (ressortie) du sys-
teme de commandeQD est donnée par

Goe(s) = R(s)G(s) (reSp. Gos(5) = G(s)R(s) ) (8.34)
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oug(s) etR(s) sont respectivement les fonctions de transfert du systeduerégulateurC QD
correspondant. Par ailleurs, la fonction de transfert emuble ouverte du systéme de commande
LOD en entréed,.(s) (resp. en sortigj,;(s)) n'est pas identiquement égale a la fonction de
transfert en boucle ouverte du systeme de commande (resjpbdervateur)£Q en entrée
Goc(s) (resp. en sorti,(s)).

On peut alors postuler que les systemes de comméagi2 n’héritent pas naturellement de la
propriété de robustesse remarquable en entrée (resp. eiesdu systeme de commande (resp.
de I'observateur)Z Q sous-jacent. Ce postulat est I'essence de la vulnéralilitde synthese
LOD et I'importance de la spécification des paramétres de swathée

8.2.3 Interprétation H,

Compte tenu que fait que les conditions initiales peuvastiéterprétées comme une entrée
impulsionnelle, les équations (8.1) peuvent étre rééhtanme suit sans aucune incidence sur
les résultats obtenus

{ px(t) = Fa(t) + Gu(t) + w(t)
MSLOD (8.35)
y(t) = Hx(t) + v(t)

ol {w(t)},cp+ €t{v(t)},cr+ SONt des séquences composees par des impulsions d’areplitud
inconnues, i.e.

w(t) =w,d(t) et v(t) =0v,0(t) avec (w,,v,) € R™ x RP

Et en appliquant la transformée déaplace aux équations (8.14) du systeme, on obtient

{ X(s) =P(s)GU(s) + P(s)W(s)
MSLOD (8.36)
Y(s)=HX(s)+ V(s)

ou ®(s) designe la transformée déaplace de la matrice de transition du systéme,®.es) =
(sI, — F)~'. Et comme tenu de la remarque 8.14, on a

U(s) = —R (5) S, (s) HO(s)W(s) — R (s)S, (s) V(s) (8.37)

ou S, (s) désigne la fonction de sensibilité en sortie du systéme dermamdeL OD que l'on
peut représenter comme sulit

X(s) W(s)
( U(s) ) = To) ( V(s) ) (6.3
avec
< (I, — D(s)GR(5)S,(s)H) P(s) —P(s)GR(s)S,(s) )
gsclqd( ) = (839)
—R(5)S,(s)HD(s) —R(5)S,(s)

Le résultat suivant montre que le probléme de commal@® peut étre interprété comme un
probléme probleme d’optimisaticH,.
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Résultat 8.9Le critere quadratique associé au probleme de commai@® peut se récrire
comme suit

1 [+
J(u(t)) = %/_ trace (H(jw) H(jw)) dw (8.40)
avec
T
%(S) = ( Igc /(\)c ) gsclqd(s) ( CSO /(\)O ) (841)

ou les matrices\. et A, sont les racines carrés des matrices de pondératipet i, soit

R.=ATA, et R, =A,AT

La preuve de ce résultat est trivial. Il suffit de récrire le critére qiratique associé au pro-
bléme de command&QD sous la forme

J(u(t)) = lim % / ((Hoa®)” (hu(t)" ) ( ifﬁg )dt (8.42)

et appliquer le théoreme dearseval.

Remarque 8.16L'interprétation #, du probleme de command&QD montre que la com-
mandeLQD permet de réaliser un bon compromis performaneesobustesse en spécifiant
convenablement les parametres de synthese correspondatdsnment les matrices de pon-
dération(Q., R.) et (Q., R,) utilisées pour les synthes#g adoptées pour la conception du
systéeme de command@D.

8.3 CommandeLQD/RTB

Rappelons le postulat de la remarque 8.15 selon lequel Esmses de command&D n’hé-
ritent pas naturellement de la propriété de robustesse rquable en entrée (resp. en sortie) du
systeme de commande (resp. de I'observaté@l)sous-jacent et pourraient étre relativement
vulnérables aux inéluctables erreurs de modélisation sidarameétres de synthese associés
ne sont pas convenablement spécifiés. Ce probleme a été @védence a la fin des années
soixante parKwakernaak qui a montré que les égalités de différence deiretdrinseques
aux systemes de commande (resp. aux observaté@sle sont généralement pas préservées
([54]). Une décennie aprésoyle andStein ont proposé une procedure de synthése des sys-
temes de command@QD réalisant unRT B ([19], [24]). Le conceptRT R a été ensuite
développé par de nombreux chercheurs pour asseoir les li@skiagénierie de la commande
optimale ([17], [72], [79] [80], [87]). Notons que I'essered’une telle technique est due aux
théorémes fondamentaux relatifs aux problemes de précis@ximale et de reconstruction
parfaite établis parCwakernaak ([54]).

Ainsi, la command&€ QD/RT B est une commandé9D dont les performances sont parti-
culierement spécifiées a partir d'un modelage adéquat denation de transfert en boucle
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ouverte du systéeme de commanii@ ou de I'observateur Q sous-jacent. On distingue deux
synthéses dualesQD/RT B selon que |6R T B doit étre réalisé en entrée ou en sortie du sys-
téeme, notamment

e RTB en entrée :étant donné un systeme de commagdde comment choisir les para-
métres de synthese diC pour que la fonction de transfert en boucle ouverte en entrée
du systeme de command€@D correspondant soit semblable a celle du systeme de com-
mandeL Q, soit

Goe(8) = Gocls) = K@ (s) G

e RT B en sortie : étant donné uF X, comment choisir les paramétres de synthése du
systeme de command& pour que la fonction de transfert en boucle ouverte en sortie
du systéme de command@D correspondant soit semblable a celle &iC, soit

Gos(5) & Goo(s) = HP (s) M

Remarque 8.17Le choix d’'unR7 B en entrée ou en sortie dépend naturellement des perfor-
mances requises. Ces performances sont spécifiées erofodes connaissances disponibles
sur le systeme, en I'occurrence les modeles des actioneédes capteurs. LR7 B en entrée

est naturellement approprié au cas d’'une modélisationtietanent imparfaite des actionneurs,
alors que IeERT B en sortie permet de réduire les imperfections des capteurs.

Remarque 8.18Pour mieux appréhender les propriétés requises pour réalia R7 3, consi-
dérons le cas des systemes monovariables décrits par ulisatéan d'état(F, G, H, E) de
dimensiom. Le régulateur réalisant exactement WY 5 en entrée (resp. en sortie) est donné
par

 KAdj(sl, - F)G
= HAdj (sI, — F)G

 HAdj (sI, — F) M
" HAdj (sl, - F)G

Ryrbe(s) (resp. Roivs(5) ) (8.43)

Ainsi, on peut postuler naturellement qu’un régulateurlissnt exactement I& 75 pour les
systemes monovariables doit impérativement satisfasrpriepriétés suivantes

P1. Le régulateur est propre

P2. Les pbles du régulateur sont les zéros du systeme

Et compte tenu de la propriété de la fonction de transfert encke ouverte du systéme de
commande (resp. de I'observatedl, la propriété’P1 du régulateur requiert que le systeme
ait un retard minimal, i.e HG # 0. Quant a la propriété”2, qui est intrinséque a la réalisation
exacte durR7 B, elle requiert que tous les zéros du systeme soient situgsldadomaine de
stabilité asymptotique. Autrement le systéeme de commaasp. (de I'observateurLQ est
instable.
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8.3.1 RTB en entrée

La synthése d’'un systéeme de commad@D peut étre effectuée de maniere a recouvrer la
fonction de transfert en boucle ouverte du systeme de codena@ en entrée par une syn-
thése appropriée de I'observated©® comme le montre le résultat fondamental suivant

Résultat 8.10Considérons le probléeme de commantieD et supposons que > m et que
la fonction de transferH (sI, — F)~' G du systéme n’ait aucun zéro a partie réelle positive.
Si les paramétres de synthése de I'observat&@rsont spécifiées comme suit

Q. = GGT et R, = p,A,

alors il est possible de réaliser URT B en entrée pourvu que e scalaipg soit suffisamment
petit, i.e.
lim O’R(s)g(s) = Goe(5)

Po —

est vérifiée pour tout € C. La configuration modale de I'observated© résultant est donnée
par les zéros du systeme modulo des modes a l'infini.

Preuve La preuve de ce résultat sera faite dans le cas ou le nomlaetides est égal au
nombre de sorties, soit. = p, pour des considérations de simplicité. Notons d’abord lgue
classe des systemes considérée est conforme aux exiganméssitht 8.7 sur la reconstruction
parfaite de I'état du systéme et donc la matrice de covaeathe I'erreur d’observation vérifie
la propriété suivante
lim =0,

po — 0
Et en utilisant les équations du gain d’observation et ded’R qui lui est associée au sein du
résultat 8.5, on obtient

lim SHT'RJ'HY = GGT = MR,M"

po —> 0

Il apparait clairement que la solution defl/AR et le gain d’observation doivent satisfaire les
propriétés suivantes lorsqug — 0

Y =/po X avec SH'AJ'HY = GG

et
1

VPo

NI=

M = GW,Ao

avec WOWOT =1,

Par ailleurs, si l'on pose

bo(s) = (s, — F)' et ¢o(s) = (s, — F+GK)™"

on aura

0c(5) = 0o(s) (In + GEy(s)) ™

La 77 BO du systeme de command€@D peut alors se récrire comme suit
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Goe(s) = K (¢o(s) ™ + MH) ™ MHo,(s)G
= K¢o(s) (I, + MH@.(5))"' MH¢,(s)G
= K¢c( ) ( +H¢c( ) ) 1H¢0(S)G

La derniére expression a été obtenue par application dultésA.5. Et compte tenu du com-
portement asymptotique du gain d’observation et de la i@hedui relie .(s) a ¢, (s), on peut
développer le comportement asymptotique d&1BB0O en entrée du systéeme de commande
LD comme suit

T Goe(s) = Kou(5)GW,As* (HO()GW, () F) ™ Hon(s)G
= K¢.(s)G (Ho(s)G) ™ Ho,(s)G

= Koo (s) (In + GK$,(5) " G (Hoo(s) (I + GKy(5)) " Q) Hoo(s)G

= K¢o(5)G (I + Ko (8)G) ™ (Hoo(5)G (I + Ko(5)G) ™) HB(s)G

(5)

p

= Ko¢,(s)G

La derniére partie du résultat, relative a la configuratiorodale du systeme de commande
LOD réalisant unL7 R en entrée, découle naturellement de la remarque 8.11 susnéigu-
ration modale de I'observateuf Q compte tenu de la classe des systémes considérée.

COFD

Remarque 8.19Le RT BB en entrée peut étre réalisé en spécifiant les parametresritbése
de I'observateur. Q@ comme suit

R,=1, et Qo = Qur + ¢, GTG avee Q,, = OTTZO et g —

On retrouve la procédur® 7 B proposée pafDoyle andStein ([23]) qui est plus appropriée
pour des considérations numeériques.

Remarque 8.20La nature de la classe des systemes, en I'occurrence un eodesorties
supérieur ou égal au nombre d’entrées et des zéros situésldaomaine de stabilité, s'impose
par les conditions requises pour la reconstruction padales variables d’état du systéme par
les observateur§ Q.

Remarque 8.21Le R7 B en entrée conduit inéluctablement a un observateur du typedy
gain qui aura raison de la propriété naturelle d’'insensitéilaux bruits des systémes de com-
mandeLQD. Le spécification du parametre de synthesdresp. oug,) doit étre faite avec
prudence a partir d’'une procedure appropriée au sens d’ungmmis performance-robustesse
admissible, en I'occurrence UR7 B partiel sur la bande passante du systéme de commande.
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Remarque 8.22La configuration modale de I'observatedrQ réalisant unL7 R en entrée
peut étre obtenue en développant I'expression de son polyraractéristique comme suit

det (s, — F + MH) = det (sI, — F + GW,R, %H)
= det <(s[n _F) <In + (sI, — F)""GW,R, %H)>

= det (sI, — F') det (Ip + H (s, — F)™" GWORO_%>

Et compte tenu de la spécification des paramétres de syndledssbservateur. Q, on a

1
det (sl, — F+MH) = lim (

Jim m)p det (As ) det (W,) det (s, — F) det (G (5))

Et comme le produit polynomidtt (s1,, — F') det (G (s)) n’est autre que le polyndme des zéros
du systeme, on en déduit naturellement que les modes de@itsurL Q tendent vers les zéros
du systeme modulo des modes a l'infini. On retrouve natunelie le résultat escompté.

8.3.2 RTB en sortie

Le résultat fondamental suivant montre que la synthése siygsteme de command®D peut
étre effectuée de maniére a recouvreAd BO de I'observateurL Q en sortie par une synthése
appropriée du systéme de commaude.

Résultat 8.11Considérons le probleme de commande optindaBD et supposons que > p
et que la fonction de transfedt’ (sI,, — F)~' G du systéme n'ait aucun zéro a partie réelle
positive. Si les parameétres de synthese du systéme de camf@rsont spécifiés comme suit

Q.= H"H et R, = p.A.

alors il est possible de réaliser UR7T B en sortie pourvu que le scalaipg soit suffisamment
petit, soit
lim G(s)R(s) = Gools)

pe — 0

est vérifiee pour tout € C. La configuration modale du systeme de commaf@erésultant
est donnée par les zéros du systeme modulo des modes a.l'infini

Preuve.Comme dans le cas d®&7 5 en entrée, la preuve de ce résultat sera faite dans le cas ou
le nombre d’entrées est égal au nombre de sorties. Notormodiaque la classe des systemes
considérée est conforme aux exigences du résultat 8.4 quretasion maximale réalisée par
un systeme de commandé@ qui stipule que

lim P=0

pe — 0

Et en utilisant les equations du gain de commande avec ret@tat et de IEAR qui lui est
associée au sein du résultat 8.2, on obtient

lim PGR;'G'"P=H"H=K"R.K

pe — 0
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La solutionde IEAR et le gain du retour d’état doivent alors satisfaire les pri@pés suivantes
lorsquep. — 0

P = /p. P avec PGAJ'G"P = H"H

et
1

NG

K =

ASPW.H avee WWT =1,

Par ailleurs, si I'on pose

bo(s) = (sI, — F)" et ¢o(s)=(sl, —F+MH)™"

on aura

Go(5) = Po(5) (Lo + MHeyys(s)) ™

La 77 BO du systeme de command€@D peut alors se récrire comme suit

Gos(s) = Hoy(s)G K (sI, — F +GK + MH)™' M
$)G K (¢o(s) ™' + GK) ™ M

G Koo(s) (In+ GK,(s)) " M

G (I + Koo(s)G) ™ Ko,(s)M

La derniére expression a été obtenue par application dultéisdy.5. Et compte tenu du compor-
tement asymptotique du gain du retour d’état et de la retatjai relie ¢,(s) & ¢,(s), on peut
développer le comportement asymptotique d&1BBO en sortie du systéme de commande
LOD comme suit

lim  Gos(s) = Hoo(s)G (Ko(s)G) ™" Koo(s)M

G (Koy(5)G
G (Hoo(s)G) ™ Heo(s)M

G (Ho(s) (I + MHpo(5) " G) ™ (Hoy(s) (I + MHg,(s)) ™ M)
G (

(I + Hoo()M) ™" Hoo(5)G) ™ ((In + Hoo(s)M) ™" Hpy(s)M)

Po

La derniere partie du résultat, relative a la configuratiorodale du systeme de commande
LOD réalisant unL7 R en entrée, découle naturellement de la remarque 8.5 suriéiguara-
tion modale du systéme de commaud2 compte tenu de la classe des systemes considérée.

COFD

Remarque 8.23Le RT BB en sortie peut étre réalisé en spécifiant les paramétresntbaye du
systeme de command& comme suit

Rc: met QCZQCT+QOGTGGU6CQCTZ 520 et e —» 0
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On retrouve la procédur® 7 B proposée pafoyle andStein ([23]) qui est plus appropriée
pour des considérations numériques.

Remarque 8.24La nature de la classe des systemes, en I'occurrence un eot‘dgmtrées su-
périeur ou égal au nombre sorties et des zéros situés damsaide de stabilité, s'impose par
les conditions requises pour la précision maximale dessyss de command&.

Remarque 8.25Le R7 B en sortie conduit inéluctablement & un systéme de commantypel
grand gain qui aura raison de la propriété naturelle d’insdilité aux bruits des systemes de
commande QD. Le spécification du paramétre de synthgs@esp. oug.) doit étre faite avec
prudence a partir d’'une procedure appropriée au sens d’'ungmmis performance-robustesse
admissible, en I'occurrence UR7 B partiel sur la bande passante du systéme de commande.

8.4 SyntheseLOD

Les remarques faites sur la synthé&3@ sont relativement prudentes pour envisager une syn-
theseL QD sans comforter les propriétés attractives de la synth&Seet développer une pro-
cedure adéquate pour la spécification des parametres déayata partir des performances
requises. Dans ce qui suit, on propose de traiter ces aspectsne modification judicieuse de
la nature des pondérations.

8.4.1 Performances dynamiques

La conception de systémes de commande (resp. d’'obserspfadiréalisant des performances
dynamiques arbitraires n’est pas faisable tant que le peoie de spécification des paramétres
de synthese est encore ouvert. En effet, on ne peut pas egporedre aisément a la question
suivante

Comment spécifier les matrices de pondération d’'une syaih@sréalisant
une dynamique de régulation arbitraire tout en préservast gropriétés de robustesse ?

Plusieurs études ont été consacrées a cette question setfisrumulation admissible qui consiste
en la détermination des matrices de pondérations de mani@ssigner les modes du systeme
de command& Q dans un secteur donné du domaine de stabilité, i.e.

S 2{seC/R(s) < -A<0} (8.44)

Cette propriété peut étre obtenue en introduisant une p@tidéd du type exponentielle dans le
critere £LQ comme le montre le résultat suivant

Résultat 8.12Considérons une synthés&® qui consiste a minimiser le critére quadratique

J(u(t)) = lim 1 /0 e (z(t)T Qpa(t) + u(t) " Ryu(t)) dt (8.45)

T—oo 1

avec
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A>0, R,=R.>0et Q,=H H,>0 (8.46)

pour la classe des systémes (8.1) et supposons que
HSLOP (F,G,H,) estune réalisation minimale

Alors la loi de commande commande qui réalise cette optimisast particulierement donnée
par

u(t) = —Kya(t)
REGLO Ky = R7IGTP, (8.47)
(F +A,)" P+ Py (F+),) — P.GR;'GTP, +Q, =0

Par ailleurs les modes du systemes de commande résultasitodd dans le sectew, du do-
maine de stabilité, et sa fonction de sensibilité en entétdie la propriété

Omaz (Se (Jw)) < i\\mL((gci pour tout w € R (8.48)

La preuve de ce résultat est un excellent exercice sur la comm#r@deue nous proposons de
réaliser progressivement en quatre étapes.

La premiere étape constitue les préliminairesequis pour ce faire, en I'occurrence les deux
résultats suivants

Résultat 8.13(F + \,,, G, H) est une réalisation d’état minimale pour tout R si et seule-
ment si(F, G, H) est est une réalisation minimale.

Résultat 8.14SoientQ, = H] H, etQ, = HI H, deux matrices symétriques et définies non
négatives telles qu@; < (), alors la pire(H,, F') est observable pourvu que la paitd, F')
est observable.

Les démonstrations de ces résultats peuvent étre aiséaitastén utilisant les résultats fonda-
mentaux sur la commandabilité et I'observabilité des syst® Montrons d’abord que

(F, G) estcommandable<= (F' + \Il,,, G) est commandable
en utilisant la propriété de commandabilté qui se préte leuripour ce faire, soit

(F, G) est commandable<— (vTeFtG = 0 pour tout t <= v = 0)

— (vTe(F“I”)tG pour toutt <= v =0 )

= (F' + M, G) estcommandable
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Montrons ensuite que

(H, F) estobservable<= (H, F'+ \I,,) estobservable

en utilisant la propriété d’observabilité qui se préte leamx pour ce faire, soit

(H, F) estcommandable<— <HeFtv = 0 pour toutt <= v =20 )
= (He(FJ”\I”)tv = 0 pour toutt <= v = O)

= (H, F+ \,) estobservable

Pour la preuve du résultat 8.14, rappelons d’abord g, F') est observable si et seulement
si Hyv # 0 pour tout v € Vg ouV, désigne I'ensemble des vecteur propres a droite de la
matrice d’étatF'. On aura alors

v HI Hyv = v Qv # 0 pour tout v € Var
Et compte tenu de l'inégalit®, < (),, on aura
UTH2TH21) =0T Qv > vT Qv # 0 pour tout v € Vs
et doncHyv # 0 pour tout v € Vg, SOit(H,, F') est observable.
La deuxieme étape concerne l'obtention de loi de commandg partir d’un recouvrement

du contexte de la synthégr). Pour ce faire, il suffit d’effectuer le changement de vaeab
adéquat suivant

T(t) = eMa(t) et a(t) = eMu(t)
tout en remarquant que I'équation d’état du systeme assstidonnée par

pZ(t) = XeMa(t) + Mpx(t)
= AeMa(t) + M (Fa(t) + Gu(t))
= AeMa(t) 4+ F eMa(t) + G eMu(t)
= (F+ \,,) z(t) + Gu(t)

On peut alors reformuler le probléeme de commande comme uslggne de régulatiorC Q
standard, en I'occurrence la minimisation du critére quatique

J(u(t)) = lim % /O (" (1)Qpz(t) + u” (t)Ryu(t)) dt (8.49)

pour le systeme décrit par
pz(t) = (F + Al,,) z(t) + Gu(t) (8.50)

Et commg F, ) est commandable ét{,, F') est observable, on peut en déduire a la lumiere
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de la premiere question qué’ + A\I,,, G) est commandable ét{,, F' + \I,,) est observable.
On dispose ainsi de la condition requise par une syntif&@etandard, soit /" + \l,,, G, H,)

est une réalisation d’état minimale. On retrouve ainsi lade commande 8.47 ou l'indice
est volontairement utilisé pour mettre en évidence le fadt cette loi de commande dépend du
parametre.

La troisieme étape est une analyse de la stabilité exponealie du systéeme de commande en
adoptant une approche d&yapunnov. Pour ce faire, considérons la fonction R* — R*
définie par

V(a(t)) = 2" (t) Pa(t)
on aura
p(V(z(t)) = (px(t))" Pax(t) + " (t) Py (pa(t))
2"(t) ((F — GK, TPA+PA(F GK))) z(t)
= —a"(t) (Qp + 2APy) x(t) — 2" (t) (P\GR,'G" P,) x(t)
—2X2” (t) Pyx(t)
—2\V (z(t))

IA A

V:R" — RT estdonc une fonction déyapunov satisfaisant la propriété

p (V(2(t)) < =22V (x(1))

Cette propriété permet de conclure que le systeme de conmmesicdien exponentiellement
stable, i.e. la trajectoire d’état du systeme converge eeptiellement vers I'origine avec un
taux de convergence égabasoit

3y >0/ [la@)] < e

On peut alors en déduire naturellement que tous les modegddense de commandg; sont
situés dans le domaine de stabilité et de performances ghfini

Dy, ={s€C/Rc(s) <=M}

La quatriéme étape est consacrée a la robustesditons d’abord que I'équation algébrique
deRiccati associée a la fonction colt peut se récrire sous lai®r

FT'Py+ P\F — P\GR,'G"P\ +2AP, + Q, =0
Et si I'on prend la dérivée partielle rapport a la variable on obtient I'équation

0Py
EXN

oP
(F+ AL = GR'GTP,) + (F + AL - GR;lGTPA> S 2B =0

qui n’est autre qu’une équation dgyapunov du systeme de commaud2. Et comme ce sys-
teme de commande est asymptotiquement stable, on peulireogaé

a)\ est une matrice symetrlque définie pOSItIVG
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Ceci permet de conclure qug > A\, = P,, — Py, > 0 puisqueP, > 0.

Et notons ensuite que I'équation algébriqueecati associée a la loi de commande (8.47)
peut se récrire sous la forme

FTPy+ P\F — P,GR'G"P\ + (Q, + 2\P,) =0
ou d’une maniére équivalente

F'P+ PF - PGR'G"P+ Q. =0 avec Q.= Q,+2\Py et R.= R, (8.51)

En effet, compte tenu du fait que la matrice de pondératiétad’peut étre factorisée comme
suitQ. = Hl H. et queQ, = HH. > Q, = H! H,, on peut conclure quéH,, F) est
observable car(H,, F') est observable a la lumiére du second résultat 8.14. On pleus a
conclure que I'équation algébrique deiccati (8.51) admet une solution unique symeétrique et
définie positiveP puisque(F, G) est commandable €f{., F') est observable. Et comnig

est une solution triviale de cette équation, on peut en a@édpie P = P, sous la bénédiction
de l'unicité de la solution. Ceci permet de conclure que Eéye de commandi) considéré
est bien doté de la robustesse remarquable intrinseque ynignéseL O.

COFD

8.4.2 Robustesse en stabilité

Les systemes de command@ se distinguent par une marge de module maximale qui leur
confére une bonne robustesse en stabilité par rapport ateues de modélisation multipli-
catives en entrée. Cette remarquable propriété doit étrgetois considérée avec prudence
compte tenu des faits suivants

F1. La marge de module est relativement réduite lorsqu’un olzgeur est utilisé pour re-
construire les variables d’état du systeme. Ceci constitudéfi pour la synthésé9oD
en dépit des résultats fondamentaux surlé 5. En effet, la faisabilité diR7T B est ré-
duite aux systémes carrés dont tous les zéros sont situédeldomaine de stabilité et
des performances en vertu des résultats 8.10 et 8.11. Raugs| leR7T 3 est réalisé au
détriment de la propriété d’'insensibilité aux bruits de omes inéluctables comme I'in-
diquent les remarques 8.18 et 8.21.

F2. La vulnérabilité des systemes de commaddedans le domaine des hautes fréquences
intrinseque a la structure de leur fonction de transfert emdtle ouverte en entrée, i.e. un
retard minimal. Ainsi, les systemes de commafidene sont pas robustes par rapport
aux erreurs de modélisation qui sont essentiellement damtés en hautes fréquences
comme l'indique la remarque 8.6. Et cette vulnérabilité iastinseque au cas des ma-
trices de pondérations constantes.

Ainsi, la synthes€ OD doit étre absolument confortée par un développement meékbgidue
conformément aux exigences de I'ingénierie es systemes.eommandations peuvent étre
faites a partir des différentes remarques sur la synth&9eet les systemes de commautieD
([72], [79]). La premiére recommandation est une réaligatipartielle duR7 BB par rapport
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aux performances dynamiques requises. Elle permet deepaltie compensation des zéros du

systéme, qui pourrait étre néfaste si ces derniers ne sansipaés dans le domaine de sta-

bilité et performances, et préserver I'insensibilité natle aux bruits de mesure des systemes
de command€ QD. La seconde recommandation est une pondération dynamjgueariée

du comportement d’entrée-sortie du systeme pour rehalsgerobustesse au voisinage des

fréquences cruciales des imperfections de modélisatiaysii¢me.

La réalisation d’'unRT B partiel en entrée (resp. en sortie) est obtenue en spécitiamie-
nablement les parametres de synthese de I'observateur dregysteme de commandéed
conformément a la remarque 8.23 (resp. 8.19). Quant a la é@ttbn dynamique du compor-
tement d’entrée-sortie du systéme, elle permet de comtfarsynthéseC Q par des pondéra-
tions fréquentielles comme il a été suggéré par la remarqée 8

Rappelons que la gestion des pondérations fréquentietiaduit naturellement au concept
de retour d’état dynamique développé au chapitre 5 dont tels@se peut étre effectuée en mi-
nimisant le critére quadratique

J(u(t)) = lim ~ /0 (yg(t)yp(t)ﬂg(t)up(t)) dt (8.52)

T—oo 1

ou {u,(t)} et{y,(t)} désignent les séquences d’entrée-sortie pondérées taggaent don-
nées par

yp(t) = Wslp)y(t) et uy(t) =W (p)ult) (8.53)
avec

1>

Qe(s) 2WT ()W, (5) 2 0 et Ru(s) 2 (W. ()W (5) " >0 (8.54)

Remarque 8.26Compte tenu du théoréme @arseval, le critere quadratique (8.52) peut se
récrire comme sulit

JO G = 5= [ (¥ G9)Qu )Y (1) + U () Re () U () o~ (8:55)

21 ) _ o

ou Q. (jw) = H (jw) H. (jw) > 0 et R, (jw) = R: (jw) > 0 constituent bien des pondéra-
tions fréquentielles, compte tenu des expressions (8t%8)=!), qui permettraient de se foca-
liser sur les domaines de fréquences pertinents par rapptatproblématique de commande
considérée.

On recouvre ainsi un probleme de comman®@ pour la cascadePé — SYS — PS ou

S)YS est le systeme &€ et PS sont des systemes dynamiques dont les fonctions de ttansfer
sont respectivement données pér (s) et W (s). Cette cascade peut étre décrite a partir des
représentations d’état de ses composantes comme il a étgofai la commande avec retour
d’état dynamique au chapitre 6 qui conduisent a la représsio d’état (6.51)-(6.53). Et si les
pondérations sont spécifiées de maniére a ce que la réalisdiétat associe, i.éF,, G,, H,),

est stabilisable et détectable, alors on peut réaliser wreteselLQ (resp. LQD) avec des
pondérations fréquentielles a la lumiere du résultat 8e&fr. résultat 8.5).
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La loi de command& Q est donnée par

Up(t) = =Ko (t) = —K,24(t) — Kewe(t) — Kgxs(t)
CLOPF K,=GTp,
F,P,+P,FI' - P.G,G'P,+ H'H, =0

Alors que la loi de commandéQD est donnée par

( p5(t) = Foas(t) + Goy(t)

pia (t) = (Fy — MyHo) #a (£) + Gauy (1) + M, (Egy(t) + Hya,(t))
U, (t) = =K, 3, (1)

CREO Ko=GoFy

M, = S HY

FyP, + P,FT — P,G,GTP, + HTH, = 0

FySq+ SoFT — S HTH, S, + HTH, = 0

Comme pour la commande avec retour d’état dynamique, laifomde transfert du régulateur
est donnée par

R(5) = Wi(s) Ral(s) Wa(s)

OUR,(s) désigne la fonction de transfert du régulateur congu a paiti systéme pondéré. On
réalise aisément que le systeme de commande sous-jacéiaé néae compensation parfaite
des perturbations dont les dynamiques dont les dynamidquréspartiellement contenues dans
celles des pondérations. Rappelons néanmoins que l'utiimtévation des pondérations fré-
guentielles est de réaliser un modelage adéquat des farsotie sensibilité usuelles du systeme
de commande. Le choix des pondérations d’enttéds) et de sortieWV; (s), dont les degrés
relatifs sont respectivement désignés gar et dr,, doit se faire en tenant compte des aspects
suivants.

e La robustesse de synthéS€@ concerne I'entrée du systeme pondere,q,£t), et pour-
rait se propager a I'entrée du systéme, i€t), pourvu que la bande passante de la pon-
dération en entrée soit relativement large par rapport deelu systeme de commande
LO.

e La fonction de transfertV, (s) (resp.Ws (s) ) de la pondération en entrée (resp. en sor-
tie) introduit un accroissement de0dr, dB/décade (resp20dr, dB/décade ) dans la
pente de décroissance des valeurs singulieres de la fandearansfert en boucle ou-
verte du systéme de commangl@ qui est favorable a sa robustesse par rapport aux
imperfections de modélisation.
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e Les fonctions de transfely, (s) et W; (s) peuvent étre spécifiées a partir les modeles
générateurs des perturbations (resp. de la séquence dégra)pour réaliser une com-
pensation parfaite des perturbations de charge (resp. ugeigion maximale) en vertu
du principe du modéle interne développé au chapitre 6.

8.5 Conclusion

Ce chapitre est un tour d’horizon motivé sur la commagde en adoptant une approche dé-
terministe issue d’une lecture ingénieur de la littératiga I'occurrence les ouvrages pédago-
giques adoptés pour I'enseignement d’automatique dangréestigieuses écoles d’ingénieurs.
L'approche déterministe permet de s’approprier des reégalfondamentaux disponibles sans
avoir une bonne perception des processus stochastiquegot€atiel fondamental est essen-
tiellement développé en tirant le meilleur profit de la dt@albbservation= commande par
rapport a une synthés€Q qui a permis de concevoir un observatel®.

Une attention particuliere a été accordée a la faisabilitaree commandeCQ incorporant
un observateulLQ que I'on désigne par command&9D pour se remémorer la simplicité
du concept de dualité dans un contexte déterministe. Oimgigts trois leviers pour une syn-
theéseL QD candidate a I'ingénierie des systéemes. Le premier levieues interprétatiorit,
d’'une synthés&€ QD pour mettre en évidence la possibilité d’'un compromis perémces=
robustesse admissible. Le deuxieme levier concerne laildésle préserver les propriétés de
robustesse intrinseque a la commande (resp. de I'obsengflQ en effectuant uiR7 B en
entrée (resp. en sortie). Le troisieme levier releve de Isspnlité d’affiner les performances
dynamiques (resp. La robustesse par rapport aux erreursatifisation) en utilisant des pon-
dérations temporelles (resp. fréquentielles). Ces levimontrent clairement que la spécifica-
tion des pondérations est donc vitale pour une syntif&3esoucieuse de l'ingénierie des sys-
temes. Cette spécification est est généralement effecanéme procedure élaborée en tirant
le meilleur profit des études méthodologiques consacréassyritheseC O et des possibilités
offertes par les systeme de conception assistée par oadindisponibles.

8.6 Problemes

On propose ci-aprés un ensemble de problemes en guise ditoetgaluation des connais-
sances acquises sur la synthe&s@ a partir d’'une lecture attentive de ce chapitre.

Probléme 8.1Etablir un mémo ingénieur sur la conception des systemesmenandeC OD.

Probléme 8.20n se propose d’étudier le probleme de commaddequi minimise le critere
guadratique

J(u) = / h (27 (1) Qex(t) + u" (t) Rou(t)) dt

T
1 0 1 0 1 0
Qc_<0 uQ)_<0 u) (0 u)zoetR"_l

avec
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pour les systemes décrits par la réalisation d’état

F:<8 (1)) G:(?) et H=(1 0)

Apres avoir vérifié que le probleme de synthese est bienbiaisétablir la loi de commande
LQ et préciser les performances dynamiques du systéme de cutarsaus-jacent.

Probleme 8.3Determiner la loi de commande optimale au sens de la minimisau critére
J(u(t)) = / (2" (t)Q(t) + 227 (t)Su(t) + u” (t)Ru(t)) dt
pour la classe des systemes commandables décrits par
px(t) = Fx(t) + Gu(t)

ou@ = QT >0,R = R" > 0 S est une matrice satisfaisant la conditigh— SR=*ST > 0.
On utilisera pour ce faire I'identité suivante

2T (1) Qx(t) + 227 (£)Sx(t) + u” (1) Ru(t)

(u(t) + RSTx(t))" R (u(t) + RSz (t)) + 2" (t) (Q — SR™'ST) x(t)

Probleme 8.4Montrer que la séquence de commandeét)}c(, ., qui minimise le critere
guadratique (8.3) pour les systemes (8.1) lorsque la matlie pondération de I'état est iden-
tiquement nulle,e.g). = 0, et que la matrice de pondération de I'état final est infinie, i
Amin (Pf) — 00, est donnée par la loi de commande avec retour d’état

avec
K(t) = RZ'GT(S(1)™

pS(t) = SO FT + FS(t) — GR'GT avec S(ty) =0

En déduire que le minimum du critere quadratique obtenue awe telle loi de commande vaut

T (u) = 2T (o) (S(t,) " (L)

Pour ce faire, rappelons que
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Probléme 8.5Considérons la classe des systemes dont le comportemanédesortie est dé-

crit par la représentation d’état partiel

SYS (8.56)

ou z(t) désigne I'état partiel du systéme &tp) et B(p) sont deux polynémes premiers entre
eux respectivement donnés par

Alp) =p" +a1p" ' + ...+ an1p+an

B(p) =bip" ' + ...+ by_1p+b, avec B(0) #0

On se propose de concevoir un systeme de commande avec m@délérence sur I'état par-
tiel qui consiste a réaliser la propriété suivante

PERF { Jim 2(t) = 2*(t) =0 (8.57)

ou {z*(t)} désigne une séquence d'état partiel de référence que I'om gEécifier a partir
d’'une séquence de référence de sofijgt)} comme suit

Z(t) = By*(t) avec y*(t) = G*(p)u"(t) (8.58)

ou la fonction de transferg*(s) représente le modele de référence sur I'état parfef;(t) }
désigne la séquence de points de consigne e$t un scalaire essentiellement introduit pour
garantir une dynamique de poursuite de gain statique uratai

On demande d’effectuer cette synthése progressivemetitisant les variables suivantes dont
on précisera la nature au moment opportun

1>

u(t) — A(p)By*(t)
ERPES (8.59)

y(t) — B(p)By*(t)

1) Montrer que le systeme peut étre décrit par la représentatiétat

px(t) = Frx(t) + Gey(t)
SYS (8.60)
ey(t) = Hu(t)

ou (F, G, H) est une réalisation d’état minimale du systéme.
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3) Montrer le systeme de commande avec modele de référencétstirplartiel peut étre
congu a partir d'une syntheseQD qui minimise le critére quadratique

MREPLOG { J(eu(t)) = lim 1 /tHT ((ey(T))2 + A (eu(T))z) dr  (8.61)

T—so0 T’

ou \ est un scalaire non négatif que I'on spécifiera en fonctios plerformances dyna-
miques requises en régulation.

4) Montrer que la loi de commande avec modéle de référenceétat partiel peut se mettre
sous la forme polynomiale

S(p) R(p)
Py(p) P,(p)

On précisera les expressions des polynomes), S(p), T'(p) et P,(p).

REG { u(t) + y(t) = y*(t) (8.62)

5) Montrer que{e,(t)} et{e,(t)} peuvent étre interprétées comme des quantificateurs de
performances du systeme de commande avec modéle de réfémrsidéré et préciser
comment déterminer le scalaife

Probleme 8.60n se propose de concevoir un asservissement réalisantigne statique nulle
dans le cas des séquences de référence de type échelongpsystiemes carrés, i.e. autantd’en-
trées que de sorties, décrits par une réalisation d’étatimate (7, G,, H,) et qui n'admettent
pas de péles ou de zéros a I'origine. Pour ce faire, on sugdéneorporer un intégrateur a
'entrée du systeme et de procéder progressivement a laherdu principe du modele interne.

1) Montrer que la cascade constituée de l'intégrateur et duesys peut étre décrite par la
représentation d’'état

INTSYS { pelt) = Felt) = Giputt) (8.63)
y(t) = Ha(t)
avec
_ [ (1)
«(t) _( i ) (8.64)
F:(FO %“),G:(Ii)etH:(Ho 0) (8.65)

Préciser toutes les propriétés qui caractérisent la clades systémes considérée et en
déduire que la réalisation d’étdtr’, G, H) est minimale.

2) Montrer que le probléme d’asservissement considéré peait@inené a un probleme de
régulation associé au modéle suivant

{ pz(t) = Fz(t) + Gpu(t)
MREG (8.66)
e(t) = Hz(t)
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ou(F, G, H) est la réalisation d’état (8.65) ef(t) est I'erreur de poursuite de 'asservis-
sement, i.ee(t) 2 y(t) — y*(t), alors z(t) est un vecteur d'état approprié donné par

2, (t) — Loy (1)
z(t) = 8.67
v ( u(t) + (1) ) o0

avec
.= F'Gr* et T* = (HF'G)™ (8.68)

On motivera le choix du changement des variables d’état &depon précisera que les
performances de précision requises, i.e. une erreur siatigulle, sont bien réalisées.

3) En déduire que la loi de commande peut se récrire sous la feunante
CRE { (pln + Wo)u(t) = —K,z,(t) + Ty*(t) (8.69)

On précisera les expressions des matridés K, et ' tout en appréciant la nature de
retour d’état dynamique de la loi de commande.

Indication. L'observabilité de la paird H, F') pourrait étre étudiée en remarquant que la ma-
trice d’observabilité sous-jacente peut se mettre sousraé

0 I,
O(H,,F,) 0
F, G,
O(H,F)= 7o
H,F" 0 o
HOFC':L-‘:-p—Z 0

et que la matrice
F, G,
H, 0

est réguliere si le systeme n’admet aucun zéro a I'originsque

F, Go\ (1. 0 —F, G, \{( L 0
H, 0 )~ \ 0 I, )\ -H, 0 0 I,

Probléme 8.7Considérons le systtme de commaude composé d’'un systeme décrit par
I'équation d'état (8.1) satisfaisant I'hnypothe$& et du régulateur’ © donné par les équations
(8.8)-(8.10). On demande d’étudier la stabilité de ce systde commande en en adoptant une
approche deCyapunov.

Indication. On peut montrer qué&” : z(t) € R" — V(z(t)) = 27 (¢)Px(t) € R* véri-
fie toutes les propriétés d’une fonction Agapunov.
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Probléme 8.80n se propose de mettre en exergue le probl®é a partir d’'un simple exer-
cice de calcul de fonctions de transfert en ouvrant la boudklesystéeme de command@D
de la figure 8.3 aux points, 2, 3 et4; que I'on désignera respectivement paJ; (s), G,2(s),
Go3(s) etG,4(s). Pour ce faire, on suggére de procéder comme suit.

u(t) SYS y(t)
1 2
3
K G
) D
) ¢(3> & M f
H

FIGURE 8.3 — Systeme de commangd@D

1) Determiner les fonctions de transfert en boucle ouvéiés), G, (s), Gos(s) €tGou(s).

2) Justifier pourquoi les expressions dg;(s) et G,4(s) sont relativement simples par rap-
port eux expression d&,; (s) etGy(s).

3) Préciser les limitations d’'un systeme de commande qui petdmecaliser parfaitement
unRT B. Comment exploiter judicieusement le résultats fondaawexdur IeR7T 5 ?

Probléme 8.9Montrer que le polyndéme caractéristique d’'un systeme dewandel QO réali-
sant unR’7 B en sortie est donné par

det (s, — F +GK) = lim (

pe — 0

\/1@)7) det (R2*) det (W) det (s1, — F) det (G (5))

ou W, est une matrice unitaire, i.8V. W7 = I,. Et préciser sa configuration modale.
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Probleme 8.10Considérons la classe des systémes commandables et dilesrsans aucun
Zéro en zéro soumis a des perturbations en échelon dont Ipartement dynamique peut étre
raisonnablement décrit par

pr,(t) = Fyaq(t) + Gou(t) + Lov(t)
SYS
y(t) = Hyz,(t) + E,0(t)

ou{z,(t)} € R, {u(t)} € RP, {y(t)} € R? et{v(t)} € R™ représentent respectivement
I'état, I'entrée, la sortie du systeme et les perturbatiofisc R"*", G, € R"*?, H, € R*",

I, e R"™*™ et E, € RP*™ sont respectivement les matrices d’'état, d’entrée et digies@n se
propose de concevoir un asservissement dont le diagranmmo#gdonel est donné par la figure
8.4 pour des séquence de référedgé(t)} € RP du type échelon en adoptant une synthése
LOD réalisant les specifications suivantes.

S1 Une poursuite parfaite caractérisée par un mode d’amoetisent unitaire et de pulsa-
tion proprew,,.

S2 Des performances dynamiques caractérisées par des madés dans le domaine
Dy ={n€C/Re(y) < —w}

S3 Une insensibilité aux bruits de mesure et une robustessésaitie en stabilité

v(t)

y*(t) e i(t) u(t) y(t)
(+) Il K; @ SYSTEME

OBSERVATEUR

=
—~
~
S—

FIGURE 8.4 — Commande avec retour de sortie incorporant une actiégrale

Pour ce faire, on suggére de procéder progressivement cméiment a la démarche proposée
ci-dessous en motivant rigoureusement les solutions adspt
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1) Motiver le choix des diverses composantes du systéme deazatam

2) Donner les fonctions de transfert du systéme par rapportraesdrée et aux perturba-
tions qui affectent son fonctionnement et préciser comaéetminer les configurations
des modes, des podles et des zéros correspondants.

3) Montrer que l'interconnection de I'intégrateur au systepeut étre étre décrite par la
représentation d’'état

px(t) = Fa(t) + Gu(t) + T'w(t)
SYSAT
y(t) = Hx(t) + Ew(t)
avec

H=(H, 0,) et E=(E, 0,)
4) Montrer que(F, G) est commandable ét7, ') n’est pas observable.

5) Considérons le systéme de commande avec retour d’étafiactt une action intégrale
de la figure 8.5 que I'on désignera p&CREAT.

v(t)

VR . VR
(+) | K; SYSTEME

FIGURE 8.5 — Commande avec retour d’état incorporant une actiégrate

Montrer que ce systeme de commande avec retour d’état st jkic

p(t) = Furew(t) + Dacrew(t)
SCREAL
y(t) = Hscrex(t) + Escrew(t)
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avec

Fscre _ ( Fcr - GO'KO' _GOKZ'

_Ho Op ) s Fscre = F, Hscre = H et Escre =L

Et en déduire que la propriété suivante est vraie

SCREAT est asymptotiquent stable —> lim e(t) =0

t— o0

6) Déterminer les gainds, et K; en adoptant une synthegs). On précisera le critére
guadratique sous-jacent et toute hypothése éventuellegwmir une synthése faisable.

7) Proposer un observateur asymptotique compatible aveadsimances dynamiques re-
guises. On précisera les conditions requises pour ce faire.

8) Etudier la stabilité du systeme de commande de la figure 8adaetnvergence de son er-
reur de poursuite dans le cas ou le gain de commande aveadtat X' = ( K, K; )
et le gain d’observatiord/ sont déterminés conformément aux synthéses considérées.

9) Spécifier un générateur de la séquence de référence corgpatibc les performances
requises en poursuite.

10) Montrer que la loi de commande avec retour d’état estimé peunettre sous la forme
usuelle

S5(s)

P,(s)

R(s)
P,(s)

REG { sU(s) + Y(s) = Y*(s)

Donner les expressions des polynomi¢s), R(s), T'(s) et P,(s) ainsi que la fonction de
transfert du régulateur sous-jacent.

11) Etudier la sensibilité aux bruits de mesure du systeme denaonde est insensible aux
bruits de mesure

12) Préciser les principales motivations du titre de ce proldem

Indication. Pour la deuxiéme question, la propriété de commandabibitérgait étre traitée en
utilisant la décomposition suivante de la matrice de conuaailité du systéme avec action
intégrale

( F G 0 C(F,G) F"G ... Frr2G
C(FG’G“>_<—H 0)<1p 0 0 ... 0

(@)= 00 50 )

est réguliére si le systéme n'admet aucun zéro a l'origine.

et que la matrice
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Probleme 8.11Un systéme de commande constitué d’'un systéme réel posititeaction
avec un régulateur strictement réel positif exhibe une lexae robustesse par rapport aux
incertitudes paramétriques et/ou erreurs de modélisatiéiuctables. On se propose de conce-
voir un régulateur£ 9D strictement réel positif pour la classe des systemes @égat une
réalisation minimald F, G, H) satisfaisant les propriétés suivantes

Q=Q">0/F+FT=-Q
CPSYS (8.70)
G=HT
Pour ce faire, on suggere de procéder progressivement cosuine

1) Découvrir ce qu’est un systeme (strictement) réel pogitif donnera les définitions et les
résultats fondamentaux de caractérisation des systenats pésitifs et strictement réel
positifs.

2) Montrer que les systemes décrits par une réalisation d'étatimale satisfaisant les
conditions 8.70 sont bien réels positifs.

3) Donner la loi de command€QD et préciser les conditions requises pour a faisabilité.

4) Montrer que si les matrices de pondératiQp et R, et de covariancé), et R, sont telles
que

Qo =Q+GR'GT
RSPCON Ro = Rc (871)
Q.2 Q.— GRIIGT >0

alors le régulateur. QD précédemment élaboré est strictement réel positif.

5) Citer une application pertinente de ce type de synthése.
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Chapitre 9

Estimation linéaire quadratique

Considérons la classe des systemes linéaires invariants atemps dont le comportement
dynamique est décrit par les équations d’état et de sortie

{ px(t) = Fa(t) + Gu(t) + T'w(t)
MEO (9.1)
y(t) = Hxz(t) + v(t)

ou{z(t)} € R™ {u(t)} € R™et{y(t)} € RP représentent respectivement 'état, I'entrée et
la sortie du systéemey’ € R™*", G € R™™, ' € R"*1 et H € RP*" sont respectivement
les matrices d’'état, d’entrée et de sortigy(t)} € R?! et {v(t)} € RP*! sont respective-

ment des bruits blancs mutuellement indépendants de reaitlie covarianc®), = Q7 > 0 et
R, = RI > 0, soit

£ {( i‘j(%) ) (wT(t—r) o(t—7) )} _ ( % Jgo )5(7) 9.2)

etx(t,) est une variable aléatoire indépendante des perturbatitbétat de moyenne, et de
matrice de covarianc®, = X1 > 0, soit

E{ulto)} = w0 et &{(a(t) = 20) ((ts) = )" } =, 9.3)

Remarque 9.1La classe des systemes considérée peut étre décrite paeprésentation du
type fonction de transfert comme suit

Y(s)=G(s) W(s)+ 1,V (s) avec G(s)=H (sl,, — F)I' € RP*(s)

Par ailleurs, la matrice de covariance des perturbationsétdt peut étre exprimée en fonction
de celle de I'entrée des perturbations d'état comme suit

&{(Bu(t) (Bu(t— )"} = EQ.E3(r) £ Qu(r) £ G,GT4(r)
Le probleme d’estimation a variance minimale consiste ®@lar un systeme dynamique li-
néaire dont la trajectoire d’état, que 'on désignera pgi(t)},cr+, minimise la variance de

I'erreur d’estimation, soit le critére quadratique suivian
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J(@(t) = € { @(t) = #(0)" Qus() (a(t) — (1)) } (9.4)

oUQ.s(t) = QL (t) > 0 pour tout t. Il a été résolu durant les années soixante fi@man et
Bucy ([51]) en supposant que

HFKB { (F,G,, H) est une réalisation d’état stabilisable et détectable (9.5)

Depuis cette contribution sur I'estimation a variance mrmaie, connue sous I'appellatiof/C B
pour un hommage a ses auteurs, a été judicieusement exppmité développer une ingénierie
des systemes a haute valeur ajoutée comme en témoigneontiesauses applications indus-
trielles réussies allant de la slreté de fonctionnemera ebhduite des systémes dynamiques a
la prédiction financiére. Ces applications ont été réalgsagartir d'un large spectre de métho-
dologies d’estimation optimale spécifiques allant de leetgide fonctionnement et la conduite
des systemes dynamiques a la prédiction financiere. Dds digthalyse, de synthése et de mise
en oeuvre suffisamment puissants ont été développés pairecedn notera que I'hypothése
‘HFKB est raisonnable dans la mesure ou la pafi, I') est détectable et que la matrice
G, est un parametre de synthése que I'on peut toujours spéddienaniere a ce que la paire
(F,G,) soit stabilisable, i.eG, = G.

Ce chapitre est consacré a I'estimation optimale et sesiegipbns en deux parties apres un
résultat fondamental de vulgarisation du calcul difféieh$tochastique. L'estimation optimale

est présentée dans la premiére partie d’'une maniére conepéble en accordant une attention
particuliere aux résultats fondamentaux disponibles et eonditions requises pour réaliser

une reconstruction parfaite des variables d’état des systlinéaires. La seconde partie est
dédiée aux applications usuelles de I'estimation optimatgamment le filtrage des signaux,
l'identification en temps réel des systemes et la commArgie.

9.1 Préliminaires.

Le probleme d’estimation optimale considéré a été prinieipeent développé dans un contexte
stochastique approprié. Le résultat fondamental suivartet de simplifier le calcul diffé-
rentiel stochastique en le ramenant a un calcul differdrdia le comportement des processus
stochastiques en moyenne.

Résultat 9.1 Considérons le systeme linéaire d’équations différelesedtochastiques
px(t) = A(t)x(t) + v(t)

ou {v(t)} est un bruit blanc caractérisé par une moyenne nulle et ungeicesce covariance
Q(t) = QT(t) > 0 etx(t,) est une variable aléatoire indépendante{d€t)} de moyenne,,,
de covarianceé?, = QI > 0 et dont le moment d’'ordre deux e&t, = M > 0. Et posons

Ti(t) 2 E {a(t)}

() 2 € {(2(t) = 2n(t)) (2(1) — 2()" }
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et

RDEY: {xT(t)fo(t) + /t ' xT(t)W(t)x(t)dt}

ouwW(t) = W(t) > 0 pour tout t € [t,, tg] €tW; = W} > 0. Alors les propriétés suivantes
sont vraies.

P1. La moyenne et la covariance de la solution du systéme eiiffi&l stochastique considéeré
sont respectivement données par les équations difféllestie

P (1) = A(t)x,(t) avec xy,(t,) = x,

et
pQt) = ADQ) + Q) AT (1) + Q(t) avec Qt,)

Qo

P2. Lafonction colt/ (t,,t,) considérée est donnée par

T (tots) = trace (W () Mo+ [ QYW ()t
avec ( /t )
—pW (t) = AT()W () + W(t)A(t) + W (t) avec W (t;) = W,

La preuve de ce résultat est un excellent exercice sur le calcul difféel stochastique qui
requiert de bonnes connaissances sur les processus stighessque I'on peut acquérir agréa-
blement a partir des ouvrages [6], [55] et [68]. La remarqu&ivsante est une indication vitale
pour un tel exercice.

Remarque 9.2Les matrice$2(t) etV (¢) sont respectivement données par

o) - | ST (1 7Y+ BT N0
et

W(t) = /ttf T (T, t)W(T) (T, t)dT + ¢* (ts, ) Wi(ts, 1)

ou ¢(t, 7) est la matrice de transition du systéme stochastique cérsicoit la solution de
I'équation différentielle matricielle

pp(t, 7) = A(t)o(t, 7) avec ¢(1,7) =1, VT € R

9.2 Estimation optimale

KCalman etBucy ont résolu le probléme d’estimation a variance mininesdeleux temps. Ils ont
d’abord montré que I'estimation optimale a variance minienest faisable avec un estimateur
linéaire dont le gain a été ensuite déterminé de maniere ds&aa minimisation requise du
critére quadratique 9.4 tout en garantissant la stabiligymptotique de I'estimateur. Une telle
démarche a été confortée par le résultat suivant.
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Résultat 9.2 Supposons qugd, F') est détectable €, G,) est stabilisable, alors I'estimation
optimale peut étre réalisée par le systéme dynamique dgaries équations

pi(t) = Fi(t) + Gu(t) + M(t) (y(t) — 9(1)) (9.6)

avec
M(t) = SHTR;! (9.7)
pN(t) = F(t) + S FT — S HTRVHTS (1) + Q,(t) (9.8)

On ne fera pas une preuve rigoureuse de ce résultat mais onedartrois postulats pour
pouvoir la faire en admettant la partie relative a la strusuwle I'estimateur. i.e I'équation
(9.6).

Le premier postulat stipule que les propriétés de I'estimateur d’état (9.6)yEu étre étudiées
a partir de I'analyse de I'équation différentielle stochiggie de I'erreur d’estimation associée,
soit

pi(t) = (F — M(t)H) i(t) + Ew(t) — M(t)(t) (9.9)

En vertu du résultat 9.1, on peut en déduire aisément querfgoaement de I'erreur d’esti-
mation est décrit par

PpEn(t) = (F — M(£)H) Z(t) (9.10)

avec

pS(t) = (F — MO H)S(t) + 2(t) (F — M)H) +Q, + M(O)R,MT (1) (9.11)

On notera que I'équation différentielle de la matrice de axd@nce de I'erreur d’estimation
(9.11) peut se récrire comme sulit

pX(t) = FX(t) + ) FT 4+ Q,

— (Mt)HS(t) + S H" M (t) — M(t)R,M"(t)) (9.12)

Cette forme permet de mettre en évidence les diverses cantpsgie I'erreur d’estimation.
Les deux premiers termes représentent la propagation deededr d’estimation a travers la
dynamique du systéme. Le troisiéme terme représente |'entgiion de I'erreur d’observation
due aux perturbations d’état du systeme. Le dernier termeesente la réduction de I'erreur
d’estimation due aux mesures considérées et dépend ratusgit du gain d’estimation.
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Le second postulatstipule qu’'un estimateur qui minimise la matrice de covace de 'er-
reur d’estimation minimise le critére quadratique (9.43@&pendamment de la matrice de pon-
dération pourvu qu’il réalise une convergence de la moyemad'erreur d’observation vers
I'origine. Ce postulat émane naturellement du fait que aquerltére quadratique 9.4 peut étre
exprimé en fonction de la matrice de covariance de I'erréestimation

J(&(t)) = E{FT (1) Qes(1)T(t) } = E{ T () Qes ()T (1) } + trace (B(1)Qes (1))

et de la propriété algébrique

A< B = trace (AW) < trace (BW) pour tout W >0

Le troisieme postulat concerne la minimisation de la matrice de covariance deader d’es-
timation qui peut étre réalisée a la lumiére du résultat snitv

Résultat 9.3Soient{X(¢)} et {3(¢)} les solutions des équations différentielles

pS(t) = FE(t) + D) FT + Qo — (M(t)HX(t) + S()HT M (t) — M(t)R,M™ (1))
et
pE(t) =FS(t) + SO F" +Q, — S()H RV HY(t)

avecX(0) = £(0) = X,. Supposons qug, = ¥ > 0, alors on a

N(t) — B(t) > 0 pout toutt et N(t) = S(t) pour M(t) = L(t)H R,

Preuve.Compte tenu des équations différentielles matriciellesmterées, on a

p(B(t) = (1) = F (2(t) = B(t) + (2(t) = 2(1)) FT = M () HX(t)
S H"MT(t) + M(t)R, MT( )+ 2(t )HTR 1HZ( )
= (F = M(t)H) (S(t) = S(t)) + (2(t) = () (F H)"
+ (M) -SOH"R,) R ( (t) — ()HTR )

Et en vertu du résultat 9.1, on en déduit aisément que

t
_ / ot ™) (M(r) — (0 HTRSY) R, (M(r) — S(r)HTR;Y) 47 (¢, 7) dr
ou{v (t, 7)} n'est autre que la solution de I’équation différentielle

pio(t, 7) = (F = M@O)H) ¢ (t, 7) avec (8, t) = I
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Ceci conduit naturellement au résultat escompté puisque

/ bt 7) (M(r) — SHTR) Ry (M(r) - S(HTR) 07 (1, 1) dr > 0
COFD

Ces trois postulats corroborent le résultat 9.2 qui n’estrawqu’une version non stationnaire
du FXCB qui est beaucoup plus appropriée au cas des systemes Bséairiants dans le temps
(2.101) comme l'indique le résultat suivant.

Résultat 9.4Considérons la classe des systemes linéaires variantsidaesps (2.101) et po-
sonsQ(t) = G,(t)GI(t). Si la réalisation d'état F'(t), G,(t), H(t)), ouQ(t) = G,(t)GZL(t)
est uniformément commandable et observable, alors on paliser une estimation a variance
minimale des variables d’état du systéeme avec le peut &tesée par leF KB donné par les
éguations

pi(t) = F(t)&(t) + G(t)u(t) + M(2) (y(t) — 4(t)) (9.13)

avec
M(t) = S(OHT ()R (1) (9.14)
pE(t) = F()S(t) + 2O FT () = S(OHT ()R, () H()E(t) + Qolt) (9.15)

Le résultat suivant donne & pour les systemes linéaires invariants soumis a des pertur-
bations d’état et des bruits de mesure décrits par des psusestochastiques stationnaires.

Résultat 9.5Considérons la classe des systemes (9.1)-(9.3) et suppasenla réalisation
d'état (F, G,, H) est stabilisable et détectable, alors I'estimation opfienpeut étre réalisée
par le systeme dynamique décrit par les équations

pi(t) = Fi(t) + Gu(t) + M (y(t) — 9(t)) (9.16)

avec
M =YXH"R;! (9.17)
0=FY+SF" —SH'R'HY + Q, (9.18)

Preuve.La preuve de ce résultat découle naturellement du résultb2 €t du fait que EAR
(9.18) peut se récrire sous la forme

(F-MH)S+X(F—-MH)" = - (Q, + MR,M")
Cette équation n’est autre que I'équation dgapunov associé a8 puisque la solutiort

est unique et définie positive.
COFD

Et en guise d’'une belle conclusion,}8CB est doté d’'une capacité de filtrage adéquate comme
le stipule le résultat fondamental suivant.
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Résultat 9.6Le FKB stationnaire (9.16)-(9.18) réalise les propriétés stagiges suivantes

E{z)E"(t)} =0
E{g)aT ()} =0 avec §(t) = y(t) — 4(t)
E{g)"(t — 1)} = Rod(7)

La preuve de ce résultat découle naturellement du contexte stoachastionsidéré, i.e. les pro-
priétés des bruits d’état et de mesure, et de I'objectiftitiestion réalisée, i.e. la minimisation
de la variance de I'erreur d’estimation.

Remarque 9.3Les équations diF KB sont les mémes que celles de I'observatéi@smodulo
des contextes de syntheses différents qui justifientrifirdeation des matrice®), et R, comme
des matrices de covariance des perturbations d’état et detslile mesure dans le cas duCB
et des parameétres de synthese dans le cas de I'observA@u©On peut alors postuler natu-
rellement que IeFKB hérite de tous les propriétés de I'observatell® que nous rappelons
d’'une maniére concise.

e Une marge de module maximale qui constitue I'essence deellexite robustesse des
FIKB par rapport aux erreurs de modélisation multiplicativessanrtie du systéme, i.e.
la fonction de sensibilité de I'observatedQ vérifie la propriété

Omaz (Ro)

o (Ro) pour tout w € R

Omaz (So(jw)) <

e Une vulnérabilité en hautes fréguences due a la structuradenction de transfert en
boucle ouverte en sortie, i.e. la fonction de transfggj(s) admet un retard minimal
puisqueH M # 0

e Une reconstruction parfaite des variables d’état du systgrourvu que sa fonction de

transfertg (s) € RP*9 admette un nombre de sorties au moins aussi grand au nombre de

ses entrées et tous ses zéros sont situés dans le domaimbiiEésaisymptotique, i.e.

p=>q et CZ (st (5)) € Dy,

e Des performances dynamiques au gré des matrices de coearides perturbations
d'état et des bruits de mesure, i(€),, R,).

9.3 Applications

L'estimation optimale s’est imposée aux sciences et tdopies de I'information et des téle-
communications comme en témoignent le nombre considétalskes applications industrielles.
Dans ce qui suit, on consideére trois applications princgssllant du filtrage a commandsQg
avec une ? sur l'identification en temps réel des systemes.
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9.3.1 Filtrage

L'estimation optimale peut étre naturellement utilisé@pealiser une reconstruction consis-
tante de la vitesse et de I'accélération a partir des mesdeeggosition d’un systeme newtonien
donné par les équations d’état et de sortie

pa(t) = Fa(t) + Gy(t)
SN (9.19)
y(t) = Ha(t) +1(t)

avec
p(t) 010 0
zt)y= v@t) |, F=1 00 1], G=[0] eH=(100) (9.20)
a(t) 00 0 1

ou{p(t)}, {v(t)} et{a(t)} désignent respectivement la position, la vitesse et I'acadon du
centre d’inertie d’'un mobile donné;y(¢)} (resp.{n(t)}) est un bruit banc de moyenne nulle
et de varianceﬁ (resp.ag ) qui représente la méconnaissance de la nature des vanisiie
I'accélération (resp. le bruit de mesure inéluctable).

Comme{~(t)} et{n(t)} sont des sequences indépendantes puisque le bruit de nest@s-
sentiellement différent des variations de I'accélératamue la réalisation d’état du systéme
newtonien est minimale, [E/CB qui lui est associé est donné par

( pa(t) = (F'— MH) () + My(t)
M= Lyt
FKBSN o2 (9.21)
1
0=FY+XF' — = SH'HY + 0213
\ g

n

Outre la vitesse et I'accélération qui sont respectiventemtérivée premiére et la dérivée se-
conde de la position, I®/C réalise une estimation optimale de la position dont la psiri
dépend de la valeur choisie pour la variance de I'entrée mqm:eag.

Remarque 9.4Les applications relevant de la poursuite d’'un véhiculetgpaequierent ses
mesures d’azimut que I'on peut determiner a partir de la @ssance de sa vitesse et son
accélération. Ces variables sont communément obtenuesngaestimation optimale a partir
d’'un modele générateur approprié de I'azimut du véhicultisp. Et cette estimation optimale
est communément réalisée par HICS.

9.3.2 Identification

L'estimation optimale peut étre utilisée pour l'identifian en temps réel des systémes li-
néaires a partir d’'une représentation prédictive de leumgmrtement d’entrée-sortie, notam-
ment I'équation différentielle

A(p)y(t) = B (p)ult) + v(t) (9.22)
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avec

A (p) = p"a —+ alpna_l + . ot Ape—1P F Qpg
(9.23)
B (p) = bop"™® + by p" 4 ...+ byp_1p + by

ou {v(t)} est un processus stochastique stationnaire de moyenreetulle variance finie qui
représente les effets des perturbations et du bruit de reesitrsi I'on réalise un filtrage du
comportement d’entrée-sortie comme suit

F(p)ys(t) =y(@), F(p)us(t) =u(t) et F(p)vs(t) =v(t) (9.24)
OU F (p) € Ryq4[p]. Le systéme (9.22) peut alors se récrire comme suit
F(p) (A(p) ys(t) = B (p) ug(t) — vy(t) = 0

soit

A ) ys(t) = B (p)us(t) + vy(t) + 1(t) avee F (p)v(t) =0 (9.25)

Et comme les parameétres du systéme sont invariants danmfestde systeme (9.22)-(9.23)
peut se récrire sous la forme

pO(t) =0 avec 6(0) =6
MAP (9.26)
Py = o5 (0)0() +vp(t) + v(2)

avec
Py (t) a
pyf (t) Ana—1
_ yr(t) | ana
op(t) = ot (t) et 0= b, (9.27)
puy () brb—1

Remarque 9.5Le filtrage est essentiellement motivé par la déterminaliesdérivées succes-
sives des séquences d’entrée-sortie, i.e. les sequgptes (t)} et {¢;(¢)} . Il se distingue
des autres solutions par sa simplicité et son efficacité damsatique de l'identification des
systemes. En effet, on peut spécifier aisément le filtre coéfoent aux conditions requises par
la causalité, les performances dynamiques requises, paiésie que I'on cherche a concevoir
a partir du modéle recherché, et des conditions de précimguises par |[eFB. L'ordre du
filtre soit étre supérieur ou égal a celui du systéme et sa bgrassante doit étre comparable
a celles des performances dynamiques requises en régul&@icomme ()} est asymptoti-
guement nulle puisque le filtre doit étre stable, le meilladelage du filtre est celui qui réalise
un blanchiment dgv,(¢)}.
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Le résultat suivant montre que l'identification de la clagdes systémes considérée est faisable
modulo un choix approprié de la séquence d'entf@ét)} du systeme, notamment une sé-
guence binaire pseudo-aléatoire de moyenne nulle et ditudpel raisonnable par rapport a la
linéarité du systeme au sein de ses domaines de fonctionheme

Résultat 9.7 Considérons la classe des systemes linéaires dont le coempent d’entré-sortie
peut se récrire sous la forme (9.26)-(9.27) et supposons{que)} est un bruit blanc de va-
riance unitaire et que la séquence d’entrée est telle que

t+T
0< mem]np S ¢f (T) ¢3J (7_) dT S meaxlnp < o0 (928)
t

Alors, on peut réaliser une identification en temps réel desystemes a partir de I'algorithme
d’adaptation paramétrique donné par

pB(t) = Z()65 () (1)

MITR § pE(t) = — S(t)dy (t) &F (£) 3(t) (9.29)
er(t) = ys () =67 (6 (2)

ou {é (t)} € R"*! n'est autre que le vecteur des parameétres estimés a 'instzurant.

La preuve de ce résultat est trivial puisque I'algorithme d’identéton n’est autre que I8
associé au modele d’estimati¢f26) — (9.27) avec une matrice de covariance des perturba-
tions d’état identiqguement nulle puisque les paramétreg sonstants. Quant a la condition
9.28, ce n'est autre que propriété d’observabilité uniferdu systémg).26) — (9.27).

Remarque 9.6L’hypothése faite sur I'erreur de modélisation filtrée; (¢) } est essentiellement
motivée par des considérations fondamentales. On peuldelrer dans le cas oéi {vfc(t)} =
o2 en procédant & une normalisation des données sans aucuiderce sur leF X3 modulo
une modification des données filtrées en données filtréesraafisées, i.e.

(0 — 000 =22) (e — et =LY

Oo Oo

Le résultat suivant precise les propriétés de convergencg/dB pour I'estimation des para-
metres (9.29) dans le cas ou la sequefice(t) } est identiquement nulle.

Résultat 9.8Considérons la classe des systémes décrits par les éqad8d6)-(9.27) et uni-
formément observable, ifp, (t)} vérifie la proprieté (9.28) et supposons qg{ie (t)} est
identiguement nulle. Alors |85 (9.29) est doté des propriétés suivantes
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Y7H() > 27H(0) pour tout t >0

{E@ o)} €Ly

{3 ()} converge

L) 0(t) = £71(0)0(0) pour tout t > 0
{(X(t) o)} € Ly

{é (t) } converge

(n+1)T X
/ ¢ (r)o" (r)dr > 01, >0 = lim 0(t) =0

T t— 00

La preuve de ce résultat est un fructueux exercice d’estimation que lecommande a faire
(voir le probléme 9.5).

Remarque 9.7Lestimation optimale peut étre utilisée pour I'identifican en temps réel des
systemes linéaires variants dan le temps décrits par leatéms

{ pl(t) = FO(t) + GO, + Ew(t) avec 0(0) =6
MAP

(9.30)
Py = ¢F (1)0(t) + vy (t)

ou (F, G, ¢}F(t)) est une réalisation d’état de la dynamique des parametresydteme et
{Tw(t)} etwvs(t) désigne les perturbations qui affectent les variations demmeétres et les
bruits de mesure qui sont supposés étre des bruits blanépéamtlants de moyenne nulle et de
matrice de covariancé), eto?. En effet, une telle identification en temps réel peut éuaéisée
par I'algorithme d"adaptation paramétrique

(

MITR

\

~

pO(t) = FO(t) + GOy + S(t) b s (t) £ 4n (1)

pE(t) = FX(t) + D) FT = S(t)dpm () 67, (8) (1) + Q, (9.31)

e (t) = ypa (1) — 03, (1) 0 (1)

pourvu que le systeme soit uniformément observable.

9.3.3 CommandeL Qg

Le probléme de command&g consiste a déterminer la loi de commande qui minimise, sous
la contrainte donnée par le représentation d’état du syst€dnl)-(9.3), le critére quadratique

suivant
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T—soo 1’

J(u) = 5{ lim  ~ /t H(ZT(T)QC:C(T)+uT(T)Rcu(T))dT } (9.32)

ouqQ. 2 HTH. > 0etR.= RT > 0 sont respectivement les matrices de pondération sur I'état

et la commande du systeme. Ce probléme a été d’abord résd@Genparkalman dans le cas

ou les mesures des variables d’état sont disponibles (resgont pas nécessairement dispo-
nibles) en supposant que la réalisation d’'état G, H,) est stabilisable et détectable (resp. les
réalisations d'état I, G, H.) eu(F, G,, H) sont stabilisables et détectables). Les solutions pro-
posées ont été ensuite présentées d’une maniére compidbeztsdiment développées dans
les ouvrages pédagogiques adoptés dans les prestigiecskes &’ingénieurs ([4], [8], [11],
[42], [55], [72]). L'appellation £LOG a été réservée au cas ou toutes les variables d’état sont
mesurables, alors que la solution issue du cas ou les vasailétat ne sont pas nécessaire-
ment mesurables est communément appelée comnfahde

Les résultats suivants donnent les lois de commab@eet £LOG dans le contexte stochas-
tique considéré.

Résultat 9.9La loi de commande qui minimise le critére quadratique (P@Bur la classe des
systémes (9.1)-(9.3), lorsque la réalisation d’étatG, H..) est stabilisable et détectable et que
toutes les mesures des variables d’état sont disponildesomnée par

u(t) = —Ki(t)
RLO K = R7IGTP (9.33)
PF+ FT'P - PGR'GTP+Q.=0

Par ailleurs, le critere quadratique optimal correspond&st donnée par

+T
J (Uopt (1)) = trace (QO Th_r)rgo %/t P(T)dT) (9.34)

Résultat 9.10La loi de commande qui minimise le critére quadratique (P@B#ur la classe des
systémes (9.1)-(9.3), lorsque les réalisations d’éfai, H.) eu (F, G,, H) sont stabilisables
et détectables et que I'on ne dispose pas de toutes les reetege/ariables d’état, est donnée
par

( pi(t) = Fi(t) + Gu(t) + M (y(t) — Hz(t))

ul(t) = —K2(1)
K =R'G'P

RLQOG (9.35)
M =SHTR!

PF+ F'P - PGR'GTP+Q.=0
FY+YF' —SHTR;'HY +Q, =0
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Les preuvesde ces résultats peuvent étre faites en utilisant la déneasfoptée dans le
contexte déterministe au chapitre 8 apres avoir proprenag@piiqué le résultat 9.1. C’est un
excellent exercice de vulgarisation du calcul différergtechastique avec une bonne révision
sur la command&€ QD. La remarque suivante constitue I'essence de la vraisemaeldes lois
de command€ Qg et LOD.

Remarque 9.80n montre que la loi de commande optimale a horizon fini (8849) minimise
la fonction de colt

J(u(t))=¢& {xT (t+T)Prx(t+1T)+ /ttJr@T (1) Qe (1) +u” (1) Rou (7‘)) dT}

pour les systemes dynamiques (9.1)-(9.3) en supposargsgjuariables d’état sont mesurables
modulo une expression appropriée du minimum de la fonctdih, soit

JE (u(t)) = trace (P(t)/\/lo + /t - QOP(T)dT)

On retrouve naturellement I'expression de la fonction a&its un contexte déterministe puisque
<QO - o) et <M0 = la(t)2T ()} = xoxf) —  J* (u(t)) = trace (P(t)x (t) 2T (t))

Pour mieux apprécier le résultat 9.10, on peut peut le justdn exploitant les propriétés sta-
tistiques duFXCB. En effet, on a

& {2 (OQer(t) + u" (VRu(t)} = & {(2() + 2(6))" Qe (2(1) + 3(1)) + u(t) Reu(t) |
= {2 (1)Q.2(t) +u" (t)Reu(t)}
+EL2T Q) + 3T (1)Qei(t) + T (H)Q.T(H) }
Et puisque
E{a(MQA" (1} = £{F(HQT (1)} =0
et
E{ET(1)Q.a(t)} = trace (QL {Z(t)Z" (1) }) = trace (Q.X)
on aura

E{z"(1)Qcx(t) + u" () Reu(t)} = £{2" (1)Q:2(t) + u” (t)Reu(t) } + trace (Q.X)

Et comme I'erreur d’estimation d’état est indépendantealedquence de commande du sys-
teme et que I'erreur d’estimation de sortie est une séqudihcrovation caractérisée par une
moyenne nulle et une matrice de covariamggqui est indépendante de la séquence d’état
estimée{z(t)}, la synthese du systéme de commafid¥j peut étre effectuée en deux étapes
duales et indépendantes.
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£l

E2.

Synthese d’un estimateur optimal au sens de la minimisalgola variance de I'erreur
d’estimation, soit

Vo(2@t) = £{iT(t)Q.i(t)}

Cet estimateur n’est autre que IEXB pourvu que I'hypothése la réalisation d’'état
(F,G,, H) soit stabilisable et détectable.

Synthese d’'un systeme de commande avec retour d’état gumise le critére quadra-
tique

J(u(t)) =€ { 711—{20% /t (2" (1)Qe (1) + u" (T)Reu(r)) dr }
pour le FXCB donné par
px(t) = Fa(t) + Gu(t) + M (y(t) — Hz(t))

Cette synthése est réalisée par une apprat@gourvu que la réalisation d’étdtF, G, H..)
soit stabilisable et détectable.

Ainsi, on peut postuler que les systemes de commAle héritent de toutes les propriétés
et interprétations des systémes de commal@® que nous rappelons d’une maniére concise.

¢ Une insensibilité aux bruits de mesure puisque le régulafadg est strictement propre.

e Une perte de la remarquable propriété du systemes de comem@@dresp. durF/B)

sous-jacent, notamment la marge de module maximale eneefié€p. en sortie). Cette
propriété peut étre toutefois préservée en réalisankRghs en entrée (resp. en sortie).

La faisabilité duR7T B en entrée (resp. en sortie) est réduite au cas des systérart ay
au moins autant d’entrée (resp. de sorties) que de sortgp(rgue d’entrées) et dont tous
les zéros sont situés dans la domaine de stabilité et denpeaftces conformément aux
exigences de précision maximale (resp. de reconstructidiaipe des variables d’état du
systeme)

Des performances dynamiques modulo une spécification atkédas parameétres de syn-
thése, notamment les matrices de pondération et de covajar.(Q,, R,) et(Q,, R,).

9.4 Conclusion

Ce chapitre est une présentation compréhensive du probtBestimation a variance mini-
male et des résultats fondamentaux sous-jacents a pawdircdetributions fondamentales de
Kalman etBucy. Elle permet de découvrir lEXB d’une maniére progressive a partir d’'un
estimateur linéaire de structure usuelle en utilisant giglisement le principe d’équivalence
certaine conformément aux résultats techniques 9.1 eL@.8ersion stationnaire dFCB a
été obtenue a partir du résultat C.12 de convergence de latisolde IEDR vers la solution
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de 'EAR sous-jacente. Une attention particuliére a été réservée @opriétés fondamen-
tales duF B stationnaire, en I'occurrence la robustesse intrinségasertie du systéme et la
configuration des zéros de Ja17T BO en sortie. Un résultat fondamental sur la reconstruction
parfaite a été présenté avec des remarques pertinentesmetire en exergue les limitations
intrinséques a la nature du systeme, notamment la configurdes zéros et le nombre de ses
sorties par rapport au nombre des entrées relatives auxupeations d’état.

9.5 Problemes

Un ensemble de problemes est proposé ci aprés pour perraetiréecteur potentiel de réaliser
une auto évaluation de ses connaissances sur la synthesestimateur optimal.

Probléme 9.1Pour mieux appréhender les résultats fondamentaux séikl#, on suggere de
traiter les questions suivantes pour une entrée identiqurtmulle.

e Préciser le contexte de synthése d’'un estimateur optimalkesas de la minimisation de
la variance d’erreur d’estimation, notamment le modéle getisese et les performances
requises avec toutes les hypothése requises.

e Donner les équations usuelles dRIKCB et préciser ses propriétés remarquables d'un
point de vue ingénieur ?

e Préciser les propriétés de reconstruction parfaite dansds des systémes ou le nombre
de sorties est égal au nombre des entrées relatives auxrpations d’état.

Probléeme 9.20n se propose d’étudier le probléme d’estimation d'étatrdawclasse des sys-
temes monovariables dont le comportement d’entrée-sestidécrit par

SYS { Alp)y(t) = B(p)u(t) + C(p)y(t) (9.36)

ou{u(t)} et{y(t)} sontrespectivement I'entrée et la sortie du syst§mg, } est une séquence
de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle eadance finies* et A(p), B(p)
etC(p) sont des polynémes respectivement donnés par

A(p) = p* + a1p® + agp + as

B(p) = b1p2 + bgp + bg

C(p) = p* +c1p> + cap+c3

Pour ce faire, on demande de procéder d’'une maniére proiye® supposant qué(p) €
Rsa(ﬂ)-
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1) Montrer que le systeme peut se mettre sous la forme de lasepiation d’état

px(t) = F x(t) + G u(t) + E (1)
SYS (9.37)
y(t) = H x(t) +~(t)

avec

—a; 1 0 by c1— ap
F= —Q9 0 1 ,G: bg ,E: Co — Q9 etH:(l 00)
—az 0 0 b3 C3 — ag

en choisissant convenablement les variables d’&téf), () etx3(t) qui constituent le
vecteur d'étatr(t) € R3.

2) Proposer un estimateur d’état consistant, i.e. qui réalise erreur d’estimation d’état
asymptotiquement nulle. En déduire un estimateur d’état [@s systemes stables soumis
a des perturbations en sortie.

Probléeme 9.30n se propose d’étudier le probleme d’estimation pour lasstades proces-
sus stochastiques stationnaires dont les modéles génésatent décrits par la représentation
d’état

px(t) = Fx(t) + Gy(t)
MGS
y(t) = Ha(t) + En(?)
ou {z(t)} € R" et{y(t)} € RP désignent respectivement I'état et la sortie du systeme,
{7(t)} € RP est une séquence de variables aléatoires indépendantesylenne nulle et de
matrice de covarianc€, = I'”’ > (0 qui n'est autre que I'entrée du systenié, G, H, F) est
une réalisation d’état minimale du modéle générateur avexmatriceF inversible.

Pour ce faire, on demande de procéder d’une maniére proiyegour mieux appréhender
le probleme d’estimation d’état des systemes.

1) Montrer que la configuration des poles (resp. des zéros) digheayénérateur des pro-
cessus stochastiques stationnaires est donnée par

CP(G(z)) ={seC/det(sl,—F)=0}
(resp. CZ(G(s))={seC/det(sl,—F+GE'H)=0})

Rappeler les propriétés élémentaires des modeéles génésate processus stochastiques
stationnaires.

2) Retrouver la configuration des zéros d’'un modele générateyrocessus stochastiques
stationnaires a partir de la configuration des péles du medeéVerse.
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3) Proposer un observateur d’état qui permet de reconstruggnaptotiguement I'état du
systeme, i.e. qui réalise une erreur d’estimation d’étgtastotiguement nulle. On pré-
cisera la configuration des modes d’un tel observateur paprat aux zéros du modele
générateur.

Probleme 9.40n se propose d’étudier la convergence de la version staiva du 7B
donné par les équations (9.16)-(9.18) en en adoptant uneoapp deLapunov; on notera
gu’une telle étude est une démonstration du résultat 9.5.

Indication. La solution de IEARE (9.18) peut étre utilisée pour définir une fonction@gpunov
pour le FKB.

Probleme 9.50n se propose de faire une démonstration du résultat 9.8iksaumt les indica-
tions suivantes ou

B={e,...... enp ) €stla base canonique @&"”
(1) 2 (1) — 6
V(t) £ 67 (1S (1)
Z1. p (B(H)S7Ht)) = 0pour tout t = px~'(t) = ¢y (1) ¢y (t) avec % '0) >0
72. t
| =065 )6 (7) Sy < 20)
73. np
v pE7H(t) v < 0 pour tout v = Z aze; avec a; € R pour i € [1,n]
. p (Z(t)é(t)) = 0 pour tout t
75. ~ _
o (H)27H0)0(t) = V() < V(0)pour tout t

76. k (+1)T

Sk D) =2 O+ 3 [ e e (ndr

Probléme 9.6Considérons la classe des systémes dont le comportementéd’esortie peut
étre décrit par le modele que I'on peut récrire sous la forme

pO(t) =0 avec 6(0) =0
SYS (9.38)
o(t) = ¢ (t)0(t)

avec
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t+T

0< f)/mmlnp S ¢ (T> ¢T (T) dr S f)/max]np < o0 (939)
t

ou{c(t)} € R (resp. ¢(t) € R™) est une fonction continue de la sortie (resp. est composé
par des fonctions continue du comportement d’entrée-eydti systeme éte R"” est consti-
tuée des parametres du systeme. On se propose d’étudiertipre d’identification en temps
réel des paramétres du systéme en supposant que les sésg|fle(icé et {¢(¢)} sont bornées

et connues a chaque instant a partir de I'algorithme d’addijoin paramétrique donné par

pl(t) = P (t)e(t) avec P = PT >0
AAP A (9.40)
e(t) = y(t) — ¢ (1) 0(t)
Pour ce faire, on précisera la nature de I'adaptation pardritgie considérée et on montera
gu’elle est dotée des propriétés de convergence suivantes

(

Pl ({é(t)},{pé(t)},{e(t)}) e L3
P2. ({pé (t)} {e (t)}) € L2

P3. {9(1&)} converge exponentiellement vers l'origine

Probleme 9.70n se propose d’étudier le probleme d’identification auxmdees carrés des
systémes linéaires décrits par I'équation différenti€de22)-(9.23) et dont le modéle généra-
teur des perturbations est connu, soit

G (p)v(t) = F (p) 0i(t) (9.41)

ou §;(t) est une impulsion d’amplitude finie inconnue. Pour ce fairesuggére de découvrir
progressivement le concept des moindres carrés commerssitpgosant que I'ordre du mo-
dele générateur des perturbations est égal a celui du systeema = ng = nf.

1) Montrer que le systeme peut se mettre sous la forme

pd(t) =0 avec 0(0) =0
MID (9.42)
y(t) = &7 ()0(t) +n(t)

avec
Py (t) fi—a
py;(t) fnp - na-1
o= (sz | eto= Fus ) (9.43)
pus(t b+

Uf(t) bnb
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2) L'estimateur des moindres carrés, i{@(¢)}, minimise le critére quadratique

J (é(t)) = /0 e M (D) (y (1) — g (¢, 7)) dr avee A >0 (9.44)

ou g (t,7) désigne la sortie d’'un modéle du systeme a l'instant ¢ issu de modéle
estimé a l'instant, soit

e(t,7)=y(r)—g(t,7) avec §(t,7) =} (t)0(t) (9.45)

Montrer que si la séquence d’entrée est choisie de manieatistaite la propriété (9.28),
alors I'estimateur des moindres carrés est donné par

o) = ([ 067 (7)) R [ emomuma

3) Montrer que I'identification d’'un systéme aux moindres éarpeut étre réalisée en temps
réel par I'algorithme d’adaptation parameétrique donné par

pb(t) = P(t)¢y (1) (1)
AAP S pP(t) = —P(t)o; (t) o7 (t) P(t) + AP(t) (9.47)
e(t) = y(t) — &7 (1) 0(1)
avecP(0) = P7(0) > pylnpy > 0.

5) Montrer que l'algorithme d’adaptation paramétrique (9)4vérifie les propriétés sui-
vantes

P2. ({é(t)}, pé(t)},{s(t)})eggo

P3.

W
/N
—

)

D5

—~
~
S~—
——
—~~
[©)
—~
~
S~—
—
N——
Mm
)
I

P4. {é(t)} converge exponentiellement vers 'origine
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Chapitre 10

Commande robuste

La commande robuste a été développée d’une maniére viggriteut au long des quatre der-
nieres décennies comme en témoignent les fructueusesboioms fondamentales et les réa-
lisations industrielles qui y ont été consacrées. Issua diilan pragmatique de I'apport de
'automatique aux sciences de l'ingénieur en 1980, elleisendjue par un contexte d’analyse
et de synthése soucieux des exigences d’une ingénierigstémes a haute valeur ajoutée. La
formulation du probléme de commande est effectuée a pauiredreprésentation unifiée du
modele de synthese du systéme de commande et des spéatfidatges performances, en uti-
lisant éventuellement les connaissances disponiblegsuntertitudes du modele de synthese.
Cette formulation est issue d’'une combinaison judicieuséapproche d’état et I'approche
fréquentielle. L'approche fréquentielle est motivée pes donsidérations de simplicité de spé-
cification des performances requises, en I'occurrence udetage adéquat des fonctions de
sensibilité usuelles du systeme de commande ou de sa fodetimansfert en boucle ouverte.
Quant a I'approche d’état, elle est essentiellement péiée par I'efficacité des méthodes
d’analyse et de synthese sous-jacentes.

Ce chapitre est une présentation concise des synttiéses ., en adoptant une approche
d’état. Ces synthéses constituent un complément naturel sinthéseC QD développée au
chapitre 8 en vue d’une agréable introduction a la commarmmiste. Cette introduction a
été principalement rédigée a partir d’'un ouvrage, élaboat pois artisans de la commande
robuste, qui est utilisé dans les prestigieuses écolegéireurs ([89]) et des documents péda-
gogiques utilisés par des collegues pour I'enseignemenbdenande robuste a SupAero ([1]),
Supelec([25], [26]), TENSICAEN ([74]) et dans le cadre dmrihations continues par des in-
génieurs qui ont succombé au charme de la commande rob38B. ([e choix des documents
pédagogiques a été essentiellement motivé par le dévot@neformation par la recherche
de mes collégues et néanmoins amis que j'ai eu le plaisir deorrer au sein du groupe de
commande robuste. Ce dévouement est corroboré par I'extetkercise pédagogique réalisé
pour la rédaction des documents pour une lecture agréalglan’di pas résisté au plaisir de
remémorer 'ambiance amicale et solidaire des réunionsuge de commande robuste.

Les syntheseH, et H,, seront présentées d’'une maniere concise et précise aprEitation
des problémes de commande optimale sous-jacents a partiomicept de probleme standard
en la matiére. Une attention particuliere est accordée aulehage des fonctions de sensibilité
usuelles et de la fonction de transfert en boucle ouvertesgstemes de commande et aux al-
gorithmes de commande robuste. Les démonstrations ddtatésandamentaux n’ont pas été
reprises ; elles sont rédigées d’une maniere élégante datis oeuvre pédagogique de Zhou,
Doyle et Glover ([89]) que nous recommandons vivement @sell ceux qui souhaitent déve-
lopper et/ou comforter leur potentiel d'ingénierie destépses.

355



356

10.1 Une histoire de 'automatique

La synthésé{ .. a été initialement introduite d’un bilan décevant sur la thdse?H,, en l'oc-
currence la fragilité de la robustesse des systemes de cadeda)g par rapport aux erreurs
de modélisation inéluctables ([19], [73]), la sensibildés systémes de commaudeG /LT R
aux bruits de mesures inéluctables ([24], [79]), la natuné&grale du probléme d’optimisation
H, et 'inadéquation des processus stochastiques pour la fisadi®n des perturbations ([84]).
Elle a été d’abord développée en adoptant une approcheeswéie dans le cadre d’une col-
laboration fructueuse entre des mathématiciens intésepaéla théorie des opérateurs et des
automaticiens attachés a I'approche fréquentielle ([385]). L'enthousiasme des premiers
résultats obtenus pour les systémes monovariables fuiwetaent grand pour permettre au
pionnier de la synthesg ., de prbner la fin de I'approche d’état. Cet enthousiasme n’gédu
gue le temps de s’apercevoir que I'extension de ces résutatas des systémes multivariables
n’est point trivial. Cette extension a été réalisée d’'uneniaege €légante par les braves éléves
de I'école d’automatique d&€alman en exploitant judicieusement le potentiel fundaaietd
I'approche d’état pour conforter I'approche entrée-ser{{20], [33],[34], [36]).

La synthéséH,, qui a été reléguée aux oubliettes en dépit d’une recherobhadologique
acharnée dont les bases fondamentales ont été présent@bspitre 8, a été réhabilitée par
une synthésel., basée sur une approche d’état ([22], [38]). La relation enles syntheseX,
et’H.. a été particulierement mise en évidence au sein d’une écalgéamatique soucieuse de
la simplicité requise pour une ingénierie des systemes tanbe. Cette simplicité est le fruit
d’'une exploitation ingénieuse de I'élégance fondamerdelBapproche d’'état et de I'ingénie-
rie de I'approche fréquentielle, en I'occurrence la singité de spécification des performances
au travers du concept de modelage fréquentiel.

Les synthése®#, et H,, ont été ensuite confortées en tirant le meilleur profit desspli-
tés offertes par I'optimisation convexe dans un contextaatérisé par des contraintes du type
inégalités matricielles linéaires ([5], [12], [37]). C'dsl’essence de I'approch€ MZ qui a
éte vigoureusement développée comme en témoignent l#atekandamentaux disponibles et
I'ingénierie de commande robuste attestée par des appdicaindustrielles réussies ([27]). On
notera que les exigences de faisabilité de I'appro€ite Z ne sont pas toujours bien connues a
priori comme c’est le cas pour I'approche d’état basée sugékolution d’équations dRiccati.

Il est donc prudent de ne pas succomber au postulat seloell€gpprocheL MZ a permis de
relacher les hypothéses de synthése intrinseques a lacsgtfy, au travers d’'une résolution
des équations d®iccati, notamment des hypothéses relatives au rang deineganatrices.
En effet, les conditions de rang ne sont pas nécessaireslpdarsabilité d’'une I'approche
LMZ modulo une réduction en matiére d’optimalité.

........ Et depuis que les hirondelles de I'approche d’étate I'approche fréquentielle célebrent
ensemble les fétes de 'automatique au diapason d’'une meigigmposée dans des espaces
de culture scientifique favorables a la rigueur mathémagidiingénierie des systemes s’est
pleinement émancipée. Ces fétes ont été corroborées pamnfeafion d’'une génération d’ingé-
nieurs et de docteurs en automatique qui ont participé aatient aux prouesses technologiques
de la commande robuste, notamment le pilotage d’Ariane 5 et des Véhicules Spatiaux de
Transfert Automatique (Automated Transfer Vehicule). @desiesses technologiques sont is-
sues d’'une collaboration scientifique fructueuse entregtesipes de recherche reconnus en
automatique et des entreprises soucieuses d’'une ingérdes systémes a haute valeur ajou-
tée, notamment ASTRIUM, EADS-Airbus, aerospatiale, CEBE, PSA et Thalés.
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10.2 Transformation linéaire fractionnaire

Le concept de transformation linéaire fractionnaifE4.F) a été principalement introduit pour
formuler convenablement les problémes de modélisatimbsérvation et de commande des
systemes dynamiques (incertains) en exploitant judiei@est le fait que toute expression ra-
tionnelle peut se récrire naturellement sous forme d’'unmalgioaison adéquate deL.F ([20],
[21]). Comme tout concept générique, TaC.F se distingue par une définition et des propriétés
fondamentales qui seront présentées dans ce qui suit.

Définition 10.1 SoientM ¢ Clmtn2)x(mit+m2) yne matrice partitionnée comme suit

My Mo
M pum—
( My Mo )

etA; € C™*m2 gnd A, € C™>™_ Alors, on peut définir un& LF inférieure par rapport a
A, par 'application F; (M, e) : C"2*™2 s C™*™ avec

Fi (M, A;) = Myy + My A; (1, — M22Ai)_1 M

pourvu que la matricd,,, — M, /A, soit inversible. De méme, on peut définir UhEF supé-
rieure par rapport dA, par I'application 7, (M, e) : C"1*™ — (C"2*™2 gvec

Fs (M, Ag) = Moy + Moy Ag (1, — MllAs)_l M

pourvu que la matricd,,, — M;;A, soit inversible. Les argumentd et A, i.e.A; ouA,, sont
respectivement appelés matrice des coefficients et pamoeta7 L.F.

Remarque 10.1F; (M, 0) et . (M, 0) sont bien définies pour tout! et donc toute applica-

. . e s R .y .1

tion qui n'est pas définie a I'origine ne peut étre expriméessiorme d’'uney L.F, i.e. — n’est
S

pas unef LF ens.

w(t) 2 (t) ui(t) vi(t)

FIGURE 10.1 — Transformation linéaires fractionnaires inféreeet supérieure
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Le qualificatif inférieure (resp. supérieure) deTaLF est particulierement motivé par le dia-
gramme fonctionnel d&; (M, A;) (resp. Fs (M, Ay)) donnée par la figure 10.1. L&LF
inférieure est caractérisée par les équations

<Zi>_(M11 M12><Wz-)
TLF; T My Moo Ui

alors que laT LF supérieure est caractérisée par les équations

( Ts ) — ( Mll M12 ) < Us )
TLF, Zs My Mo Wi
Us = ASTS

On utilisera généralement le termELF sans qualificatif pour se référer aussi bien au cas
d’'une T LF inférieure qu’au cas d'und LF supérieure : la distinction se fera naturellement
par le contexte considéré. Quant a I'expression utiliséle,®€imposera naturellement par des
considérations de commodité par rapport au probleme caméignodulo une attention a la
compatibilité des dimensions.

La signification physique d’'ung@ £LF dans les problémes relevant de la commande des sys-
teme est évidente. 3i(s) est une fonction de transfert propre, |BLF F; (M(s), Ai(s))
(resp. Fs (M(s), Ag(s))) n'est autre que la fonction de transfert de I'opérateur;(t)} —
{z:(t)} (resp. {ws(t)} — {z5(t)}) ouM(s) représente le modéle de synthesagts) (resp.
A(s)) représente le régulateur (resp. son incertitude). Cediifiespourquoi la7 LF infé-
rieure est principalement utilisée dans la synthése deesyes de commande, alors que la
T LF supérieure est essentiellement utilisée dans I'analysehlestesse.

Le résultat suivant précise les conditions d’admissiiptysique de$ LF dans le contexte
de la théorie des systémes.

Résultat 10.10n notera que & LF F; (M(s), Ai(s)) (resp. Fs (M(s), As(s))) est physi-
guement admissible si et seulement si la matrice

(Iny — Mo (s)Ai(s)) (resp. (I, — Mi1(s)As(s)))

est inversible.

La preuve de ce résultat découle naturellement de la défindiune7 L£F. Le résultat suivant
donne les propriétés usuelles du contexte général/des’s.

Résultat 10.2Soient

V>l

_ [ Mu(s) Mia(s)
M(s) = ( My (s) Ma(s) ) et R(s)

des fonctions de transfert (s) = F; (M(s), R(s)). Alors on a
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P1. G(s) est propre siM(s) et’R(s) sont propres et telles que

det ( lim (1, — Mm(s)n(s))) £0

S—00

P2. Si Mya(s) et Mo (s) sont respectivement de rang plein en colonnes et en lignes da
R,(s), alorson a

Fi (M(s), Ra(s)) = Fi (M(s), Ra(s)) == Ral(s) = Ra(s)

P3. SiM(s)etG(s) sont propres)i,(s) et My (s) sont des matrices carrees et inversibles
pour presque tout s,

det ( Tim M(s)) #0 et det (Sh_rpw (/\/l(s) _ ( gg‘” 8 ))) 20

alors R(s) est propre eR(s) = F, (M~1(s),G(s)).

Preuve. La propriétéP1 résulte naturellement de la condition d’admissibilité pigyie de la
T LF inférieureF; (M(s), R(s)). La propriétéP2 découle de I'identité

Fi (M(s), Ra(s)) — Fi (M(s), Ra(s))

Mis(8) (Imy — Ra(s) Mz (s)) ™" (Ri(s) — Ra(8)) (Iny — Maa(s)Ra(5)) ™" May(s)

Quant a la propositionP3, il suffit de montrer que 1§ LF supérieureF, (M~1(s),G(s)) est
physiquement admissible et propre. Posgt{s) = M~!(s), qui est propre, on aura

R(s) = Fs (H(5),G(5)) = Has(s) + Har($)G(s) (I, — Hi1(5)G(s)) " Hia(s)
La 7 LF supérieure est bien définie et propre puisque

lim det (I, — H(s)G(s) = lim det (Iml—(lml O)M‘l(s)<[’81 )g<s>)

§—00 §—>00

- st - (%) 1))

Et il en est de méme pouk; (M(s), R(s)) comme le montre les manipulations algébriques
suivantes

(I, — Maa(8)R(S)) = (I, — Moo (5)Haa(s)) — Ma(5) Ha1(5)G(8) (Imy — Hi1(5)G(s)) ™" Hia(s)
= My (8)Hia(s) + May(8)H11(5)G(8) (I, — H11(5)G(5)) ™" Hua(s)

= M>1(s) (I, — Hu1(5)G(5)) ™" Hia(s)

Par ailleurs, det (1,,, — Ms(s)R(s)) # 0 puisqueMs(s) est inversible et on montre aisé-
ment queH;,' (s) = (Ma(s) — Mas(s) M5 (s)Myi(s)). Ainsi lesTLF sont bien définies
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et on a bienF; (M(s),R(s)) = G(s) en effectuant les substitutions requises pBl(k) et
Iml — MQQ(S)R(S).

Remarque 10.2Le résultat ci dessus stipule que sous certaines condijtiores] £LF de fonc-
tions de transfert est une application bijective entre dengembles de matrices rationnelles
propres. Ainsi, étant donné deux fonctions de transferpa®M (s) et A'(s) de dimensions
compatibles et satisfaisant les conditions requises partgriété P3, il existe une fonction
de transfert propre uniqu®(s) telle queF; (M(s), R(s)) = N (s). Et en plus, le systeme a
rétroaction est physiqguement admissible.

Remarque 10.3Une interprétation de la propriét®3 peut étre suggérée a partir des signaux
mis en jeu dans le systeme a rétroaction de la figure 10.2 eposant qu’il est physiquement
admissible. On aura alors

( ?8 ) = M) < ngjf ) et U(s) = R(s)Y(s)

soit

Et donc

On aura alors

soit

u(t) u(t) u(t) v(t)

FIGURE 10.2 — Interprétation de la propriét&
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On distingue cing propriétés fondamentales qui constitleepotentiel des/ £LFs aussi bien
pour I'analyse que pour la synthése des systémes dynamigasspropriétés sont établies en
utilisant les résultats d’inversion matricielle A.5 et A.6

P1.

P2.

P3.

La composition de§ LFs, en l'occurrence toute interconnection geCFs est une
TLF, que I'on peut exprimer comme suit : étant donné trois magricomplexes\1,
N et’R, on montre aisément qu'il existe une matrice compi@xelle que

Fi (M, Fi(G,R)) = Fi(P,R) (10.1)

Et si I'on partitione les matrice®, M et N/ comme suit

Pll P12 Mll M12 Nll N12
P = , M= t N = 10.2
( Pu Pr ) ( My M ) ¢ ( Not Na ) (10.2)

Alors on peut déterminer aisément la matrieesn fonction des matriced etV i.e.

Py = My + MiaNiy (I — MyoNyy) ™' Moy (10.3)
Py = Mo (I — GiiMap) ™' Ny (10.4)
Py = Noy (I — MoyNyy) ™ My (10.5)
Pyy = Nay + NoyMas (I — Nyt Mao) ™! Ny (10.6)

Des expressions similaires peuvent étre établies pourdedaane7 LF supérieure, en
I'occurrence étant donné trois matrices complexds N et A, on montre aisément qu'il
existe une matrice complefetelle que

Fs (M, Fs (N, A)) = F, (P, A) (10.7)

La relation entre les] LF inférieure et supérieure que I'on peut exprimer comme sulit :
étant donné deux matrices compleXeset R, il existe une matrice complexé telle que

Fi(M,R)=F;(N,R) (10.8)

Et cette matriceV est donnée par
0 I 0 I
v (8 ) ae(0 ) 109)

L'inverse d’'une7 LF que I'on peut exprimer come suit : si TaLF est inversible, alors
son inverse peut se mettre sous une foTndEF.

(F; (M,R))™ = F, (N, R) (10.10)

avec

Mt —M'M
N = 1 11 12 ) 10.11
( Moy Mi' May — Moy My Mo (10.11)
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P4. L'expression d'unef LF en fonction de l'inverse de son paramétre. Supposons que le
parametre d’unel LF est inversible, alors on a

Fi(M,R)=F; (N,R™) (10.12)

avec

N ( My — MioMy' My —Mio My ) (10.13)

M,' My, M,!

P5. Le produit deRedheffer, dit produit étoilé, de deux matrices complexesrmjs de recou-
vrer toutes les interconnections des systemes et gérerkdisoncep £F. Considérons
deux matrices complexdg! et P partitionnées comme suit

o M My _( Pu P
M_<M21 M22) ol P_<P21 P22)

de maniére a ce qué/ly, P;; Soit une matrice bien définie et carrée et supposons que
I — My, Py, est une matrice inversible. Alors le produit étoilé des ncas M et P par
rapport a la partition considérée est défini par

Fi (M, Ppy) My (I — PyMyy) ™" Pry

S(M,P) = "
( ) (P21 (I — My Pry) ™" My Fo (P, Myy)

) (10.14)

Le choix d’'une partition compatible est naturellement frggar le contexte et apparait
clairement dans le diagramme fonctionnel comme le monfiglae 10.3. Dans le cas ou
les arguments du produit étoilé sont des fonctions de teahdf((s) et P(s), le produit
étoilé n’est autre que la fonction de transfert de I'opérate

On notera que si 'une des matrices n’est pas partitionnéarsde bloc qui lui asso-
cié n'aurait pas d’entrées externes et de sorties. Ceciaspond a une interconnection
maximale qui justifie naturellement la convention suivante

S(M,P)2F,(M,P) et S(M,P)2F,(P,M) (10.15)

L'ordre des matrices dans la derniere équation est du audaé la dimension du para-
meétres d’'unef LF est relativement petite par rapport a celle de sa matrice cheffi-
cients.
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W(t) 2(t)
FIGURE 10.3 — Diagramme fonctionnel du produit étail¢ « R

10.3 Formulation du probleme standard.

Les problémes de synthese d’'un systeme de commande pdtereah8idérés comme des pro-
blemes d’optimisatioft{; ou H., modulo des formulations appropriées. Le probléme standard
d’automatique se distingue par un systeme standard, i.e.l'gm peut décrire par la fonc-
tion de transferiG(s) € Rmu*mu)x(@=+r) (5) du systéme a commander et des performances
requises, en rétroaction avec un régulateur, i.e. la fanctie transfertR(s) € R™*Pv (),
comme l'indique le diagramme fonctionnel de la figure 1§:4(t)} € R™ représente les
séquences d’entrée relevant des performances requiseswayite et des imperfections du
modele, i.e. les perturbations qui affectent le fonctionaet du systeme et les bruits de mesure
inéluctables{z(t)} € RP- représente les séquences d’erreur qui constituent dedtifjcateurs
appropriés des performances requises en régulajafit)} € R est la commande du sys-
teme ef{v(t)} € RPv désigne les mesures disponibles pour la détermination defamande
du systeme, e.g.
—Ym (€
(o) 2 . Ym (1) |
em(t) =y (t) — ym(t)

ou {y,(t)} € RPv (resp. {y*(t)} € RPv) désigne la mesure (resp. la séquence de référence)

de la sortie du systeme. L'absence du comparateur usuel slE\assements classiques est
intégré dans la fonction de transfe¥{ s), si besoin est.

w(t) ——— G(s) — =(1)

u(t) v(t)

FIGURE 10.4 — Forme standard

Et compte tenu des dimensions des entrées et des sortiestdmsystandard, la fonction de
transfertG(s) peut étre partitionnée comme suit
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avec

gzw(S) S szxmw (8) ) gzu(S) € szXmu (3)
(10.17)
Guu(s) € RPX0 (5 ct G (s) € RP¥m (s)

Une telle partition permet de déterminer aisément une séilbn d’état appropriée du systeme

standard, soit
F \ G, G,
G(s)=<%ﬁ)é H. | E.. E-, (10.18)
HU E’U’Ll) Evu

Le systeme de commande standard peut étre alors décrit pa@gigations suivantes

ED) -8 ) (U o

U(s) = R(s)T(s)

La fonction de transfert en boucle fermée de I'opérateut) — z(t) est donnée par 1§ LF

Fi(G(5), R(5)) = Gow(5) — Gou(8)R(3) (I, + Goul(5)R(5)) ™ Guwls) 2 G¥ (s) (10.20)

Remarque 10.4Un probléeme de commande est bien posé pourvu que les quatetifis de
performances dépendent de toutes les composantes de laacoi®mem, < p., et qu'il y ait
au moins autant de mesures que d’entrées exogenesj.&: p,. La matrice d’entrée E peut
étre alors partitionnée comme suit

Ezw11 Ezw12 Ezm
Ezwgg Ezug
vaz ‘ Evu

>

E

Ezw21
va1
avec

Ezw11 c R(pz_mu)x(mw_pv)’ Ezw12 c R(pz_mu)xp’u’ Ezw21 e Rmux(mw_p’u)’EszQ € R™Muxpo
Ezu1 c R(pz_mu)Xmu’ Ezu2 c RMu Xmu’ E'le c RPUX(mw—Pu% va2 c va XPou et E’uu c ]Rpl,xmu

Le probléme de synthése consiste a déterminer la classeédakateurs réalisables et stabili-
sant qui réalises les performances requises, en I'occaeda minimisation de la normg{,
(resp.H..) de la fonction de transfertG’/ (s) = F; (G(s), R(s)) dans un contexte de com-
mande optimale. La synthése requiert une hypothése stmparest nécessaire et suffisante
pour la stabilité interne du systeme de commande standaitd, s

HS1. (F,G,, H,) eststabilisable et détectable

Cette hypothése est particulierement justifiée par le téstemarquable de stabilisation d’'un
systeme standard donné par le postulat suivant.
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Résultat 10.3Considérons le probléeme de commande standard, le régul&@és) stabilise le
systéme standaid(s) si et seulement si il stabilise sa composaftg(s)

La preuve de ce résultat est donnée dans la plupart des ouvrages swnamande robuste,
e.g. [33]. On recommande de la lire attentivement pour migpprécier 'essence du résultat
de stabilisation du systéme standard d’'une maniére élégant

Par ailleurs, on peut simplifier les problemes de commaHtdet ., pourvu que I'on puisse
se ramener a un systeme standard satisfaisant les hypsteas@ntes

HS2. E.p = 0psmy € Evu = O0pyxma
HS3. ElLH, = 0,,xn et GuEL =0, xp,
HS4. ELE, =1,, et EL,E. =1,

Ceci est faisable, modulo une série de transformations aalég, a partir d’'une spécification
adéquate des performances requises et des interactiorsslestperturbations d’état et de sor-
tie. Ces hypothéses structurelles sont nécessaires pouravrégulateur propre.

On notera queHS?2 stipule que les fonctions de transféit, (s) et G,.,(s) sont strictement
propres : une hypothése impérative dans le cas d’'une symfiigDans le contexte d'une syn-
theseH .., HS2 n’est pas vitale d’'un point de vue fondamental mais elle rést appréciable
du point de vue de la simplicité des équations du régulaté®3 est une hypothese usuelle
dans le cas d’'une synthége,, la premiere (resp. la seconde) partie, iBL H, = 0,,,xn
(resp.G,EL, = 0,x,,) stipule qu'il 'y a pas de termes croisés dans la fonctiofitcasso-
ciée (resp. les perturbations d’état et les perturbatioasdrtie sont décorrélées). L'’hypothese
‘HS4 est nécessaire pour la propreté du régulateur et peut étterale par une normalisation
appropriée des signaux d’entrée-sortie. Et comme cettenatisation n’est pas vitale pour la
synthése, 'hypothéseéS4 peut étre légerement modifiée comme suit

HS4. ET E.,2 R >0 et EpoET, 2 Ry

La définition suivante, qui sera utilisée tout au long de capitne, est justifiée par des consi-
dérations de réalisation du régulateur.

Définition 10.2 Un régulateur est dit admissible s’il est propre et stalalis systeme standard.

Par ailleurs, comme les synthésHs et H., sont réalisées en adoptant une approche d'état
pour la détermination de la classe des régulateurs adnissipar rapport aux hypotheses re-
quises pour leur faisabilité, elles sont basées sur dewattmpus deRiccati respectivement
associées a la commande avec retour d’état et I'injectiosatéie intrinséques au régulateur.
Les hypothéses suivantes completent I'hypotheése stafg¢iSiiden vue d’assurer I'existence
desSSDPS des equations dRiccati.

HS5. rang F—jul Guy _ n + m,, pour tout w € R
HZ EZU
HS6. rang ( r ;[]wl gw ) = n+ p, pour tout w € R
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L’hypothéseH S5 (resp.HS6) stipule que la fonction de transfegt,, (s) (resp. G,.(s)) n'ad-
met aucun zéro sur I'axe imaginaire. EtHIS3 est satisfaite, alorg{S5 et HS6 peuvent étre
remplacées par I'hypothese suivante.

HST. (F,G., H,) eststabilisable et détectable

a la lumiere de la remarque C.5.

10.4 Le bouquet de problemes standards

On dispose d’'une base de cing problemes de commande stanglaed’on peut utiliser ju-
dicieusement pour élaborer un probleme de commande stdrathnissible par rapport aux
spécifications d’'un systéme de commande donné.

Le premier probleme consiste en une régulation des perturbations que I'on pantener en
sortie comme I'indique la figure 10.5 ou le quantificateur éefprmance considéré est

2(t) = =W (p)v(t) (10.21)
wt)—— W,(s) — —Ws(s) —=()
go(s) N _Ipv
u(t) v(t)
R(s)

FIGURE 10.5 — Exemple 1

Le systeme standard sous-jacent est alors donné par

_ W ()W (s) Ws(s)Go(s)
9(8)—( W, (9) G (9) ) (10.22)

Et comme tenu des équations d’entrée-sortie du systememteaade considéré, on peut veri-
fier aisément que

Z(5) = W4 () S, (5) Wy (5) W(s) = TLF (G (5), R (5)) W(s) (10.23)

On peut donc envisager une synthése qui minimise la fondéa@odt suivante

W5 (5) Ss (s) W () (10.24)

[e.e]
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Le deuxiéme probléme consiste en une régulation des perturbations que I'on pamotaner
en sortie avec une robustesse par rapport aux erreurs de lisatién additives directes comme
l'indique la figure 10.6 ou le quantificateur de performansédonné par

A (=) W (p) v(?)
2 (20 )= (w0 ) (10:29)
—W,s(s) ——=(t)
w(t) W,(s) — —W,(s) ()
Go(s) & —1Ip,(s)
u(t) v(t)
R(s)

FIGURE 10.6 — Exemple 2
Le systéme standard sous-jacent est donné par

G(s) = Opy, xm ~Wis (8)

Wy (s) —Go (s)

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du systemendmande considéré, on peut véri-
fier aisément

( W (s) Wy (s) Wi (s) Go (5) )
(10.26)

Z(s) = ( WVZS(S) ggis()g\%s()s) ) W(s) = TLF (g (s) ,R(s)> W(s)  (10.27)

On peut donc envisager une synthése qui minimise la fondéa@odt suivante

H ( Wyr\js(is))ggis()fﬂis()s) ) HOO (10.28)

Le troisieme probléme consiste en une poursuite d’'une séquence de référence aeaou
bustesse par rapport aux erreurs de modeélisation multpNes en entrée comme l'indique la
figure 10.7 ou le quantificateur de performance est donné par

02 (56) = (i) 4029
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Wee(s) =)
w(t)——  W,(s) — Ws(s) ()
Go(5) & L,
u(t) v(t)
R(s)

FIGURE 10.7 — Exemple 3

Le systeme standard sous-jacent est donné par

Wi (s) W, (s)  —Ws (s) Go (s)
G(s)= Op, Wie (8) Go (5)

Wi (s) —Gs (8)

(10.30)

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du systemenadmande considéré, on peut véri-
fier aisément que

Ws (5) Ss () Wy ()

Z(s) = ( W T T (0 ) W(s) = TLF (G(s). R(s)) W(s)  (10.31)

On peut donc envisager une synthése qui minimise la fondé@o(t suivante
Wi (5) S (s) W (s)
H < Wi (5) See () Wi () ) || (10.32)

Le quatriéme probléme consiste en une insensibilité aux bruits de mesure en eatr@eune
robustesse par rapport aux erreurs de modélisation adektiet multiplicatives directes en en-
trée comme l'indique la figure 10.8 ou le quantificateur df@@nance est donné par

NN
z(1) = zo(t) = W Eﬂ; y(t) (10.33)
t

) (10.34)
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_Wrs (S) 4’23(15)

w(t) Wi(s) —Ws(s) ()

FIGURE 10.8 — Exemple 4

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du systémerdmande, on peut vérifier aisé-
ment que

5 (8) Ss () W (s)
Z(s) = ( e (8) Ts (s) b () ) Wi(s)=TLF (g (s) ,R(s)) W (s) (10.35)
Wrs () Ss (8) We (s)

On peut donc envisager une synthése qui minimise la fondéa@odt suivante

W () Ss (5) W (s)
( T (8) W (s)

) (10.36)
(5) RS (5) W ()

oo

Le cinquiéme probléme consiste en une insensibilité aux bruits de mesure avecalnestesse
par rapport aux erreurs de modélisation additives et miittgtives directes en entrée comme
l'indique la figure 10.9 ou le quantificateur de performansédonné par

o ()-(e) e

Oy W (5) W) (s W (s)
W ($) Ga ()W (5) G, (s)

G(s) =

( Opuxmy, Wi (8)Go (5) Wy (s) —Wi(s)G (s))
(10.38)



370

—W2(8> — 25(t)

—Wi(s) ——alt)

Q
S)
O
-
>
|
o
]

Uo(t) yo(t)

FIGURE 10.9 — Exemple 5

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du systenmaimande, on peut établir aisément
que

2(s) = ( Wi (s) Ts () Wi (s) Wi (s)GSe(s) W, (s) ) ( Wi(s) )
Ws () RS, (s) Wy (s) Wa (5)Se (5) W, () Wp(s)

= TLF (G(5),R(s)) W(s) (10.39)

On peut donc envisager une synthése qui minimise la fondéa@odt suivante

(s e
()Wb(S) Wz(S)S 8)

Remarque 10.5Les cing problemes considérés ont permis d'illustrer letplas selon lequel

les performances d’'un systeme de commande avec retoulragifgeuvent étre convenable-
ment définies au travers d’'un modelage approprié (d’'uneippde ses fonctions de sensibilité
usuelles conformément aux recommandations données aitrehApOn montrera a la fin de
chapitre que ce postulat peut étre étendu naturellemenpeabiemes d’asservissement qui re-
quiérent des structures plus élaborées, en I'occurrensesgistéme de commande a deux degrés
de liberté.

Par ailleurs, le retour unitaire est particulierement mis exergue par le bloc de fonction de
transfert+/, . On montera a la fin du chapitre que ce bloc peut étre utilisérixer une par-
tie du régulateur en vue de réaliser une compensation parthes perturbations, si besoin est,
conformément au concept de modéle interne développé aitrehép

On notera que I'on peut envisager une synthgseau lieu d’'une synthesg .. Le choix de
la syntheseH ., est essentiellement motivée par la possibilité d’affingrdes performances
et de la robustesse du systeme de commande en exploitatiejisgiment des informations
adéquate relevant de la modélisation du systeme a commander
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10.5 SyntheséH,

La synthesé{, concerne la classe des systémes standards qui satisfonypeshése${S1,
HS2, HS4, HS5 et HS6. L'hypothéseHS3 n’'est pas cruciale pour la faisabilité d’une syn-
thesel, et sa présence permet de remplacer les hypottisgset HS6 par 'hypothése{S7.

On retrouve ainsi les hypothéses conventionnelles d’'unthegeL QD, en I'occurrenceHS1,
HS2, HS3, HS4 et HS7, ol I'hypothésé{S3 est impérative pour les propriétés de robustesse
remarquables du systeme de commafdket de I'observateur Q. Et compte tenu du résultat
??qui stipule que la synthesgOD est une synthegeé, spécifique, on considére que la synthése
H, a été d'ores déja amplement développée au chapitre 8 et oorgerdera dans ce chapitre
de présenter d’'une maniere concise le résultat fondamenitala synthésé{, standard qui a
éte vigoureusement développé dans [89].

La commandé{, concerne la classe des systémes standards (10.16)-(1€afiSaisants les
hypothése${S1, HS2, HS4, HS5 et HS6 modulo une hypothesé#S4 sans normalisation
des signaux d’entrée-sortie. Quant au probleme de commafid#andard, on peut le formu-
ler naturellement comme suit.

Déterminer un régulateur admissible (s)
qui minimise la normé{, de la fonction de transfert en boucle ferm@ (s), soit

||gﬁz:<s>||2=\/% | trace (9t )" 0% (1) (10.42)

Le résultat fondamental suivant précise les propriétédémnentales qui permettent de conclure
la faisabilité du probléme standard de commariglg a partir des matrices hamiltoniennes

_ (F - GuR, ELH.) _GLRIMGT
HcTe o ( _H,ZT (Ipz - EzuRz_ulEzu) HZ — (F — GuRz—ulEzqu)T (1042)
et
e = (F o GungRgiﬂv)T —HER;J}HU

Résultat 10.4Considérons la classe des systemes (10.16)-(10.18)asd#isfs les hypotheses
HS1, HS2, HS4, HS5 et posons

_ Fk ]n . Fm Gwm
Ri (s) = ( .10 ) et Rin (5) = ( 0 ) (10.44)
avec
K2 -R}(G'P,.+E%H.), F, 2 F+G,K et Hy, = H. + E.,K  (10.45)
M2 — (S, H! +GEL) R}, Fry 2 F+ MH, et Gyp 2 Gy + ME,,  (10.46)

ou la matriceP,,. (resp.X;;) n'est autre que 1aSSSDPS de I'équation algébrique d®iccati
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associée a la matrice hamiltonien®&, . (resp.H;s). Alors, le probléme de commande optimale
‘H, admet une solution unique donnée par le régulateur optimal

(F+GK+MH, | -M
R(s) = < 7 0 ) (10.47)
Et la valeur minimale du scalaire est donnée par
Ymin = \/trace (GT PoyoGy)? + trace (R, M35, M) (10.48)

La preuve de ce résultat est effectuée d’'une maniere laborieuse etmeéms compréhensible
dans [88].

Remarque 10.6Les deux équations algébriguesBéecati associées a la commangg stan-
dard sont respectivement données par

(F — GuR;}ET H.) Poe + (F — GuRZIETH,)" Pove — Poye Gy RGPy
+ HY (I, — E.,R;}EL) H, = 0

z

(10.49)
Sis (F — GWEL Ry1H,) " + (F — GWEL Ry H,) Sy — Si HY RZLH,

vwT vw U

+ Gy (Im, — EL Ry E,,) GL =0

Remarque 10.7Le régulateur optimal est strictement propre et son ordreégsl a celui du
modele de synthésk(s). Il peut étre mis en oeuvre sous la forme d’'une commande atearr
d’état incorporant un observateur comme suit

pi(t) = (F + G, K + MH,) &(t) — My(t)
RH, (10.50)
u(t) = Ki(t)

Dans le cas particulier ol H, = E,,GZ, les équations algébriques deiccati se simpli-
fient comme suit

PcreF + FTPcre - PcreGuRz_ulGZPcre + HZR;ul;Hz =0
(10.51)
S FT + FYs — S HTRZVH, S, + GoGL = 0

Par ailleurs ; si toutes les variables d’état sont dispoe#ba la mesure, alors 'observateur n’est
plus nécessaire et le régulateur se réduit a la loi de comraawvec retour d'état(t) = Kx(t).

10.6 Syntheséi..

Contrairement au probléme standard d’optimisatiéfa qui admet une solution unique que
I'on peut obtenir en résolvant deux équations algébriqueskiccati, le probléeme standard
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d’optimisation, est relativement complexe dans la mesure ou il admet plssgalutions
et requiert des procedures itératives appropriées ([3BPur contourner cette complexité fon-
damentale, il est recommandé de se contenter d’une synthgsous-optimale soucieuse des
exigences de l'ingénierie des systemes, en I'occurrendgonrcompromis entre la simplicité
algorithmique et les performances dynamiques que I'on pawmuler naturellement comme
suit :

Etant donné un scalaire > 0,
déterminer tous les régulateurs admissibis), modulo leur existence,
satisfaisant la propriétd G4/ (s) || < 7-

Remarque 10.8L'existence des régulateurs admissibles requiert uneipgétion adéquate du
scalairey, notammenty > v,,;,, 0U~,,;, N'est autre que la valeur minimale d€? (s) || -

Dans ce qui suit, on présence d’'une maniere concise troidtas fondamentaux sur la com-
mande?H, issus d'une approche d’'état. Ces résultats constituent aterjial fondamental

de synthesé{., pour tout ingénieur soucieux du développement des sciefeéggénieur.
Rappelons que la comman@g, concerne la classe des systemes standards décrits par la re-
présentation d’état

px(t) = Fa(t) + Guw(t) + Guu(t)
SYS { z(t) = Hyx(t) + E.,w(t) + E,ul(t) (10.52)
v(t) = Hyx(t) + Epyw(t) + Epu(t)

10.6.1 Synthese usuelle

Considérons le systéme de régulation usuelle de la figu0I®i{v.(¢)} et{v,(t)} désignent
les perturbations qui affectent le fonctionnement du systén entrée et en sortie et supposons
gu'’il est physiqguement admissible. Alors, le systéme denzorde est décrit par les équations

ses { (v )= (s 7w ) () oso

Les recommandations du chapitre sur la synthese d’'un sgsiercommande, qui stipulent que
les fonctions de sensibilité usuelles doivent relativerpetites, conduisent naturellement au
probléme de commande suivant : déterminer un régulateurissilpte R (s) qui assure, pour
un scalairey > 0 donné, la propriété suivante

H( 75'3(2) gﬁ(S) )HOO <7 (10.54)
et donc

18s(8)loe <75 198 e(8)lloe <73 [IRSs(8)llo < vet [ Te(s)lloe <7 (10.55)
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ve(t)  uo(t) Yol(t)

u(?) v(t)  os(t)

FIGURE 10.10 — Systeme de régulation usuelle

que 'on peut interpréter comme un quantificateur de pertoroe trivial dans la mesure ou il
constitue un compromis naturel entre I'évolution de la &oet celle de la commande du sys-
teme par rapport aux perturbations qui affectent son farotement aussi bien en entrée qu’en
sortie.

Ce probleme de commande n’offre aucune possibilité d’affered des performances dyna-
miques du systeme de commande ou de sa robustesse enéstalities bandes de fréquences
spécifiques. Néanmoins, il admet une solution remarqualtere I'indique le résultat suivant

Résultat 10.5Considérons le systéme de commande de la figure 10.10 etsusuue F, G, H)
est une réalisation d’état minimale de la fonction de transtiu systémég, (s). Alors, la va-
leur minimal du scalairey pour laquelle il existe un régulateur admissilii s) réalisant la
propriété 10.55 est donnée par

Ymin = \/1 + )\sup (ZisPcre) (1056)
ouX,, et P... sont les solutions des deux équationsiecati respectivement données par

FPcre + FTPcre - PcreGGTPcre + HTH == 0
(10.57)
i FT 4+ FYy — S HTHY,, + GGT =0

Par ailleurs, pour touty > ~,.:,, il existe un régulateur admissible unique décrit par laliéa
sation d’état( .., G, H,) donnée par

F.=F = GG P+ 72 (I + SisPove — 7*L,) ' S HTH
Gr = =7 (In + SisPore — 1) SisH” (10.58)
H, = G" P
La preuve de ce résultat est donnée dans [39]. Le qualificatif usuedldadsynthese est par-

ticulierement motivé par le fait que la valeur minimale dalagre + peut étre préalablement
déterminée contrairement au résultats de synthese qunsprésentés ultérieurement.
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Cette synthése usuelle peut étre préalablement confoaéarpmodelage en boucle ouverte
du systeme a commander en vue d’affiner les performancesal@siet la robustesse du sys-
teme de commande. Ce modelage a été initialement précarigelpFarlane etGlover ([28],
[29]) & partir de deux pondérations fréquentiell®®. (s) et W, (s) respectivement placées en
amont et en aval du systeme comme le montre la figure 10.Xt rBaisé selon une démarche
rationnelle en deux étapes.

We(s) Go(s) Wi(s)
Ru(s)
N
Go (s)
We(s) Ru(s) W(s)

FIGURE 10.11 — "Open loop shapping”

La premiéere étape consiste a spécifier les pondérations (s) et W;(s), en vertu des postu-
latsP1, P2 et’P3 donnés au paragraphe 7.4.2, pour la fonction de transfegydieme pondéré

A

Gp(5) = Wels)G(s)Ws(s)

au lieu de la fonction de transfert en boucle ouverte en sdiresp. en entrée) du systeme
de commande, i.&,.(s) (resp. Gos(s)). Les conditions de grands gains en basses fréquences
(resp. de petits gains en hautes fréquences) peuvent éisfagi@s par une action intégrale
(resp. une action de filtrage passe-bas) que I'on peut inti@chaturellement a partir des pon-
dérations. La bande passante désirée, ec R / 0,4, (G,(jw)) < 1, peut étre aisement
obtenue en ajustant le gain de I'une des pondérations cénias. Par ailleurs, on peut ajuster
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la pente au voisinage de la fréquence de passagébeen introduisant une avance de phase
adéquate via les pondérations.

La deuxiéme étape consiste en la détermination d’'un régulateur admissibleagtip de la
synthése usuelle appliqguée au systéme pondérég,(.€. On aura alors

(i midosd <

Sy(5) = (I, + Gpls)Ry(5)) ™

avec

Ceci nous améne naturellement au régulateur que I'on doitrenen rétroaction avec le sys-
teme, soit

On peut ainsi tirer le meilleur profit de I'approche fréquistie classique tout en incorporant
des actions appropriées pour la compensation parfaite @égsibations dont les pbdles du mo-
dele générateur sont connus et I'insensibilité aux brugsmkesure inéluctables.

Remarque 10.9Compte tenu des performances réalisées pour le systemeéngometh montre
aisément que le modelage effectué sur la fonction de tramkfesysteme pondéré est semblable
au modelage réalisé a posteriori avec la fonction de trargfe boucle ouverte du systeme de
commande pourvu que les valeurs deelativement faibles, e.@ < vy < 3. Et comme la
valeur minimale de/ peut étre préalablement déterminée, soit avant le calcuédulateur, on
peut 'utiliser pour vérifier si la spécification des pondéoas est convenable par rapport a la
vraisemblance des modelages a priori et a posteriori.

10.6.2 Synthese standard

Le probleme de commang@g,, standard concerne la classe des systemes standards satigfa
les hypothésed S1, HS2,HS3,HS4 et HS7. L'appellation synthése standard est motivée par
le fait que la classe de systémes standards recouvre la gildpa problémes de commande. Le
résultat fondamental suivant précise les propriétés fonelatales qui permettent de conclure
la faisabilité du probléme standard de commariglg a partir des matrices hamiltonnienes

F o y7G,GL - G.GE
Here = < gty ) (10.59)

et

T 2 T1r _ T
7—[2( e H“H“) (10.60)

—GoGE —F

Résultat 10.6Considérons le probleme de commande sous optimale décria peprésenta-
tion d’état (10.52) et satisfaisant les hypothe$&S1, HS2,HS3,HS4 et HS7, alors il existe
un régulateur admissibl& (s) tel que||G% (s) || < 7 Si et seulement si les trois propriétés
suivantes sont satisfaites.
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Pl. Here € dom (Ric) et P £ Ric (Here) >0
P2. H;s € dom (Ric) et Y 2 Ric (Hins) >0

Pg 1Y (Pcrezis) < ’)/2

Remarque 10.10Les propriétésP1 et P2 stipulent que les équations algébriqueshiecatti
associées aux matrices hamiltonienfts, et H,;, admettent deSSDPS, soit

P1. L'équation algébrique d&iccati
F'Poe+ PoeF + Pre (VGG — G.GL) P+ HI'H, =0
admet une solution définie positi¥e.. = PL_ > 0 et stabilisante, i.e.

V(F+ (v °GuGl, — G,GL) Pue) C Dy,

P2. L'équation algébrique d&iccati
FYi+ X FT + % (v ?HH, — HL H,) S5 + GG =0
admet une solution définie positi¥e, = X7, > 0 et stabilisante, i.e.

V(F+%, (yv?HI'H. - H H,)) C Dy,

Remarque 10.11Une procedure itérative a été proposée pour déterminer Ie g, optimal
Yopt: Modulo une précision donnée, en utilisant un processusctietmie, qui est connu dans
la littérature de commandg ., sous I'appellationy-itération. Elle consiste a réaliser les étapes

suivantes.

£1. Initialiser le processus de dichotomie avec un intervajlg,, ymq..] contenanty,,,.
£2. Tant que la longueur de lintervall€y,,;,, Yma:| €St SUpPérieure a la précision requise,
tester si toutes les propriétdsl, P2 et P3 sont satisfaites au point médian

1
Y= 5 <7mm + f}/ma:v)

Et si oui, éliminer la moitié droite de I'intervalle en poday,.. = . Autrement, éliminer

la moitié gauche en posant,;,, = .

Le résultat fondamental suivant caractérise la classe delateurs admissibles par rapport au
probleme de commandé,, sous-optimal.

Résultat 10.7Considérons le probleme de commande sous optimale et suppqae les pro-
priétésP1, P2 et P3 du résultat 10.6 sont vraies, alors la classe des régulaaamissibles
"H., sous-optimaux est donnée par 'ensemble des fonctionsdsfért donné par

Ra(S) == f; (ga(s)v Qa(s))
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ou Q(s) est une fonction de transfert stable telle g6&s) ||, < v et

F, |-TS HT TG,
ga(S) = _GZPcre Omuxpv Imu
- Hv Ip’u Op v XMy,

avec

I'= (In - V_ZPCTEZZ'S)_I

F,=F+~%G,GLP,. - G,G'P,, — TS, H H,

y(t) — Gals) —u(?)

Parmi cette famille de régulateurs, on distinguedgulateur central qui correspond a la spé-
cification trivialeQ(s) = 0; il est donné par

F. | -TIS,HT )

Ro(s) = < ey (10.61)

Remarque 10.12 e régulateur central est strictement propre et son ordteégal a I'ordre du
modele de synthésk(s). Il peut étre mis en oeuvre sous la forme d’'une commande atearr
d’état incorporant un observateur comme suit

pi(t) = Fi(t) + Guu(t) + TX HE (v(t) — Hyz(t)) + Gu(t)
REGC w(t) =y 2GLP...a(t) (10.62)

u(t) = Hi(t)

L'observateur d’état du régulateur central etJelC different par le terme additionné},,w(¢) ;

la séquencgw(t)} peut étre interprétée comme une estimée des perturbatamsld cas le
plus défavorable : le pire cas. Et comme le gain d’observatiépend du gain de commande
avec retour d’état, le régulateur central n’hérite pas deskgparation des synthéses du systeme
de commande avec retour d’état et de I'observateur du fikr&dlman intrinseque a la com-
mandeL QD. Le régulateur central peut toutefois tendre asymptotigeset vers un régulateur
LOD pourvu que le scalaire tends vers l'infini, i.e.

lim R (s) = Ryga (s) (10.63)

Y=o
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10.6.3 Synthese générale

On peut étendre le probléme de la commattle a la classe des systemes standards satisfai-
santsHS1,HS4,HS5 et HS6 qui est relativement large par rapport a la classe des sysgm
considérée pour la synthése standard. Le résultat fondeahenivant précise les propriétés
fondamentales qui permettent de conclure la faisabilitableme de commandeé,, a partir

des matrices hamiltoniennes

( EZwHZ GZ;

_( B 0 Gl G B
Hcre - ( _HZHZ —FT ) o ( _HZEzw —HZE'ZU )Rcre EZUHZ Gg ) (1064)

et
T 0 HZ; HE . EszZ H.
His - ( _GwGZ _F ) B ( —GwEZw _Gwng )st Euu)GZ; Hv (1065)
ou les matricesz.... et R;, sont des matrices respectivement données par

EiBew = VL, B, Eu E.ET — 21, E.,ET,
Rcre - ( EZUEZU) EZuEzu et Ris - EUsz“w EUwEZ“w (1066)

Les gains du retour d’état et d’injection de sortie assoa@st respectivement donnés par les
expressions

é Kw _ __p-1 EZwHZ + Ggpcre
K= ( K ) = Rm( [ e (10.67)
M2 (M M,)=—(G,EL +%,H" G,EL, +%,H" )R (10.68)

Et commen,, > p, etp, > m,, les matricesy,, et M, peuvent étre décomposées comme suit

A le A
K, = < K ) et M= ( M, M) (10.69)

Remarque 10.13Compte tenu du fait que, > m,, etp, < m,,, hous avons adopté la partition
matricielle

X ‘ Ki Ky Ky
( XT KT ) é M%[ Ezw11 EZw12 0(pz_mu)><mu
M E MZQ Ezw21 Ezw22 Imu
v Op’u X (m’w _p’u) Ip’u Op’u XMy

qui est faisable sp, > m, etp, < m,. Dans le ca®, = m, (resp. p, = m, ) les matrices
E..,, etE,,,, (resp. E,,, et E,,,,) disparaissent.

Les deux résultats suivants précisent les conditions stemce d’'un régulateur admissible qui
réalise les performances requises d’un systéme de comnsaneoptimalH,, et donne la
classe des régulateurs sous-optima{x pour la classe des systemes standards considérée.
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Résultat 10.8Considérons le systeme décrit par la description (10.5Xa¢isfaisant les hy-
pothése${S1,HS4,HS5 et HS6. Alors, il existe un régulateur admissible satisfaisanpta-
priété

[F(G(s), R(s)) [0 <

si et seulement si les propriétés suivantes sont vraies.

P1. Le scalairey doit étre convenablement spécifié, i.e.

v > max (Omar ( Beowy Eowiy ) Omar ( Elyyy Bl )

2Wwi11 ZW21

P2. L'équation algébrique d&Riccati associée a la commande avec retour d’état admet une
SSDPS solution, soit

Here € dom (Ric) avec P 2 Ric (Here) >0

P3. L'équation algébrique de&Riccati associée a l'injection de sortie admet uS6DPS
solution, soit

Hins € dom (Ric) avec Y 2 Ric (Hins) >0

Ph. 0(Puedis) < 2

Résultat 10.9Considérons le systeme décrit par la description (10.58upposons que toutes
les propriétésP1, P2, P3 et P4 du résultat 10.8 soient vraies. Alors, la classe des réguiiest
admissiblesk (s) satisfaisant la propriété

[F(G(s), R(5)) lloo <~

sont données par

R(s)=Fe(G(5),Q(s)) pour Q(s) € RH /IQ(5) | <7 (10.70)
avec
F |G G
G(s)=| Hy|En Ep (10.71)
y | By 0

ol la matriceE est constituée comme suit

_ -1
By = _Ezw21ET (72I(pz—mu) - EZU)MET ) Ezw12 o Ezw22

ZW11 Zw11

EvEf = L, = Bewyy (v mw—ps) = By Bowy) EL, (10.72)

2ZW11 Zw21

=T T -1
Ef By =1, — EL, . (VIp.—m) — Bown BELyy) Frwns

ZW12 ZW11

et
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I'= (In - 7_2ZisPcre)_1
GQ - F (Gu + Mzg) E12

Hy = —Ey (H, + Ky»)
) - (10.73)
Gi=-TMy, +GER By
H, =K, + E,Ey'Hy
F=F+GK+ G Ey'H,
La preuve de ce résultat est effectuée d’une maniére laborieuse etmeéms compréhensible

dans [88]. Elle permet d’acquérir une maitrise de la syn##s, que I'on peut exploiter judi-
cieusement lors des formulation des problemes de comnidnde

Les remarques suivantes constituent un complément duatsuhdamental 10.9 qui permet
de l'utiliser convenablement et de montrer qu’il est polesde relacher les hypothéses structu-
rellesHS2 et HS4.

Remarque 10.14Le gain?., optimal~,,: peut étre déterminé en utilisant la procedure itéra-
tive donnée dans la remarque 10.11.

Remarque 10.150n distingue trois problémes de commanidg qui se distinguent par les
matricesk,,, et E,,.

e Le premier concerne le cds,,, = I,,, oules matrice€., 11, F..12 €t E,,1 N'existeraient
pas. La condition associée a la proprié® du résultat 10.8 se simplifie comme suit

y > max (Umax (Ezw21))

Et les expressions des matricBs, F, et F», du résultat 10.9 deviennent

Ell = —Ezw22, ElgE’g = Imu — ’)/_QEzmeT et E;Egl = ]pu

ZW21

e Le deuxieme concerne le cas,, = I, ou les matrices, 11, E.,21 €t E,,1 n'existe-
raient pas. La condition associée a la proprig?d du résultat 10.8 se simplifie comme
suit

¥ > max (Umax (Ezw12))

Et les expressions des matricBs, F, et F»;, du résultat 10.9 deviennent

Ell = —Ezw22, ElgE’g = Imu et E;Egl = Ipu — ’7_2ET Ezw12

ZW12
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e Le troisieme concerne le cas,, = I, etE,, = I, ou les matricest, 11, E.y21,
Eoui, Eoon, E.u01 €1 E,,,1 N'eXisteraient pas. La condition associée a la proprifteé
du résultat 10.8 est supprimée et les expressions des @aifi¢, £, et £y, du résultat
10.9 deviennent

Ell = —Ezw22, ElgEfz = Imu et E;Egl = I;Du

Remarque 10.16Considérons le systéme de commande standard dont le diaggdanction-
nel peut étre représenté comme le montre la figure 10.12:p)} € R?=, {v,(t)} € R,
{wp(t)} € R™, {up(t)} € R™.

wy(t) —— — 2%(1)

up(t) up(?)

FIGURE 10.12 — Forme standard

On se propose de réaliser une synthgse sous optimale a partir du résult&? en supposant
gue le systeme standard correspondant est décrit par lasatabn d’état

F, | Gw G
Myw+m F G A L 2 -
R( wtmy) X (pz+pv) (S) =) g(S) — <TP’E7P> = sz Epzw Epzu
p p HpU Epvu) Epvu

ou la matriceE,,.,, (resp. la matricet,,,,) est de rang (colonne) (resp. (ligne)) plein. Pour ce
faire, il suffit de procéder a une normalisation des matriégs, et E,,,, en procédant a leur
factorisation a partir des décompositions en valeurs sligges comme suit

By = U, ( Ao )VZ“ et By = Vou ( Opuxtmu—pe) o ) U

ouU,, € Rr=*r= etl,, € R™ > sont des matrices unitaires &, ¢ Rr-*r= etV,,, €
R™w>mw gont des matrices réguliéres. En effet, si 'on pose

_ _ _ 7T _
z2p = Uz, vy, = Vv, w, = U, w et u, =V, u
on aura

R(S) = ‘/zuRp(S)va
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U 0 <>UT0
0 v-i )9 0 V!

zZU

Vid Hyo | Vi EpoUL, Vi Bpoa V3!
F |G, G,
EZU) EZ’LL
EUU) EUU

H,

Fyy GUT, GV
_ | UrH,. UT BT UL B, V]

- (415)

0. —ma) xma,

u

avec

On recouvre bien le contexte de synthese du résultat 10c&ilReurs, on a

1Fe(Gp (5) Ry (5)) lloo = 1U=uFe (Gp (5) s Ry (5)) Unwlloo = [[Fe (G (5), R () [lo

et

Rp(8) = Vo ' R($)Vo

Remarque 10.17Supposons quB (s) est un régulateut{,, sous optimal ave&’,,, = 0. Alors
R(s) (I, + EcuR (s))_1 est un régulateuf{., sous optimal aved,,, # 0. Ce postulat est
essentiellement justifié par le fait que si

G () = Gu (5) + ( Opxma 0’") et R(5) = Ra () (Iny + EpR ()™

Opu XMy Evu
alors

Fi(Gs(5), R (5)) = Fu (G (s), R (5))

10.7 Sensibilité mixte.

Les recommandations du chapitre 7 sur les performancesirades et la robustesse en stabilité
suggerent de réduire autant que possible les fonctions miElsiété usuelles en vue de réaliser
les spécifications usuelles d’'un systéme de commande, metaim

Omaz (Ss (W))) < s (resp. Omaz (Ts (W))) < Vse) (10.74)

pour réaliser un rejet des perturbations que I'on peut ragreen sortie du systéme (resp. une
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robustesse en stabilité par rapport aux incertitudes rplittatives directes en sortie). La réduc-
tion des fonctions de sensibilité usuelles doit étre faitesddes bandes de fréquences appro-
priées, notamment les basses (resp. hautes) fréquencekepqerturbations de charge (resp.
les bruits de mesure) et des bandes de fréequences spécpiiquees erreurs de modélisation.
Ceci nous ameéne au concept de modelage des fonctions dbikgngsuelles, communément
connu sous l'appellation "loop shapping”. Ce dernier catsia utiliser des pondérations fré-
guentielles appropriées pour incorporer les connaissandisponibles sur les spectres de la
séquence de référence, des perturbations, des bruits derenetsdes erreurs de modélisation
dans la formulation du probléme. Les objectifs (10.74) elevent alors

Omaz (WS (wj) SS (Wj)) S rYS;D (7"63]7- Omax (Wsc (wj) 7; (wj)) S f}/scp) (1075)

ouW; (s) (resp. Wi (s)) désigne une fonction de pondération proprement spécifiéeapa
port au spectre des perturbations (resp. des bruits de neg¢sur

Outre une harmonisation des composantes des différemausigmis en jeu dans le systéeme
de commande, le concept de pondération fréquentielle pgatense focaliser sur une zone de
fréquences spécifique par rapport aux spectres des ditEsamtrées exogenes. Ainsi, on peut
spécifier convenablement les performances requises eoi@xplconvenablement les connais-
sances disponibles sur la séquence de référence, les patioms et les bruits de mesure. Les
pondérationshV,. (s), W, (s) etWW, (s) sont essentiellement utilisees pour refléter les spectres
des perturbations et des bruits de mesure. Les pondéralians) et W, (s) sont principa-
lement utilisées pour modeler les fonctions de sensihibigellesS; (s) et RS, (s) avec une
éventuelle contrainte sur I'amplitude de la commande. Qada pondération/V. (s), elle per-
met de modeler la dynamique de poursuite en utilisant unladgur & deux degrés de liberté
si besoin est.

La spécification des pondérations n’est pas trivial, ellguiert un savoir faire acquis par la
pratique et que I'on peut initier en étudiant tous les praobés traités dans les ouvrages pé-
dagogiques, notamment [77] et [89]. Dans le cas des obgdi#f commande (10.79)V;(s)
(resp. Wi(s)) est une fonction de pondération donnée du type passe-teaf.(passe bas)
qui permet de réaliser I'atténuation désirée pour la foontde sensibilité (resp. de sensibilité
complémentaire) et que I'on peut spécifier comme suit

W,(s) = Wy(s)1,, <Tesp. Wio(s) = Wsc(s)lmu>

avec
1 1
— S+ wp — S+ wp
Ws)= Lo | — [ K
S S+ 5wy
w k
54— s+ -2 s+—
H 1% s
resp. Wee(s) = | — =2 | — | — 2 | — | —X—=
Whe EscS + Whe \k) EscS + Wy

Ces problemes de commande ne sont bien posés d’un point geatigeie dans la mesure ou
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ils se focalisent sur une seule fonction de sensibilité llsseequ’ils requiérent des hypothéses
relativement restrictives sur la classe des systémes a eoen en I'occurrence tous les zéros
du systéme sont situés dans le domaine de stabilité. Lestidb@orrespondants peuvent étre
toutefois impliqués par la réduction d’'une matrice commodé deux, trois ou quatre fonctions
de sensibilité usuelles, que I'on peut formuler sous la Bodn probléme standard. Ceci nous
amene naturellement au concept de sensibilité mixte patengtaliser un modelage de la fonc-
tion de sensibilité avec une, deux ou trois autres fonctemsehsibilité usuelle du systeme de
commande. On donne ci-dessous les deux problémes de cosianmeémarquables relevant
du concept de sensibilité mixte

e Le premier probléme concerne la recherche d’un régulateimissible qui réalise la pro-

priété suivante
JCmsnsian ). <

[IWi(s)S(s)Wu(s)lloo < v et [[Wrs()RS(8)Wu(8)ll o <

et donc

e Le second probleme concerne la recherche d’'un régulatemissible qui réalise la pro-
priété suivante
W.()S(sWals) [
Weel$)T(s)Wals) ) ||,

[IWi(s)S ()W (s)ll o < et [[Wie(s)T (s)Wu(8)l oo <

et donc

ou Wi(s), W,s(s) et Wy.(s) sont des pondérations appropriées des fonctions de sétésibi
usuellesS(s), RS(s) etT (s), alors que la pondératiomV,,(s) n’est autre qu’un modéle géné-
rateur de la séquencgw(t)}.

Compte tenu de I'approche systémique présentée au chapitme peut dire que le probléme
de sensibilité mixt& /RS (resp. S/T), peut étre obtenu a partir d’'une formulation adéquate
d’'un probleme de rejet des perturbations ramenées en sduisysteme (resp. de poursuite
d’'une séquence de référence) avec une insensibilité dersgsie commande par rapport aux
bruits de mesure en entrée (resp. en sortie) ou une robspegsgapport aux erreurs de modé-
lisation additives directes (resp. multiplicatives dires en sortie) ; comme le montre la figure
10.6 (resp. la figure 10.7). Il est important de noter que lacapt de sensibilité mixt8/RS
(resp. S/T) n'est pas relativement versatile pour réaliser un bon camgs performances-
robustesse ([77]). En effet, il engendre naturellement singplification des péles du systeme
par les zéros du régulateur qui limite les performances dyigaes du systéme de commande
dans le cas des systemes relativement lents et/ou flext#és. problématique a été rigoureu-
sement étudiée dans [75] ou le résultat principal est donfdessous.

Résultat 10.10Considérons le probléeme de sensibilité migERS pour la classe des sys-
temes standards satisfaisant les hypoth@sea 16 et supposons que les pondérations(s)
et W,s(s) sont stables et admettent des inverses stables. Alors tensgysle commandi .,
sous-optimal associé exhibe les propriétés de simplifingidles-zéros suivantes
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e Chaque pole stable du systéme, i.e. de la fonction de trdngfe(s), est un zéro de
transmission du régulateur i.e. de la fonction de transfe(s).

e Sip; est un pole instable du systéme, alers! est un pdle de la fonction de sensibilité
S,.

e Chaque pdle d&V;(s) est un p6le du régulateur et chaque péleW, (s) es un zéro de
transmission du régulatetR (s).

Pour pallier cette simplification des péles et des zérosuffitsde conforter la fonction colt
en incorporant une ou deux autres fonctions de sensibiiteelles dans la fonction codt. Ceci

nous amene naturellement au concert de sensibilité géaséeatjue I'on peut présenter a partir
des trois problemes de commande standard donnés ci-dessous

e Le premier probléme concerne la recherche d’un régulateimissible qui réalise la pro-
priété suivante
Wi (8)Ss(8) Wi ()
W,s(8)RS ()W (s)
We(8) To(5)Wu ()

[Ws(8)Ss ()W (8)[| oo <75 [Wrs(8) RS ( )Ww(S)IIOO <7
et [[Wice(s)Ts(s)Wu (5|

<y

o0

etdonc

e Le second probleme concerne la recherche d’'un régulatemissible qui réalise la pro-

priété suivante
( NAZAE)
Se(8)Wu(s)
We ) e( ))AAU(S> o

[Ws(8)Se(8)Wa ()l oo < 7, [[Wes(5)GSe ( ) w($)lloe <7,
et [Wae(8) Te(5)Wu(5) |l

<7

et donc

e Le troisieme probléme concerne la recherche d’'un régulagelmissible qui réalise la
propriété suivante

( Wi($)Ss(5)Wals)  Wes(s)SG(s)Wal(s) )

<7

o0

W,s(8)RSs(s)Wa(s)  Wie(8)Te(s)Wal(s)

et donc
Wi (8)Ss(s)Wa($) [l oo <75 [[Wes($)SG(s)Wa(s)ll oo <7
[Wes (8)SG (s)Wa(s)ll o, < v et [Wys(5)SG(s)Wa(s)l o, <

ou Wi(s), W,s(s) et Wy.(s) sont des pondérations appropriées des fonctions de sétésibi
usuellesS(s), RS(s) etT (s), alors queWW,(s) peut étre interprété comme un modele généra-
teur des perturbations.
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10.8 Eléments de synthese

Le contexte de syntheg¢, et H,, considéré a été utilisé dans de nombreuses études allant
de la régulation industrielle au pilotage des véhiculesteEna en passant par des problémes
de conduite de procédés industriels. Ces études ont étetedleenent réalisées dans le cadre
de collaborations fructueuses entre les prestigieux eedé recherche en automatique et des
centres de développement technologiques dans tous lesiseittdustriels. Plusieurs exemples
ont été traités d’une maniere compréhensible dans des gasnaédagogiques ([1], [25], [26],
[30], [74], [77]). On se propose, dans ce qui suit de mettreexergue quatre aspects de syn-
these intrinséques aux syntheggset H...

La détermination d’'une réalisation d’état minimale du modée de synthése standarca
partir de sa fonction de transfert n’est pas faisable par aégorithmes de réalisation dispo-
nibles. En effet, ces algorithmes ne tiennent pas comptapledrition répétée de la fonction
de transfert du systeme au sein du modéle de synthése diaiiidgrocedent a une duplication
des modes du systéme qui conduit naturellement a une rigatighétat non minimale.

Pour pallier ce probleme, on effectue une décompositionad®nction de transfert du mo-
dele de synthése standard en un produit de fonctions deféndmai la fonction de transfert et
les pondérations n’apparaissent qu’'une seule fois avargrdeéder a une multiplication des
réalisations (voir paragraphe 2.5). On obtient ainsi unaligation d’état minimale du modele
de synthese standard pourvu que les réalisations d’étaydtése et des pondérations soient
minimales. Pour illustrer cette démarche, considéronskedu premier probléme de sensibilité
mixte généralisée avec une pondératidf), (s) = I, la fonction de transfert du modeéle de
synthése standard peut étre décomposée comme suit

Wi(s) | =Wa(5)G(s)
0 Wrs(s)

GE=1 0 W96,
I | —G,(s)
I|—G,(s)
= diag (W) W) W) 1) | | g 1)
I
I 0 —I I 0
= diag (W) Wels) W) T | g 7 | [0 1
I 0 —1I 0 Gols)

Et si I'on considere les réalisations d’état minimales pteisysteme a commander et les pon-

dérations
FCT GO’
Go(s) = ( H, | E, )

Fws Gws _ ers Gwrs _ Fwsc Gwsc
st Ews ) ’ WTS(S) B ( ers Ewrs ) ¢t Wsc<5> B ( stc Ewsc ) ’
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alors on aura

dlag (Fwsa ersa Fwt) ‘ dlag (Gw87 Gwrsa th) 0
dlag {Fw37 er37 Fwtu I} = dlag (st7 ersa Hwt) dmg (Ewsa Ewrsa Ewt) I
I

F,]0|aG,

é ? L ofI]oO
o 0|0 I

0 G,(s) ERDINE
g g

Et en vertu des régles multiplication des réalisations, btiemt

F, |0] G,
—H,|I|—E,
g 0 Eg
—H,|0|—E,
F, 0 0 0|0 G,
~GueHy Fuy 0 0 |Gus | —GusE,
0 0 Fus 0 | 0 | Gurs
| GuseHy, 0 0 Fuel| 0 | GusE,
| —EwH, Hy, 0 0 | Eu | —FEuwE, (10.76)
0 0 Huys 0 | 0| Ey
FuseHy, 0 0 Hyp| 0 | Eyek,
—H, 0 0 0 | I]| -E,

Cette réalisation du systéme standard est bien minimalerebedre n’est autre que la somme
de I'ordre du systeme et des ordres des pondérations fréiglies considérées, soit

Ng, = Ng + Ny, + Moy, + N,

On peut ainsi utiliser cette réalisation comme un modele yeheseH, et H., d’'un sys-
teme de commande en fonction des spécifications requiséscemrrence une réduction des
perturbations (resp. une insensibilité aux bruits de mesadmissible avec les performances
dynamiques désirées.

Une spécification des fonctions pondérations soucieusies spécifications requises du sys-
teme de commande et de la faisabilité de sa synthese, i.atitdastion des hypothéses stan-
dardsHS1 a HS6. Cette spécification n’est pas triviale, elle requiert ueetlre attentive de la
littérature pour une meilleure perception des performanadmissibles des systemes de com-
mande linéaire. Cette perception est vitale pour une iqdi dans I'ordre des architectes
des systemes de commande susceptibles de contribuer dopg@rmeent d’'une ingénierie des
systemes a haute valeur ajoutée.

Une lecture assidue de la littérature nous enseigne queripeut pas faconner arbitrairement
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le comportement d’'un systeme de commande, en I'occurrereeéduction des performances
dynamiques et de robustesse lorsque le systeme admet dsqig8p. des zéros) situés dans
le demi plan complexe de droite et relativement éloignéesp(rproches) de I'axe imaginaire
([36], [40], [76], [77], [86], [89]). Ainsi, on ne peut pas ngocier un compromis performances-
robustesse admissible sans acquérir un potentiel fondtaheour avoir I’habilité requise pour
ce faire. Le résultat le plus populaire concerne l'intégrale sensibilité d8ode.

Résultat 10.11Considérons un systéme de commande dont la fonction dddraea boucle
ouverte en sortie admet,; poles instables et son degré relatif est supérieur ou egalads
le systéeme de commande est asymptotiquement stable si

Npi

/oo Ln (det (S(jw))) dw = Z /OOO Ln (det (S(jw))) dw =7 Y~ R (p:)

0 i=1

Npi

La preuve de ce résultat faite d'une maniere élégante dans [36] enaitgpit judicieusement
les résultats de I'analyse complexe ; elle a été reprise dmligérature relevant des limitations
des performances et de robustesse.

En vertu de ce résultat, on peut postuler qu’une réductiotad®nction de sensibilité d’'un
systeme de commande en basses fréquences est naturelenmnpagnée par son augmenta-
tion en hautes fréquences. La spécification des pondésation étre conforme a ce phénomeéne
naturel de la fonction de sensibilité d'un systeme de contimaldne étude particuliere a été
réservée a la satisfaction de la condition de raHg4, qui est impérative pour avoir un régu-
lateur propre ([64]). Elle préconise d'utiliser une pondgion impropre si besoin est dans les
limites intrinseques a la mise en oeuvre du régulateur.

Par ailleurs, compte tenu de la réalisation minimale (10.d6 modele de synthése standard as-
socié au premier probléme de sensibilité mixte générabs@e une pondération,, (s) = 1,
on peut en déduire aisément que

ng(5> = Ip

Les modes de Ws(s), Wis(s) et Wee(s) sont des modes non observables de (H,, F')

et
—GysH,
E..= Gwrs
Gusclly

Les conditions de synthegg,, requierent alors des contraintes sur les pondérations sy
téme & commander, en I'occurrenkg;(s) € RHoo, Wrs(s) € RHoo €t Wie(s) € RH, €N
vertu de I'hypothésg{S1, et que tout pble dé,(s) est un zéro d€,,,(s). Par ailleurs, comme
Guu(s) est strictement propre, i.€2,,, = 0, I'hypothéseH S4 n’est satisfaite que s, est de
rang plein ou que le produitV,.(s)G,(s) est strictement propre. Ces contraintes réduisent la
faisabilité de la synthesg ., aux systémes qui n’admettent aucun pdle sur I'axe imagsregtir
ne permettent pas d’incorporer naturellement une actiaégrale dans la synthese du systéme
de commande au travers des pondérations fréquentielles.
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On ne peut pas incorporer une action intégraledans une synthese, ouH., a partir d'une
spécification appropriée des fonctions pondérations etuvdu concept de modéle interne, en
'occurrence une pondération en entrée avec un péle a liaegEn effet, cette spécification
n’est point soucieuse des hypotheses de synthése, notamimen € RH.., et justifie une
spécification communément utilisée dans la pratique derancande robuste

1
Wa(s) = avec 0 < e <1
s+e¢
qui permet de réduire directement la fonction de senséilit systeme de commande en basses
fréquences.

Néanmoins, on peut postuler qu'il est toujours possibl@iporer une action intégrale dans
une synthesgl, ouH,, a partir d’'une structure appropriée du régulateur. Ce pdatyeut étre
illustrée en considérant le systeme de commande de la figui® 1qui décrit un probléme de
sensibilité mixteS/7 pourvu queW;(s) = —1I,,, ou la fonction de transfert du régulateur est
donnée par

Il apparait clairement qu’un tel régulateur admet une antintégrale pourvu que le parametre
de synthes®V;(s) est spécifié comme suit

A
Wi(s) = S—; I,, avec A >0

Wee(s) =)
w(t)—— W,(s) — Ws(s) ()
go(s) @ WZ(S)
u(t) v(t)
Ruw(s)

FIGURE 10.13 — Sensibilité mixt& /7T avec action intégrale

Le probleme d’asservissement peut étre formulé sous laefdifom probléme standard défini a
partir des variables suivantes

Ip(t)
A A up(t) Al ozt) ) _ ( Welp)e(t)
w(t) = ( de(t) ) , u(t) = ( () ) et z(t) = ( (1) > = < W (p) u(t) ) (10.77)
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dont le modele de synthese standard est donné par

We(8)Gp(s)Wp(s) —We (s) M, (s) We(s) 0 —We (s) Go ()
G(s) = . M, (s;) W (s) R (8) . (10.78)
Gp (5) Wh (s) 0 W (s) G (s)

On recouvre ainsi le problem d’automatique standard que peut étudier a partir du poten-
tiel fondamental offert par le contexte de synthéigset H.., en l'occurrence les résultats
10.5,10.6,10.7, 10.8 et 10.9.

Asservissements{, et H., . Les synthesel, et H,, considérées sont réduites a la concep-
tion des systéemes de commande avec retour unitaire qui ngpastbien appropriés pour des
problémes d’asservissement ou les dynamiques de poueswlterégulation doivent étre fon-
damentalement indépendantes. Néanmoins, le context@biémpre de commande standard est
relativement versatile pour formuler convenablement deblpmes d’asservissement qui sont
naturellement réalisés par un systéme de commande a devésdag liberté. Ces systémes
de commande se distinguent essentiellement, des systéroesithande avec retour unitaire,
par le fait que les mesures de la sortie et de la séquence deenéfe entrent séparément dans
le bloc du régulateur, comme le montre la figure 1034.s) (resp. G,(s)) est la fonction de
transfert du modéle du systeme (resp. des perturbation®) €t est la fonction de transfert
du régulateurW,(s) (resp. Wj(s)) est la fonction de transfert qui représente le spectre des
perturbations (resp. des bruits de mesure)\dt.(s) (resp. W.(s)) est la fonction de trans-
fert qui représente les performances requises en pourfgisp. le spectre des consignes ) et
We(s) (resp. W, (s)) est la fonction de transfert qui représente le spectre é&dérI'erreur de
poursuite de I'asservissement (resp. du signal de commande

M, (s) Y. (1)
wy(t
— Wr(s) Gp (s)
up(t)
w w(t t 21 (¢
) (o) R (s) ! Go (5) G W, (s) -0
Yni (1)
wy(t) W (s) |+ 2o(t)
Wa(s) m—

FIGURE 10.14 — Probleme d’asservissement standard

Le probleme d’asservissement peut étre formulé sous laefdifom probléme standard défini a
partir des variables suivantes
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dont le modele de synthese standard est donné par

We(8)Gp(8)Wp(s) —We (s) M, (s) W (s) 0 ~We (5) Gs ()
G(s) = X M, (8)0 W (s) o (S) . (10.80)
Gp (8) Wy (s) 0 W (s) Go (s)

On recouvre ainsi le problem d’automatique standard quae peut étudier a partir du poten-
tiel fondamental offert par le contexte de synthéigset H.,, en l'occurrence les résultats
10.5,10.6,10.7,10.8 et 10.9.

10.9 Conclusion

Ce chapitre est un panorama sur les synthésegt +., qui a été élaboré en adoptant une ap-
proche d’état pour la détermination de la classe des reguleg admissibles réalisant les per-
formances requises. Ce panorama a été congu comme un coempldmchapitre §resp. 9)

sur la synthes&€ QD (resp. LOG) pour le conforter et comme une découverte guidée de la
commande robuste a partir d’'une lecture ingénieur des ¢éebuvrages pédagogiques en la
matiére. Rappelons que l'ultime motivation de ce chapisitede permettre aux (éléves) ingé-
nieurs d’effectuer une lecture agréable de la littératune k& commande robuste pour partici-
per activement a cette révolution continue des scienceskhblogies de l'information.

Une attention particuliére a été accordée a la formulatieangobléme standard et au concept
de loop shaping qui constituent I'essence de la syntik&sea la vraisemblance entre les syn-
thesesH, et LOD et aux relations entre les synthesgs, et 5. Les résultats fondamentaux
des syntheseH, et H,., ont été présentés d’'une maniere concise sans preuves earsaht
rédigées d’'une maniére agréable dans les ouvrages pédaiges)i Cette attention est confortée
par des remarques pertinentes pour mieux apprécier lesitiond de faisabilité d’'une synthése
Hoo (resp.Hs).

On envisage de conforter ce chapitre dans une prochainmédgitir des résultats fondamentaux
sur la robustesse par rapports aux erreurs de modélisatimm structurée avec un panorama
sur sur 'approcheL MZ et un ensemble d’applications pour une meilleure percepdies pro-
blématiques de synthese considérées. En attendant, nousmeandons une lecture attentive
des ouvrages [30], [74] et [77].

10.10 Problemes

On propose un ensemble de problemes qui permettent deeéah® évaluation active des
connaissances acquises sur la commande robuste, allara l@rulation du probléme de
commande standard a la mise en oeuvre de I'algorithme de eoten

Probléme 10.1Montrer que le termes + WAWT peut étre exprimée sous une forfAig F
pourvu que la matricé” soit inversible.

Probléme 10.2Montrer que le systeme a rétroaction de la figure 10.15 peetrdis sous la
formeT LF
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_Wrs (S) 4’23(15)

Wils) )

g0(3> @ ]pv

FIGURE 10.15 — Exemple de systéme a rétroaction

Probléme 10.3Considérons le systeme mécanique décrit par I'équatidérdifiticlle
(A0p2 + Aip+ Ag) Ym (t) = Bou(t)

ou A,,A;, A, et B, sont des matrices réelles de dimensions compatibles. Oropege d’éta-
blir une forme7T LF de ce systéme lorsque la matridg est soumise a une incertitude Pour
ce faire, on suggere de procéder comme suit

1) Donner un diagramme fonctionnel du systeme qui fait app@r#incertitude A sur la
matrice A, d’'une maniére unique.

2) En déduire une form@& LF du systeme.

Probléme 10.4Soient( F,,,, G, H., Ey,) €t(F,, G, H,, E,) deux réalisations d’état des fonc-
tions de transfertM(s) etP(s). Déterminer la réalisation d’état du produit étoiét(s) x P(s)
pour une partition compatible donnée.

Probleme 10.5Montrer que I'objectif d’'une compensation parfaite destparations ramenées
en entrée avec une robustesse par rapport aux erreurs delisatiign multiplicatives inverses
en sortie peut étre formulé sous un probleme standard delskiésmixte que I'on précisera.

Probléme 10.6Montrer que les fonction de sensibilif&(s), 75(s), RSs(s) etGS.(s) peuvent
se mettre sous une forrffeC F inférieure F; (M(s), R(s)).
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Probléeme 10.70n se propose de montrer que le probléme de comma@ie est un probléeme
de command@{, particulier conformément au résultat 8.9. Pour ce faire soiggére de procé-
der d’'une maniere progressive comme suit.

1) Rappeler d’'une maniére concise le probleme de comma@P et montrer qu'’il peut
étre formulé sous la forme d’un probleme de commande stdrtanme I'indique la fi-
gure 10.16.

2) Donner une preuve de résultat 8.9.

3) Retrouver les équations du régulatel®D a partir du résultat fondamental de synthese
Ho.

VR [—a(t)

(1) VO, VQ. (1)
w(t)
u(t) G D(s) H
y(t)
o(t) R, S
vE, n(t)

FIGURE 10.16 — Problem& QD standard

Probléme 10.8Considérons le probléme de sensibilité miKtERS et supposons que les sys-
teme a commander et les pondérations polynomiales sonitsl@ar les réalisations d'état

minimales données par
o= (45

Fws GUJS ers Gwrs
Wale) = ( Hys | Bue ) Wrale) = ( Hurs | Buns ) et Weels) =1

Montrer que le systéme standard est donnée par

Fos GusH 0 | Gys 0
0 F 0 0 G
0 0 Furs | 0 —Guyps
Hys EysH 0 | By 0
0 0 Hys| 0 Eyrs
0 H 0 I 0

G(s) = (10.81)

On précisera si ce modeéle vérifie les hypothéses requisesipelsynthés@{ ..
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Probleme 10.90n se propose d’étudier le probléeme de synthese d’'un systémmemmande
dont le diagramme fonctionnel est donné par la figure 10.14«@)} et {y.(¢)} désignent
respectivement les perturbations et la séquence de r&femésirée de la sortie du systeme.

Wa(s) (1)

Wi(s) —=1(t)

Yr (t)

Sys [©

REG

FIGURE 10.17 — Systéeme de commande standard avec des perturbagsnsables

Pour ce faire, on suggére d’adopter une synthisget de procéder d’'une maniére progressive
comme suit.

1) Préciser la connaissance remarquable requise par ce systlsrcommande et les fonc-
tions de transfer du systeme et du régulateur.

2) Préciser les composantes du probleme de commande starml#gegacent tout en moti-
vant le pourquoi des pondératiol®, (s) et Ws(s) et des modeles générateits,(s) et
W, (s).

3) Proposer un régulateur réalisant une précision maximalprétiser les hypothéses re-
quises pour la faisabilité de la synthése.

Probléeme 10.100n se propose d'étudier le probléme de synthése d’'un asserient dont le

diagramme fonctionnel est donné par la figure 10.18{o(t)} et {y.(t)} désignent respecti-
vement les perturbations et la séquence de référence dé&dirdéa sortie du systéme. Pour ce

faire, on suggére d’'adopter une synth@gg et de procéder d’'une maniére progressive comme
Suit.

1) Préciser la nature du systeme de commande et les fonctionardger du systeme et du
régulateur.

2) Préciser les composantes du probléme d’asservissemeaissthsous-jacent tout en mo-
tivant le pourquoi des pondeérationd; (s) et Ws(s) et des modeles générateuns, (s)
eth(S).
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3) Proposer un régulateur réalisant une poursuite admiss#lpréciser les hypothéses re-
quise pour la faisabilité de la synthése.

Wi, (5) 22(t) z1(1) W, (s)
wp(t
" W, (s)
at y(®)
REG SYSTEME e(t)
Y (t) u(t)
@ W (s) ‘m

FIGURE 10.18 — Asservissement standard

Probleme 10.110n se propose de montrer que I'on peut incorporer une actibégrale dans
une synthesé{, et H.,, modulo une formulation appropriée du probleme de commamle
vertu du concept du modéle interne, au travers d’un problémeégulation dans le cas ou
toutes les perturbations sont du type échelon et peuvemtr@mnenées en sortie du systeme.
L'ultime motivation du systeme de commande est de réalisercompensation parfaite des
perturbations avec une sequence de commande admissibtaepgg@ort aux contraintes inéluc-
tables des actionneurs. Pour ce faire, on suggere d’adoyter synthésé{., et de procéder
d’'une maniere progressive comme suit.

1) Rappeler le concept de modéle interne et préciser la straatu régulateur dans la cas
du probléme de régulation considéré.

2) Montrer que le probleme de régulation peut étre formulé cenum probleme standard
de synthés@{., a partir du systtme de commande de la figure 10.19. On motigatas
les composantes du systeme de commande par rapport auxmanites requises et on
précisera comment spécifier les pondérations et le géndrdtss perturbations.

3) Proposer un régulateur réalisant les performances recgiise
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Wee(s) ——=(t)
w(t)—— W,(s) Wi(s) =)
Go(s) © Wi(s)
u(t) v(t)
Ru(s)

FIGURE 10.19 — Systeme de commande incorporant une action inéégral
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Chapitre 11

Conclusion

L’automatique a atteint un niveau de maturité pour réponalu exigences d’'une ingénierie
des systemes a haute valeur ajoutée comme en témoigne lati@vacharnée et continue
des sciences et technologies de I'information et des conaations. Des conceptions assistées
par ordinateur ont été développées pour réaliser toutegtapes de la synthese d’'un systeme
de commande, en l'occurrence l'identification d’'un modédecdmmande et sa validation, la
synthése de régulateurs en fonction des performancessesjuianalyse de la robustesse et
des performances du systeme de commande et la mise en oauéguthteur retenu sur un
systeme embarqué. Elles sont utilisées aussi bien comnimse&’apprentissage de I'automa-
tigue que comme des stations de travail pour des ingéniewrsiesux de tirer le meilleur profit
de cette discipline de la modélisation, de l'identificatietnde la commande des systemes dy-
namiques que constitue I'automatique. La recherche foragate sur la théorie des systemes
a été accompagnée par un développement vigoureux d’'uneratehméthodologique essen-
tiellement réalisée dans le cadre de collaborations freaes entre les prestigieux centre de
recherche en automatique et des centres de développenshnbtegiques dans tous les sec-
teurs industriels. Outre les belles réalisations des digtsvde recherche en automatique, cette
collaboration a permis de former une génération de docté@uggnieurs capables d’élaborer
des méthodologies de synthése rationnelles et efficacamttavorisé la réalisation de bons
compromis performances-robustesse et performancedisit@p

Cet ouvrage est issu d’'une laborieuse compilation d’un eride de documents pédagogiques
gui ont été réalisés pour I'enseignement d’automatiquédire au sein des Ecoles d’Ingé-
nieurs en exploitant judicieusement les connaissancesegltaires requises pour y accéder.
Ces connaissances ont été confortées par une présentatigise et précise des préliminaires
mathématiques en guise d’une remise a niveau pour les &gnvest été admis sur titre. Ces
préliminaires mathématiques sont consacrés aux résudtatgebre linéaire qui se sont révélés
imposés a la théorie des systémes. Ces connaissances eafiglus dans les programmes des
Instituts Universitaires de Technologie dont les lauréatsstituent un bon vivier des éléeves
admis sur titre.

Cette judicieuse compilation est essentiellement coegsaaux bases fondamentales des sys-
temes linéaires en adoptant une approche d’'état soutenudgsanterprétations fréquentielles
et physiques pertinentes qui justifie le titre de I'ouvrdges concepts et résultats fondamentaux
ont été présentées d’une maniére rigoureuse a partir d’entire ingénieur des ouvrages péda-
gogiques rédigés par des enseignants-chercheurs qui otitip& activement aux contributions
fondamentales et méthodologiques et leurs réalisationsaaers d’un ensemble d’applications
industrielles réussies. Outre I'acquisition d’'un potetile connaissances qui permet d’effec-

399
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tuer une lecture agréable de la littérature disponible pdnitier une activité de recherche en
automatique, il offre une opportunité aux ingénieurs deetlgyper et conforter leur savoir faire
en automatique industrielle pour relever les défis d’'uneémgrie des systemes de plus en plus
exigeante en matiere de performances dynamiques.

Chacun des chapitres de cet ouvrage est une synthése campiiéle sur les contributions
fondamentales réalisées pour une problématique partoeildes systémes linéaires, en I'oc-
currence la représentation, la structure, la stabilité sL@servateurs avec injection de sortie
et les systemes de commande avec retour d’état, la compmndat perturbations et la pour-
suite parfaite des séquences de référence, les asseresterna commande linéaire quadra-
tique, I'estimation a variance minimale et la commande gibulLa rédaction de ces chapitres
constitue un investissement pédagogique soucieux desmerigde I'ingénierie des systémes, en
I'occurrence une compensation des perturbations (resp.précision maximale) avec une dy-
namique de régulation donnée et une robustesse admissiktaleilité par rapport aux erreurs
de modélisation inéluctables. Nous énumérons ci-apregdpscts d’analyse et de synthése re-
marquables qui ont été privilégiés.

e Les atouts de la représentation d’état et de la matrice systpar rapport aux représen-
tations polynomiales ont été particulierement mis en exergvec une attention parti-
culiere au passage d’une réalisation d’état aux autres éspntations et deux focus sur
le probléme de réalisation, i.e. le passage d’'une fonctierrdnsfert a une réalisation
d’état, et la linéarisation des systemes dynamiques avedlustration au travers d’un
ensemble de systemes approprié.

e Les propriétés structurelles, notamment I'observabiitda détectabilté (resp. la com-
mandablité et la stabilisabilité), sont agréablementacluites a partir du concept d’in-
jection de sortie (resp. du concept de commande avec retétatyl en exploitant ju-
dicieusement la pluralité de la représentation d’état, laatité entre la commande et
I'observation des systémes et les grammiens d’obsert@bilide commandabilité. Elles
conduisent naturellement a une interprétation physiquéinente des modes (resp. des
des zéros) d’'un systeme donné a partir des trajectoireatiiét systeme autonome sous-
jacent (resp. la classe des séquences d’entrée qui comdi@sges trajectoires de sortie
identiguement nulles).

e Le concept de stabilité externe (resp. interne) des systén@aires a éteé présenté d’'une
maniere progressive a partir de leurs réponse impulsiolen@eésp. matrices de transi-
tion) avec un focus sur la vraisemblance (resp. la nuanctagda stabilité externe (rep.
interne) et la stabilite&€ BSB. Les résultats fondamentaux ont été confortés par I'agpeoc
de stabilité au sens déyapunov pour élaborer des procédures efficaces pour I'awaly
de stabilité des systemes de commande et de convergenclgaldthimes d’estimation
(d’adaptation) paramétrique. Un panorama sur le conceppéssivité a été réalisé pour
une meilleur perception des systémes positifs avec dapliétations physiques perti-
nentes de la passivité.

e Une meilleure perception des concepts de commande aveq ditidat et d’estimation
avec injection de sortie et une approche systemique ponakese des systemes asservis
a partir de ses fonctions de sensibilité usuelles qui ctuestit des quantificateurs de per-
formances nominales et la robustesse en stabilité.
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e Une contribution a I'ingénierie de la commandeD a partir d'un affinement admis-
sible de la robustesse en stabilité et des performancesndignes du systéme de com-
mande sous-jacent. La robustesse en stabilité est padrenhent rehaussée par des pon-
dérations fréquentiellea appropriées dont la spécificaggt réalisée conformément aux
résultats fondamentaux sur®7 B. L'affinent des performance dynamiques est naturel-
lement réalisée par un assignement des modes du systemmuaende dans un domaine

de stabilité et de performances donnée pay 2 {neC/R(u) < —A}oule scalaire
A désigne la partie réelle du mode dominant désiré.

e Une introduction motivée a la commande robuste a partir docept du probleme stan-
dard d’automatique et des résultats fondamentaux dispesisur les synthesés, et
H... Une attention particuliere est accordée a la formulatianmtobleme standard, au
modelage de la fonction de transfert en boucle ouverte effal®stions de sensibilité
usuelles d’'un systeme de commande, a la vraisemblancelesisgnthéset, et LOD
et aux relations entre les synthesés et H....

L'ultime ambition de cet ouvrage est de montrer que toutegiegenieur, soucieux du dévelop-
pement des sciences de l'ingénieur, peut acquérir les desaaces intrinseques au potentiel
fondamental de I'automatique linéaire modulo une bonnawaton. Pour ce faire, il suffit de
contempler les ingénieuses réalisations industriellésviant de la théorie des systémes dans
tous les domaines, en I'occurrence la conduite des procéudisstriels, la gestion optimale
des ressources énergétiques et hydrauliques, la maintenanéventive, la sécurité routiére, le
pilotage des véhicules, la chirurgie non évasive, les tat@ounications ... Il est important de
noter que cet ouvrage est nécessaire pour acquérir les Hfaselmmentales de I'automatique
mais il n’est pas suffisant pour pour s’approprier des corapéés requises pour participer aux
innovations de l'ingénierie des systémes. Un investissesupplémentaire est nécessaire pour
se forger un savoir faire sous la bénédiction de la culturgrdmail, notamment

& Lire attentivement les célebres ouvrages pédagogiquesrdenande robuste, en I'occur-
rence [27], [77] et [89]. C’est une belle opportunité pour pgcier les démonstrations
élégantes des résultats fondamentaux de ce chapitre entamdbe adoptée pour traiter
les exemples d’application.

& Elaborer des méthodologies spécifiques de commande dedgea exploitant judicieu-
sement toutes les connaissances disponibles sur ces pmadotamment les modeéles
disponibles et la nature des erreurs de modélisation quislesont associées et des per-
turbations qui affectent leur fonctionnement.

& Développer des logiciels efficaces disponibles, Silgb pour ne citer que les logiciels
en libre service, pour concevoir un contexte de simulatéaliste par rapport aux pro-
blemes rencontrées dans las applications industrielles.

& Suivre les activités de recherche fondamentales et mélibgidaes sur la commande ro-
buste et leurs réalisations au sein des directions des stetide recherche soucieuses de
'ingénierie des systemes au sein de l'industrie, e.g. AIRBAREVA, AEROSPATIAL,
CNES, EDF et PSA pour ne citer que les industriels qui ontréfdigqués dans des colla-
borations fructueuses en automatique avec les laborataieerecherche en France.
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Nul homme ne peut vous révéler quoi que ce soit qui
ne sommeille déja dans Caube de votre connaissance.

Le maitre qui marche d (ombre du temple, parmi ses
disciples, ne donne pas de sa sagesse mais plutét de sa foi
et sa tendresse.

S'il est vratment sage, il ne vous invitera pas d entrer
dans (e logis de [a sagesse, mais i vous guidera plutit
fusqu'au seuil de votre esprit.

L'astronome peut vous parler de sa propre
compréhension de (espace, mais il ne pourrait vous (a
domner.

Le musicien peut vous chanter (e rythme qui palpite
dans tout espace, mais il ne pourrait vous donner (oreille
qui saisit [e rythme, ni [a voix qui fui fait écho.

Et cefui qui est versé dans (a science des nombres peut

vous parler des confins du mesurable, mais ne saurait
vous y conduire.

Car (a vision d'un homme ne préte pas ses ailes d un
autre homme,

Et comme chacun de vous se tient sewl dans [e savoir
de Diew, ainsi chacun de vous doit rester seul dans sa
connaissance de Dieu el dans sa compréhension du
monde.

Le Prophete, Gibran Khalil Gibran
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Annexe A

Calcul matriciel

La théorie des systémes a été principalement développédiadcapotentiel de I'algebre li-
néaire qui est disponible dans d’excellents ouvrages &hissid’'un point de vue pédagogique
et d’un point de vue fondamental. Dans ce chapitre, on pités#nne maniére concise tous les
aspects algébrigues qui se sont avérés vitaux pour le dépefoent de la théorie des systémes
et de I'ingénierie des systemes a haute valuer ajoutée gestuassociée. Les définitions sont
présentées au moment opportun par rapport aux résultatg gant concernés. Les principaux
résultats sont particulierement mis en exergue avec dearmgras pertinentes si besoin est. Une
attention particuliére a été réservée aux outils algébeisjdes sciences de l'ingénieur, en I'oc-
currence ceux qui ont été utilisés pour I'analyse de la rabsise en stabilité et en performance
des asservissements et de la synthése des systémes de demetmmnfiltrage.

A.1 Geénéralités

Pour traiter d’'une maniere unifiée les matrices réelles ehptexes, on désignera paf: ="
I'ensemble des matrices de dimensigrx n. dont les éléments sont des nombres réeldFi-e.
R, ou des nombres complexes, Fe= C. Ainsi, une matricél/ € F™*" est particulierement
représentée a partir de ses éléments indexgs= F comme suit

M = [my;]

oui € [1,n etj € [1,n.] sont respectivement I'indice de ligne et I'indice de colemomme
le montre la forme suivante

mi1 e mlj e A1,
M = m;1 cee Myy C Ain,
My -0 My o0 Mpyn,

Les lignes de la matrice A sont respectivement données paoigecteurs

mli:(mil N TE mmc) pour i € [1,n]

alors que les colonnes de la matrice A sont respectivemeantéls par les vecteurs

405
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myy
me; = | miyj pour j € [1,n/]

Qnyj

On distingue deux fonctions matricielles propres aux neasicarrées, i.ea; = n. = n, €n
I'occurrence la trace et le déterminant.

La trace d’'une matrice est une fonction, i.erace : F"*" — [, définie par
trace (M) = Z M (A.1)
i=1

et vérifie la propriété suivante pour deux matricéet B deF"*" et deux scalaires et 5 delF
donnés.

trace (A + BB) = a trace (A) + [ trace (B)

Le déterminant d’'une matrice est une fonction, i.elet : A € F"*" — det(A) € F, que
I'on évalue par récurrence a partir d'un développement aniwune ligne i ou une colonne jde
la matrice en utilisant le fait que le déterminant d’une niegrscalaire est égal a ce scalaire,
i.e.det (a11) = a1;. Le développement selon la ligne i est donné par

det (A) = a;; (—1)"™" det (Ay) (A.2)
j=1
alors que le développement selon la colonne j est donné par

det (A) = i ai; (1) det (Ay) (A.3)

Ay € Fm=Dx(=1) est |a sous-matrice dd € F"*" obtenue en supprimant la ligne i et la
colonne j de la matriced, j;; = det (Ay;) (respy; = (—1)""7 det (A,;)) est appelé mineur
(resp. cofacteur) de I'élément; et la matrice des cofacteufs;;| est appelée comatrice. On
notera que la comatrice, que I'on désigne gaom (A), vérifie la propriété usuelle

det (A) I, = A(Com (A))" = (Com (A)" A (A.4)

qui permet d’en déduire naturellement I'axiome suivant

det (A) £0 s A ( detl( 5 (Com (A))T) _ ( detl( 5 (Com (A))T) A=1,

On notera que la notion de mineur n’est pas spécifique auxiceatarrées, elle peut étre définie
pour des matrices rectangulaires comme suit.
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Les mineurs d’'une matrice ne sont autres que les déterminants de I'ensemble de ses sous
matrices carrées. Plus précisément, on appelle mineurddéok d’une matriced € F™*", le
déterminant d’une sous-matrice carrée de taille k obtermusugprimant m — k lignes et n — k
colonnes de la matrice A, ce que I'on peut nater; ou I(resp..J) est une partie de k éléments
de{l,...,m (resp. n)}. Par ailleurs, un mineur est dit principal si les partiéset J qui lui

sont associées sont égales. Et si la partie | est de la fdrime. ., £}, on dira que le mineur
principal est dominant.

Par ailleurs, 'ensembld™ est un espace vectoriel sur le corpsdans lequel on peut défi-
nir un ensemble indexé de k vecteurs comme suit

Vi = {v1,v9,..., 0.} CF" avec k <n

Cet ensemble permet de définir des notions vitales tellesaggénération de sous-espaces,
'indépendance (resp. la dépendance) linéaire, les badas sbus-espace et les sous-espaces
orthogonaux.

L'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs g est donné par

k
G(Vy) = {:)3 eF" /x= Zaivi avecq; € IF}
i=1
La notationg (V) est essentiellement motivée par le fait que cet ensembét awgre que
le sous-espace engendré par les vecteury,deOn notera que I'ensemble engendré par les
colonnes (resp. les lignes) d’une matrit€ est un sous-espace que I'on désignera @an/)

(resp.L (M)).

Les vecteurs deV, sont linéairement indépendantssi et seulement si la propriété suivante
est vérifiée
k
Zaivi =0 = «a; =0 pourie[l,k]
i=1

Autrement, les vecteurs d& sont linéairement dépendants.

V), est une base du sous-espaéesi et seulement si les vecteurs de cette base sont linéaiteme
indépendants et engendrent le sous-esgaaitE = G (V). On notera qu’un sous-espaée

a une infinité de bases et que toutes ces bases ont le mémeariéiéments appelé dimension
du sous-espacg et désigné padim (£). On notera que

dim (£) =k <n =dim (F")

Les vecteurs de),, sont mutuellement orthogonaux(resp. orthonormaux ) si la propriété
suivante est vraie

v;v; = 0 pour tout i # j (7"6517- viv; = 0ij = { 0 autrement )

Le complément orthogonal d’un sous-espace vectérielF™ est défini comme suit

5Lé{x€F/x*v:0 pour tout v € £}
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On en déduit naturellement que pour tout sous-esgaceF”, on a
ENEL={0}, EUEL =R et (E) =€

Et on notera qu'il est toujours possible de compléter unesgsd’un sous-espac€ C F" en
vue de former une base, deF".

A.2 Opérations matricielles.

On se focalisera sur cing opérations matricielles élémigasanotamment le produit matriciel,
le produit et la somme d€ronecker, la transposition et la transconjugaison et lénsion.

Le produit matriciel usuel d’'une matriced € F™*" par une matriceB € F"*? est donné
par

n

Z aikbkj] c Fmxp

k=1

AB =

Il requiert que le nombre de lignes de la matrideet le nombre de colonnes de la matriBe
soient égaux et peut se récrire comme sulit

n

AB = [ah—bq} = Z aeibii

i=1

La premiére égalité est triviale, alors que la seconde d§alécoule d’'une décomposition des
matrices A et B comme suit

A:<a610...0)+ ...... —|—(00acn>
b 0
0 ,
B = ) + . + )
0
0 bln

On notera que le produit matriciel n’est pas une opératiomoautative, i.eBA # AB, dans
le cas général, et que
trace (AB) = trace (BA)

Transposition et transconjugaison.La notion de transposition résulte naturellement du pro-
duit scalaire. La transposée de la matrigec F™*" n’est autre que la matricel’ ¢ F»*™
satisfaisant I'équation

<z Ay >=< ATx,y > pour (x,y) € F" x F™
On aura alors

A=lay] = AT =lay]

Quant a la notion de transconjugaison, elle a été partiaelndent introduite dans le cas des
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matrices complexes : la transconjuguée d’'une matridec C™*", que I'on noteraM* €
Fr*m est la transposée de la matrice conjuguée de la matrice C™*", soit

M* =7 avec M = [m04]

Ces notions permettent d’introduire naturellement lessés de matrices symétriques, antisy-
métriques, hermitiennes et antihermitiennes.

e Une matriceM € F™*" est dite symétrique (resp. antisymétrique) si elle esteégal
sa transposée, soit/” = M (resp. si elle est égale a I'opposée de sa transposée, soit
MT = —M).

e Une matriceM € C"*" est dite hermitienne (resp. antihermitienne) si elle estleé@
sa transjuguée, soit/* = M (resp. si elle est égale a 'opposée de sa transjuguée, soit
M* = —M).

Par ailleurs, on distingue quatre axiomes de la transcomjagn que I'on peut vérifier aisé-
ment.

AL |
A2.
A3, (AT = (AT) =4
Ad. (A

s
+
E
I
%
+
3

B)" = B*A*
A5, trace (A*) = trace (A)

Le produit de Kronecker d’'une matriceA € F™*" par une matriceB € F"*P est donnée par

anB e CLUB e CLlnB
A X B é ailB ce aijB e amB c (Cmpan (A5)
1B ... amiB ... ampB

La somme dekronecker de deux matrices carré$ € C"*" et B € C™*™ est définie a partir
du produit defCronecker comme suit

A® B2 (A®I,) + (I, ® B) € Crmxnm (A.6)
On distingue quatre axiomes remarquables du produikideneker pour des matrices A, B, C
et D de dimensions appropriées et un scalaire
Al. (A® B)" = A* ® B*
A2. A (BC)=(A®B)®C
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A3. (A® B) (C® D) = (AC) ® (BD)
A4, (A+B)@(C+D)=(AC)+(A®D)+ (B (C)+(B® D)
Outre le fait de généraliser la multiplication par un scakaidonné qui en toute rigueur doit
s’écrire
dA=a® A

le produit defCronecker est particulierement utilisé pour transformee@guation linéaire ma-
tricielle en un systéeme d’équations linéaires comme |t le résultat suivant.

Résultat A.1 Soient trois matricest € F**™, B ¢ F*»*? etC' € F**?, I'équation linéaire ma-
tricielle

AXB=C (A.7)

ou X € =™ est I'inconnue. Cette équation est équivalente au systé&geations linéaires
(BT ® A) vec (X) = vec (C) (A.8)

ouwec (X) etvec (C') désignent les vecteurs formés en enfilant respectivensectlennes des
matrices X et C, soit

L1 Ccl
vec(X)=| 2, | €C™ et vec(C)=| ¢, | €C? (A.9)
Ten Cen

Preuve. On notera d’abord que
C=AXB=AX ( AXb; ... AXb; ... AXb, )

ou b, ec " désigne la jeme colonne de la matrite La jeme colonne de la matrigé est
alors donnée par

soit = =
Cj = ( ble e bUA e bnjA ) CcCov (X)

Et si 'on empile les colonnes de la matri€g on trouve bien

vec (C) = vec (AXB) = (B" @ A) vec (X)

COFD
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Inversion. Une matrice carréed ¢ F**" admet une inverse, que I'on désignera par' ¢
Fm=" sila propriété suivante est vraie

AATT = ATTA=1,

On dispose de deux axiomes remarquables qui permettentgdifeer le calcul en supposant
gue les inverses requises existent.

Al. (AB)"' = B-14!
A2. (A9 By ' =A@ B!

Par ailleurs, le concept d’inversion permet d’introduiripieurs types de matrices carrées is-
sus du concept d’inversion, en l'occurrence

e Une matrice carrée est réguliere si elle est inversiblerément, elle est singuliere.
e Une matrice carréed est orthogonale ou unitaire sl—! = A*, soitA*A = AA* = I,,.

e Une matrice carréed est involutive sd—! = A, soitA%? = I,

Remarque A.1Le calcul de l'inverse d’'une matrice peut étre effectué éisant la propriété
(A.4) de la comatrice, soit
a1
det (A)

(Com (A))T

On retrouve alors le fait qu'une matrice carrée est régudiér et seulement si son déterminant
n’est pas nul.

A.3 Déterminants et lemmes d’inversion.

Consideérons les matrices carrées constituées par quatresbl = {A;; } ¢ j)eq1,2)x[1,2) OU A1y
et A, sont des matrices carrées, on peut en déduire naturellnesrdéux faits suivants.

F1. SiA;; estréguliére, alors la matrice peut étre décomposée comme sulit
AH A12 o I 0 AH O I A1_11A12
Agl A22 o A21A1_11 I 0 AH 0 I

Ay = Ay — A21A1_11A12

avec

et on peut conclure que la matricé est réguliére si et seulement si la matridg; est
réguliére. Dans ce dernier cas, l'inverse de la matri¢est donnée par

An A 7 AT+ AT ARAT A AT — AT ARAT
Ay An A An A A
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F2. SiAy, estréguliére, alors la matricd peut étre décomposée comme sulit
AH A12 o ] A12A2_21 AQQ O ] O
Agl A22 o 0 ] 0 A22 A2_21A21 I

Agy = Ayq — A12A2_21A21

avec

et on peut conclure que la matricé est réguliere si et seulement si la matritg, est
réguliére. Dans ce dernier cas, l'inverse de la matri¢est donnée par

<A11 A )‘1 :< Ay —05) Ao Ay )
Ay A — AR An Ay Ay + AR Ay A Ay

La matriceA; (resp.Ay,) est appelée le complément S8ehur de la matriced;; (resp.Ay)
dans la matriceA.

Ces faits constituent I'essence de deux ensembles deat8siik premier ensemble est consti-
tué de trois résultats sur le calcul des déterminants desicestpartitionées.

Résultat A.2 Soit A une matrice carrée de dimensiart m que I'on peut partitioner comme
suit
All A12
A=
( Ay Agy
ou Aq; et Ay, sont des matrices carrées de dimensions respectives n énsipa a

det (All) 7’é 0 = det (A) = det (All) det (A22 — A21A1_11A12)

et
det (AQQ) 7’é 0 = det (A) = det (A22) det (All — A12A2_21A21)

Résultat A.3 Soient deux matriced € F**™ et B € F™*" on a

det ( 7 ) — det (I + AB) = det (I, + BA)

Résultat A.4 Soient des matriced ¢ F**", B € C"*™, C' € F™*" et D ¢ C™*™, alors on
aura

det<6‘ g):det(A)det(D):det<é lo))

On notera que les résultats A.3 et A.4 ont été naturellemigtetnois a partir du résultat A.2.

Le deuxiéeme ensemble de résultats est consacré aux lemmesrslon matriciel communé-
ment utilisés dans la théorie des systéemes.
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Résultat A.5 Soient deux matriceg € F**™ et B € C"™*" telles que les matriced,, + AB)
et(I,, + BA) sontrégulieres. Alors l'identité usuelle

(I, + AB)Y " A= A(I,, + BA)™

est toujours vérifiée.

Résultat A.6 SoientA € F**", B € "™, C € F™™ et D € F™*" des matrices complexes
et supposons qué et C sont régulieres, alors l'identité usuelle

(A+BCD) ' =A™ —A'B(DA™'B+ ') DA™

est toujours vérifiée.

A.4 Transformation linéaire.

Soitune transformatioft : x € F* — T'(x) € F™etB, = {ey,...,e,} etB, = {vi,...,v,}
deux bases d&” etF™. Alors on peut exprimer les vecteurgt7'(z) a partir de leur coordon-
nées dans les bas8s et 5,, comme suit

[z]B, = inez' et [ylg, =T(x) = Zym
i=1 i=1

Et siT est une transformation linéaire, on aura

T(x)=T <Z $k6k> = Z%A (€:)

Ainsi une transformation linéaire est completement carasée par I'image de la basB,
sous-jacente, soit

T(Bn) ={T'(e1),-.., T (en)}

gue I'on peut exprimer dans la ba#k, sous la forme

T (e;) = Z&kﬂ)k pour i € [1,n]
k=1

On aura donc

T(x) = Z Z; (Z Clkﬂi) = <Z akixi> U = Zykvk
i=1 k=1 k=1

=1 k=1
soit
Y1 apxp ... A ... Qip T
Yi = ;1 R ¢ IR ¢ /7o) €T;

Ym A1 v Oy .. Opp Ty
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Il apparait clairement qu’une transformation linéaire estsentiellement une transformation
matriciellex — y = Ax ou A et une matrice dont les colonnes sont constituées par léswsc
de 'image de la matriced, soit

A=layl=(T(er) ... T(ej) ... T(en))

Cette transformation matricielle peut étre judicieusematerprétée comme une application
linéaire A : F* — [F™ a laquelle on peut associer deux sous-espaces vectorelgrdmier
sous-espace est le noyeau de la matrdce F™*™, que I'on note\ (A), défini par

N(A)={zelF"/ Az =0} CF"

Cette définition montre clairement que le noyau d’une matgeut étre interprété comme le
sous-espace orthogonal a ses lignes. Le second sous-esglatienage de la matriced €
Fm*™ que I'on noteZ (A), définie par

IT(A)={yelF"/y= Az avecx € F"} C F"

Cette définition permet de postuler que I'image d’'une matritest autre que le sous-espace
engendré par ses colonnes. Par ailleurs, on peut en dédiggarent que les dimensions des
sous-espacel’ (A) etZ (A) vérifient les propriétés suivantes

Pl. dim (N (A)) +dim (Z(A)) =n

t
© P2. dim (z (A)) = dim ((N (A))l>

Et compte tenu de ces propriétés, on peut associer deux esmalune matrice donné¢ €
F™*™ en I'occurrence le rang en colonnes et le rang en ligneseespement donnés par

rang. (A) = dim (Z (A))

et
rang, (A) =n — dim (N (A)) = dim (Z (A"))

On notera querang. (A) est le nombre de colonnes linéairement indépendantes dattécm
A, alorsrang, (A) est le nombre de ses lignes linéairement indépendantesrijte tenu du
fait que le nombre de colonnes indépendantes d’'une matsicégal au nombre de ses lignes
indépendantes, i.eang, (A) = rang. (A), on peut définite rang d’'une matrice, que I'on no-
terarang (A), comme le nombre maximal de colonnes ou de lignes linéairem##pendantes
gue I'on peut extraire de cette matrice, soit

rang (A) = dim (Z (A)) = dim (N (A"))

On distingue quatre propriétés fondamentales du rang dimaérice qui sont satisfaites pour
toutes les matricest € F"*" et B € F"*P et deux matrices réguliereB; € F"*" et
R, € Fmxm,

P1. rang (A) + rang (B) —n < rang (AB) < min (rang (A) ,rang (B))
P2. rang (A+ B) < rang (A) + rang (B)
P3. rang (A*) = rang (A)
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P4. rang (AA*) = rang (A*A)
P5. rang (ARq) = rang (RyA) = rang (A)

Les propositions suivantes donnent respectivement leitemms nécessaires et suffisantes pour
gu’une application linéaired : F" +— ™ soit injective, i.e. tout élément d&" est 'image
d’au plus un élément d&”, ou surjective, i.e. chaque élémentl@é est I'image d’au moins u
élément dé&™.

P1. A estune application injective si et seulement si les caerde la matrice A sont linéai-
rement indépendantes, sait(A) = {0}.

P2. Aestune application surjective si et seulement si les casule la matricel engendrent
'ensembldf™, soitC (A) = F™.

Le concept de transformation linéaire permet d’introduiraturellement la notion dsous-
espace invariantpar un endomorphismd : F* — F” : Un sous-espacé est dit invariant
par rapport a une application linéaird : F* — [F™ si son image par cette application est une
partie de lui-méme, soit

A(S)C S < Ax €& pourtoutz € &

Par ailleurs, la pluralité du concept de base conduit naliem®ent a la question de passage
d’'une base a une autre. Pour mieux apprécier la problématspus-jacente, considérons deux
basesB = {ei,...,e,} etB = {ey,...,e,} de I'espace vectoriéi™. Tout vecteur € F" peut
étre exprimé a partir dses coordonnéeaussi bien dans la bagg que dans la basB comme

suit . .
[z]p = Zxkek et [z]g = Z@Ei
k=1 i=1

Et comme chaque vecteur de la bd$geut s’exprimer a partir de ses coordonnées dans la
baseB comme suit .
lex]z = Zpikéi
=1

on peut élaborer aisément la relation entre les coordonmiéegecteurr dans les deux bases,
soit

T b --- Py --- DPin T1
T; =\| pa - Pij - Din T

Ainsile passage de la ba#ka la base est réalisé par une transformation linéaire caractérisée
par la matrice P = [p;;] € F"*" dont les colonnes sont constituées par les coordonnées des
vecteurs de la basB dans la base3. Pour mieux apprécier les choses, on peut exprimer la
relation de passage d’'une base a une autre comme suit

[zlg = [Plg_p (25
Il est important de noter que la matrice de passage est régufiar construction compte tenu
des propriétés d'une base.
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A.5 Equivalence et similitude.

Les concepts d’équivalence et de similitude ont été pdmi@ment utilisés pour simplifier
I'analyse et la synthése des systémes.

A e F™" et B € F™*" sont deux matrices équivalentes s'il existent deux matriéguliéres
T, € F™™etT, € F"*" telles que
B=T,AT,

Les deux matrices sont dites semblableg,si Tb‘l, soit il existe une matricé’ ¢ F"*" telle
que
B =TAT,

On distingue deux formes remarquables d’une matrice darigé@remiére est la forme de
Smith, que I'on désignera pa$, qui découle du résultat suivant

Résultat A.7 Pour toute matriced € F™*" de rangr, il existe deux matrices réguliérg3 €
Fmm et@ € F"*" telles que
I. 0
A= PSQ avec S—( 0 0)

Ainsi toute matrice est équivalente a sa formeSaeaith S.

La seconde est la forme d&hur, que I'on désigne pak/, qui est issue du résultat suivant.

Résultat A.8 Pour toute matriced € F™*", il existe une matrice unitair& < F™*" et une
matrice triangulaire supérieuré! € F"*™ tel que

Hy Hyp ... Hip

0 Hy ... Hyy
A=UHU" avec H = , _ _ ,

0 ... 0 Hpnm

ou lesH;; pour i € [1,m] sont soit des blocs réels de dimensior 1 ou des blocs réels de
dimension2 x 2 avec des valeurs propres complexes. Ainsi toute matriceezsblable a sa
forme deSchur réelleH.

On notera que la décomposition denith de la matriced peut se récrire sous la forme

a=rso=r( 5 0)a=(r(5))(r 00

ou d’une maniére équivalente

AzFGcwechP({)r) etG:(Ir O)Q

Et compte tenu du fait QUE*AG* = F*FGG* = (F*F) (GG*), on en déduit naturellement
que la matricel™* AG* € F™*" est de rang plein. Cette propriété justifie I'appellation fde-
torisation de rang maximall = F'G qui a été particulierement introduite a partir du résultat
suivant.
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Résultat A.9 Pour toute matriced € F™*" de rangr, il existent deux matriceg' € F"*" et
R € F™*™ de rang plein telles que

A=FG

A.6 Valeurs propres et valeurs singulieres.

Les valeurs propres d’'une matricé € F"*" sont les scalaires qui vérifient son équation ca-
ractéristique, soit

det M\, — A) = X"+ \" '+ ... +a, A +a,=0
L’équation caractéristique admetracines qui constituent le spectre de la matrice A, soit
V(A) = {1, A2, ..., A} avec det(NI, — A) =0 pouri € [1,n]

Le rayon spectrald’'une matrice est la plus grande valeur prise par les moddkieses valeurs
propres, i.e.
p(A) = max | X (4) |

1€[1,n]

Les valeurs propres d’'une matricesont liées aux directions invariantes par la transformatio
linéaire associée a cette matrice. A chaque valeur proprd correspond un vecteur propre a
droite vy et un vecteur propre a gauchg; respectivement définis par

T T
Avg = M\jvg; et vgl-A = )\ivgi

On distingue cing propriétés spectrales qui permettentadeuter aisément les valeurs propres
des matrices pour toute matrice réguliéfe

Pl. V(A)=V(A) =V (TAT)
P2. trace(A) = i Ai(A) et det (A) =[] (A
P3. N (aAR) =a (N (AN pouri € [1,n]

Pa. N (A+al,) =N (A) +a pouri € [1,n]

[ 1 1 1
Pa’“A)‘{MMVMQW'”Awm}

Les deux résultats fondamentaux suivants constituerddfes de la factorisation spectrale
d’'une matrice. Le premier résultat est le théoreme&dgley+amilton
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Résultat A.10Toute matriced € F"*™ est une solution de sa propre équation caractéristique,
soit

A" + AV 4 AP+ a1 At and, =0

On aura donc
n—1
A":—Ezm%wﬁ
k=o0

Le second résultat concerne la décomposition spectraleedmatrice dans le cas général, i.e.
des valeurs propres multiples dalfis

Résultat A.11Pour toute matriced € F"*", il existe une matrice régulieré € F**" et une
matrice bloc diagonale € F"*" tel que

TAT = J = diag{J,, Jo, ..., Ji}
avec
Jz’ = dlag{le y Jig ) ey Jzkl}
a1 -
Ai 1
Jij = ..
A1
- AZ -

ou les matrices/;; € F"u*™4 désignent les blocs de Jordan associés a la valeur propre
d’ordre de multiplicitém;, on a alors

¢

ki
E m; =N avec m; = E N
J=1

=1
Remarque A.2La matrice de transformatioi’ € C™"*" est particulierement donnée par

T=[T ... T, ... Ty |

avec
T=[Tu ... Ty ... Tu, |

Tij:[Tm oo Tijie - ngk}

ouT;1 pour (i,7) € [1, €] x [1, k;] etTi; pour (i,7,.k) € [1, €] x [1, k] x [2, n;;] sont
respectivement les vecteurs propres et les vecteurs ma@eéralisées associés a la valeur
propre \;. lls sont donnés par les équations linéaires

Airijl = )\iT‘ijl
et
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Les deux définitions usuelles suivantes sont spécifiquesagides valeurs propres multiples.

e Soit)\ une valeur propre de la matricd € R"*" de multiplicitém < n, tout vecteur non
nul v satisfaisant la propriété

(A—X)v =0 pourtout k € [1,n]
est dit vecteur propre généralisé de la matride

e Une valeur propre multiple,; est dite non défective si la matride € C™:*™ qui lui est
associé est diagonale, soit

Ji = Nily, = n;; = 1pourtout (i,7) € [1, {] x [1, ki
En d’autres termes, il lui correspond exactementvecteurs propres.

e Une matrice est dite cyclique si les matricése C™*™, associées aux différentes va-
leurs propres\; pour i € [1, ¢], qui constituent sa forme de Jordan sont des blocs de
Jordan, soit

Ji: l'. ._' EcmLXmL

Compte tenu du résultat relatif a la décomposition speetdiline matrice, I'assertion suivante
est vraie

(A est une matrice cyclique) — < k; =1 pour touti € [1, €]>

Rappelons qué; désigne le nombre de blocs de Jordan associés a la valeurgioml’ordre
de multiplicitém;.

Remarque A.3Un sous-espace A invariant est essentiellement un soas@ppopre de la ma-
trice A. En effet, considérons un sous-esp&cg {0}, alors la proposition suivante est vraie

& est un sous — espace invariant —> il existev € Eet NEF / Av=)v

On distinguet; = {v} et&,, {vi,vs, ..., v, } deux sous-espaces propres respectivement consti-
tués d’'un vecteur propre associé a une valeur propre simmedu vecteur propre et vecteurs
propres généralisés associés a une valeur propre multiglordre de multiplicitémn, on aura

Av =X et Av; = pv; +v;i_1 pouri € [1,m] avec v, =0

Par ailleurs, &, = {v; pour tout i € [1,k] avec k < n} est un sous-espace A invariant, alors
queé& = {v; pour tout i € [1,5 — 1] U [j + 1, k] avec k < n} n’est pas un sous-espace A in-
variant.
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Remarque A.4Si les valeurs propres de la matricesont distinctes, alors la matricé n’est
autre que la matrice diagonalé = diag {)\;} et les matrice§” et T~! sont particulierement
données par

T=(Vi ... Vi . Vi) et T=(W, ... W, .. W, )"

ou V; et IW; sont respectivement les vecteurs propres a droite et a gaasbociées a la valeur
propre \;. On notera que la matricé pourrait étre diagonale méme dans le cas ou les valeurs
propres ne sont pas simples, e.g. le casdogst une matrice hermitienne.

Le résultat suivant permet de mieux percevoir le cas desixa@opres complexes multiples.
Résultat A.12Pour toute matriced € R?"*2" telle que

V(A) ={oa+jbr,on+jfi...... , 0+ By an + jBa} C C

ou(ay, 31) € RxR*, il existe une matrice régulier® € R*"*?" telle que la propriétés suivante
est satisfaite

A=PWP™ +PNP! aqvec W = diag { ( @ O ) }
Be  ag

ou N est une matrice nilpotente d’ordfe< 2n qui commute avec la matridé’.

Avant de présenter les résultats basés sur les valeurslgnggsi rappelons que les valeurs sin-
guliéres d’'une matriced € F™*™ sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice
A*A sim > n ou de la matriceAA* sin < m. Ainsi une matrice de rang admetr valeurs
singuliéres positives qui sont généralement notééd ) et ordonnées dans le sens décroissant.
On aura alors

0 (A) = Vi (AA*) =/ Ai (A*4)
et
Omaz (A) =01 (A) > 09 (A) > ... >0, (A) = 0pmin (A) >0

Le résultat suivant donne une décomposition en valeursibérgs d’'une matrice complexe.

Résultat A.13Toute matriced € F™*™ de rangr < / 2 min(p, m) peut étre décomposée en
valeurs singulieres comme suit

) st p>m

ouY, € F* est une matrice diagonale composée des valeurs singutiéresmatriceA, soit

Y = Diag (04, ..,00) avec o; = 0 pour i >r
etV € FP*P et € F™*™ sont des matrices unitaires satisfaisant les propriétéssues

AU =YX et AYY =UY"
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A A
Remarque A5PosonsW = ((w; ... w; ... wy ) etV=(v ... v ... v, ),0n
peut verifier aisément que les relations suivantes sonéesrai

Aw; = o;0; et A'v; = ow;

et donc
A*Aw; = olw; et AA™v; = ol

Ainsi, les vecteurgw; };c(; (resp. {’Ui}ie[l,p}> forment une des base orthonormale K&

(resp. RP) & partir des vecteurs propres de la matridé A ( resp. AA*) associés aux valeurs
propres{af}ie[l,e] ; ils constituent les vecteurs singuliers en entrée (respagtie) de la matrice
A.

Remarque A.6Les valeurs singulieres d’'une matrice contiennent uneimétion métrique sur
la transformation linéaire sous-jacente. En effet, la mowhité est transformée en un ellipsoide
dont les longueurs des axes principaux sont égales au doeslgaleurs singulieres de la ma-
trice de transformation, soit

E={yelF’/y=Ax avec x € F™ / ||z| = 1}
Cette information métrique sera particulierement mise xergue a la fin du paragraphe sur
les normes.
A.7 Exponentielle d’'une matrice
L'exponentielle d’'une matrice est définie naturellemenagipde la série convergente

1 1 =1
A 2 k k
=1, A — A — A - E — A

e + —|—2 + +/{:! + 2 A

Elle vérifie les propriétés usuelles suivantes que nousmetandons de prouver en guise d’un
bon exercise d’'algébre.

Pl. ™ =1,

P2. Aet =eA

P3. AeV(A) = e eV(e?)

P4, AT = AAT pour tout (t,7) € R?
P5. WD — pAtBt AR = BA
P6. [eAt} Tl et pour tout t € R

P7. pelt = Ae = eMA pour toutt € R
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P8 L (eMa(t)) = (sI, — A)~"

Par ailleurs, on notera que la matrice:l,, — A) € C**™ est inversible puisque son détermi-
nant, qui n’est autre que le polynéme caractéristique deddrive A, n’est pas nul. Le résultat
suivant donne un algorithme pour calculerl, — A)~" qui est communément appelée matrice
résolvante associée a la matrigcee R™*".

Résultat A.14La matrice résolvante associée a une matrice R™*" est donnée par

1

L —A) ' ——
(sIn ) det (sI, — A)

Adj (sI,, — A)

avec
det (sI, — A) = ao8" + a18" ' + ... 4+ an_15 + ay,

et
Adj (sl — A) = Ays" ™+ Ags™ 2 4 Ags" 3 4 4 Apis+ Ay

ou {ay }repon) € { Ak }repn,n) SONt respectivement données par les algorithmes suivants

1
a, =1 et a = —Etmce(MkA) pour ke [1,n]

avec
M, =0, et M, =M, 1A+ ar_11, pour ke [1,71]
et
k—1
Ay = ZaiAk_i_l pour k € [1,n]

=0

A.8 Matrices définies positives ou non négatives.

Le concept de matrices définies positives ou non négativiésmagiculierement introduit pour
des considérations d’ordre dans les ensembles de matrices.

Une matriceA € F™*" est définie positive (resp. non négative), 4e> 0 (resp.A > 0),
siz*Ax > 0 (resp.x* Az > 0) pour tout0 # x € F"

Remarque A.7Commez* Az = (z*Az)" = x*A*z, les matrices définies positives ou non
négatives sont supposées étre hermitiennes.

On accordera une attention particuliére a cing résultats l®s matrices hermitiennes définies
positives ou non négatives qui ont éte vitales pour la tledeis systemes. Le premier résultat
est une conséquence naturelle de la factorisation specs@lis-jacente.
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Résultat A.15Toute matrice hermitienne définie non négative F"*"™ peut étre décomposée
comme suit

A =UAU" avec A =diag{\;} et \; >0

ou les\; pour i € [1,n] ne sont autres que les valeurs propres dleet U est une matrice
unitaire deF"*" dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres de

Cette factorisation permet de déterminer aisément la carrée d’'une matrice hermitienne
définie positive ou non négative, en I'occurrence

VA=UVAU" avec \/K:diag{\/xi}

Le deuxiéme résultat est une décomposition usuelle degcemtrermitiennes définies non né-
gatives.

Résultat A.16Soit A € F™*™ une matrice hermitienne définie non négative de rargjors il
existe une matricé& € F"*" avecm > r telle queA = E*E.

On notera que cette décomposition matricielle n’est pagusicomme le montre le troisieme
résultat.

Résultat A.17 Soient deux matrice8 € F"*" etC' € FP*™ avecm > p telles queB*B =
C*C, alors il existe une matric&’ € F*? telle queU*U = I, et B = UC.

Preuve. SoientV; et1; deux matrices unitaires telles que

_ By B Ch
ron(2) «eou(9)

ou B, et C; sont de rang plein en lignes. Aloi#s, et C; ont le méme nombre de lignes et la
matrice V; 2 B,C; (C,C;) " vérifie V3V = I puisqueB*B = C*C. Et doncV; est une
matrice unitaire et’;" B; = . La matriceU est donc définie comme suit

_ Vs 0 .
v=u ()

avec une matrice unitairg;.
COFD

Le quatrieme résultat donne une condition nécessaire ésanfe pour que la différence entre
deux matrices hermitiennes définies positives soit défosdipe.

Résultat A.18Considérons deux matrices hermitienngéss R**" et B € R™*". Alors on a
A > Bsietseulementgi(BA™!) < 1.
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Preuve. Notons d’abord que puisqué > B, on a aura
[—A:BA2=]-A"2(BA™) A2 >0
et comme les matrices 2 BA~—: et BA~! sont semblables, elles ont les mémes valeurs propres,
ot A <A_%BA_%) =\ (BA_l) pour tout i € [1,n]
On aura donc
0<I-A3BAS = p(A3BAE) = p(BAT) <1
COFD

Le cinquiéme résultat est consacré a deux propriétés wesidll complément dghur qui se
sont avérées fondamentales pour la robustesse des sydieéaaes.

Résultat A.19Soit une matrice hermitienné € F"*" que I'on peut partitioner comme suit
All A12
A=
( Afy Ax
Alors on a les propriétés suivantes.

P1. A est définie positive si et seulementisj et A;; — A1, A5, A%, sont des matrices hermi-
tiennes définies positives

P2. A est définie positive si et seulementisj et Ay, — A1, A7 A%, sont des matrices hermi-
tiennes définies positives

Preuve.Pour prouver la propriété~1, il suffit de remarquer que

An — Aleg_glAikg Aqo ) 50

Aoy >0 et Ay — A A A >0> = ;
< 22 € 11 124199 /199 ( A12 A22

et

( I A12A2_21 ) ( AH - A12A2_21A>{2 A12 ) ( I O ) _ ( AH A12 )
0 I A%, Ags Af AL, T Az, Agy

Et on procede de la méme maniére pour prouver la propr&lé
COFD

Le sixieme résultat est une propriété naturelle des basésslgace vectorielF™
Résultat A.20Soit une bas® = {ey,...,e,} C F", alors on les propriétés suivantes.

e;e;

> 0 pourtouti € [1,n] et Zeief > 0
i=1



425

Preuve.La premiére propriété est triviale puisque:; est une matrice symétrique de rang un.
Quant a la seconde propriété, elle découle naturellemeriadue

*

€1

n

E eie;-k:( er ... €e1... en> er et Rang(el coL.oep... en):n
i=1 :

*

=

COFD

A.9 Normes.

SoitV un espace vectoriel sur le corfps La fonctionv : V — RT estune norme sw si
elle vérifie les propriétés suivantes.

P1. Positivité stricte

P2. Homogeénéité
v(ax) =|a|v(z) pourtoutxz €V et pour tout a € K

P3. Inégalité triangulaire

viz+y) < v(z)+v(y) pourtout (z,y) €V XV

Par ailleurs, une norme, (.) sur) est dite multiplicative si elle vérifie la propriété
v(ry) < v(z) v(y)

Et deux normes, (.) etw, (.) sur) sont dites équivalentes si on peut trouver deux scalaires
et 5 tels que

av () < ry(x) < By (x)
On donne ci-dessous les exemples de normes considéréda tlaéerie des systemes.

e Les normes d@{dlder sur I'espace vectoridl” définies par

1
n 3
zll, = (Z | |p> pour 1 < p < oo
i=1

On distingue plus particulierement la norme de la somme deduies, la norme eucli-
dienne et la norme du maximum respectivement définies par
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n
lzlh = |
i=1
1
n 2
]2 = <Z | i \2> = Vala
i=1

et
Il = tn_lell, = ma | o

Remarque A.8Les normes dé{dlder sur I'espace vectoriéi™ ont plus particulierement
les propriétés d’équivalence suivantes

Izl <l < Vi)l
17lloe < Nzl < v ll2]lo

[zlloe < llzlli < Vi ll7]loe

IN
IN

N
N

et vérifient I'inégalité dé{dlder qui stipule que pour tout couplg, ¢) de réels supérieurs

ou égaux a un tels que

1 1
__|__:1
p q

la propriété suivante est vraie

|2y | < Jall, llzll, pour tout (,y) € F" x B"

Les normes de{older sur I'espace vectoriél™*™ définies par

1
m n ;
2]l @) = (Z Z|aij |p> pour 1 < p < oo

i=1 j=1

On distingue plus particulierement la norme de la somme deduies, la norme eucli-
dienne et la norme du maximum respectivement définies par

1Al = > lay |

i=1 j=1
l

Al = (Z |y |2> — \/trace (A" A) = \/trace (AX")

i=1 j=1

et

Al = i 1Al = e e [ 1= ) maxc, ) o |

On vérifie aisément les propriétés suivantes sur les norraésdlder sur I'espace vec-
toriel F*"
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P1. Pour tout couple de matriced € F™*" et B € F"*?, les propriétés suivantes sont
satisfaites

IABpy < Al [|1Bllp) pour tout p fini
et

[AB|s) < 1 (IlAlls0) [|Bll(c))

P2. La norme sur I'ensemble des matrices carrées de dimensa#finie par

[} = n[| Al o)

est multiplicative.

P3. Les normes multiplicatives sur 'ensemble des matrices2esr sont minorées par
le rayon spectral, soit

IA[ = p(A) =] Amaz (A) |

Remarque A.9Le rayon spectral d’'une matrice ne constitue pas une nornms tiacas
des matrices non hermitiennes, e.g.

A:(O 1)7&02 s p(A)=0

Les normes matricielles induites définies pour les matrazesant que transformations
linéairesA : F* +— ™. En effet, comme toute transformation linéaire de dimansio
finie est bornée, i.e.

Ja € RY / ||Az|| > a|jz|| pour tout x € F"

on peut définir une norme de matrices induite par deux nommeés) etv, (. ) comme
suit

Al b, = inf{a € R" /v (Az) < a vy (z) pour tout x € F"
1,2

Cette norme matricielle induitg. |[,, ., est dite compatible avec les normes vectorielles
v (.)etw(.). Lorsquer; (.) ety (.) sont des normes d&older, i.e.vy (.) =

| . lpetrva(.) =] .|q lanorme induite correspondante sera notee||, - Si en
plusp = ¢, alors la norme induite correspondante sera noftéd|,,. Les normes induite
usuelles sont données par

4l = max (Z | ay \) = max (o)

||AH2 = lrél%ﬁ()\l (A*A)> = Umax(A)

et



428

n
14l = max (Z | ai; |> max ([[6511) = 14%[h

j=1
ou/; etc; désignent respectivement la jeme ligne et la ieme colonte matrice A.
On montre aisément que pour toute matriceon a

[All2 < [[A[l2 [[Allo

et que toute norme matricielle induite est multiplicative, pour tout couple de matrice
de matriceg A, B) de produit compatible, on a

IAB] < [[All Bl

Par ailleurs, il existe un ensemble de relations d’équinakeentre les normes matricielles
et les normes matricielles induites associées pour uneicgatrc C™*".

e La norme deFrobenius d’'une matricel définie par

|A||p = \/trace (A*A) = /Z o2 (A)

Comme il a été mentionné au paragraphe sur les valeurs psogir&aleurs singulieres d’'une
matrice, les valeurs singuliéres contiennent une inforamamétrique sur la transformation li-
néaire sous-jacente. Cette information métrique est palitrement mise en exergue par les
résultats suivants.

Résultat A.210n distingue deux propriétés remarquables des valeursitigrgs

| Az
o A) = max ||Az|| = max ——
mar( ) ||:(:H:1 || || 1750 HxH
et
(A) = min ||Az|| = min

ou ||.|| désigne la norme euclidienne. On peut alors en déduire pié&iment la propriété fon-
damentale suivante

Omaz(A) pour tout x # 0

Résultat A.22La valeur singuliéere maximale d’'une matrice complexe est morme induite
par la norme euclidienne qui est communément connue sqyseliation de norme spectrale,
soit

||AH2 = Umam<A)



429

On distingue quatre résultats qui constituent I'essenceaidils d’analyse et de synthese des
systemes assservis. Le premier concerne deux paires dlitesgremarquables sur les valeurs
singulieres maximales et minimales d’une matrice donnée.

Résultat A.23Pour toute matriced € F"*", on a

Omax (A) - 1 S Omax (A + ]n) S Omax (A) + ]- (AlO)
et

Omax (A) S Omax (A + In) + Omax (In) = Omazx (A + In) + 1 (All)

Preuve.Considérons d’abord les inégalités A.10. Comme la valewgudiere maximale est une
norme, elle vérifie I'inégalité triangulaire

Omaz (A + In) S Omazx (A) + Omaz (In>

qui permet de déduire naturellement I'inégalité de droitgsgueo, .. (1) = 1. Par ailleurs,
commeA = A + I, — I,, pour toute matrice4, on aura

Omax (A) S Omax (A + In) + Omax (In) = Omazx (A + In) + 1

qui permet de déduire naturellement I'inégalité de gauchisgqueo, ... (I,) = 1. Considérons
ensuite les inégalités A.11 et deux vecteurs F™ etv € F™ tels que

| (A+ 1) wll
]l

[(A+ 1) o]

= Omin (A+1,) et
o]

alors on aura

(A + L) w]| = [[Aw + w]| > [[Aw]] = [lw]

et

[(A+ L)l

Omin (A + In) S ||U|| = Omin (A) +1

Ces propriétés permettent d’établir aisément les inédalf.11.
proprietes p © COFD

Le deuxiéme résultat montre que la perturbation des valsingulieres d’une matrice per-

turbée est au plus égale a la valeur singuliere maximale denddrice perturbatrice, i.e. la
norme de la perturbation.

Résultat A.24 Soient deux matrices complexé®t P de dimensiomn x n, alors la propriété
suivante est vraie pour toute [1, min(m,n)|.

0i(A) = Omaz(P) < 0;(A+P) < 0i(A) + Ormaz(P)
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Le troisiéme résultat donne une interprétation de la vakinguliére minimale d’'une matrice,
en I'occurrence la plus petite norme d’'une matrice perturlze qui rend singuliere la matrice
perturbée.

Résultat A.25Soient deux matrices complexé®t P de dimensiomn x m, alors la propriété
suivante est vraie

det(A+P)=0 = 0ma(P) > omin(4)

ou d’une maniére équivalente

Omaz(P) < Omin(A) = det (A+ P) #0

On peut alors en déduite naturellement que pour toute mat@nplexed € F**", on a

Omin(A) = min  {0,4.(P) / det(A + P) =0}

PcFnXn

Le dernier résultat n’est autre que la propriété de dilataticontraction qui est au coeur de la
synthése ..

Résultat A.26Soient deux matriced € F™*" B € FP*"™ etC' € F™*? | alors la propriété
suivante est vraie

maz (Omaz(A), Omaz(B)) < H [ g } H < V2 maz (0mas (A), Omas (B))

et

maz (Cmaz(A), Omaz(C)) < | [ A C } | < V2 maz (0maz(A), Cmaz (C))

A.10 Inverses genéralisées et pseudo-inverses.

Soit une matricel € F™*" de rang plein . Une matricel;' € Fxm (resp.A_;1 € ™) est
une inverse a droite (resp. a gauche) de la matrice F™*" si AA;' = I, (resp.A;lA = 1,).

Il est évident que la matrice A est inversible a droite (resgauche) si et seulement si elle est
de rang plein en lignes (resp. en colonnes) et que I'une dagesses a droite (resp. a gauche)
estdonnée par;' = A" (AA*)™" (resp. A, = (A*A)™' A%).

On notera que les inverses a droite et a gauche d’'une matriceamt pas nécessairement
uniques comme le montre le fait suivant

(k)
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ou.X estune matrice quelonque de dimensions adéquates et qelatian suivante est toujours
vraie

AAJ'A = AAP A= A (A.12)

Plus généralement, si une matrice n’est pas de rang pleingeres (resp. en colonnes), alors
elle n"admet pas de matrices inverses ordinaires. Nénaspeilhe admet une inverse générali-
sée, que I'on désingera pat'?, satisfaisant la relation

AA9A = A (A.13)

comme l'indique le résultat suivant

Résultat A.27Toute matriceAd € F"*™ admet une infinité de matrices inverses généralisées
AY,

Preuve. Conformément au résultat A.7 d’équivalence d’'une matricengée a sa forme de
Smith, on peut construire une matrice inverse généralis8ec F"*™ de la matriced € F™*"
comme suit

; 1. T,
ig -1 -1 r 1 nxm
AY=Q TP avecT—<T2 Tg)E]F

ouT;, T, etT3 sont des matrices quelconques de dimensions appropriéesffé, la matrice
X vérifie bien I'équation A.13.

(PSQ) (Q™'TP™") (PSQ) = PSTSQ = PSQ
CQFD

Remarque A.10Toute inverse généralisé&? € F"*™ de la matriceA possede les propriétés.

Pl. T(AAY) =T (A)
P2. I ((AA9)") =TI (AY)
P3. AAY et AY A sont idempotentes

Le concept de pseudo-inverse, communément appelée iawesems de Moore-Penrose, a été
particulierement introduit pour pallier la pluralité deihverse généralisée. La pseudo-inverse
d’'une matrice, que I'on désigne pat", vérifie les quatre propriétés suivantes.

Pl. AATA=A
P2. ATAA = A
P3. (AAT) = AA*
P4, (A*A) = AT A

Elle se distingue des inverses généralisées par son ugigiténe 'indique le résultat suivant.

Résultat A.28Toute matriced € F™*" admet une pseudo-inverse et cette pseudo-inverse
est unique.
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Preuve. Montrons d’abord que si la pseudo-inverse existe, aloms edit unique. Pour ce faire,
supposons qu’'une matricé admet deux pseudo-invers&setY’, alors on aura

X = XAX = X (AX)" = XX*A*
= X (XAX) (AYA)" = X (AX)* X*A* (AY)"
= X (AX)" (AX) (AY)" = XAXAXAY = XAY
= (XA)'YAY = A"X* (YA)'Y = A*X*AY*Y
= (AXA)' Y'Y = AYV*Y = (YA)'Y = YAY
=Y

L’existence de la pseudo-inverse peut étre établie a pduirésultat A.9 sur la factorisation de
rang maximal de la matricél. En effet, commé™ F' et GG* sont des matrices carrées de rang
plein, il en est de méme pour la matrié& AG* dont I'inverse est donnée par

(F*AG*)—I _ (GG*)—I (F*F)—l
On peut alors vérifier aisément que la matrice
M =G (F*AG*) ™' F*
vérifie les propriété$1 a P4. Et I'unicité de la pseudo-inverse permet de conclure que
X =A"

On distingue cinq propriétés usuelles de la pseudo-invgussont communément utilisées dans
la résolution des systemes linéaires d’équations.

P1. SiA estréguliére, alorsAi™ = A1,

P2. Si A est de rang plein en colonnes, alofs = (A*A)~' A*. On notera qued* 4 = I,
maisAAT £ I,,.

P3. Si A est de rang plein en lignes, alor™ = A* (AA*)~". On notera quedAt = I,
maisAt A # I,.

P4. Soit F'G une factorisation de rang maximal.9 d’une matriceA € F™*" de rangr,
alors on aA™ = GTF*. On retrouve la relation d’inversion d’'un produit de mats
réguliéres.

P5. Soit FPG une factorisation d’une matricel € F™*™ de rangr ou ' € F™" et
G € F™*" des matrices de rang plein ét € F"*” une matrice réguliere, alors on a
AT = GTP~'F*. On retrouve la relation d’inversion d’'un produit de matg régu-
lieres.

P6. Considérons la décomposition en valeurs singuliéres A'dBedmatriceA € F™*" de
rangr, soit

A=UXV" /¥ = ( X O) avec 3, = diag{oy,...,0.}

0 0
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Et compte tenu des propriétéd et P5, on a

—1
AT =VETU avec X7 = < 26 8 )

Ce résultat corrobore I'existence et I'unicité de la pseddeerse puisque la décomposi-
tion en valeurs singuliéres d’'une matrice est unique ettex@ujours.

A.11 Reésolution des systemes d’équations linéaires.

De nombreux problémes relevant des sciences de l'ingépmmurent étre ramenés a la résolu-
tion d’un systéme d’équations linéaires que I'on peut nécsious la forme

y = Ax (A.14)

ou A est une matrice d&™*", y est un vecteur d&™ etz € F" est I'inconnue. L'ensemble
des solutions de ce systeme peut comporter zéro, une ou fim&ide solutions exactes. Le
systéme est dd@ompatible s’il admet au moins une solution exacte. Autrement, le Byeskest
dit incompatible et on peut en chercher une solution approchée, en I'occagearlle qui mi-
nimise la normd|y — Ax||?.

Remarque A.11Supposons que le systéme d’équations linéaires A.14 epiatiahe, alors on
peut I'écrire sous la forme de I'égalité

y = AATy (A.15)
qui constitue un test de compatilité.

Remarque A.12Tous les résultats qui seront établis pour le systéme dopslinéaires A.14
pourront étre établis, modulo des modifications élémeesade cohérence par rapport aux
dimensions, pour un systeme d’équations linéaires

AX =B
ou A et B sont repectivement des matrices donnéds’de’ etF™*? etz € F"*? est I'inconnue.

Les deux résultats suivants précisent les conditions depabiilité des systemes d’équations
linéaires et I'ensemle des solutions dans le cas d’un syst@mmpatible.

Résultat A.29Le systeme d’équations linéaires A.14 est compatible sel'des propositions
suivantes est varie.

Pl. yeI(A)
P2. rang (A Y ) =rang (A)
P3. N (A*) C N (y%)

Par ailleurs, la solution, lorsqu’elle existe, est uniqueesseulement si A est de rang plein en
colonnes, i.erang (A) =n
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Résultat A.30Supposons que le systeme d’équations linéaires A.14 egbtitite, alors I'en-
semble des solutions sous-jacentes est donné par

x=ATy+ (In — A+A) z (A.16)
ou z est un vecteur arbitraire d&”.

Preuve. Considérons la solutiom donnée par I'équation A.16. Alors on a
Ar = AATy + (A — AA+A) 2=AATy =y

Par ailleurs, toute solution du systéme d’équations lingma(reflinearsystem peut se mettre sous
la forme

r=Aty+z— At Ax

qui n’est autre qu’une forme particuliere de I'équation r&gant I'ensemble des solutions A.16.
COFD

Remarque A.13Considérons le systeme d’équations linéaires A.14 et sgoque la ma-
trice A et de rang plein. L'ensemble des solutions sous-jacentagattgrisé par la structure
de la matriceA comme l'indiquent les propriétés suivantes.

P1. Le systeme d’équations linéaires A.14 admet une solutioqueansi la matriceA est
carrée, i.em = m. C'est le cas d’'un systéeme d’équations admettant autamfudittons
que d’inconnues et dont la solution est donnée par

r=Aly

C’est la solution usuelle du systeme d’équations puisquest une matrice carrée de
rang n.

P2. Le systéme d’équations linéaires A.14 admet une infinit®htiens si la matrice A est
rectangulaire horizontale, i.ex > m. C’est le cas d’'un systeme d’équations admettant
plus d’inconnues que d’équations dont une solution usesiielonnée par

r= A" (A4 1y

Cette solution est obtenue a partir de la solution uniquead®tmez = A*v du systéme
d’équationsAA*v = y puisqueA A* est une matrice carrée de rang m.

P3. Le systéeme d’équations linéaires A.14 admet au plus uneicolsi la matrice A est
rectangulaire verticale, i.ex < m. C’est le cas d’'un systeme d’équations admettant plus
d’équations que d’'inconnues et dont la solution est donaée p

= (A*A)7" Ay

Cette solution est obtenue a partir de la solution uniqueydiiésme d’équationd* Ax =
A*y puisqueA* A est une matrice carrée de rang n.
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Remarque A.14Le systéme d’équations linéaires A.14 peut se récrire soesforme bien
appropriée a sa résolution basée sur la formetaith de la matriced (Réultat A.7), soit

I, 0
A—PSQavecS—<0 0)
En effet, sil'on pose

T=Qx et T= Py
on peut récrire le systéme d’équations linéaires A.14 satdsrime
ST =7
Et si 'on décompose les vecteargty comme suit

:EI(il) et@:<gl) avec Ty € F™*7 et 1, € F™1
2

Yo

on aurazr; = y; etys = 0. Il apparait alors clairement que le systéme est compasblket
seulement gj, = 0. Et que dans ce cas, la solution est donnée par

T, =1 et Ty est une matrice arbitraire

Dans le cas d'un systéeme incompatible, on cherche une solagfitimale au sens des moindres
carrés, i.e. qui minimise la norme euclidienne de I'erregsaciée au systeme d’équations don-
née parl|y — Az||%. Et comme la solution exacte d’un systéme compatible eishalgt on peut
dire que tout systeme d’équations linéaire admet au moirssatution comme le montre le
résultat suivant.

Résultat A.31La solution optimale au sens des moindres carrés du systémeations li-
néaires A.14 n’est autre que la solution exacte du systemmgatble donné par

A* Az = Ay (A.17)

Preuve. La solution optimale au sens des moindres carrés du systefideeSt donnée par
I'équation d’optimalité

0

o (J (9:)) =0 avec J(z)=(y — Ax)T (y — Ax)

ou d’'une maniére équivalente
A*Ax = Ay

On retrouve bien le systéme A.17. Par ailleurs, on a
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rang( A*A Ay ) = rang (A* ( Ay ))

< min (rang (A*),rang (A y ))
Et compte tenu du fait

rang (A y ) > rang (A) = rang (A*) = rang (A*A)
on aura
rang( A*A A*y ) < rang (A*) =rang (A) < rang( A*A A*y )
soit

rang( A*A A*y ) = rang (A*A)

Le systeme A.17 et donc bien compatible.
COFD

Le systeme A.17 est diyysteme normalassocié au systeme A.14. Et comme il est toujours
compatible, on peut conclure que le systéeme d’équatiogsilies A.14 admet toujours une so-
lution donnée par

z= (A" A%y + (I, — (A"A)T (A474)) =

ou z est un vecteur arbitraire d&™.

A.12 Equations matriciellles linéaires.

De nombreux problemes relevant de la théorie des systéntetéformulés a partir de la
résolution d’'une équation algébrique linéaire que I'on petcrire sous la forme de I'équation
de Sylvester donnée par

AX+XB=C (A.18)

oUA € ™", B € F™*™ etC € F"*™ sont des matrices données'éte F"*™ est I'inconnue.
On s’interesse dans ce qui suit a la compatibilité de cetteaéign et aux conditions d’unicité
des solutions lorsqu’elles existent.

Le premier résultat donne une condition de similitude quinpet de caractériser I'existence
des solutions de I'équation deylvester.

Résultat A.32L’équation deSylvester admet une solution si et seulement si les matrices

(0 %) (0 %)

sont semblables.
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Preuve. La condition est nécessaire puisqueXsiest une solution de I'équation dgylvester,
alorson a
A C (A AX+XB
0 -B) \0 —B
(A XB I X
~\0 -B 0 I
(1 X A 0 I X
N0 T 0 —B 0 I
(I X\'[4A o0 I X
N0 T 0 —B 0 I

La preuve de la suffisance de la condition peut étre effecuitee d’exercice.
COFD

Le second résultat donne trois propriétés spectrales dhodyit et d’'une somme d€ronecker
de deux matrices carrées.

Résultat A.33Soient deux matriceg € C"*" et B € C™*™ dont les valeurs propres respec-
tives sont\; (A) pouri € [1,n| et); (B) pour j € [1,m], alors les propriétés suivantes sont
satisfaites.

P1. Les valeurs propres du produit déroneckerA ® B sont les mn scalaires; (A) A; (B)
pour (i, j) € [1,n] x [1,m].

P2. Les valeurs propres de la sommeld®neckerA® B sont les mn scalaires; (A)+\; (B)
pour (i, j) € [1,n] x [1,m].

P3. Soientv; et w; les vecteurs propres respectifs de A et B correspondantsvalexirs
propres); (A) et \; (B). Alorsv; ® w; est un vecteur propre dd ® B (resp.A & B)
correspondant a la valeur proprg, (A) \; (B) (resp.\; (A) + A (B)).

Preuve. Les preuves des trois propriétés peuvent étre faites adigeercice pour mieux ap-
préhender les concepts de produit et de sommgmaecker en utilisant la regle du produit
mixte, i.e(A® B) (C ® D) = (AC) ® (BD). Atitre indicatif, on peut vérifier aisément que si
v, etwv, sont les vecteurs propres respectifs de A et B correspoa@antvaleurs propres, et
Ay, alors on a

(A® B) = Ay (Vo @ vp) et (AD B) = Ao+ Xp) (V4 @ )
COFD

Le troisiéeme résultat donne une condition nécessaire disanfe de I'existence d’'une solu-
tion unigue de I'équation d8ylvester.

Résultat A.34L’équation deSylvester admet une solution unique si et seulement si lesiksl
propres de la matriced sont distinctes des valeurs propres de la matrice, soit

i (A) + X (B) # 0 pour tout (i,5) € [1,n] x [1,m)]
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Preuve. On notera d’abord que compte tenu du résultat A.1 et de la idiéfinA.6 de la somme
de Kronecker, I'équation de&ylvester est équivalente au systeme d’équations linéaires

(B @ A) vec (X) = vec (C) (A.19)

Ce systéme admet une solution unique si et seulemétit si A est une matrice réguliére ou
d’'une maniere équivalente n'admet aucune valeur propréendt en utilisant ensuite la pro-
priété P2 du résultat A.33 en tenant compte qu¢ B”) = V' (B), on conclut naturellement
gue I'équation deSylvester admet bien une solution unique si et seulemestdsiB est une
matrice réguliere, i.ed; (A) + \; (B) # 0 pour tout (i,7) € [1,n] x [1,m)].

COFD

Remarque A.15La résolution de I'équation dé&ylvester est généralement effectuée a partir
de celle du systeme linéaire d’équations A.19 en utilisarpdtentiel d’analyse numérique
disponible. Dans le cas ot (\; (A)) + R (\; (B)) < 0 pour tout (i,7) € [1,n] x [1,m], la
solution unique est particulierement donnée par

X:/ etCePtdt

L’équation matricielle la plus populaire dans la théoriesteystemes els¢quation de Lyapunov
qui n'est autre qu’une équation d&ylvester particuliere aved = A*, B = AetC' = —Q, soit

XA+ AX =—Q (A.20)

Et compte tenu du résultat A.34, on peut en déduire natunelie que I'équation d€yapunov
admet une solution unique si et seulement si

Ai (A) + X5 (A) # 0 pour tout (i, ) (A.21)

Remarque A.16L'équation deCyapunov ci-dessus conduit naturellement la propriété og-si
litude suivante

(¥ 0 )(% 2) (5 0)=(% %)

Le résultat suivant montre la relation entre les valeurspres de la matriced et la nature de
la solution X modulo des conditions sur la matri¢g

Résultat A.35Supposons que les valeurs propres de la matdig®nt a partie réelle négative,
soitR (A; (A)) < 0 pour tout i € [1,n], alors 'équation deCyapunov C.19 admet une solution
unique donnée par

t
X:/ eVt Qe dt

Preuve.On a p
% (eA*thFt) — A*eA*thAt + eA*thAtA
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Et en intégrant, on obtient

t t
eNMQeM —Q = A ( / eA*thAtdt) + < / eA*thAtdt) A

Et comme toutes les valeurs propres de la matdcgont a partie réelle négative, on aura

. *
lim e'Qe =0
t—>00

et doncX est bien une solution de I'équation dgyapunov. Et on peut montrer aisément que
cette solution est unique en remarquant que I'applicatingdire

F:XeR” s F(X)=A"X+XAecR™"
est bijective. En effet oné&m (Z (F)) = n? et dim (Z(F)) + dim (N (F)) = n?.
COFD

A.13 Conclusion

Les bases fondamentales d’algebre linéaire ont été préssrd’'une maniere progressive en
accordant une attention particuliére aux résultats qui eetsavérés vitaux pour la théorie des
systemes, notamment le produit’denecker, la transformation linéaire, la factorisationesp
trale, les valeurs singuliéres, la pseudo-inverse, la hétson des systemes d’équations linéaires
et la résolution des équations matricielles usuelles. Qut petenir trois aspects de I'élégance
algébrique. Le premier aspect est la simplicité d’analysdescalcul offerte par les diverses
factorisations matricielles. Le deuxieme aspect concBimfermation métrigue contenue dans
les valeurs singulieres. Le troisieme aspect releve de ssipdité de résolution d’'un systeme
d’équations linéaires sans avoir recours aux hypotheseglies requises pour les solutions
exactes.

Ces bases permettent de mieux apprécier la formulation debreux problémes de stabilité,
de stabilisation, de commande, d’observation et de rolsgsteles systemes linéaires et leur
résolution.

A.14 Probléemes

Les problemes proposés ci apres permettent de mieux aputéhke concept de normes des
systémes.

Probleme A.1Montrer que la valeur singuliere maximale d’une matrice pbere posséde bien
toutes les propriétés d’'une norme induite par une normeovisite.

Probléme A.2Montrer qu’une matrice A est réguliere si et seulement siaawr singuliére
minimale n’est pas nulle et que si une matrice est inversétgs on a

1

Omin (A) = 20T
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Probleme A.3lllustrer que les valeurs singuliere d’une matrice perraattbien de caractériser
sa dégénérescence. au travers la matrice

=[o 7]

ol « est un scalaire positif relativement grand.

Probléme A.4Soit(A, B) € C"*" x C"™*" eta € C, montrer que les propriétés suivantes sont
vraies

Omin (QA) S |a|0min (A)

et

Probléme A.5Soit la matrice partitionnée donnée par

A11 A12 Alq
A A . A

a=| 0 T B
Apmi Ama .. Ang

Montrer que pour toute norme matricielle induite par unemervectorielle p, on a

[ Aull, (Al - [[Aglly |
l [Aally  [[A22lly - [[A2qllp
All, <

_||Am1||p ||Am2||p ||Amq||p_

p

et que I'inégalité devient une égalité dans le cas d’une modeF robenius.

Probleme A.6SoitA € R"*", montrer que ses valeurs propres, K&, (A) }icj1,,, Vérifient la
propriété suivante par rapport a ses valeurs singulieresimale et maximale, i.er,,;, (A) et

Omin (A) S |)\Z (A) | S Omax (A) pour tout 7 € []_, ’n,]

Probleme A.7 Soient deux matrices complexes A et P de dimensiam, montrer que la pro-
priété suivante est vraie

det(A+P)=0 = 0ma(P) > omin(4)

et en déduire que
Omaz(P) > 0min(A) = det (A+P) #0
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Probleme A.8Soit une matrice hermitienne et définie non négative F"*" que I'on peut
partitioner comme suit
All A12
A=

( Aly  Ag
On se propose de mettre en exergue une factorisation esbewule cette classe de matrices en
procédant progressivement comme suit.

1) Montrer queN (Ag) C N (Ap).

2) Soit A}, est une pseudo inverse dg,, montrer queX = A;;AJ, est une solution du
SyStéme Iinéairé(Agg = A

3) En déduire que la matrice A peut étre factorisée comme suit.

X = Ap A5, est une solution de X Agy = Ajy

A— I ApAs, A — ApALXS 0 I 0
01 0 Ap )\ ARAL, 1

Probleme A.9Déterminer les valeurs singulieres d’'une matrice carréeditmension deux
peuvent étre aisément déterminées a partir de la somme abduipde leurs carrés.

et

Probleme A.100n se propose de déterminer I'exponentielle d’'une matietie carrée de di-
mensior en procédant progressivement comme suit

1) Montrer que pour toute matrica € R?*2, il existe une matrice inversible € R?*2 telle

que
o -1 o )\ 0 )\ 1 (8] —B
A=P WPavecW-(O M) ou (O )\) ou (ﬁ N

oU\ # e Ret(a, ) € R x R,

2) Montrer que pour toute paire de scalairgs, 5) € R xR*, la propriété suivante est vraie

(5 2) = (Z00 29 sowrtoien

3) Déterminer I'exponentielle de matricé € R?*2,
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Probleme A.11Montrer que pour toute matrice réellé € R3*3 admettant une valeur propre
réelle\; = X\ € R et deux valeurs propres complexes conjuguges « + jj5 etA\s = a — jj
, il existe une matrice réelle inversible ¢ R3*? telle que

A0 0
A=P'WP avec W=| 0 a —p
0 f «

En déduire I'exponentielle de la matricket préciser ses valeurs propres.

Probleme A.12Montrer que les solutions des systemes autonomes

¢ [ O :|
I

pxr(t) = Fx(t) avec F =

ou\ # u € Reta # 5 € R* sont données par

([ M 0
o]
z(t) = ef'z, avec et ={ eM [ Lt }

01

| onton i

Probleme A.13Déterminer les valeurs singuliéres d’'une matrice carréedit@ension deux
peuvent étre aisément déterminées a partir de la somme ebduipde leurs carrés.

Probleme A.14Soit une matriced € R?*?" telle que
V(A) ={a1 +jBr,o1+jbi...... O+ 5By o 438} C C

(a4, 0;) € R x R* et(ay, 5;) # (aj,8;) pour tout i # j. Montrer qu’il existe une matrice
réguliere P € R?*2" telle que la propriétés suivante est satisfaite

A= PAP™' avec Azdiag{(ak B )}

Br oy

Et en déduire I'exponentielle da la matrick.



Annexe B

Matrices polynomiales et rationnelles

Les matrices polynomiales ont été utilisées pour la repregmn des systemes linéaires multi-
variables a partir d’'une exploitation ingénieuse des réstsl algébriques sous-jacents, en I'oc-
currence les factorisations usuelles et la caractérisaties matrices de fractions rationnelles.
Elles ont permis d’étendre naturellement les descriptipolynomiales des systémes monova-
riables issues du concept de fonction de transfert au casgetemes multivariables autour
du concept de matrice de transfert. Les matrices polynasiabnstituent ainsi I'essence de
I'approche polynomiale qui s’est imposée par ses integdiéns fréquentielles qui ont été par-
ticulierement mises en exergue par les études de robustesse

Les matrices polynomiales (resp. rationnelles) sont désiaipartir de I'anneau des polynémes
(resp. le corps des fractions rationnelles) en s a coefftsiedels donnés par

np
R[s] = {P(s) = Zpisnp_i avec p; € R pouri € [O,np]}

Fn(s)
Fd(s)

(resp. R(s) = {F(s) = avec (F,(s), Fy(s)) € Rs] x R[s]})

L'ensemble des polyndmes normali8éss| est caractérisé pap, = 1. Le degré relatif d’'une
fraction rationnelle est la différence entre le degré de si@émominateur et le degré de son
numeérateur, soitlegr (F(s)) = deg (Fy(s)) — deg (Fy(s)). La fraction rationnelle est dite
propre (resp. strictement propre) si son degré relatif egiésieur ou égal (resp. supérieur) a
zéro. L'ensemble des fractions rationnelles propres estrureau euclidien pour les opérations
usuelles d’addition et de multiplication communément i)#€). Les éléments inversibles de
cet anneau sont appelés fractions rationnelles bicausaldsipropres caractérisées par un de-
gré relatif nul ou une limite finie et non nulle lorsque s tewrdsd’infini.

Ce chapitre est organisé en cing paragraphes comme suitrémipr paragraphe est dédié
aux différentes définitions élémentaires associées ausiaesipolynomiales et rationnelles;;
on en profitera pour préciser les notations adoptées. Le®fmsations remarquables des ma-
trices polynomiales et rationnelles, en I'occurrence tasfes de Hermite, de Smith et de Smith-
McMillan, sont présentées d’'une maniére concise au dewxgaragraphe. Le troisieme para-
graphe est consacré au développement du concept de fattons polynomiales a droite. Les
définitions et résultats sous-jacents sont transposés aceq de factorisations polynomiales
a gauche au quatriéme paragraphe. Le cinquiéme paragrapheéservé aux résultats com-
plémentaires issus des degrés des lignes et des colonnesodalusion est donnée au sixieme
paragraphe.

443
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B.1 Définitions élémentaires.

Nous donnons ci-dessous les définitions élémentaires des@sgolynomiales et rationnelles
tout en introduisant les notations adoptées.

Définition B.1 Une matrice polynomiale (resp. rationnelle) est une matdont les éléments
sont des polynémes (resp. des fractions rationnelleshdemble des matrices polynomiales
(resp. rationnelles) a p lignes et m colonnes est MJt€™[s] (resp.RP*™(s)) est un anneau
(resp. un corps) non commutatif par rapport aux opératidesne@ntaires d’addition et de mul-
tiplication.

Une matrice polynomiale (resp. rationnelle) est généraetexprimée a partir de ses éléments
P(s) = [Bij(s)] (resp. F(s) = [Fy;(s)]) pour (i,7) € [1,p] % [L,m]

ou P;;(s) (resp.F;;(s)) est un polynéme (resp. une fraction rationnelle).

Définition B.2 Une matrice polynomiale (resp. rationnelle) carrée esensible si et seule-
ment si son déterminant est un polynédme non nul (resp. urédrarationnelle non nulle).
Une matrice polynomiale (resp. rationnelle propre) esedihimodulaire (resp. bicausale ou
bipropre) si son déterminant est un scalaire non nul (resg fsaction rationnelle bicausale ou
bipropre non nulle).

On peut en déduire gu’'une matrice polynomiale (resp. rat@le propre) est unimodulaire
(resp. bicausale ou bipropre) si et seulement si elle edrgille et son inverse est une ma-
trice polynomiale (resp. bicausale ou bipropre). L'enséades matrices polynomial&>?(s)
(resp. rationnelles propreRL*?(s)) carrées est un anneau non commutatif dont les éléments
inversibles sont des matrices unimodulaires (resp. biakassou bipropres). On notera que le
critere le plus simple pour tester si une matrice rationegtopre5(s) € RP*?(s) est bicau-
sale ou bipropre consiste a calculéim B(s) et vérifier qu’elle est inversible.

5—00

Définition B.3 Les mineurs d’une matrice rationnelle sont les détermisaets sous-matrices
obtenues en supprimant des lignes et des colonnes de cdtieen®n utilisera la notation
MY (s) pour le mineur correspondant a la suppression des lighesdes colonnes c. L’ordre
du mineur n’est autre que la dimension de la sous matrice@&so

Exemple B.1 Considérons la matrice rationnelle

e ] 1 0 s—2
<5)‘<s+1><s+2><5+2 i1 1 )

Les mineurs d’ordre 1 sont donnés par

M22,3(3) = mv M1,2(5) = m>
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. _L 1 (g _; e 1 (s :L
M, 4(s) = GrG+2) M o(s) = (G+1)(s+2) b Myg(s) (s+1)(s+2)
et les mineurs d’ordre deux sont donnés par
— w s) = 82—_5 e s) = sl
B [ M R ) B (1 FE)

Définition B.4 Le rang d’'une matrice polynomiale (resp. rationnelle) eshbmbre maximum
de lignes ou de colonnes linéairement indépendantes surfgsales fractions rationnelles,
soit I'ordre maximal d’un mineur non nul de la matrice polyniale (resp. rationnelle). Le
rang normal d’'une matrice polynomiale (resp. rationneks} la valeur maximale que le rang
de cette matrice peut atteindre pour une valeur arbitraieesgi.e.

rang normal (M (s)) = max rang (M (n))
n

Le rang normal d’'une matrice polynomiale (resp. rationagtiorrespond donc au rang de cette
matrice presque pour tout s a I'exception d’'un ensemble Bnraleurs qui correspondent aux
zéros de la matrice polynomiale (resp. rationnelle).

Exemple B.2 Considérons les matrices polynomiales

Pl(s):<8+1 s+2) etpz(s):< s+1 s+2 )

s+3 s+5 s24+6s+5 s24+7s+10

et rationnelles

Ao=tap (i ) @ o= (1) )

On arang (Pi(s)) = 2 puisquedet (Py(s)) = s — 1 # 0 dans R (s) etrang (Ps(s)) = 1
puisque ses colonnes ne sont pas indépendantes, i.e.

s+ 2 8+ 2 s+ 1
2+ 7s4+10 ) s+1 \ s2+6s+5

rang normal (Fy(s)) = rang normal (Fy(s)) = 2 etrang (F1(1)) = rang (F»(0)) = 1.

Définition B.5 Le degré d’une matrice polynomiafe(s) € RP*™[s], notédeg (P(s)), est le
degré maximum parmi tous les degrés des mineurs d’ordremadxion nuls de°(s).

Compte tenu qu’une colonne (resp. une ligne) d’'une matridgnmiale peut étre vue comme
une matrice polynomiale, on peut en déduire naturellemertlgq degré de la j-€me colonne
(resp. i-eme ligne) de la matrice polynomidhs), notéelM,;(s) (resp. My (s)), est le degré
maximal des éléments de cette colonne (resp. ligne), soit

deg (Fe;(s)) = max (deg (Fyj(s))) (resp. deg (Pu(s)) = max (deg (Fy(s))))
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B.2 Formes remarquables.

On peut obtenir des formes canoniques des matrices polahesrou rationnelles modulo trois
opérations élémentaires de lignes (resp. de colonnes)pecurrence une permutation de deux
lignes (resp. colonnes), une multiplication d’'une lignesfy. une colonne) quelconque par un
nombre réel non nul, une addition a une ligne (resp. une aadiuelconque d’'une autre ligne
(resp. colonne) multipliée par un polynéme. Ces opératiémentaires sont effectuées par une
prémultiplication (resp. postmultiplication) par des meaés unimodulaires qui aboutissent aux
trois groupes de résultats donnés ci-dessous sans preG@esspreuves sont disponibles dans
une synthese concise et compréhensive sur les matricasopubles et rationnelles ([16]) et
dans les ouvrages sur les systemes linéaires ([15], [46]).

Le premier groupe de résultats concerne la forme de Hernliteedmatrice polynomiale ou
rationnelle propre obtenue a partir d’opérations élémergs sur ses colonnes (resp. lignes).

Résultat B.1 Toute matrice polynomial®(s) € RP*™[s| de rangr < min(p, m) dont lesr
premiéres lignes (resp. colonnes) sont indépendantesgpeutactorisée comme suit

P(s) = H(s)U(s) avec H(s) = ( gigg 8 )

(resp. P(s) =U(s)H(s) avec H(s) = ( Hlo(S) HQO(S) ))

ouU(s) € R™™[s] (resp.RP*?[s]) est une matrice unimodulaire éf(s) € RP*"[s| est une
matrice unique appelée forme de Hermite de la matf¢e) € RP*™[s] ou Hy(s) € R™*"[s]

et Hy(s) € RP=x"[s] (resp. R("~")*"[s]). H,(s) est une matrice qui n’a pas de structure
particuliere, alors quet; (s) est une matrice triangulaire inférieure (resp. supérigude rang

r tel que le i-eme (resp. j-eme) élément diagonal est un polgn@ormalisé de degré supérieur
a celui de tout autre élément de la i-eme ligne (resp. j-enhence). Et donc si le i-eme (resp.
j-éme) élément diagonal est égal a 1, alors les autres él&rdmnla i-eme ligne (resp. j-éme
colonne) sont nuls.

Résultat B.2 Toute matrice rationnelle propré’(s) € R2*™(s) de rangr < min(p, m) dont
lesr premieres lignes (resp. colonnes) sont indépendantesgpeufiactorisée comme suit

F(s) = H(s)B(s) avec H(s) = ( Z;Eg 8 )

<resp. F(s) = B(s)H(s) avec H(s)= ( Hl()<s> H20<8) ))

ol B(s) € Ry™[s] (resp.RE*P(s)) est une matrice bicausale ou bipropreféts) € RE*™(s)

est une matrice rationnelle propre appelée forme de Herngtéa matrice rationnelle propre
F(s) € Re™[s] ot Hy(s) € R (s) et Ha(s) € RY ™" (s) (resp.RY™ """ (s)). Ha(s) est
une matrice qui n’a pas de structure particuliére, alors dfis) est une matrice triangulaire
inférieure (resp. supérieure) de rangtel que le i-eme (resp. j-éme) élément diagonal est le
polynbmes*: et tout autre élément de la i-eéme ligne (resp. j-éme colomseune fraction
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Aii(s)

rationnelle ou A;;(s) de degréu;; < u;. Et donc si le i-eme (resp. j-éme) élément
diagonal est égal a 1, i.eu; = 0, alors les autres éléments de la i-eme ligne (resp. j-eme
colonne) sont nuls.

Le deuxiéme groupe de résultats concerne la forme de Smitledhatrice polynomiale ou
rationnelle propre obtenue par des opérations élémensaaressi bien sur les colonnes que sur
les lignes.

Résultat B.3 Toute matrice polynomial®(s) € RP*"[s|] de rangr < min(p,m) peut étre
factorisée comme suit
P(5) = U(8)Sme(5)U(s)

ouU(s) € RP*P[s] etU(s) € R™*™[s] sont deux matrices unimodulaires$t,.(s) € RP*™[s]
est une matrice polynomiale unique appelée forme de Smithrdatrice polynomiale(s) €
RP*™[s] qui se distingue par une structure particuliére donnée par

Sp(s) = ( ‘I’és) 8 ) avee W(s) = diag (V,(s))

ou lesV;(s) sont des polyndmes normalisés satisfaisant la proprigté) divise W, 1 (s) pour
i € [1,r — 1]. Ces polyndbmes sont appelés polynémes invariant3(dgec RP*"[s] et peuvent
étre déterminés comme suit

pour i € [1,7 —1]

ou D;(s) désigne le pgcd normalisé des mineurs d’ordre @) € RP*™|[s] avecD,(s) = 1.

Résultat B.4 Toute matrice rationnelle propré’(s) € Rb*™(s) de rangr < min(p, m) peut
étre factorisée comme suit )
F(s) = B(s)S(s)B(s)

ouB(s) € RP*?(s) et B(s) € RI"*™(s) sont deux matrices bicausales ou bipropres'éet) e
RP*™(s) est une matrice rationnelle propre unique appelee formerdéhSde la matrice ra-
tionnelle propreF(s) € RP*™(s) qui se distingue par une structure particuliere donnée par

S(s) = ( S’”(()S) 8 ) avec S,(s) = diag (s™™)

ou lesn; sont des entiers positifs satisfaisant la propriét€ n; <n, < ... <n; <... < n,.

Le troisieme groupe de résultats concerne la forme de Skhitktillan d’'une matrice ration-
nelle qui permet de généraliser la forme de Smith d’'une roatpolynomiale (resp. rationnelle
propre) au cas d’'une matrice fractionnaire qui n’est pase&sairement propre.

Résultat B.5 Toute matrice rationnellé’(s) € RP*™(s) de rangr < min(p, m) peut étre fac-
torisée comme suit

F(5) = U(8)Sme(s)U(s)
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ouU(s) € RP*P[s] etU(s) € R™*™[s] sont deux matrices unimodulaires®t.(s) € RP*™(s)
est une matrice rationnelle unique appelée forme de SmiktNan de la matrice rationnelle
F(s) € RP*™(s) qui se distingue par une structure particuliere donnée par

Sine(s) = < Aés) 8 ) avee A(s) = diag (ig)

ou lesV,(s) et ®;(s) sont des polynémes normalisés premiers entre eux satistdes pro-
priétés suivantes

U,(s) divise W;11(s) pour i € [1,r — 1]

et
®,(s) divise ®;_1(s) pour i € [2,7]

Résultat B.6 Toute matrice rationnellé’(s) € RP*™(s) de rangr < min(p, m) peut étre fac-
torisée comme suit

ouB(s) € RE*?(s) et B(s) € RI™™(s) sont deux matrices bicausales ou bipropreSgts) e
RP*™(s) est une matrice rationnelle unique appelée forme de SmakHNan a I'infini de la
matrice rationnelleF'(s) € RP*™(s) qui se distingue par une structure particuliere donnée par

S(s) = ( Sma(s) 8 ) avee Syoo(s) = diag (s°™)

ou lesn; sont des entiers relatifs satisfaisant la propriété; <n, <...<n; <... < n,.

Les formes de Hermite et de Smith ont été particulieremeligags pour le développement
des factorisations polynomiales premiéres qui constitliessence de I'approche polynomiale,
en I'occurrence la détermination du plus grand diviseur coam. Quant a la forme de Smith-
McMillan (resp. Smith-McMillan a I'infini), elle se disting par la mise en exergue des poles et
des zéros de transmission (resp. les pbles et zéros a l)idfume fraction rationnelle. En effet,
les zéros finis (resp. poles finis) de la matrice rationnél@) € R?*™(s) sont les racines du
polyndmeV,.(s) (resp.®;(s)). Quant a la structure a l'infini, on dira que la fraction rathnelle
admet un zéro (resp. pble) a l'infini d’ordre sin; > 0 (resp. n; < 0).

B.3 Factorisations polynomiales a droite.

Le concept de factorisations polynomiales a droite estgmt&sd’'une maniére concise avec une
attention particuliere aux éventuelles simplificationgqudates.

Définition B.6 Une factorisation polynomiale a droite d’'une matrice ratielle propreG(s)
de dimensiomp x m est une expression de la forme

F(s) = Qa(s)P; ' (s)

ouQ4(s) est une matrice polynomiale de dimensionm et P,(s) est une matrice polynomiale
inversible de dimensiom. Le degré de la factorisation polynomiale & droite Hés) est égal
au degré du déterminant de;(s) .
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SoitP(s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs desdresrationnelles; (s),
alors B(s) = P(s)F(s) est une matrice polynomiale de dimensjor m. Cette relation sug-
gére une factorisation polynomiale a droite #és), en I'occurrence

Il est possible d’élaborer d’autres factorisations de degius petit modulo une simplification
des facteurs communs entre les matrices polynomialeset P(s)1,,. Les définitions et résul-
tats donnés ci-dessus permettent d’introduire naturetieintes factorisations polynomiales des
matrices rationnelles a partir des notions de diviseurs oams et de matrices premiéres entre
elles.

Définition B.7 Une matrice polynomialé\,(s) de dimensionn x m est appelée diviseur a
droite de la matrice polynomial®(s) de dimensiomp x m s'il existe une matrice polynomiale
P(s) de dimensiomp x m telle que

P(s) = P(s)Aq(s)

Il est évident que sP(s) est une matrice polynomiale carrée et non singuliere, atbraque
diviseur de la matrice polynomialB(s) est une matrice polynomiale non singuliére.

Exemple B.3 Considérons la matrice polynomiale

+1)%(s+2)
Ps)=|,
() =1 (54 1)(s +2)(s +3)
Les diviseurs a droire sont les matrices polynomiales deedsionl respectivement données
par

Al(s) =1, Ai(s) =s+ 1,A%(s) =s+2 et A(s)=(s+1)(s+2)

On notera que chaque diviseur est un facteur commun des dgyixdmes dan#’(s) et que
Ai(s) est le diviseur de degré le plus élevé. Pour la matrice patyiate relativement moins
simple

(s+1)2%(s+2) (s+3)(s+5)

P“):[ 0 (5—1—3)(8—1-4)}
on distingue deux diviseurs a droite

s+1 0 ; (s+1)* 0
0 s+5| ¢ 0 s45

Définition B.8 Considérons deux matrices polynomiales) et Q(s) ayant le méme nombre
de colonnes. Le plus grand commun diviseur a droite des oesifi(s) etQ(s), que I'on notera
A%(s) 2 pgedd (P(s),Q(s)), est un diviseur & droite d€(s) etQ(s) dont tout autre diviseur
commun a droite de ces matrices est un diviseur a droite. Eius les diviseurs communs a
droite des matrice®’(s) et Q(s) sont des matrices unimodulaires, alors les matri¢¥s) et
Q(s) sont premiéres a droite.
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Considérons la factorisation polynomiale a droite de la ric&t rationnelle F'(s), Soit F'(s) =
Qa(s)P;'(s), et supposons qui,(s) est un diviseur commun des matrices polynomi@lgs)

et P;(s). Alors, compte tenu du fait que la matriég(s) n’est pas singuliére, le diviseur com-
mun n’est pas singulier &®,(s) = Py(s)R;'(s) etQq(s) = Qa(s)R;"(s) sont des matrices
polynomiales qui permettent d’avoir une autre factorisatpolynomiale a droite puisque

Qu(s)P; ' (5) = Qu(s)Ry" () (Pu(s) Ry (5)) ™" = Qu(s)P; ' (s) = F(s)
Par ailleurs, on a

deg (det (Py(s))) = deg (det (Pa(s))) + deg (det (Ra(s)))

Le degré de la nouvelle factorisation polynomiale est nemesment plus petit que celui de
I'ancienne factorisation pourvu qui,(s) etQ4(s) ne soient pas premiéres entre elles a droite.
Et la plus grande réduction de ce degré est atteinte pourds grand commun diviseux(s).

Il apparait alors clairement que I'extraction des divisswommuns a droite d’une factorisation
polynomiale a droite est une généralisation, au cas de®syss multivariables, du processus
de simplification des facteurs communs d’une fonction desfeat dans le cas des systemes mo-
novariables. Les plus grands communs diviseurs de deuxaeafpolynomiales peuvent étre
aisément obtenus a partir des résultats suivants.

Résultat B.7 Soient deux matrices polynomialBgs) € R™*"[s] et Q(s) € RP*™[s]. Si une
matrice unimodulaird/(s) € R(™P)*x(m+r)[5] et une matrice polynomiald’*(s) € R™*™[s]

sont telles que
o (60) = (%7)

Alors la matriceA}(s) € R™*™[s] est un plus grand commun diviseur a droite des matrices
P(s) e R™™[s] etQ(s) € RP*™[s].

Preuve.Notons d’'abord que la matrice unimoduaitgs) et son inverse, qui est une matrice
unimodulaire que I'on noterd (s), peuvent étre partionnées comme suit

o= (i o)+ Vo= (4 o)

On aura alors
(42) =0 ()= (3 ) (1)

P(s) = Via(s)Ag(s) et Q(s) = Var(s)Ag(s)

soit

A%(s) est donc un diviseur commun & droite des matrices polynesia(s) et Q(s). Par
ailleurs, siA4(s) est un diviseur commun a droite des matrices polynomi&les et Q(s),
alors il existe deux matriceB(s) et()(s) telles que
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P(s) = P(s)Aa(s) et Q(s) = Q(s)Aa(s)
Et compte tenu de la partition de la matri€&s), on a
A;(S) = Ull(S)P(S) + Ulg(S)Q(S) = (Ull(S)p(S) + Ulg(S)Q(S)) Ad(s)

Ay4(s) est donc un diviseur a droite d&’(s), ce qui prouve qué\’(s) est bien le plus grand
diviseur commun & droite des matrices polynomidtés) etQ(s).
COFD

Résultat B.8 Soient une matrice polynomiale non singuliétés) € R™*™[s| et une matrice
polynomialeQ)(s) € RP*™[s], alors les propositions suivantes sont équivalentes.

P1. P(s)etQ(s) sont des matrices premieres entre elles a droite.

P2. Il existe des matrices polynomialaqs) € R™*?[s| etY (s) € R™*™[s] telles que

X(s)Q(s) + Y(s)P(s) = Iy

P3. Pour tout nombre complexe s, on a
ran P(S) =1m
\ak) )~

Preuve.On montre que les implicatio3l — P2, P2 — P3etP3 — P1 sontvraies.

Pl — P2 se déduit aisément du résultat précédent. En effdt(s) et Q(s) sont des
matrices premiéres entre elles a droite, alors opyadd (P(s), Q(s)) = I,,,. Et compte tenu de
la partition de la matrice unimodulairé(s) adoptée pour la preuve du résultat 3.7, on peut
conclure qu'il existe deux matrices polynomialgs(s) € R™*™[p] etUs;(s) € R™*P[p| telles
queUi;(s)P(s)+Ua(s)Q(s) = I,,. On retrouve alors I'identité de Bezout av&Xs) = Usa(s)
etY(S) = Ull(S).

P2 — 'P3 est établie en remarquant tout simplement que l'identitd&deout peut se ré-
crire sous la forme

P(s
(Ve X)) (g ) =
En effet, supposons qu’il existe un nombre compiebed que
P(n) )
ran <m
g ( Q(n)
alors la propositionP2 ne peut étre vraie.
Pour montrer queP3 — P1, supposons qu®3 est vraie et que\,(s) est un diviseur a

droite des matrice®>(s) etQ(s). Alors ils existent”(s) € R™™[s] etQ(s) € RP*™[s] telles
que
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P(s) ) ( P(s) )
= A A
(ot )= (60 ) s
Par ailleurs, sidet (A,4(s)) estun polyndme de degré au moins un et de ragjdors A,(n) est
une matrice complexe de rang inférieur a celui de la matrickypomialeA,(s). On aura alors

rang ( SEZ; ) < rang () <m

ce qui est contractoire par rapport au fait que3 soit vraie.A,(n) est donc une constante non
nulle, i.e.A,(s) est une matrice unimodulaire, et doRd est vraie.
COFD

Par ailleurs, soient\*(s) et A%(s) deux plus grands communs diviseurs a droite des matrices
P(s) etQ(s), alors il existe deux matrices polynomial&s(s) et Uy(s) telles queAs(s) =
Uqa(s)Ax(s) etA4(s) = Ug(s)A%(s), SOitA%(s) = Uy(s)Ug(s)A%(s). Et siA%(s) estinversible,
alors Uy(s) etUy(s) sont unimodulaires. Ceci nous améne naturellement autasuivant

P(s)
Q(s)
les plus grands communs diviseurs a droite des matit{e$ et )(s) sont des matrices unimo-
dulaires.

Résultat B.9 Suppsons que la matrice polynomi{e est de rang plein en colonnes,

Ce résultat conduit naturellement a la définition du conapmatrices premieres entre elles.

Définition B.9 Deux matrices polynomiales ayant le méme nombre de colomepremiéres
entre elles a droite si et seulement si leurs plus grands asmsndiviseurs a droite sont des
matrices unimodulaires. La factorisation polynomidiés) = Q.(s)P;'(s) est qualifiée de
premiére a droite si les matriceg,(s) et P;(s) sont premiéres entre elles a droite.

Exemple B.4 La matrice de fraction rationnelle

1 1
s+1 s+2
G(s) =
1 1
s+3 s+5

peut se mettre sous la forme d’une factorisation polynoepaémiere a droite donnée par

(D ) a o (131120

B.4 Factorisations polynomiales a gauche.

Le concept de factorisations polynomiales a gauche peet développé aisément par une
simple transposition des définitions et résultats assamiesoncept de factorisations polyno-
miales & droite données ci-dessus.
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Définition B.10 Une factorisation polynomiale & gauche d’une matrice ratielle propre(s)
de dimensiomp x m est une expression de la forme

F(s) = P (s)Qy(s)

ou P,(s) est une matrice polynomiale inversible de dimensioret (),(s) est une matrice
polynomiale de dimensignx m. Le degré de la factorisation polynomiale & gaucherie)
est égal au degré du déterminant Bgs) .

Une factorisation polynomiale & gauche évidente de la roatrationnellef’(s) est donnée par

ou P(s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs dedrescrationnelles; (s).
Les factorisations polynomiales a gauche des matricesmatlles peuvent étre réduites a par-
tir d’'une simplification des diviseurs communs a gauche desmposantes matricielles.

Définition B.11 Une matrice polynomialé',(s) de dimensiorp x p est appelée diviseur a
gauche de la matrice polynomial&(s) de dimensiop x m s'il existe une matrice polynomiale
P(s) de dimensiomp x m telle que

P(s) = Ty(s) P(s)

Exemple B.5 Considérons la matrice polynomiale

_ (s +1)%(s +2)
P(s) = [ (s+ 1)(s +2)(s +3) }

La matrice polynomiale

_ [ s+ 1)*(s+2) 0
Lg(s) = [ 0 (s+1)(s+2)(s+3) }

est un diviseur a gauche

Définition B.12 Considérons deux matrices polynomialés) et(Q(s) ayant le méme nombre
de lignes. Le plus grand commun diviseur & gauche des matfice et Q(s), que I'on notera

[y (s) 2 pgedg (P(s), Q(s)), est un diviseur & gauche d&(s) et()(s) dont tout autre diviseur
commun & gauche de ces matrices est un diviseur a gauchetdtsdes diviseurs communs a
gauche des matriceB(s) et Q(s) sont des matrices unimodulaires, alors les matritgs) et
Q(s) sont premiéres & gauche.

Les plus grands communs diviseurs a gauche de deux matobgsomiales sont déterminés a
la lumiere des résultats suivants.

Résultat B.10Soient deux matrices polynomial€$s) € RP*P[s] et Q(s) € RP*™[s]. Si une
matrice unimodulaire/(s) € RPt™*@+m[s] et une matrice polynomialE;(s) € RP*?[s]
sont telles que
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[ P(s) Q) JU(s) = [T3() 0]

Alors la matricel’;(s) € R™*™[s] est un plus grand commun diviseur a gauche des matrices
P(s) € RP*P[s] etQ(s) € RP*™[s].

Résultat B.11Soient une matrice polynomiale non singuliétés) € RP*?[s| et une matrice
polynomialeQ)(s) € RP*™[s], alors les propositions suivantes sont équivalentes.

P1. P(s)etQ(s) sont des matrices premiéres entre elles a gauche.

P2. Il existe des matrices polynomial&qs) € R™*?[s] etY(s) € R™*"™[s] telles que
Q(s)X(s) + P(s)Y (s) = L

P3. Pour tout nombre complexg on a

rang ( P(s) Q(s) ) =m

Par ailleurs, soient\’(s) et A} (s) deux plus grands communs diviseurs & gauche des matrices
P(s) etQ(s), alors il existe deux matrices polynomial€g(s) et U, (s) telles queA;(s) =

Uy(s)A%(s) et_AZ(s) = Uy(s)A;(s), sOitA%(s) = Uy (s)Uy(s)Aj(s). EtsiA(s) estinversible,
alorsU,(s) etU,(s) sont unimodulaires. Ceci nous amene naturellement autasuivant

Résultat B.12Supposons que la matrice polynomidleP(s) Q(s) ) est de rang plein en
lignes, les plus grands communs diviseurs a gauche desaesft{s) et (s) sont des matrices
unimodulaires.

Ce résultat conduit naturellement a la définition du conaBpmatrices premieres entre elles a
gauche.

Définition B.13 Deux matrices polynomiales ayant le méme nombre de lignésdges pre-
mieres entre elles a gauche si et seulement si leurs plusigreammuns diviseurs a gauche sont
des matrices unimodulaires. La factorisation polynomiBlg) = P, '(s)Q,(s) est qualifiée
de premiére a gauche si les matricBgs) etQ,(s) sont premiéres entre elles a gauche.

Exemple B.6 La matrice de fraction rationnelle

1 1

+1 + 2
F(s) = S S
1 1

s+3 s+5

peut se mettre sous la forme d’une factorisation polyncerpaémiére a gauche donnée par

(S):<(s+1)(8+2) 0 _ [ s+2 s+1)

F 0 (s+3)(s+5)) ct Qg(s)_<s+5 s+3

g
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Notons que deux matrices polynomiales peuvent étre presné@ntre elles a gauche sans étre
premiéres entre elles a droite pour autant comme lillu$egemple suivant.

Exemple B.7 Les matrices rationnelles

Po=| %, G eem=] 7

s S

sont premieres entre elles a gauche mais ne sont pas prengete elles a droite puisque

0 0
0 0

1

La forme de Smith d¢ P(s) Q(s) | estégale a 0

— O

alors que

: P(s) } . \
La forme de Smith d est égale a
{ Q(s) J

S O O
SO O w O

La relation entre les factorisations polynomiales preraga droite et a gauche est particulié-
rement mise en exergue par le résultat suivant.

Résultat B.13Considérons une fraction rationnelle prop&s) € RP*™ (s) décrite par deux
factorisation polynomiales premiéres a droite et a gauciog,

F(s) = Qa(s)P; ' (s) = Py ' (s)Qy(s)

Alors il existe un scalaire non nudltel quedet (Py(s)) = ddet (P,(s)).

Preuve.CommeP,(s) et Q,(s) sont des matrices polynomiales premiéres entre elles dedroi
il existe une matrice unimodulaité(s) € RP+m>r+m) (5] telle que

v (G )= (%)

Et comme l'inverse d’une matrice modulaire est une matrioglutaire, on peut partitionner
U(s) et son inverse que I'on notefid(s) comme suit

o= (s i ) Vo= (0 )

On aura alors
Pa(s) = Vii(s) et Qals) = Vai(s)

V11(s) est donc une matrice unimodulaire. On peut alors détermaigEment la matrice poly-
nomialeUx(s) a partir de la remarque 2.1, soit

UQQ(S) = (‘/22(3) - ‘/21(5)‘/111(8)‘/12(5))_1
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Uy (s) est donc une matrice unimodulaire puisquellggs) sont des matrices polynomiales.

Par ailleurs, en utilisant le fait qué&/(s)V (s) = I, et quelii(s) = Py(s) etVai(s) = Qa(s),
on aura

Ugl(S)‘/lg(S) + UQQ(S)‘/QQ(S) = Ip et Ugl(S)Pd(S) —+ UQQ(S)Qd(S) = Om

Usi(s) et Ux(s) sont alors des matrices polynomiales premiéres & gauch@eumettent de
définir une factorisation polynomiale premiére a gaudh@) = —Us," (s)Us1(s).

Et en utilisant une autre fois la remarque 2.1 tout en tenapte du fait qué/; (s) = Py,(s) et
Usy' (8) = Vaa(s) — Vau (s) Vi1 (s)Via(s), on aura

det (V(s)) = det (Py(s)) det (Uzal(s))

On peut ainsi conclure que pour la factorisation polynomiatemiéreF(s) = —Us,' (s)Usi (s),
on a bien la relationdet (Uxs(s)) = ddet (Py(s)) avecd = det (U(s)). Et ce résultat est vrai
pour toutes les factorisations polynomiales a gauche detifsa rationnelleF'(s) en vertue de
la relation unimodulaire sous-jacente.

COFD

Remarque B.1La preuve donnée ci-dessus est constructive dans la mesuefieo permet
d’élaborer une factorisation polynomiale premiére a gagichune fraction rationnelle propre
a partir de sa factorisation polynomiale premiere a droite.

B.5 Propreté des lignes et des colonnes.

La propreté des colonnes et des lignes d’'une matrice polialerast naturellement introduite a
partir de sa matrice des coefficients de plus haut degré plamce ou par ligne définie comme
Suit.

Définition B.14 La matrice des coefficients de plus haut degré par colonrep(rgar ligne)
d’une matrice polynomialé(s) € RP*™[s], que I'on noteral’, (P(s)) (resp. Iy (P(s))), est
constituée des coefficients des termes de plus haut degréad@e colonne (resp. ligne) de
P(s). P(s) € RP*™[s] est dite colonne-propre ou colonne-réduite (resp. ligneppe ou ligne-
réduite) sil'. (P(s)) est de rangn (resp. I'; (P(s)) est de rang p).

On notera qu’une matrice polynomiale colonne-propre (rdgme-propre) n'est pas nécess-
airement ligne-propre (resp. colonne-propre) comme le tnedifexemple suivant.

Exemple B.8 Considérons la matrice polynomiale

On peut vérifier aisément que

Fz(P(S))ZH H et FC(P(S)):H (1’]

P(s) est donc une matrice ligne-propre sans étre une matricent@epropre pour autant.
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Les résultats suivants permettent de caractériser leonstide propreté des lignes et des co-
lonnes d’'une matrice polynomiale et de montrer qu'’il estgille de rendre colonne-propre
(res. ligne-propre) une matrice polynomiale de rang plaircelonnes (resp. en lignes) modulo
une multiplication a droite (resp. & gauche) par une matucémodulaire.

Résultat B.14 Soit une matrice polynomialB(s) € RP*™[s] de rang plein en collonnes (resp.
en lignes).P(s) est colonne-propre (resp. ligne-propre) si et seulement si

deg Z deg cz
(resp deg (P Z deg (Pu(s >

Résultat B.15SoientP(s) € RP*™[s] avecrang (P(s)) = m (resp. rang (P(s)) = p). On
peut toujours trouver une matrice unimodulaitg(s) € R™ ™[s] (resp. Uy(s) € RP*P[s])

telle quePl;(s) = P(s)Uq4(s) est une matrice colonne-propre (redp(s) = (s)P( ) estune
matrice ligne-propre).

Les résultats suivants confirment que les factorisatiognomiales généralisent bien la no-
tion de fraction rationnelle du cas scalaire au cas matricie

Résultat B. 1680itF( ) € RP*™(s) une matrice rationnelle propre (resp. strictement propre)
etQq(s)P; ' (s) 'une de ses factorisations polynomiales a droite. Alorsao

deg (Fuci(s)) = deg (Qaci(s)) (resp. deg (Paci(s)) > deg (Qac;(s)))

ou Py.;(s) représente la j-eme colonne de la matriegs) et QQq.;(s) représente la j-eme co-
lonne de la matricé),(s).

Résultat B.17 Soient deux matrices polynomialgg(s) € R™*™[s| et Qq(s) € RP*™[s] avec
P4(s) inversible et colonne-propre. La matrice rationnelfe (s)Q,(s) € RP*™(s) est propre
(resp. strictement propre) si et seulement si

deg (Puc;(s)) = deg (Qac; (s)) (resp. deg (Pac;(s)) > deg (Quc;(s)))

ou Py.;(s) représente la j-éme colonne de la matriegs) et QQq.;(s) représente la j-eme co-
lonne de la matricé),(s).

Par ailleurs, on peut déterminer aisément les péles et lessAinis d’'une matrice rationnelle
a partir des factorisations polynomiales premieres a drat a gauche issues de sa forme de
Smith-McMillan.

Résultat B. 18SoitF( ) € RP*™(s) une matrice rationnelle propre de dimensign x m)
et Qq(s)P;'(s) (resp. P (5)Qq(s)) une factorisation polynomiale premiere a droite (resp. a
gauche). Alors ona Ies propriétés suivantes
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P1. Les podles de la matrice rationnellB(s) sont les racines du polyndmet (P,(s)) =
det (P,(s)).

P2. Les zéros de transmission de la matrice rationnél(@) sont les racines des polyndmes
invariants des matrice® (s) etQ,(s).

Preuve.Compte tenu de la forme de Smith-McMillan donnée au résBifaton peut en déduire
des factorisations polynomiales premiéres a droite et achausoit

F(s) = Qa(s) Py ' (s) = Py ' (5)Qy(5)

avec

)= (25 0 v e ne= (750 )

ou Z(s) et P(s) sont les matrices diagonales
Z(s) = diag (Vi(s)) et P(s) = diag (Pi(s))

Il est évident que les pbles (resp. les zéros) avec leurspiicités de la matrice rationnelle
F(s) ne sont autres que les racines des polyndmes invariants deatece P;(s) ou Py(s)
(resp. Qq(s) ou Py(s)). Pour compléter la preuve, il suffit de montrer que les masie(s)

ou ()(s) associées a une factorisation polynomiale & droite ont tan®dde Smith-McMillan
puisque le méme résultat peut étre établi dans le cas d’'ucriaation polynomiale pre-
miére a gauche. Soient deux factorisations polynomialesnjiires a droite,(s)P; ' (s) et
Qa(s)P;'(s) de la matrice rationnellé”(s). Compte tenu du résultat 3.7, il existe des matrices
unimodulaired/(s), W (s), U(s) etW (s) telles que

o (56) (") o (8)-("8")
soit

(0 g e )= () - ("a™ 5 v

(s) )
Il existe donc deux matrices unimodulaiféss) etV (s) telles que

i ) (9) 70 gl ) - (%)

On aura alors

om
=

soit
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Il existe donc une matrice unimodulaitg(s) telle queF;(s) :_Pd(s)Ud(s) et doncP,(s) et
P,(s) ont la méme forme de Smith. Par ailleurs, comfies) = Py(s)Uy(s), on aura

Qa(s)Uz " ()P (5) = Qa(s) Py ' (s)

Ce qui permet d’en déduire qug;(s) = Qq(s)Uy(s) et donaQ,(s) etQ,(s) ontla méme forme
de Smith.

B.6 Conclusion.

Ce chapitre est une synthese sur les matrices polynomialegiennelles avec une attention
particuliére aux définitions et résultats qui constituelessence de I'approche polynomiale
de la théorie des systemes linéaires, en I'occurrence leade canoniques des matrices po-
lynomiales et rationnelles, les factorisations polyndesapemiéres a gauche et a droite des
fractions rationnelles propres et la propreté des coloneedes lignes d’une matrice polyno-
miale. Ces outils fondamentax ont particulierement pertid$endre d’'une maniere efficace
tous les résultats qui ont été développés pour les systémmsvariables au cas des systémes
multivariables tout en révélant 'importance de l'algeldans le développement de la théorie
des systémes linéaires.

B.7 Problemes

On propose un ensemble de problémes allant d’une évaluatitonome des connaissances
acquises a une modeélisation vigoureuse d’'une classe demsgstéchantillonnés en passant par
le confort de quelques remarques pertinentes.
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Annexe C

Equations algébriques de Riccati

L'équation de Riccati constitue la pierre angulaire deslfgéanes de contrdle et d’estimation
optimale du typé4, et’H... Soient A, Q et R des matrices réelles de dimensiam avec Q et
R symétriques, alors une équation algébrique de Riccastraatre que I'équation matricielle

A X+ XA+ XRX+Q=0 (C.1)
ou X € R™™ est I'inconnue. On notera que la solution de cete équationsséserve d’exis-

tence, n’est pas unique mais si l'on restreint I'ensembkegtgutions aux matrices symeétriques,
définies non négatives et stabilisantes, i.e.

(X eRV™ /X =X*>0etV(A+ RX) € Dy, } (C.2)

alors la solution, sous réserve d’existence, est uniqudyf@e de solution est particulierement
considéré dans les applications relevant de la théorie gstemes.

On découvrira dans ce qui suit que la résolution de I'équatibgébrique de Riccati C.1 est
particuliéerement basée sur le sous espace propre et stable mhatrice hamiltonienne

H — ( _AQ _Z* ) 6]R2n><2n (C3)

Cette matrice est caractérisée par quatre faits remarqesljue I'on peut vérifier aisément.

F1. Le premier fait concerne I'expression de I'équation alggbe de Riccati en fonction de
la matrice hamiltonienne

I, \
(—x In)H<X)_O (C.4)
F2. Le deuxieme fait releve de la similitude de la matrice heomienne et sa transposeée, soit
—H*=J'HJ avec J = < _0; é” ) (C.5)

Comme H est une matrice réelle, on peut en déduire naturetieque si\ est une valeur
propre de la matrice hamiltonienne, alors il en est de méme pon opposée, soit

ANeV(H) = —-\eV(H) (C.6)

461



462

F3. Le troisieme fait concerne la similitude de la matrice hiémmienne avec une matrice dé-
pendant explicitement de la matriget RX qui permet de définir la solution stabilisante,

soit
-1
I, 0 I, 0\ (A+RX R
(O (B ) (M ) e

On peut alors en déduire naturellement que
det (sly, — H) = det (sI,, — A— RX) (—1)"det (—sl,, + A+ RX) (C.8)

F4. Le quatriéme fait consiste en la décomposition de la matiemiltonienne sous la forme
de Schur

o o A A _( U U
H—UAUowecA—( 0 A22) etU—(U21 U22) (C.9)

ol est une matrice complexe unitaire dont les colonnes sontées par les vecteurs
propres et les vecteurs propres généralisés de la matricailt@nienne etA est la ma-
trice de Jordan associée aux valeurs propres de la matricailb@nienne : le blocA;
est associé aux n valeurs propres dont la partie réelle egatige ou nulle, alors qué,,
correspond aux n valeurs propres qui ne figurent pas dens

Remarque C.1Si la matrice hamiltonienne n’a aucune valeur propre suxéamagi-
naire, alors le blocA; correspond aux valeurs propres a partie réelle négativét, so
V(A1) =V (H) () Dsa-

Dans ce qui suit, on présente deux ensembles de résultatarfmmtaux sur les équations al-
gébriques de Riccati. Le premier est consacré aux solutiéngrales , alors que le second est
particulierement dédiée aux solutions stabilisantes.

C.1 Solutions générales.

On distingue quatre résultats fondamentaux sur la résotuties équations algébriques de Ric-
cati. Le premier résultat offre une méthode de résolutiohiétpiation algébrique de Riccati.

Résultat C.1Soit€ € C?" un sous-espace invariant de dimension n associé a la mateee
miltonienne H el/; etV; deux matrices complexes telles que

E=1Im ( 1 ) e C¥xn (C.10)
Va

SiV; est inversible, alorsy = 15,V,! est une solution de I'équation algébrique de Riccati et
cette solution est indépendante de la base considérée aaéfihition du sous espace invariant
E. Par ailleurs,onaV (A+ RX) =V (H|¢).

Preuve. Commef € C?" est un sous espace invariant de la matrice hamiltonienrexigite
une matriceh € C?"*" telle que

A R Vi Vi
(o ) ()= (i) (4D
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En postmultipliant les deux membres de I'équation C.11 aanatricelV, ', qui existe puisque
Vi est réguliére, on aura

A R I, A
(o ) (i) - (Vv 1
Et en prémultipliant les deux membres de I'équation C.12Iapamatrice( A ) on
obtient

(vt h)(jgij})<‘é%l)zo (C.13)

puisque

_ VIAV!

En développant le premier membre de I'équation C.13, oreabti
VoVt A+ A VRV P+ VT RV VT +Q = 0 (C.14)

Ce qui montre que la matricg,V;~* est bien une solution de I'équation algébrique de Riccati
(C.1). Et comme un changement de base peut étre naturelieéadisé modulo une multiplica-
tion par une matrice réguliére de dimension appropriéesoit

Vi _( WTr
(1Yo (4 19
la solution de I'équation algébrique de Riccati correspantk est bien indépendante de la base
génératrice du sous-espace propre de stabilité puisque

Xr=WT WD) =Wt =X
Par ailleurs, compte tenu de I'équation C.12, on obtient

A+ RX =VIAV7' < V(A+RX)=V(A) =V (H|E)
COFD

Le deuxieme résultat n’est autre que la réciproque du premdsultat. || permet de mieux
apprécier la résolution d’'une équation algébrique de Ritcca

Résultat C.2Si une matriceX € C™*™ est une solution de I'équation algébrique de Riccati

C.1, alors il existe une matrice réguliefg € C"*™ et une matricel, € C™*" telles que

X =1,V ! et les colonnes de la matri<<e “;1 ) € C?"*" forment une base d’'un sous espace
2

invariant de la matrice hamiltonienng.

Preuve. PosonsA 2 A + RX, onauraXA = XA + XRX = —@Q — A*X puisqueX est
une solution de I'’équation algébrique de Riccati C.1. Casxdelations peuvent s’écrire sous

la forme
A R I, I,
(—@—m)<X):<X)A (C.16)
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. I - .
qui permet de conclure que les colonnes d%(" ) € C*xn générent bien un sous-espace

invariant de la matrice hamiltonienne. Ceci suggeére de greiv; = I, etV, = X pour ré-
pondre aux conditions requises par le résultat.
COFD

L'exemple suivant est un bon exercice d'’illustration desuttats donnés ci dessus sur la re-
solution des équations algébriques de Riccati.

Exemple C.1Considérons le cas ou les matrices A, R et Q sont respectitatoenés par

—3 2 0 0 00
A:<—2 1)’R:<0 —1) et@z(o 0)

Le spectre de la matrice hamiltonienne associée et leswecpeopres et vecteurs propres gé-
néralisés correspondants sont respectivement donnés par

V(H)={1,1,-1,—1}

et
1 -1 1 1
v = 2 vy — —1.5 vy — 1 et vy = 1.5
2 ’ 1 ’ 0 0
-2 0 0 0

Les solutions de I'équation algébrique de Riccati peuvéorttseétre déterminées a partir des
sous-espaces invariants de la matrice hamiltonienne,&oit G {vy, v}, & = G{vq,v3} et
& = G {v1,v2}. On en profitera pour préciser le spectre de la matrice- RX.

& —» X:(‘éo _64) — V(A+RX)={L1}
& — X:<_22 _22) — V(A+RX) = {1,-1}
£ —» X:<8 8) — V(A4 RX) = {—1,-1)

On notera quej {vy, v4}, G {v2, v3} €tG {vq, v4 } NE sont pas des sous-espaces H invariants.

Le troisiéme résultat précise une condition suffisante e la solution de I'équation algé-
brique de Riccati soit une matrice hermitienne qui n’est pésessairement réelle.

Résultat C.3Soit£ € C?" un sous espace invariant de dimension n de la matrice hamilto
nienne H et soit la paire matriciellé/;, V,) € C**™ x C"*" telle que

5:1m( “f) et D MY 2V (H)
2

Siles éléments du specWe H |¢) vérifient la propriété\;+\; # 0V (i, j) € [1,n]x[1,n], alors
V*V, est une matrice hermitienne. Et si en plusgst une matrice réguliére, alors = V,V; !
est une matrice hermitienne.
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Preuve. Puisquef est un sous espace invariant de la matrice hamiltonienné ékiste une
matriceA € C"*" telle que

V(A) =V (Hle) etH<2):<2)A

Et si I'on pré-multiplie cette équation p% “;1 ) J, on aura
2

Vi’ % i\, [V
() ()= (i) 2 (i)

Et commeJH est matrice réelle symétrique (et donc hermitienne), il &de méme pour le
premier membre de I'équation C.17 et donc son second mestite,

() ()= () ()= () 7 (3)
Cette équation peut se mettre sous la forme
(=ViVa+ VoVI) A+ A (Vi Vo + VaVh) =0
qui n’est autre qu’une équation de Lyapunov qui admet unaisol unique
~ViVa+VaVi =0

compte tenu du fait que; (A) + A\; (A) # 0V (i,j) € [1,n] x [1,n]. Ceci implique que la
matriceV;*V, est hermitienne.

Par ailleurs, si la matricdl/; est une matrice réguliere, alors la solution peut se récsines la
formeX = (V;™')" (VVa) (V') qui montre clairement que la solution est bien hermitienne
puisque la matricé/;*V, est hermitienne.

CQFD

Le quatrieme résultat donne les conditions nécessairesiféisantes pour que les solutions
de I'équation algébrique de Riccati soient réelles.

Résultat C.4Soit£ € C?" un sous-espace invariant de dimension n de la matrice hamilt
nienne H et soit la paire matriciell€V;, 15) € C"*™ x C™*" telle queV; est inversible et
Vi : .
les colonnes de< Vl ) forment une base dé. Alors X = V5V, est une matrice réelle
2
si et seulement sf est un sous-espace symétrique et conjugué, i.e. satistdasaropriété
vef = vekf.

Preuve. Notons d’abord que le sous-espace invariant par H peut ééfenda partir de la

solution de I'équation algébrique de Riccati comme guit= Im é? . La condition est

donc nécessaire puisqéeest un sous espace symétrique conjugué si la solution X elit.ré
Montrons maintenant que la condition est suffisante. Podiaite, supposons qug est un sous
espace symétriqgue et conjugué, alors il existe une matégaliere? € C**" telle que

(5)-(1)"
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Cette propriété permet de conclure naturellement que latgmi de I'équation algébrique de
Riccati est bien réelle puisque

X =WV =WP)(MP) =1kl =X
COFD
L’exemple suivant montre que les solutions d’une équatigébaique de Riccati ne sont pas
nécessairement hermetiennes ou réelles et que la conditien\; # 0V (i, 5) € [1,n] x [1,7n],

qui exclut la possibility d’avoir des valeurs propres suaxe imaginaire, n’est pas une condi-
tion nécessaire pour I'existence d’une solution hermetgen

Exemple C.2Considérons le cas ou les matrices A, R et Q sont respectitatoanées par

10 0 -1 0 2 0 00
A=100 -1 |, R= 0 0 0 et Q=10 0 0
01 O -2 0 -4 0 00

Le spectre de la matrice hamiltonienne associée et les wecf@opres et vecteurs propres
généralisés correspondants sont respectivement donmés pa

V<H> = {17j7j7_17_.j7 _j}

On notera que cette matrice ne vérifie pas la conditier- \; # 0V (i,5) € [1,n] x [1,7]
puisqu’elle admet des valeurs propres sur I'axe imaginaiegs la solution issue du sous espace
invariant associé aux valeurs proprés-1, j, —j}, soit

X =

S O N
o O O
o O O

est une matrice symétrique réelle et définie non négativeaiffaurs, on peut vérifier aisément
que
0 0.5(1+35) 0.5(1—3)
X=10 0 0
0 0 0

est une solution de I'équation algébrique qui n’est ni héi@nine ni réelle.

C.2 Solutions stabilisantes.

La résolution de I'équation algébrique de Riccati requiente méthode appropriée pour la dé-
termination des sous-espaces invariants de la matrice lhaminne. Les solutions dépendent
du sous-espace invariant considéré et ne sont pas nécessait stabilisantes : une propriété
vitale pour les applications relevant de la théorie des &ysds, en I'occurrence la commande
et 'estimation optimales. A la lumiére des fait® et 73 et du résultat C.1, on peut exhiber
deux hypotheses nécessaires pour avoir une solution isiziié.

e La premiere hypothése est intrinséque a la nature stalitssde la solution, soit

H1. VH)NA;, =0
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Cette hypothese, qui stipule que la matrice hamiltonieriaémet aucune valeur propre
sur I'axe imaginaire, permet de décomposer le spectre deatioe hamiltoniennne en
deux spectres disjoints comme suit

V(H)=V_(H)®V, (H)

ou V_ (H) désigne I'ensemble des valeurs propres a partie réelle tidgaalors que
V. (H) désigne I'ensemble des valeurs propres a partie réelletipesiLa solution sta-
bilisante doit étre naturellement déterminée a partir d'swus espace invariant de di-
mension n associée au spectie(H ). On utilisera plus particuliérement le sous-espace
propre de dimension n issu des vecteurs propres et des vegeypres genéralisés cor-

respondants aux valeurs propres a partie réelle négatses X' (H) = Im ( 51 ) €
2

CQanl

0y,

I
Alors la matriceV; est inversible si et seulement si le sous esp¥cé¢H ) est complé-
mentaire au sous-espagée.

Remarque C.2So0it X, € R?" un sous-espace vectoriel défini par = Im

e La seconde hypothese releve de la faisabilité du calcul dgelation, en I'occurrence la
matricel; € C™*" est inversible et on peut I'exprimer conformément a la requarC.2
comme suit

H2. X_(H)NA&.={0}

Cette hypothése permet de déterminer la solution stabiiés® = 1,V,"! qui est unique
puisqu’elle ne dépend pas de la base considérée du souseegpgmeX’ (H ).

Les hypotheseH 1 et H2 permettent de déterminer d’une maniére unique la solutiabik-
sante a partir de la matrice hamiltonienne. Ainsi, on peutrdéla fonction Ric : H — X =
Ric(H) dont le domaine de définition, que I'on notetam (Ric), n'est autre que I'ensemble
des matrices hamiltoniennes satisfaisant les hypoth&dest 2. Ainsi, on aura

Ric: H € dom (Ric) C R*™®" s X = Ric(H) € R™™"

On présente dans ce qui suit deux résultats fondamentawsacods aux solutions stabilisantes.
Le premier résultat corrobore la nécessité des hypotheseseptées ci-dessus.

Résultat C.5Considérons I'équation algébrique de Riccati et la mattegniltonieenne asso-
ciée H et supposons qué € dom (Ric). Alors X = Ric(H) est une solution symétrique et
stabilisante.

Preuve. L'existence de la solution et son unicité est une applicatimecte du résultat C.1 et
sa nature stabilisante est une conséquence naturelle dix dwosous espace invariant de H
considéré pour sa détermination. Il reste a montrer que latsan est symétrique. Et compte
tenu du fait que la solution peut se récrire comme suit

X =WVt = (Vi) (V) (Vi)
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il suffit de montrer que la matric&}*V> est symeétrique. Pour ce faire, on notera d’abord que
compte tenu de I'élaboration du sous espace invari@nt(H), il existe une représentation
matricielle H, de la restrictionH | x_x) telle que

()= (i)

Et si I'on pré-multiplie cette équation p% “;1 ) J, on aura
2

Vi)’ Vi\_ (VY Vi
() ()= () 7 (3)m €19
Et commeJH est matrice réelle symétrique (et donc hermitienne), il &nde méme pour le
premier membre de I'’équation C.18 et donc son second mestite,

(1) (3 () - (2 ()
Cette équation peut se mettre sous la forme
(=ViVa+ V5Vi) Hy + HY (Vi Va + V5V1) =0 (C.19)
qui n’est autre qu’'une équation de Lyapunov qui admet unatisol unique
—ViVo+ ViV =0

compte tenu du fait qu¥ (H,) C Ds,. On aura alorsV*V, = V1] et donc la matricd/[*V,
est hermitienne.
COFD

Le deuxiéme résultat donne des conditions nécessairedfisaates pour que I'équation al-
gébrique de Riccati ait une solution stabilisante uniquedaio certaines restrictions sur la
matrice R.

Résultat C.6 Supposons que I'’hypothesé est satisfaite et que la matrice R est indéfinie, i.e.
R>00uR <0.AlorsH € dom (Ric) si et seulement $i4, R) est stabilisable.

Preuve. Comme I'hypothesgl1 est satisfaite, on peut élaborer le sous espace prépréH )
et noter qu'il existe une représentation matricielle de la restrictionH | x_(x) telle que

Viy_ (W
H(VQ)_(VQ)HS (C.20)
et queV;*V; est une matrice hermitienne comme I'indique la preuve dult&sC.5. Par ailleurs,
compte tenu de la nature de la matrice R, ie> 0 ou R < 0, on peut montrer qué\ (V})

est un invariant dd,. En effet si I'on pré-multiplie les deux membres de I'équatC.20 par
( I, 0, ),onobtient

AVi + RV, = Vi H, (C.21)
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Et soitv € N (V1), en pré-multipliant pan*V;* et post-multipliant paw les deux membres de
I'equation C.21, tout en utilisant le fait que la matriég V; est hermitienne, on obtient

v*Vy RVyv = 0

On aura alorsRV,v = 0 puisque R est indéfinie. Et si on post-multiplie les deux mesrde
I'équation C.21, on obtient; H,v = 0 et donc\ (V) est un bien un invariant d/,.

Montrons que la condition est suffisante. Compte tenu deflaitién dedom (Ric) et du fait
que I'hypothesé{1 est satisfaite, il suffit de monter que I'hypoth@se est satisfaite sjA, R)

est stabilisable. Et comme I'hypothé&Re est satisfaite si et seulement si la matriGeest ré-
guliere, il suffit de montrer qu&/ (V;) = {0}. Pour ce faire, on adoptera un raisonnement par
I'absurde. Supposons qué (V;) # {0}, alors il existeA € V (H,|x1;)) €t un vecteur non nul
ve N (V) tel que

Hoy=X\v (C.22)
En pré-multipliant les deux membres de I'’équation C.20 (pag I, ) on obtient
—QVi + A"V, = Vo H, (C.23)

Et en post-multipliant les deux membres de cette équatiorvaut en utilisant I’équation
C.22,0na

(A* + \,) Vau = 0
En combinant cette équation avec la proprié&t€,v = 0 établie plus haut, on trouve

vV (A" +Xxl, R)=0

On aura alorsV,v = 0 et puisquev € N (V) on auraVyv = 0. Et compte tenu qué 51 )
2

est une matrice de rang plein en colonnes, on aura 0 ce qui est en contradiction avec
I'hypotheseVN (1) # {0}.

La condition est nécessaire puisgtiec dom (Ric) implique bien queX est une solutio stabili-
sante etdon® (A + RX) C Ds,. Cette derniére propriété requiert qUd, R) est stabilisable.
COFD

Le résultat donne des conditions nécessaires et suffispotesgue I'équation algébrique de
Riccati ait une solution stabilisante unique pour les fosmisuelles des matrices Q et R dans
les applications relevant de la commande et I'estimatiotinogles.

Résultat C.7 Supposons que les matrices Q et R qui constituent la mataicélfonienne H ont
les formes suivantes
Q=C"Ce R=-B'B

Alors H € dom (Ric) si et seulement gi4, B) est stabilisable etC, A) n’a aucun mode non
observable sur I'axe imaginaire. De pluX, = Ric(H) > 0si H € dom (Ric) etN (X) =
{0} si et seulement si les modes non observables du systemetpasatables.
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Preuve. Conformément au résultat C.6, la stabilisabilité dé, B) est nécessaire et elle est
suffisante siH1 et satisfaite. Ainsi, il suffit de démontrer que(di, B) est stabilisable, alors
1 est satisfaire si et seulement6i, A) n’a aucun mode non observable sur I'axe imaginaire.

Pour ce faire, supposons qye est une valeur propre de H et que= ( zl ) #+ 0 estle
2
vecteur propre qui lui est associé. Alors on a
(A — jwl,) vy = BB v, (C.24)

et

— (A — jwl,) vy = C*Cvy (C.25)
ou d’une maniére équivalente

< g, (A — jwl,) vy > = < vy, BB vy > = || B*v, ||?

et

— <y, (A —ijn)* Vo > =< Ul,C*C’Ul > = H CUl ||2

Ces relations stipulent que v, (A — jwl,)" v, > estréel et que

— || Cu P =< (A= jwl,)vi,v9 > = < vy, (A~ jwl,) v > = | By |?

On aura alorsB*v, = 0 et Cv; = 0. Et compte tenu des équations C.24 et C.25, on a
(A — jwl,)v, = 0 et(A— jwl,)" vo. La combinaison de ces faits conduit naturellement aux
équations

vy ( A—jwl, B ) =0 (C.26)
et

A—jwl,
( C{“ )01:0 (C.27)

L'équation C.26 permet de postuler que= 0 puisque( A, B) est stabilisable. Quant & I'équa-
tion C.27, elle confirme bien qué¢1 est satisfaite si et seulemen{§l, A) n'a aucun mode non
observable sur I'axe imaginaire.

Par ailleurs, montrons qu& = Ric (H) > 0. Pour ce faire, on notera d’abord que I'’équation
algébrique de Riccati peut se mettre sous la forme

(A— BB*X)+ (A— BB*X)+ XBB*X + C*C' =0 (C.28)

Et compte tenu du résultat C.5, ovg A — BB*X) C cal D, etdonc la solution de I'équation
de Riccati vérifie I'équation intégrale

X = / T WSB! (X BRTX 4 C) BB Nty
qui montre clairement qu& > 0 puisqueX BB*X + C*C > 0.

Enfin, nous allons montrer qu&” { X'} n’est pas triviale si et seulement @@, A) admet des
modes non observables stables. On postule d’abord\G{&’ } est un sous-espace A invariant.
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En effet, soitt € N {X}, alors Xz = 0. En pré-multipliant 'équation C.28 par*, on trouve
queCX = 0. Et en post-multipliant 'équation C.28 paren tenant compte du résultat préce-
dent, on obtienX Az = 0. Ce qui confirme le postulat. Ensuite, supposonsx{ueX } # {0},
alorsil existed # = € N {X} et € Ctels que

ANt =Ar=(A—BB*X)x et Cx =0

Et commeV ((A — BB*X)) C Dy, onaR(A) < 0 et donch est un mode non observable
stable. Réciproquement, supposons ¢ieA) admet un mode observable stablgil existe
alors un vecteur non nul x tel quér = \z et Cx = 0. Et en pré-multipliant 'équation de
Riccati parz* et en la post-multipliant pat, on obtient

2R(N) 2" Xe — 2" XBB* Xz =0

Et comme)\ est un mode stable, on autd X = = 0 et doncX est une matrice singuliére.
COFD

Remarque C.3L'observabilité de(C, A) n’est pas une condition nécessaire pour I'existence
d’une solution définie positive et stabilisante. En effetisidérons le cas

A:(é g),B:G) et C=(10)

ou (A, B) est stabilisable etC, A) n’est pas détectable. Cependant

+18 —240 : e . .
X = ( o4 436 ) est une solution définie positive et stabilisante

Résultat C.8 Supposons que les matrices Q et R qui constituent la mataicélfonienne H ont
les formes suivantes
Q=C"Ce R=-B'B

et que(A, B) est stabilisable e{C, A) est détectable. Alors I'équation algébrique de Riccati
admet une solution stabilisante définie non négative unique

Preuve. Conformément au résultat C.7, on peut conclure que I'éguatigébrique de Riccati
admet une solution stabilisante unique et que cette solgsi définie non négative. Il suffit
donc de montrer que toute solution définie non négative asilisante et d’utiliser I'unicité de
la solution stabilisante pour conclure que la solution digfinon négative est unique. Pour ce
faire, supposons qu& > 0 est une solution de I'équation algébrique de Riccati mdes@kst
pas stabilisante, soit la matricéa — BB* X a une valeur propre\ a partie réelle positive. On
notera que I'’équation algébrique de Riccati peut se metitesga forme

(A—BB*X)+4+ (A—BB*X)+ XBB*X +C*"C =0 (C.29)
Soitz est le vecteur propre associé a la valeur proprealors on a

(A—BB*X)z = \x (C.30)
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En pré-multipliant et post-multipliant respectivemegguation algébrique de Riccati C.29 par
x* etx, on obtient

2R(N) 2" Xae + 2" (XBB* X +C*C)x =0

Et commeéR (\) > 0, on auraB*z = 0 etCz = 0. Et compte tenu de ce fait et de I'équation
C.30, on a la propriété

Ax =Xz et Cx =0

qui stipule qugC, A) n’est pas détectable : ce qui est contradictoire par rapgolhypothése
adoptée. Don@t (\) < 0 et ainsi la solutionX > 0 est une solution stabilisante.

COFD

Résultat C.9Supposons que la matrice D est de rang plein colonne et pdgead)* D. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

P1. ( A _C‘ZWI" g ) est de rang plein colonne pour toute R.

P2. ((I - DR™'D*)C, A — BR~*D*C) n'admet aucun mode non observable sur I'axe ima-
ginaire.

Preuve. Supposons qugv est un mode non observable de
((1-DR'D*)C A~ BR'D'C)
alors il exister # 0 tel que

(A-BR'D*C)x =jw et (I—DR'D*)C =0

A—jwl, B I, 0 ) _g
C D —R'D*C 1, 0/

Et donc la matrice

soit

A—jwl, B
C D

) n’est pas de rang plein colonne
Réciproguement, supposons Rieest satisfaite, alors il existe un vecteérz ) = 0 tel que

(2 8)(2)-

Et soit
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et donc
T I, 0 U
(3) = (afbe ) () 70
et
(A— BR'D*C — jwl,) x4+ By =0 (C.31)
(I, — DR™'D*)Cx+ Dy =0 (C.32)

Et en pré-multipliant I'équation C.32 pab*, on obtienty = 0. On aura donc
(A= BR'D*C)a = jwz et (I, —DR™'D*)Cz =0

et donc la propriétéP2 est satisfaite.
COFD

Remarque C.4Si D n’est pas une matrice carrée, alors il existe une matri¢e telle que
D, D% =1,—R'D* et< D, D\/ﬁ_l ) est une matrice unitaire. On peut alors reformuler
le résultat ref en modifinat la seconde propriété comme suit

P2. (DLC, A— BR‘lD*C> n'admet aucun mode non observable sur I'axe imaginaire

Et peut se simplifier dans le cas él(resp.D*C' = 0) comme suit
P2. (A— BR'D*C) nadmet aucun mode sur I'axe imaginaire

(resp. P2. (C,A) n'admet aucun mode non observable sur I'axe imaginaire

Résultat C.10Supposons que la matride = D*D ou la matriceD est de rang plein colonne
et que la matrice hamiltonienne a la forme suivante

o A 0 B —1 * *
H_(—C*C —A*)_<—C*D)R (e B)

A— BR™'D*C —BR'B*
B ( ~C*(I, —R'B*)C —(A-BR'D*C) ) (C.33)
N , . A—jwl, B
Alors H € dom (Ric) si et seulement gi4, B) est stabilisable e o p | est de

rang plein colonne pour touv € R. De plus,X = Ric(H) > 0si H € dom (Ric) et
N (X) = {0} si et seulement $iD* C, A — BR~'D*C) n"admet aucun mode non observable
stable.

La preuve de ce résultat découle naturellement des preuves desaésdi7 et C.9; elle peut
étre faite a titre d’exercice.
COFD
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Remarque C.5La détectabilté (resp. I'observabilité) dé* C, A — BR~'D*C') implique la
détectabilté (resp. I'observabilité) dg”', A) mais la réciproque n’est pas vraie. L'existence
d’une solution stabilisante de I'’équation @&&ccati dans le contexte du résultat C.10 n’est pas
garantie par la stabilisabilité d¢ A, B) et la détectabilité déC, A). Par ailleurs, méme si une
solution stabilisante existe, I'observabilté (&, A) ne peut pas garantir que cette solution est
définie non négative a moins quiEC = 0. Pour mieux appréhender les choses, considérons
I'exemple suivant

a=(0) m=( L) o= (o) a0 (3)

ou I'on peut vérifier aisément quel, B) est commandablé(’, A) est observable et

01

A—BDC':<1 0

)etDiC:(O 0)

L’équation algébrique d&iccati sous-jacente admet une solution stabilisante d&fioin né-
gative puisque{DiC, A— BR‘lD*C) n'admet aucun mode non observable sur I'axe imagi-
naire. Mais cette solution n’est pas définie positive pw’s@DLC, A— BR‘lD*C) admet un
mode non observable stable. Et si on change la matrice B casnihe

()

alors I'équation algébrique d®iccati n'admet aucune solution stabilisante puisque BD*C'
a des valeurs propres sur I'axe imaginaire indépendammesfdits que A, B) soit comman-
dable et(C, A) soit observable.

Le résultat suivant montre que la solution stabilisanten@& AR peut étre obtenue a partir de
la solution d’'une€DR.

Résultat C.11Supposons que les matricas() et R qui constituent la matrice hamiltonienne
H ont les formes suivantes
A=A,Q=H'H, e¢ R=—-G.R;'G* avec R, = R’ >0

et que(A, B) est stabilisable etC, A) est observable. Alors§ AR admet une solution stabi-
lisante définie positive. En outre, cette solution s’olitiemmme la limite, lorsque t tend vers
I'infini, de toute solution de EDR

—pXo(t) = A X (t) + Xe(H)Ae — X (H)G.RI'GEX . (t) + H H,.

pour toute condition initiale symétrique et définie positiv

La preuve de ce résultat est relativement laborieuse ([55], [42]) teest occultée pour des
raisons pédagogiques.

La dualité entre I'observation et la commande peut étre @i pour en déduire un corol-
laire du résultat fondamental donné ci dessus. Ce coralast donné par le résultats suivant
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Résultat C.12Supposons que les matricas() et R qui constituent la matrice hamiltonienne
H ont les formes suivantes

A=A,Q=G,G e¢t R=—-H'R;'H, avec R,= R’ >0

et que(H,, A,) est détectable gt4,, G,) est commandable. Alors! AR admet une solution
stabilisante définie positive. En outre, cette solutiorbignt comme la limite, lorsque t tend
vers l'infini, de toute solution de§DR

pX,(t) = A X, (t) + X () A: — X,()GERY G X (1) + GG

pour toute condition initiale symétrique et définie positiv

La preuve de ce résultat est déduite aisément du résultat précédentectenu de la dualité
entre I'observation et la commande.

C.3 Conclusion.

Ce chapitre est une synthése compréhensive sur la résoldés équations d®iccati. La
plupart des résultats ont été donnés avec leurs preuves ipoeux apprécier la nature des
solutions correspondantes. Une attention particulierééaakcordée aux solutions stabilisantes
et définies positives qui sont vitales pour la synthése daéregs de commande et d’estimation
optimales.
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