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NOTATIONS UTILISEES

Rn (resp. Cn) Ensemble des vecteurs réels (resp. complexes) de dimensionn.
Rn×m (resp. Cn×m) Ensemble des matrices réelles (resp. complexes) de dimension

n×m.
In (resp. 0n) Matrice identité (resp. nulle) de dimensionn.
AT (resp. A∗) Transposée (resp. conjuguée transposée) de la matriceA.√
A Racine carrée de la matriceA.

det(A) Déterminant de la matriceA.
trace(A) Trace de la matriceA.
V(A) Spectre de la matriceA.
λmax(A) (resp. λmin(A)) Valeur propre maximale (rep. minimale) de la matriceA.
σmax(A) (σmin(A) Valeur singulière maximale (resp. minimale) de la matriceA.
u(t) ∈ Rm Vecteur de commande.
y(t) ∈ Rp Vecteur de sortie.
x(t) ∈ Rn Vecteur d’état.
w(t) ∈ Rn Vecteur des perturbations d’état.
v(t) ∈ Rp Vecteur des bruits de mesure.
D(t) Données d’entrée-sortie jusqu’à l’instant t.
E{.} Espérance mathématique.
s Variable complexe associée à la transformée deLaplace.
Ds = {s ∈ C / ℜ(s) ≤ 0} Domaine de stabilité.
Dsa = {s ∈ C / ℜ(s) < 0} Domaine de stabilité asymptotique.
Ai = {s ∈ C / ℜ(s) = 0} Axe imaginaire du plan complexe en s.
R[s] Ensemble des polynômes à coefficients réels.
Rsa[s] Ensemble des polynômes à coefficients réels dont toutes les racines

sont situées dansDsa.
Rs[s] Ensemble des polynômes à coefficients réels dont toutes les racines

sont situées dansDs.
Rsi[s] Ensemble des polynômes à coefficients réels dont toutes les racines

sont simples et situées surAi.
Rp×m[s] Ensemble des matrices polynomialles en s de dimensionp×m.
Rp×m(s) Ensemble des matrices rationnelles en s de dimensionp×m.
(F,G,H,E) Réalisation d’état du système.
Qo = GoG

T
o ≥ 0 Matrice de covariance des perturbations d’état.

Ro = RT
o > 0 Matrice de covariance des bruits de mesure.

Qc = HT
c Hc ≥ 0 Matrice de pondération de l’état.

Rc = RT
c > 0 Matrice de pondération de la commande.

Qf = QT
f ≥ 0 Matrice de pondération de l’état final.

K ∈ Rm×n Gain du retour d’état.
M ∈ Rn×p Gain de d’observation.
Goe(s) ∈ Rm×m(s) Fonction de transfert en boucle ouverte en entrée du système

de commande avec retour d’état .
Se(s) ∈ Rm×m(s) Fonctions de sensibilité en entrée.
Te(s) ∈ Rm×m(s) Fonctions de sensibilité complémentaire en entrée.
Goo(s), Fonction de transfert en boucle ouverte en sortie de l’observateur.
So(s) Fonction de sensibilité en sortie.
To(z) Fonction de sensibilité complémentaire en sortie.
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ACRONYMES UTILISES

CM (SYS) Configuration des modes du système.
CP (SYS) Configuration des pôles du système.
CZ (SYS) Configuration des zéros du système.
CRE Commande avec retour d’état.
CREO Commande avec retour d’état incorporant un observateur.
DPD (O) Demi plan de droite(ouvert).
DPG (O) Demi plan de gauche(ouvert).
DSC Décomposition selon la commandabilité.
DSO Décomposition selon l’observabilité.
EAR Equation algébrique deLyapunov.
EDL Equation différentielle deLyapunov.
EDS Equation différentielle du système.
EDR Equation différentielle deRiccati.
FCC Forme canonique commandable.
FCO Forme canonique observable.
FM Forme modale.
FPPD Factorisation polynomiale première à droite.
FPPG Factorisation polynomiale première à gauche.
FT BO Fonction de transfert en boucle ouverte.
FT S Fonction de transfert du système.
OBS Observateur.
OBSL Observateur deLuenberger.
FK Filtre deKalman.
PY Paramétrisation deYoula.
LQ Linéaire quadratique.
LQD Linéaire quadratique déterministe.
LQG Linéaire quadratique gaussienne.
RT R Restauration du transfert de la boucle.
MCO Modèle de commande optimale.
MEO Modèle d’estimation optimale.
MGC Modèle générateur de la consigne.
MGP Modèle générateur des perturbations.
PM Précision maximale.
RAP Rejet asymptotique des perturbations.
REG Régulateur.
RES Représentation (Réalisation) d’état du système.
RHS Réponse harmonique du système.
RIS Réponse impulsionnelle un système.
SYS Système.
SCRE Système de commande avec retour d’état.
SCREO Système de commande avec retour d’état incorporant un observateur.
WEP Pondération de l’erreur de poursuite.
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Chapitre 1

Introduction

L’automatique a été vigoureusement développée tout au longdes quatre dernières décennies
comme en témoignent les études fondamentales et les applications industrielles réussies qui y
ont été consacrées. Les études fondamentales ont permis d’enrichir le potentiel des connais-
sances de la théorie des systèmes linéaires qui est disponible dans des ouvrages communément
utilisés pour l’enseignement de l’automatique dans de prestigieuses écoles d’ingénieurs à partir
d’une lecture ingénieur des ouvrages pédagogiques rédigéspar des enseignants-chercheurs qui
ont participé activement aux contributions fondamentaleset/ou aux applications industrielles
réussies en la matière ([1], [4], [7], [8], [15], [18], [26], [30], [39], [40], [42], [46], [52],
[53], [55], [57], [61], [65], [67], [70], [71], [77], [72], [ 76], [78], [81], [82], [89]). Quant
aux applications industrielles, elles ont été réalisées à partir de méthodologies de commande
conçues en exploitant judicieusement le potentiel fondamental de la théorie des systèmes pour
réaliser un bon compromis performances/robustesse sous labénédiction des réalisations logi-
cielles disponibles au sein de l’environnementS ilab pour tous.

Cet ouvrage est le fruit d’un investissement pédagogique pour l’enseignement de l’automa-
tique dont l’ultime motivation est d’accompagner les élèves ingénieurs dans la construction de
leur propre processus d’acquisition des connaissances disponibles en automatique linéaire. Les
bases de la théorie des systèmes linéaires invariants dans le temps sont progressivement présen-
tées d’une manière rigoureuse en adoptant une approche d’état vigoureusement soutenue par
des interprétations fréquentielles et physiques pertinentes qui justifie le titre de l’ouvrage. Des
digressions sont réservées au cas des systèmes linéaires variants dans le temps pour pouvoir
traiter les problématiques d’estimation et d’adaptation parametrique. Outre cette introduction
et une conclusion, qui font l’objet des chapitres 1 et 11, cetouvrage se distingue par 9 chapitres
et 3 annexes qui permettent de couvrir les problématiques essentielles des systèmes linéaires
tout en offrant une opportunité de recouvrer les connaissances mathématiques requises si be-
soin est.

Le chapitre 2 est consacré aux diverses représentations dessystèmes linéaires invariants
dans le temps avec focus sur les réalisations d’état d’un système et d’une composition
élémentaire de deux systèmes. Une attention particulière est accordée au passage d’une
représentation à une autre avec un focus sur le passage d’uneréalisation d’état aux
autres représentations d’un système, notamment la matricesystème, la fonction de trans-
fert, la réponse impulsionnelle et la configuration des pôles et des zéros. Des exemples de
modélisation de systèmes sont traités en guise d’illustration avec un focus sur le concept
de linearisation. Une digression aux cas des systèmes linéaires variants dans le temps est
faite à la fin du chapitre.
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Le chapitre 3 est essentiellement réservé aux propriétés structurelles des systèmes li-
néaires, notamment la commandablité et la stabilisabilitéet l’observabilité et la détecta-
bilté. Ces propriétés fondamentales sont présentées d’unemanière ludique en exploitant
judicieusement la pluralité de la représentation d’état etla dualité entre l’observation et
la commande. Une attention particulière est réservée aux réalisations d’état minimales
et à la perte éventuelle de commandabilité et/ou d’observabilité dans le cas d’une inter-
connection élémentaires de deux systèmes commandables et observables. Les propriétés
de la matrice système sont proprement utilisées pour une meilleur perception des pôles et
zéros d’un système multivariable. Une digression au cas dessystèmes linéaires variants
dans le temps est faite à la fin du chapitre modulo une extension appropriée des concepts
de gramiens de commandabilité et d’observabilité.

Le chapitre 4 est dédié au problème de stabilité des systèmeslinéaires. Le concept de
stabilité externe (resp. interne) d’un système est judicieusement défini à partir du com-
portement de sa trajectoire de sortie (resp. sa trajectoired’état) lorsque son entrée est
identiquement nulle et que ses conditions initiales ne sontpas nulles. Cette définition a
permis de déduire aisément un critère de stabilité externe (rep. interne) du système à par-
tir de sa configuration de pôles (resp. sa configuration de modes) dont la faisabilité est
limitée par les performances des solveurs des racines d’un polynôme (resp. de l’efficacité
des algorithmes de calcul du spectre d’une matrice). Un critère algébrique pour le test de
la stabilité interne a été développé à partir d’une approchedeLyapunov dans le cas des
systèmes linéaires. Une digression au cas des systèmes linéaires variants dans le temps
est faite à la fin du chapitre modulo une extension appropriéedu concept de stabilité uni-
forme externe (resp. stabilité uniforme interne).

Le chapitre 5 est un agréable panorama sur les propriétés fondamentales des observa-
teurs avec injection de sortie (resp. des systèmes de commande avec retour d’état). Une
attention particulière est accordée aux invariants par injection de sortie (resp. par retour
d’état) et une synthèse modale pour des considérations pédagogiques. La conception
d’un système de commande avec retour d’état incorporant un observateur est effectuée
sous la bénédiction du principe d’équivalence certitude avec une analyse rigoureuse de
sa stabilité et ses performances. Le passage de la réalisation d’état du régulateur à sa
fonction de transfert permet de recouvrer aisément la structure usuelle des régulateurs
dans le contexte d’une approche polynomiale. Une attentionparticulière est réservée à la
determination de la classe des régulateurs stabilisants.

Le Chapitre 6 traite la problématique de compensation parfaite des perturbations en en-
trée du système (resp. de précision maximale pour une séquence de consigne) spécifique,
i.e. dont le modèle générateur est connu, en exploitant judicieusement les concepts de
commande avec retour d’état et d’injection de sortie. Outreune meilleure perception
des concepts détectabilité et de stabilisabilité, ces études conduisent naturellement au
concept de retour d’état dynamique qui n’est autre qu’un retour d’état sur une cascade
composée du système avec des pondérations fréquentielles appropriées en entrée et en
sortie. Ces pondérations se sont imposées par les exigencesde l’ingénierie des systèmes
en stabilité et performances.

Le chapitre 7 est un panorama motivé sur l’analyse des asservissements linéaires. Après
une une présentation concise des normesH2 etH∞ des systèmes et d’un système de com-
mande standard, on détermine la fonction de transfert d’un asservissement standard en
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fonction de ses fonctions de sensibilité usuelles modulo une étude préalable de l’admissi-
bilité physique du système de commande sous-jacent. Les fonctions de sensibilité usuelles
d’un asservissement constituent des quantificateurs appropriés de ses performances no-
minales et sa robustesse en stabilité. Un focus sur la passivité pour conforter la stabilité
des systèmes asservis par le célèbre résultat deKalman,Yakubovich etPopov.

Le chapitre 8 est consacré aux systèmes de commande linéairequadratique déterministe
(LQD) issue d’une combinaison d’une commande avec retour d’état et d’un observa-
teur d’état, respectivement conçues dans un contexte déterministe à partir d’une synthèse
linéaire quadratique(LQ) sous la bénédiction de la dualité entre l’observation et la
commande. Une attention particulière est accordée aux propriétés fondamentales d’un
système de commande avec retour d’état (resp. d’un observateur)LQ et au concept de
restauration du transfert(RT B) de la boucle pour doter le système de commandeLQD
de la propriété de robustesse du système de commande (resp. de l’observateur)LQ sous-
jacent. Une synthèseLQD est développée à partir du concept de pondérations tempo-
relles (resp. fréquentielles) pour affiner les performances dynamiques (resp. rehausser
la robustesse en stabilité). Elle permet de conforter l’ingénierie des systèmes par une
approche pragmatique de conception d’asservissement réalisant un bon compromis per-
formances/robustesse.

Le chapitre 9 est dédiée à l’estimation optimale des variables d’état d’un système li-
néaire dans un contexte stochastique approprié par rapportaux résultats disponibles sur
le calcul différentiel stochastique. Cette estimation optimale est réalisée par le filtre de
Kalman etBucy(FKB). Ce dernier est particulièrement obtenu d’une manière construc-
tive à partir d’un résultat technique sur la comparaison dessolutions de deux équations
différentielles matricielles pour pallier la complexité fondamentale intrinsèque approche
d’optimisation stochastique. La vraisemblance entre l’observateurLQ et le FKB est
particulièrement mise en exergue. Trois applications de l’estimation optimale sont pré-
sentées, en l’occurrence le filtrage, l’adaptation paramétrique et la commande linéaire
quadratique gaussienneLQG.

Le chapitre 10 est une introduction motivée à la commande robuste à partir d’un bouquet
de problèmes standards en automatique et des synthèsesH2 etH∞ qui se sont désormais
imposées à l’ingénierie des systèmes par leur capacité de concevoir des asservissements
réalisant de bon compromis performances/robustesse. La synthèseH2 est présentée d’une
manière concise, dans la mesure où elle peut être obtenue à partir d’une synthèseLQD
incorporant une capacité adéquate deRT B, alors que la synthèseH∞ est présentée
d’une manière vigoureuse. Une attention particulière est accordée à la formulation des
problèmes de synthèse associés et aux relations entre les synthèsesH2 etLQG/LT R t les
synthèsesH2 etH∞. La capacité intrinsèque d’une synthèseH∞ à réaliser un modelage
admissible des fonctions de sensibilité usuelles d’une asservissement donné est particu-
lièrement mise en évidence au travers d’un ensemble de problèmes de commande robuste.

Les annexes A et B constituent une présentation concise et précise des résultats d’algèbre
linéaire pour les élèves qui n’ont pas les connaissances mathématiques vitales pour la
théorie des systèmes, notamment le calcul matriciel et les matrices polynomiales et ra-
tionnelles. Une attention particulière est accordée aux décompositions matriciellles, à la
résolution des systèmes d’équations linéaires et des équations matricielles deSylvester
avec un focus sur les équations matricielles deLyapunov.
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L’annexe C est un focus motivé sur les équations matricielles deRiccati avec une atten-
tion particulière à la classe des solutions symétriques, définies positives et stabilisantes
qui s’est imposée en matière d’estimation et de commande optimales. Les résulta fon-
damentaux associés sont présentés d’une manière rigoureuse avec des remarques perti-
nentes sur les propriétés structurelles requises.

Cet ouvrage est particulièrement utilisé pour les enseignements des systèmes asservis, de com-
mande linéaire quadratique et de commande robuste à l’EcoleNationale Supérieure d’Ingé-
nieurs de Caen. Bien que les problèmes proposés sont essentiellement motivés par une éva-
luation des connaissances acquises, certains peuvent êtreutilisés pour concevoir des bureaux
d’étude pour développer un savoir faire en matière d’automatique industrielle.



Chapitre 2

Représentations

Un système peut être représenté, comme l’indique la figure 2.1, par une application de l’en-
semble de ses entrées à l’ensemble de ses sorties (via ses variables d’état) donnée par

SYS : U = {u : R
+ → R

m} → Y = {y : R
+ → R

p}
u(t) → y(t) = SYS[u(t)]

SYST EME -u(t) ∈ U ⊂ Rm y(t) ∈ Y ⊂ Rp-

?

x(t) ∈ X ⊂ Rn

FIGURE 2.1 – Représentation du système

Dans le cas des systèmes linéaires, cette application vérifie le principe de superposition qui
stipule que la réponse du système à une combinaison linéaired’un ensemble d’entrées est égale
à la même combinaison linéaire des réponses du système à chacune de ces entrées, soit

SYS
(

∑

ℓ

αiui(t)

)

=
∑

i

αiyℓ(t) avec yi(t) = SYS (ui(t))

Cette applications est définie par une description appropriée par rapport à la nature du contexte
d’analyse ou de synthèse adopté. On distingue deux ensembles de représentations communé-
ment utilisées dans le contexte de la théorie des systèmes. Le premier concerne les réponses
essentielles du système aux signaux tests, notamment l’impulsion et la sinusoïde généralisée.
Ces représentations sont des modèles non paramétriques quine sont autres que la réponse im-
pulsionnelle et la réponse harmonique du système. Le secondensemble est particulièrement dé-
dié aux représentations paramétriques, en l’occurrence l’équation différentielle, la fonction de
transfert et la représentation d’état. Et comme toutes ces représentations concernent un même
système, il existe des relations de passage d’une représentation à une autre qui permettent de
mettre en évidence les subtilités d’une représentation parrapport à une autre.
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Ce chapitre est consacré aux descriptions des systèmes linéaires en exploitant judicieusement
les atouts de la représentation d’état et les relations de passage d’une représentation à l’autre,
en l’occurrence les concepts de factorisation et de réalisation intrinsèques au passage d’une
fonction de transfert à la représentation d’état. On présente d’abord d’une manière concise les
réponses essentielles et les représentations polynomiales des systèmes monovariables avec un
focus sur leurs configurations des pôles et des zéros. Les diverses représentations des systèmes
multivariables sont ensuite progressivement présentées àpartir de leur représentation d’état.
Ces représentations sont confortées par deux études concises sur la composition des systèmes
et le problème de réalisation et des exemples. Deux focus ontété consacrés à la modélisation
d’un ensemble de systèmes non linéaires et à la représentation d’état des systèmes linéaires va-
riants dans le temps pour des perspectives ambitieuses en matière de modélisation des systèmes.
Ce fut une belle opportunité pour mieux apprécier le conceptde linéarisation et la notion de
matrice de transition d’un système.

2.1 Systèmes monovariables

La description des systèmes monovariables est particulièrement faite à partir de ses réponses
essentielles et des représentations polynomiales. La représentation d’état est occultée pour des
considérations pédagogiques dans la mesure où elle est dûment développée pour la représenta-
tion des systèmes mutivariables.

2.1.1 Réponses essentielles

Les systèmes linéaires invariants peuvent être caractérisés par leurs réponses à un ensemble
de signaux tests, notamment l’impulsion unitaire et la sinusoïde généralisée unitaire respecti-
vement données par

u(t) = δ(t) et u(t) = ejωtα(t)

Ces représentations sont des modèles non paramétriques fondamentalement issus du fait que le
comportement d’entrée-sortie d’un système linéaire invariant, lorsque les conditions initiales
sont nulles, peut être décrit par le produit de convolution de sa réponse impulsionnelle, que l’on
notera{g(t)}t∈R+ , et de son entrée, soit

y(t) = (g ∗ u)(t) =
∫ ∞

−∞

g(t− τ)u(τ)dτ =

∫ t

o

g(t− τ)u(τ)dτ (2.1)

⇐⇒

y(t) = (u ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞

g(τ)u(t− τ)dτ =

∫ t

o

g(τ)u(t− τ)dτ (2.2)

L’appellation de réponse impulsionnelle de la séquence{g(t)}t∈R+ est justifiée par la propriété
suivante

(g ∗ δ)(t) = (δ ∗ g)(t) = g(t)

La réponse d’un système à une sinusoïde générale unitaire, lorsque les conditions initiales sont
nulles, est donnée par
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y(t) =

∫ ∞

o

g(τ)ejω(t−τ)dτ =

(
∫ ∞

o

g(τ)e−jωτdτ

)

ejωt = G(jω)ejωt (2.3)

modulo l’existence de la transformée deFourier de la réponse impulsionnelle. Et si l’on prend
les transformées deFourier des deux membres de cette expression, on obtient

Y (jω) = G(jω) U(jω) = M(jω)ejωt+jϕ(ω) U(jω) (2.4)

avec

M(jω) =| G(jω) | et ϕ(ω) = Arg(G(jω)) (2.5)

La sortie d’un système linéaire invariant, dont la réponse impulsionnelle admet une transfor-
mée deFourier, ayant une entrée sinusoïdale est donc une sinusoïdede même pulsation que
l’entrée, déphasée deϕ(ω) par rapport à l’entrée et dont l’amplitude est modifiée par legain
du système, i.e.M(jω), à la pulsationω.

La réponse harmonique d’un système est donnée par la transformée deFourier de sa réponse
impulsionnelle, soit

G(jω) = M(jω)ejϕ(ω) = F (g(t)) (2.6)

Cette représentation est caractérisée par les diagrammes deBode,N yquist etBlack selon la
nature du problème qui nous occupe. Le diagramme deBode permet de donner directement le
gain et la phase du système en fonction de la pulsation. Les diagrammes deN yquist et deBlack
sont particulièrement utilisés pour la représentation fréquentielle des fonctions de transfert en
boucle ouverte d’un système asservi. Ces représentations frequentielles permettent de déduire
respectivement la robustesse en stabilité du système asservi et ses performances dynamiques.

Remarque 2.1La réponse fréquentielle d’un système est symétrique par rapport à l’axe ima-
ginaire puisque

G(jω) =
∫ ∞

o

g(τ)e−jωτdτ =

∫ ∞

o

g(τ)
(

ejωτ
)∗
dτ = (G(−jω))∗

Par ailleurs, il est clair que les zéros deG(jω), i.e.{ω ∈ R / G(jω) = 0}, correspondent aux
fréquences asymptotiquement rejetées par le système.

2.1.2 Représentations polynomiales

Le comportement d’entrée-sortie d’un système linéaire invariant peut être décrit par l’équation
différentielle

ρnay(t) + a1ρ
na−1y(t) + . . .+ anay(t) = boρ

nbu(t) + b1ρ
nb−1u(t) + . . .+ bnbu(t)

que l’on peut récrire sous une forme beaucoup plus agréable du point de vue du calcul diffé-
rentiel, soit
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A(ρ)y(t) = B(ρ)u(t) (2.7)

avec

A(ρ) = ρna + a1ρ
na−1 + . . .+ ana−1ρ+ ana (2.8)

B(ρ) = boρ
nb + b1ρ

nb−1 + . . .+ bnb−1ρ+ bnb (2.9)

La fonction de transfert est obtenue en prenant les transformées deLaplace des deux membres
de l’équation différentielle tout en supposant que les conditions initiales sont nulles. On aura
alors

L{A(ρ)y(t)} = L{B(ρ)u(t)}

ou d’une manière équivalente

na
∑

i=o

aiL{ρiy(t)} =
nb
∑

i=o

biL{ρiu(t)} avec ao = 1

Et comme les conditions initiales sont supposées être nulles, on obtient l’équation

na
∑

i=o

ais
i (L{y(t)}) =

nb
∑

i=o

bis
i (L{u(t)})

La représentation sous-jacente est alors donnée par

Y (s) = G(s)U(s) (2.10)

avec

G(s) = B(s)

A(s)
=
bos

nb + b1s
nb−1 + . . .+ bnb−1s+ bnb

sna + a1sna−1 + . . .+ ana−1s+ ana
(2.11)

oùG(s) n’est autre que la fonction de transfert du système que l’on peut exprimer comme suit.

G(s) ∆
=
Bi(s

−1)

Ai(s−1)
=
bos
−r + b1s

−r−1 + . . .+ bnb−1s
−nb+1 + bnbs

−r−nb

1 + a1s−1 + . . .+ ana−1s−na+1 + anas−na
(2.12)

ou d’une manière équivalente

G(s) = grs
−r + gr+1s

−r−1 + . . . . . .+ gr+is
−r−i + . . . . . . =

∞
∑

i=r

gis
−i (2.13)

où r = na− nb n’est autre que le degré relatif de la fonction de transfert du système.

Cette dernière expression de la fonction de transfert suggère de définir, modulo des conditions
initiales nulles, un opérateur intégral à partir de l’opérateur différentiel comme suit

ρ−1 : f(t) −→ ρ−1
(

f(t)
)

=

∫ t

o

f(τ)dτ (2.14)
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Et compte tenu du fait queG(ρ) =
∞
∑

i=r

giρ
−i, on peut en déduire aisément que le système peut

être décrit par

y(t) = G(ρ)u(t) = B(ρ)

A(ρ)

(

u(t)
)

=
∞
∑

i=r

gi

(

ρ−iu(t)
)

(2.15)

Ainsi la fraction rationnelleG(ρ) est un opérateur différentiel linéaire que l’on peut utiliser
pour décrire le système

G(ρ) : U = {u : R
+ → R} → Y = {y : R

+ → R}

u(t) → y(t) = G(ρ)[u(t)]

L’équation différentielle peut être alors exprimée comme suit

y(t) =

∞
∑

i=o

giρ
−r−iu(t) ⇐⇒ ρry(t) =

∞
∑

i=o

giρ
−iu(t)

La première expression montre clairement que la sortie du système est une combinaison linéaire
des intégrales successives de son entrée à partir de son degré relatif r. Quant à la seconde ex-
pression, elle permet d’interpréter le degré relatif commele plus petit ordre de dérivation de la
sortie qui dépend explicitement de l’entrée.

Remarque 2.2L’équation différentielle du système (2.7)-(2.9) peut se récrire sous la forme,
dite représentation d’état partiel, donnée par

REP







A(ρ)z(t) = u(t)

y(t) = B(ρ)z(t)
(2.16)

ou sous la forme

Ai(ρ
−1)y(t) = Bi(ρ

−1)u(t) (2.17)

avec

Bi(ρ
−1) = ρ−r

(

bo + b1ρ
−1 + . . .+ bnb−1ρ

−nb+1 + bnbρ
−nb
)

(2.18)

Ai(ρ
−1) = 1 + a1ρ

−1 + . . .+ ana−1ρ
−na+1 + anaρ

−na (2.19)

Et la relation entre la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle est donnée par

G(s) = B(s)

A(s)
=
Ai(s

−1)

Ai(s−1)
= L{g(t)} =

∫ ∞

o

g(t)e−stdt (2.20)
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Remarque 2.3Dans le cas où les conditions initiales ne seraient pas nulles, les transformées
deLaplace des deux membres de l’équation différentielle sont respectivement données par

L
(

ρna−iy(t)
)

= sna−iY (s)−
na−i
∑

k=1

(

ρk−1y(0+)
)

sna−i−k

et

L
(

ρnb−iu(t)
)

= snb−iU(s)−
nb−i
∑

k=1

(

ρk−1u(0+)
)

snb−i−k

On aura alors

A(s)Y (s) = B(s)U(s) + E(s)∆(s)

avec

A(s) = sna + a1s
na−1 + . . .+ ana−1s+ ana

B(s) = bos
nb + b1s

nb−1 + . . .+ bnb−1s+ bnb

E(s) = eos
ne + e1s

ne−1 + . . .+ ene−1s+ ene

oùne < na puisquenb ≤ na. Le système peut être alors décrit comme le montre la figure 2.2
où l’effet des conditions initiales est particulièrement mis en évidence à partir d’une réponse
impulsionnelle d’un système dynamique bien défini.

B(s)
A(s)

E(s)
A(s)

n -

-

-

6

?
+ y(t)

u(t)

δ(t)

FIGURE 2.2 – Représentation d’un système

On peut ainsi interpréter les conditions initiales non nulles comme des perturbations de type
impulsionnel qui affectent le fonctionnement du système. Et si l’on prend la transformée de La-
place inverse des deux membres de l’équationA(s)Y (s) = B(s)U(s) +E(s)∆(s) du système,
on obtient l’équation différentielle suivante

A(ρ)y(t) = B(ρ)u(t) + E(ρ)δ(t)

avec des conditions initiales nulles.
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2.1.3 Pôles et zéros

La fonction de transfert d’un système peut se récrire sous une forme d’une fraction rationnelle
irréductible

G(s) = B(s)

A(s)
= γ

nb
∏

1

(s− zi)

na
∏

1

(s− pi)

(2.21)

qui permet de mettre en exergue ses pôles (resp. ses zéros), i.e. les racines du polynômeA(s)
(resp.B(s)). Un système peut être alors complètement définie par sa configuration pôles-zéros
donnée par

CPZ (SYS) = CP (SYS) ∪ CZ (SYS)

avec

CP (SYS) = {p1, . . . , pna} et CZ (SYS) = {z1, . . . , znb}

Les aspects suivants permettent de mieux apprécier le sens physique des pôles et des zéros d’un
système, notamment la classe des entrées qui n’ont aucun effet sur la sortie du système et la
relation intrinsèque entre les pôles et la réponse impulsionnelle du système.

• Comme la fonction de transfert est une fraction rationnelleirréductible, les configura-
tions des pôles et des des zéros sont disjointes, i.e.CP (SYS)⋂ CZ (SYS) = ∅, on aura

G (zi) = 0 pour tout zi ∈ CZ (SYS)

Cette propriété justifie l’appellation zéros que l’on peut mieux comprendre en remarquant
que pour toute entrée de la formeui(t) = ezitα(t) et des conditions initiales nulles, la
sortie du système est particulièrement donnée par

y(t) =

∫ ∞

o

g(τ)ezi(t−τ)dτ =

(
∫ ∞

o

g(τ)e−ziτdτ

)

ezit = G (zi) e
zit

On peut donc conclure que les entrées{ezitα(t)} pour i ∈ [1, nb] n’ont aucun effet sur la
sortie du système et qu’il en est de même pour toute combinaison linéaire de ces entrées,
en l’occurrence les zéros deG(jω) correspondent aux fréquences asymptotiquement re-
jetées par le système. Les zéros du système permettent donc de caractériser la classe des
entrées qui sont bloquées par le système, soit l’ensemble

EARS ∆
= {{u(t)} ∈ R / B(ρ)u(t) = 0}

• La fonction de transfert d’un système est une fraction rationnelle propre que l’on peut
toujours décomposer en éléments simples comme suit
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G(s) = B(s)

A(s)
=

B(s)
npd
∏

i=1

(s− pi)
mi

= γo +

npd
∑

i=1

mi
∑

j=1

γij
(s− pi)j

(2.22)

avec

γo = lim
s−→∞

G(s) (2.23)

γij = lim
s−→pi

{

1

(mi − j)!

(

d

ds

)(mi−j) [

(s− pi)
mi G(s)

]

}

(2.24)

où npd et mi désignent le nombre de pôles distincts et l’ordre de multiplicité du pôle
s = pi et lesγij sont des nombres complexes. Cette décomposition permet de déterminer
aisément la réponse impulsionnelle du système, soit

g(t) = γoδ(t) +

npd
∑

i=1

mi
∑

j=1

γij
tj−1

(j − 1)!
epit α(t)

puisque

L
(

tℓ−1

(ℓ− 1)!
epit α(t)

)

=
1

(s− pi)ℓ

Et comme la fonction de transfert est une fraction rationnelle à coefficients réels, si le
système admet un pôle complexepk, alors son conjuguép∗k est aussi un pôle du système
que l’on peut noterpℓ et on auraγℓj = γ∗kj. On peut ainsi montrer aisément que les com-
posantes principales d’une réponse impulsionnelle se distinguent par la nature de ses
pôles, i.e. un pôle reelpi ou une paire de pôles complexes conjuguésσi ± jωi, et peuvent
se mettre sous les formes suivantes dans le cas d’un pôle d’ordre de multiplicitémi.

gi(t) =

mi
∑

j=1

µij t
j−1epit α(t)

et

gi(t) =

mi
∑

j=1

µij t
j−1eσit cos (ωit+ ϕi) α(t)

où lesµij etϕi sont des nombres réels qui dépendent de la nature des pôles.

On notera qu’un pôle réel (resp. une paire de pôles complexesconjugués) du système
constitue un mode rigide (resp. oscillatoire) du système etque la réponse impulsionnelle
d’un système peut être exprimée en fonction de ses modes distincts comme suit

g(t) = γoδ(t)

+

nmrd
∑

i=1

mi
∑

j=1

µij t
j−1epit α(t)

+

nmod
∑

i=1

mi
∑

j=1

µij t
j−1eσitcos (ωit+ ϕi) α(t) (2.25)
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où nmrd et nmod désignent respectivement le nombre de modes rigides et oscillatoires
distincts. Cette expression permet de mettre en évidence les composantes fondamentales
de la réponse impulsionnelle intrinsèques aux différents modes du système.

2.2 Modélisation d’un système de chauffage

On se propose d’étudier le problème de modélisation d’un système de chauffage domestique
dont le diagramme fonctionnel peut être représenté comme lemontre la figure 2.3.ENC est
l’enceinte dont la température est mesurée par le capteurCAP et CHA est la chaudière qui
permet de produire la puissance de chauffe requise pour l’enceinte, alors queEXT représente
toutes les sources externes susceptibles de dissiper la chaleur emmagasinée dans l’enceinte. Les
séquences{u(t)}, {θen(t)} et {y(t)} désignent respectivement la puissance de chauffe fournie
par la chaudière, la température dans l’enceinte et sa mesure, alors que les séquences{θch(t)}
et {θex(t)} désignent respectivement la température dans la chaudièreet la température exté-
rieure.

CHA ENC CAP- - - -

EXT

?

?

θex(t)

θch(t) θen(t)
u(t) y(t)

FIGURE 2.3 – Système de chauffage domestique

"!
# 
SC

Ren Rex

"!
# 
STCch Cen

6 6 6

6
θch(t) θen(t) θex(t)u(t)

FIGURE 2.4 – Modélisation de l’installation de chauffage

La modélisation du système thermique peut être effectuée enexploitant son analogie par rapport
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au système électrique de la figure 2.4. La source de courantSC et la capacitéCch représentent
respectivement la puissance de chauffe de la chaudière et sacapacité calorifique, alors que la
capacitéCen représente la capacité calorifique de l’enceinte. Les résistancesRen etRex per-
mettent de modéliser respectivement la dissipation de la chaleur de la chaudière vers l’enceinte
et de l’enceinte vers l’extérieur. Quant à la source de tensionST , elle représente les effets de
la température extérieure. Par ailleurs, on peut supposer que le capteur de température dans
l’enceinte peut être décrit par un gain unitaire modulo un bruit de mesure, i.e.

y(t) = θen(t) + η(t)

où {η(t)} désigne le bruit de mesure qui est une séquence de variables aléatoires de moyenne
nulle et de variances finies.

Conformément à l’analogie par rapport au système électrique de la figure 2.4, les équations
du système thermique considéré sont données par

ST H



















Cch ρθch (t) = u(t)− 1

Ren

(

θch (t)− θen (t)
)

Cen ρθen (t) =
1

Ren

(

θch (t)− θen (t)
)

− 1

Rex

(

θen (t)− v (t)
)

soit

ST H











(

1 +RenCchρ
)

θch (t) = Renu(t) + θen (t)

(

RenRexCenρ+Ren +Rex

)

θen (t) = Rexθch (t) +Renv (t)

On peut alors en déduire aisément l’équation différentielle reliant la température de l’enceinte
à la puissance de chauffe fournie par la chaudière et la température externe en éliminant la
température de la chaudière entre les les deux équations du système thermique, soit

ST H
{

(ρ2 + 2ζωρ+ ω2) θen (t) = βu (t) + ω2 (1 + τρ) v (t) (2.26)

où les paramètresζ , ω, τ etβ sont respectivement données par

ζ =
1

2

(

RenCch +RexCch +RexCen

)

√

1

RenCch RexCen

ω =

√

1

RenCch RexCen

β =
Rex

RenCch RexCen

τ = RenCch

Et compte tenu de l’hypothèse faite sur la modélisation du capteur, on peut en déduire que
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l’équation du système est

SYS
{

A (ρ) y(t) = B (ρ) u(t) + E (ρ) v(t) + A (ρ) η(t) (2.27)

avec

A (ρ) = ρ2 + 2ζωρ+ ω2, B (ρ) = β et E (ρ) = ω2 (1 + τρ) (2.28)

2.3 Systèmes multivariables

Ce paragraphe est consacré aux différentes représentations des systèmes linéaires multiva-
riables issues d’une représentation d’état avec un focus sur la pluralité de la représentation
d’état. On en déduit ensuite les autres représentations en accordant une attention particulière
aux factorisations essentielles de la fonction de transfert et aux propriétés fondamentales de la
matrice système.

2.3.1 Représentation d’état

La classe des systèmes linéaires invariants dans le temps peut être décrite par les équations
d’état et de sortie

RES







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t) avec x(0) = xo

y(t) = Hx(t) + Eu(t)
(2.29)

où (F,G,H,E) ∈ Rn×n × Rn×m × Rp×n × Rp×m désigne la réalisation d’état du système
associée à son vecteur d’étatx(t) que l’on peut représenter comme l’indique la figure 2.5.

G �
��+ ∫

F

H �
��
E

- - - - -

-

?
- y(t)

6

�

+u(t)
x(t)

FIGURE 2.5 – Représentation d’état du système

Cette figure illustre bien la nature intrinsèque des variables d’état : une mémoire parfaite du
système qui permet de réaliser une prédiction parfaite du comportement futur du système dans
le contexte idéal considéré comme l’indique le résultat suivant.
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Résultat 2.1Les trajectoires d’état et de sortie d’un système décrit parune réalisation d’état
(F,G,H,E) de dimensionn sont respectivement données par les expressions

T ES



















x(t) = eFtxo +

∫ t

o

eF (t−τ)Gu(τ)dτ

y(t) = HeFtxo +

∫ t

o

HeF (t−τ)Gu(τ)dτ + Eu(t)

(2.30)

Preuve.Notons d’abord que l’équation d’état du système peut se récrire comme suit

e−Ft (ρx(t)− Fx(t)) = e−FtGu(t)

ou d’une manière équivalente

ρ
(

e−Ftx(t)
)

= e−FtGu(t)

Et si l’on intègre les deux membres de cette équation entre les instants0 et t, on obtient

e−Ftx(t) = e−Ftxo +

∫ t

0

e−FτGu(τ)dτ

On retrouve bien les expressions des trajectoires d’état etde sortie du système (2.30).

CQFD.

Les trajectoires d’état et de sortie du système permettent d’en déduire aisément samatrice
de transition et saréponse impulsionnelle. La matrice de transition du système n’est autre
que la matrice de passage de l’étatx(τ) à l’état x(t) pour une entrée identiquement nulle, soit
φ (t, τ) = eF (t−τ). Ainsi la matrice de transition du système est la solution del’équation diffé-
rentielle

ρφ (t, τ) = Fφ (t, τ) avec φ (τ, τ) = In (2.31)

Et comme la réponse impulsionnelle du système n’est autre que la sortie du système issue d’une
impulsion unitaire et des conditions initiales nulles, on aura

g(t) =







HF tGα(t) pour t > 0

Eδ(t) pour t = 0
(2.32)

2.3.2 Pluralité de la représentation d’état

La représentation d’état se distingue principalement par sa pluralité qui est mise en évidence
par le résultat suivant

Résultat 2.2Considérons un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) associé à
un vecteur d’étatx (t) ∈ R

n et effectuons un changement de base dans l’espace d’état défini par

x (t) = T x̄ (t)
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où T ∈ Rn×n est une matrice de transformation régulière. Alorsx̄ (t) ∈ Rn est un vecteur
d’état du système associé à la réalisation d’état

(

F̄ , Ḡ, H̄, Ē
)

donnée par

F̄ = T−1FT, Ḡ = T−1G, H̄ = HT et Ē = E

La preuve est triviale. Il suffit de récrire les équations du système pour le vecteur d’état̄x (t)
modulo quelques manipulations algébriques relativement simples comme suit

x̄((t) = T−1x (t) = T−1FT x̄ (t) + T−1Gu (t)

y (t) = H (T x̄ (t)) + Eu (t) = HTx̄ (t) + Eu (t)

On aboutit alors naturellement au système équivalent suivant

SYS







x̄((t) = F̄ x̄ (t) + Ḡu (t)

y (t) = H̄x̄ (t) + Ēu (t)

On notera que le polynôme caractéristique de la matrice d’état d’un système est invariant par
changement de base puisque

det
(

sIn − F̄
)

= det
(

T−1sInT − T−1FT
)

= det
(

T−1 (sIn − F ) T
)

= det (sIn − F )

Cette propriété est l’essence des notions demodesd’un système qui sont définis à partir du
spectre de sa matrice d’état comme suit.

Définition 2.1 La configuration des modes d’un système est constituée par lespectre de sa ma-
trice d’état, soit

CM (SYS) = V {F} (2.33)

Le polynôme des modes d’une réalisation d’état n’est autre que le polynôme caractéristique de
sa matrice d’état, que l’on désignera par

M(s)
∆
= det (sIn − F ) =

r
∏

i=1

(s− λi)
mi avec

r
∑

i=1

mi = n (2.34)

où r et mi désignent respectivement le nombre des valeurs propres distinctes et l’ordre de
multiplicité de la valeur propreλi.

Les indices de multiplicité des modes du système peuvent être aisément déterminés à partir de
la décomposition spectrale de sa matrice d’état comme l’indique la remarque suivante.
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Remarque 2.4Compte tenu du résultat A.11, les indices de multiplicité d’une valeur propreλi
d’ordre de multiplicitémi sont les dimensions des blocs de Jordan qui lui sont associés, soit les

nombresνij pour j ∈ [1, ni] avec
ni
∑

j=1

νij = mi. Ils sont particulièrement mis en évidence en

récrivant le polynôme caractéristique du système sous la forme

M(s) =
r
∏

i=1

(

ni
∏

j=1

(s− λi)
νij

)

Dans le cas des systèmes dont tous les modes sont simples, la matrice d’état peut être factorisée
comme suit

F = TΛT−1 =
(

v1 . . . vi . . . vn
)















λ1
. . .

λi
. . .

λn















(

w1 . . . wi . . . wn

)−1

où vi ∈ Cn (resp.wi ∈ Cn) désigne le vecteur propre à gauche (resp. à droite) associéà la
valeur propreλi.

2.3.3 Fonction de transfert

Supposons que les transformées deLaplace des séquences d’entrée-sortie et de l’état existent,
alors on peut récrire le système (2.29) sous la forme

RET







sX(s)− xo = FX(s) +GU(s)

Y (s) = HX(s) + EU(s)

Et en éliminantX(s) entre les deux équations d’état et de sortie, on peut en déduire la relation
qui relie la sortie du système à son entrée d’une part et aux conditions initiales d’autre part, soit

RFT
{

Y (s) = G (s)U(s) +H (s) xo∆(s) (2.35)

avec

G (s) = H (sIn − F )−1G+ E (2.36)

H (s) = H (sIn − F )−1 (2.37)

Remarque 2.5La description (2.35)-(2.37) du système peut être représentée comme l’indique
la figure 2.6 qui met en exergue le fait que les conditions initiales peuvent être interprétées
comme une entrée impulsionnellexoδ(t).
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H (s)

G (s)

n -

-

-

6

?
+ y(t)

xoδ(t)

u(t)

FIGURE 2.6 – Représentation du système

Le passage d’une réalisation d’état du système à sa fonctionde transfert peut être déduit direc-
tement de l’équation (2.35) en occultant les conditions, soit

RFT
{

Y (s) = G(s) U(s) avec G(s) = H (sIn − F )−1G+ E (2.38)

Le résultat suivant précise la nature de la fonction de transfert du système (2.29) tout en préci-
sant ses deux factorisations triviales ainsi que l’une de ses expressions pertinentes.

Résultat 2.3La fonction de transfert du système 2.38 est une matrice de fractions rationnelles
irréductibles propres d’ordre au plus égal à l’ordre du système que l’on peut exprimer comme
suit

G(s) =
[

Gij (s)
]

(i,j)∈[p,m]

∆
=

B(s)

A(s)
(2.39)

ou d’une manière équivalente sous la forme des factorisations polynomiales suivantes

G(s) = B(s) (A(s)Im)
−1 = (A(s)Ip)

−1B(s) (2.40)

oùA(s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions rationnellesGij(s)
etB(s) = A(s)G(s) est une matrice polynomiale de dimensionp×m.

La preuve de ce résultat est triviale.

Remarque 2.6Compte tenu du fait que(sIn − F )−1 =

∞
∑

i=0

1

si+1
F i, on peut exprimer la fonc-

tion de transfert du système comme suit

G(s) =
∞
∑

k=o

gks
−k avec gk =







HF k−1G pour k ≥ 1

E pour k = 0
(2.41)

Les scalairesgk pour k ∈ N, qui apparaissent dans la forme (2.41) de la fonction de transfert,
ne sont autres que les paramètres deMarcov du système qui sont principalement utilisés pour



36

résoudre le problème de réalisation, i.e. le passage d’une fonction de transfert à une réalisation
d’état ([46]), et de réduction d’ordre des modèles ([88]). La réduction d’ordre d’un modèle
est une opération impérative dans la pratique pour des considérations de simplicité de mise en
oeuvre. Par ailleurs, il apparaît clairement que le systèmeexhibe un retard uniforme égal àd si
ses paramètres deMarcov vérifient la propriété suivante

gk = 0 pour i ≤ d

Remarque 2.7Bien que les fractions rationnelles propresGij (s) pour(i, j) ∈ [1, p] × [1, m]
sont irréductibles, les fractions rationnelles propresGij (s) etGkℓ (s) avec(i, j) 6= (k, ℓ) peuvent
avoir des pôles et des zéros communs dans le cas des systèmes multivariables.

Compte tenu des notations adoptées pour la fonction de transfert et la réalisation d’état d’un
système et du fait et que sa représentation d’état peut se récrire sous la forme

(

ρx (t)
y (t)

)

=

(

F G
H E

)(

x (t)
u (t)

)

on peut le désigner par l’expression suivante

G(s) ∆
=

(

F G
H E

)

(2.42)

Par ailleurs, contrairement à la réalisation d’état, la fonction de transfert d’un système est un
invariant par un changement de base dans l’espace d’état comme le montre les simples mani-
pulations algébriques suivantes

Ḡ(s) = H̄
(

sIn − F̄
)−1

Ḡ+ Ē

= HT
(

T−1sInT − T−1FT
)−1

T−1G+ E

= HT
(

T−1
(

sIn − F
)

T
)−1

T−1G + E

= H
(

sIn − F
)−1

G+ E

= G(s)

Cette propriété est tout à fait naturelle dans la mesure où lafonction de transfert est une repré-
sentation externe qui n’a aucune raison d’être différente pour un même système.

2.3.4 Matrice système

Les équations d’état et de sortie (2.29) du système peuvent se récrire comme suit

SE
{ (

sIn − F −G
H E

)(

X(s)
U(s)

)

=

(

xo
Y (s)

)

(2.43)



37

Cette forme suggère de définir une matrice système du systèmeà partir de l’une de ses réalisa-
tion d’état comme suit

MS
{

Mσ(s) =

(

sIn − F −G
−H E

)

(2.44)

Comme pour la représentation d’état, la matrice système estplurielle. On montre aisément
que les matrices systèmes associées à une réalisations d’état (F,G,H,E) et une réalisation
(

F̄ , Ḡ, H̄, Ē
)

issue d’un changement de basex (t) = T x̄ (t) sont reliées comme suit

M̄σ(s) =

(

T−1 0
0 Ip

)

Mσ(s)

(

T 0
0 Im

)

Le résultat suivant précise les propriétés essentielles dela matrice système qui seront utilisées
pour définir les zéros du système au moment opportun.

Résultat 2.4La matrice systèmeMσ (s) se distingue par les trois propriétés fondamentales
suivantes.

P1. Le rang de la matrice système est relié au rang de la fonctionde transfert comme suit

rang (Mσ (s)) = n+ rang (G (s))

P2. Le rang de la matrice système est un invariant par changement de base

P3. Dans le cas des systèmes carrés, i.e. qui ont autant d’entrées que de sorties, on a

det (G (s)) =
det (Mσ (s))

det (sIn − F )

Preuve.La propriétéP1 découle naturellement du fait que la matricezIn−F est de rang plein
et de la factorisation suivante de la matrice système.

(

sIn − F −G
H E

)

=

(

In 0

H (sIn − F )−1 Ip

)(

sIn − F −G
0 G (s)

)

Pour la preuve de la propriétéP2, on considère un changement de basex(t) = T x̄(t) qui
permet de passer de(F,G,H,E) à (T−1FT, T−1G,HT,E), la matrice système associée à la
nouvelle réalisation est donnée par

(

sIn − T−1FT −T−1G
HT E

)

=

(

T−1 0
0 Ip

)(

sIn − F −G
H E

)(

T 0
0 Im

)

Il apparaît clairement que le rang de la matrice système est invariant par changement de base.
Quant à la propritéP3, elle résulte naturellement du calul du déteminant de la matrice système
à la lumière du résultat A.2, soit

det (Mσ (s)) = det (sIn − F ) det
(

H (sIn − F )−1G+ E
)

CQFD
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Remarque 2.8La fonction de transfert d’un système monovariable peut s’exprimer en fonction
de sa matrice système comme suit

G(s) =
det (Mσ(s))

det (sIn − F )

Ainsi, tout zéro du système est une racine du détermainant dela matrice système.

2.3.5 Factorisations polynomiales

L’approche polynomiale de la théorie des systèmes est fondamentalement basée sur des mo-
dèles du type factorisations polynomiales premières que l’on peut élaborer directement à partir
des fonctions de transfert ou indirectement à partir des réalisations d’état du système. On dis-
tingue deux factorisations polynomiales de la fonction de transfert d’un système qui conduisent
naturellement aux formes différentielles ususelles.

La factorisation polynomiale première à droitedonnée par

FPD
{

G (s) = Bd(s)A
−1
d (s) (2.45)

oùBd(s) est une matrice polynomiale de dimensionp×m etAd(s) est une matrice polynomiale
inversible de dimensionm qui sont premières entre elles à droite, i.e. il existe des matrices po-
lynomialesXd(s) ∈ Rm×p[s] etYd(s) ∈ Rm×m[s] telles que

Xd(s)Bd(s) + Yd(s)Ad(s) = Im (2.46)

On notera qu’il existe une infinité de factorisations polynomiales premières à droite de la forme

G (s) = B̄d(s)Ā
−1
d (s) = Bd(s)A

−1
d (s) (2.47)

avec

B̄d(s) = Bd(s)Ud(s) et Ād(s) = Ad(s)Ud(s) (2.48)

oùUd(s) est une matrice unimodulaire de dimensionm. La factorisation polynomiale première
à droite conduit à la représentation d’état partiel donnée par

FPDC







Ad(ρ)z(t) = u(t)

y(t) = Bd(ρ)z(t)
(2.49)

où z(t) ∈ Rm est un état partiel du système. Cette représentation est utilisée pour la détermi-
nation de la forme canonique commandable qui permet de concevoir aisément un système de
commande avec retour d’état.

La factorisation polynomiale première à gauchedonnée par

FPG
{

G (s) = A−1g (s)Bg(s) (2.50)
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oùBσg(s) est une matrice polynomiale de dimensionp × m etAd(s) est une matrice polyno-
miale inversible de dimensionp qui sont premières entre elles à gauche, i.e. il existe des matrices
polynomialesXg(s) ∈ Rm×p[s] etYg(s) ∈ Rp×p[s] telles que

Bg(s)Xg(s) + Ag(s)Yg(s) = Ip (2.51)

Comme pour les factorisations polynomiales premières à droite, il existe une infinité de factori-
sations polynomiales (premières) à gauche de la forme

G (s) = Ā−1g (s)B̄g(s) (2.52)

avec

B̄g(s) = Ug(s)Bg(s) et Āg(s) = Ug(s)Ad(s) (2.53)

oùUg(s) est une matrice unimodulaire de dimensionp. La factorisation première à gauche per-
met de retrouver la forme différentielle usuelle

FPGC
{

Ag(ρ)y(t) = Bg(ρ)u(t) (2.54)

qui particulièrement utilisée pour la détermination de la forme canonique observable qui est
fondamentalement motivée par des considéerations de simplicité de synthèse d’observateurs.

Remarque 2.9Comme la matrice polynomialeAd(s) (resp. Ag(s)) est inversible, on peut pos-
tuler que la fonction de transfertG (s) est de rang plein si et seulement si la matrice polynomiale
Bd(s) (resp. Bg(s)) est de rang plein. Par ailleurs, les matrices polynomialesBd(s) etBg(s)
sont bien définies par rapport à la fonction de transfertG (s) qui n’est pas bien définie par
rapport à ses pôles.

Remarque 2.10Les factorisations polynomiales d’un système peuvent êtreaisément obtenues
en vertu du résultat B.5 qui stipule que l’on peut exprimer lafonction de transfert d’un système
comme suit

G(s) = U(s)Smc(s)V (s)

où U(s) ∈ R
p×p
p (s) et V (s) ∈ R

m×m
p (s) sont deux matrices unimodulaires etSmc(s) ∈

Rp×m
p (s) est une matrice rationnelle et propre unique appelée forme de Smith-McMillan

de la fonction de transfert qui se distingue par une structure particulière donnée par

Smc(s) = Ψ(s)Φ−1(s) = Φ−1(s)Ψ(s)

avec

Ψ(s) = diag (Ψ1(s), . . . ,Ψr(s), 0, . . . , 0)

Φ(s) = diag (Φ1(s), . . . ,Φr(s), 1, . . . , 1)
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où r = rang (G(s)) ≤ min (m, p) et {Ψi(s)} et {Φi(s)} sont des polynômes normalisés pre-
miers entre eux satisfaisant les propriétés suivantes

Ψi(s) divise Ψi+1(s) et Φi+1(s) divise Φi(s) pour i ∈ [1, r − 1]

En effet, on peut vérfier aisément que l’on peut obtenir une factorisation polynomiale première
à gauche (resp. à droite) de la fonction de transfert du système avec

Ag(s) = Φ(s)U−1(s) et Bg(s) = Ψ(s)V (s)

(

resp. Ad(s) = V −1(s)Φ(s) et Bd(s) = U(s)Ψ(s)
)

2.3.6 Pôles et zéros d’une fonction de transfert.

Plusieurs études fondamentales ont été consacrées aux pôles et zéros des systèmes multiva-
riables ([15], [46], [70], [89]). Ces contributions peuvent être présentées d’une manière concise
dans le cas d’une représentation des systèmes par leur fonction de transfert en utilisant le ré-
sultat 2.3.

La notion de pôles des systèmes monovariables peut être étendue d’une manière naturelle aux
systèmes multivariables en utilisant l’essence de la notion depôlesd’un système, en l’occur-
rence les nombres complexes finis qui conduisent aux singularités de sa fonction de transfert,
i.e. l’ensemble

CP (G(s)) =

{

µ ∈ Cf / lim
s→µ

G(s) = ±∞
}

∆
=
{

µ1, . . . , µnp

}

oùCf désigne un ensemble fini de nombres complexes etnp n’est autre que le nombre des pôles
du système. On peut en déduire naturellement les faits suivants.

F1. Tout pôle d’une entréeGij(s) de la fonction de transfertG(s) est un pôle du système et
chaque pôle de la la fonction de transfertG(s) doit être un pôle d’au moins l’une de ses
entréesGij(s).

F2. La configuration des pôles d’un système est incluse dans sa configuration des modes, i.e.
CP (SYS) ⊂ CM (SYS). Les modes du système qui sont simplifiés lors de la détermi-
nation de la fonction de transfert du système ne figurent pas dans sa configuration des
pôles.

L’extension de la notion de zéros des systèmes monovariables aux systèmes multivariables n’est
pas triviale compte tenu des deux faits suivants.

F1. Un zéro d’une entréeGij(s) de la fonction de transfertG(s) n’est pas nécessairement un
zéro du système et un zéro de la la fonction de transfertG(s) n’est pas nécessairement un
zéro de l’une de ses entréesGij(s).

F2. Les zéros d’un système ne sont autres que les pôles du systèmeinverse correspondant.
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Le premier aspect stipule que si une composante de l’entrée d’un système est bloquée au niveau
d’une composante de la sortie du système, elle n’est pas nécessairement bloquée sur toutes les
composantes de sa sortie. Quant au second aspect, il constitue l’essence de la définition sui-
vante des zéros de transmission d’une fonction de transfertà partir des nombres complexes qui
conduisent à une dégénérescence de leur rang.

Définition 2.2 Considérons un système décrit par sa fonction de transfertG (s) ∈ Rp×m
p , on

dira queζ ∈ C est un zéro du système si la propriété suivante est satisfaite

rang (G (ζ)) < rang (G (s))

Si en plusG (s) ∈ Rm×m
p (s) et det (G (s)) 6= 0, alors ζ ∈ C est un zéro de transmission du

système si et seulement sidet (G (ζ)) = 0.

Cette définition concerne les zéros de transmission des systèmes qui ne sont pas nécessairement
des zéros de blocage du système, i.e. les nombres complexes finis pour lesquels la fonction de
transfert du système est nulle, qui sont définis à partir d’une extension naive de la définition des
zéros des systèmes monovariables.

Les deux résultats suivants précisent comment déterminer les pôles et les zéros de transmis-
sion d’une fonction de transfert.

Résultat 2.5Les pôles d’une fonction de transfert sont les racines du plus petit commun mul-
tiple des dénominateurs de l’ensemble de ses mineurs non nuls modulo une simplification préa-
lable des éventuels facteurs communs. Ce polynôme est appelé polynôme caractéristique ou
polynôme des pôles de la fonction de transfert que l’on désignera parΦ(s).

Résultat 2.6Les zéros d’une fonction de transfert de rang normalr sont les racines du plus
grand commun diviseur des numérateurs de tous les mineurs d’ordrer, pourvu que ces mineurs
aient été préalablement exprimés de manière à ce qu’ils aient comme dénominateurs le poly-
nôme des pôles de la fonction de transfertΦ(s). Ce polynôme est appelé polynôme des zéros de
transmission de la fonction de transfert que l’on désigneraparΨ(s).

Les exemples suivants permettent d’illustrer les résultats 2.5 et 2.6 tout en relevant des aspects
spécifiques aux zéros des fonctions de transfert.

Exemple 2.1Considérons la fonction de transfert

G(s) =
(

s− 2

s+ 5

s− 3

s+ 3

)

Son rang normal est égal à1 et son polynôme des pôles (resp. des zéros) estΦ(s) = (s+3)(s+5)
(resp. Ψ(s) = 1). Ainsi, cette fonction de transfert admet deux pôlesp1 = −3 etp2 = −5 mais
n’admet aucun zéro alors que chacun de ses éléments admet un zéro.
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Exemple 2.2Considérons la fonction de transfert

G(s) = 1

s+ 2

(

s− 3 5
5 s− 3

)

Les mineurs d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) sont donnés par les fractions rationnelles

s− 3

s+ 2
,

5

s+ 2
,

5

s+ 2
et

s− 3

s+ 2

(

resp. det (G(s)) = s− 8

s+ 2

)

Le rang normal de cette fonction de transfert est donc égal à 2et son polynôme des pôles (resp.
des zéros) est donné parΦ(s) = s+2 (resp. Ψ(s) = s− 8). Elle admet donc un pôlep1 = −2
et un zéro de transmissionz1 = 8 qui est bien différent des zéros de transmission des éléments
de la fonction de transfert qui sont égaux à un.

Exemple 2.3Soit la fonction de transfert

G(s) = 1

(s+ 1)(s− 1)(s+ 2)





(s− 1)(s+ 2) 0 (s− 1)(s− 1)

−(s + 1)(s+ 2) (s− 1)(s+ 1) (s− 1)(s+ 1)





dont les mineurs non identiquement nuls d’ordre 1 et d’ordre2 sont respectivement donnés par

1

s+ 1
,

s− 1

(s+ 1)(s+ 2)
,

−1

s− 1
,

1

s+ 2
,

1

s+ 2
et

2

(s+ 1)(s+ 2)
,

−(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 2)
et

1

(s+ 1)(s+ 2)

Le rang normal de cette fonction de transfert est égal à 2 et lepolynômes des pôles (resp. des
zéros) estΦ(s) = (s + 1)(s − 1)(s + 2)2 (resp. Ψ(s) = s− 1). Elle admet donc deux pôles
simplesp1 = 1 etp2 = −1, un pôle doublep3 = p4 = −2 et un seul zéroz1 = 1. On notera que
cette fonction de transfert admet un pôle et un zéro communsp1 = z1 = 1.

Ces exemples illustrent bien la problématique intrinsèqueaux zéros d’une fonction de transfert
d’un système multivariable, notamment la fonction de transfert n’admet aucun zéro alors que
chacun de ses éléments admet un zéro comme le montre l’exemple 2.1, les zéros d’une fonc-
tion de transfert ne sont pas égaux aux zéros de leurs entréesrespectives comme le montre
l’exemple 2.2 et une fonction de transfert peut avoir des pôles et des zéros égaux comme le
montre l’exemple 2.3.

Remarque 2.11Les pôles d’une fonction de transfert sont essentiellementdes pôles de ses élé-
ments modulo une indetermination de leur ordre de multiplicité. Pour apprécier cet aspect des
choses, considérons la fonction de transfert

G(s) = 1

s− µ
Gµ̄(s)

oùGµ̄(s) ∈ Rm×m
p (s) et n’admet aucun pôle réel de valeurµ. En effet, compte tenu du mineur
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d’ordre m de la fonction de transfert donnée par

det (G(s)) = 1

(s− µ)m
det (Gµ̄(s))

on peut conclure que la fonction de transfert admet un pôle réel de valeurµ et d’ordre de
multiplicitém pourvu quedet (Gµ̄(s)) n’admet aucun zéro de valeurµ. Et cette multiplicité
n’est pas perceptible à partir des éléments de la fonction detransfert.

La définition 2.2 est néanmoins mal appropriée pour la détection d’une dégénérescence de rang
des fonctions de transfert qui ont éventuellement des zéroset des pôles communs : une propriété
probable dans le cas des fonctions de transfert des systèmesmultivariables. Pour pallier ce
problème, la définition 2.2 est judicieusement modifiée modulo une restriction aux fonctions de
transfert de rang plein qui ne constituent pas une perte de généralité pourvu que le choix des
entrées et des sorties du système ait été raisonnablement effectué.

Définition 2.3 Considérons une fonction de transfertG (s) ∈ R
p×m (s) de rang plein en co-

lonnes (resp en lignes). Alorsζ ∈ C est un zéro de transmission deG (s) si et seulement si

∃ v ∈ C
∗m / lim

s−→ζ
G (s) v = 0

(

resp. ∃ w ∈ C
∗m / lim

s−→ζ
w∗G (s) = 0

)

Les exemples suivants permettent de mieux apprécier l’application de la définition 2.3 dans le
cas d’une fonction de transfert qui admet des pôles et des zéros communs.

Exemple 2.4Considérons un système décrit par la fonction de transfert

G(s) =







1
2

s+ 2

0 1







et notons qu’elle est de rang plein, admet un pôlep = −2 et vérifie la propriété suivante

G(s)V (s) = Z(s) avec V (s) =

(

−2
s + 2

)

et Z(s) =

(

0
s+ 2

)

Et en vertu de la définition 2.3, on en déduit que le système admet un zéroζ = −2 puisque
lim

s−→−2
G(s)V (s) = 0. Par ailleurs, le système inverse est donné par

G−1(s) =







1 − 2

s+ 2

0 1







Il admet un pôlep = −2, ce qui confirme le fait que le système admet un zéroζ = −2.
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Exemple 2.5Considérons le système décrit par

G (s) =









s+ 1

s+ 2
0

0
s+ 2

s+ 1









Comme le système est de rang plein, on peut déterminer ses zéros en vertu de la définition 2.3
qui permet de postuler que le système admet deux zérosζ1 = −1 et ζ2 = −2. Par ailleurs, le
système admet deux pôlesp1 = −1 etp2 = −2.

Exemple 2.6La condition de rang plein est impérative pour l’application de la définition 2.3
comme l’illustre le cas du système décrit par la fonction de transfert

G(s) =









1

s+ 1

1

s+ 1

1

s+ 1

1

s+ 1









On notera que ce système n’est pas de rang plein et qu’il n’admet aucun zéro de transmission

G(s)
(

1
−1

)

= 0 pour tout s ∈ C

Le résultat suivant permet de caractériser les zéros de transmission d’une fonction de transfert
qui n’est pas nécessairement de rang plein pourvu que ses configurations des pôles et des zéros
soient disjointes.

Résultat 2.7Considérons un système décrit par une fonction de transfertG (s) ∈ Rp×m
p (s). Si

ζ ∈ C n’est pas un pôle deG (s), alorsζ est un zéro de transmission deG (s) si et seulement si

rang (G (ζ)) < rang normal (G (s))

Si en plusG (s) ∈ Rm×m (s) et det (G (s)) 6= 0, alors ζ ∈ C est un zéro de transmission du
système si et seulement sidet (G (ζ)) = 0.

Ce résultat peut être utilisé pour déterminer les zéros de lafonction de transfert

G (s) =









1

s+ 1

1

s+ 2

2

s+ 2

1

s+ 1









dont le rang normal est égal à2 puisque

det (G (s)) =
2− s2

(s+ 1)2(s+ 2)2

Ainsi cette fonction de transfert admet deux zérosz1 =
√
2 et z2 = −

√
2 qui sont distincts

de ses pôles, notammentp1 = p2 = −1 et p3 = p4 = −2. Par ailleurs, ce résultat n’est pas
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applicable dans le cas de la fonction de transfert

G(s) =









s− 1

s+ 1
0

0
s+ 2

s− 1









puisqu’elle admet un pôle et un zéro de transmission communsp = ζ = 1, alors quedet (G(1)) 6=
0. La détermination des zéros est effectuée en vertu de la définition 2.3.

Résultat 2.8Considérons une fonction de transfertG (s) ∈ Rp×m (s) de rang plein en colonnes.
Alors ζ ∈ C est un zéro de transmission deG (s) si et seulement si

∃ 6= v ∈ C
m / G (ζ) v = 0

Preuve. Elle peut être faite, sans aucune perte de généralité, à partir de la forme deSmith-
McMillan de la fonction de transfertG (s) donnée par le résultat B.5 en se remémorant que
U(s) ∈ Rp×p

p (s) etV (s) ∈ Rm×m
p (s) sont deux matrices unimodulaires etSmc(s) ∈ Rp×m

p (s)
est une matrice rationnelle et propre unique qui se distingue par sa structure diagonale.

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Pour ce faire, supposons queζ est un zéro
deΨm(s), i.e.Ψm(ζ) = 0, et posonsv = V −1 (ζ) em où e∗m =

(

0 . . . 0 1
)

∈ Rm. Alors,
on peut vérifier aisément queG (ζ) v = 0.

Montrons ensuite que la condition est suffisante. Pour ce faire, supposons qu’il existe un vecteur
non nulv ∈ Cm / G (ζ) v = U (ζ)Smc (ζ)V (ζ) v = 0 et posons







u1
...
um







∆
= V (ζ) v ∈ R

m

Alors on auraαi (ζ)ui = 0 pour tout i ∈ [1, m], et doncζ ∈ C doit être un zéro de l’un des
polynômesΨ (s) pour i ∈ [1, m].

CQFD

2.4 Modèle de synthèse

La simplicité est une spécification vitale pour la conception des systèmes de commande, de
prédiction ou de filtrage. Elle est intrinsèquement liée à lasimplicité du modèle de synthèse, en
l’occurrence un modèle linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisation d’état ou une
fonction de transfert dont la complexité peut être essentiellement caractérisée par la structure
du modèle, notamment les nombres des variables d’état, des entrées et des sorties du système.
Ainsi, on peut postuler que cette structure est judicieusement spécifiée pourvu que les propriétés
suivantes soient satisfaites

CM (SYS) = CP (SYS) , rang (G) = m et rang (H) = p
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Ces propriétés permettent d’éviter toutes les redondancespossibles des variables d’état, des
entrées et des sorties du système et d’assurer que sa fonction de transfert est de rang plein en
lignes (rep. en colonnes) sim ≤ p (resp. sim ≥ p). Par ailleurs, il faut privilégier les cas des
systèmes carrés, i.e.m = p, pour des considérations de simplicité d’analyse et de synthèse.

2.5 Opérations élémentaires

Les systèmes sont principalement conçus à partir de trois ensembles d’opérations élémentaires
qui seront présentés dans ce qui suit d’une manière concise et précise.

Le premier ensemble concerne les trois compositions élémentaires entre deux systèmes
respectivement caractérisés par

G1(s) =

(

F1 G1

H1 E1

)

et G2(s) =

(

F2 G2

H2 E2

)

qui se distinguent par la nature de l’interconnection des deux systèmes. La figure 2.7 montre
uneinterconnection en cascadeoù il apparaît clairement que

u1 (t) = u (t) , u2 (t) = y1 (t) et y2 (t) = y (t)

G1 (s) G2 (s)- - -u (t) y (t)
y1 (t)

u2 (t)

y2 (t)

u1 (t)

FIGURE 2.7 – Interconnection en cascade

La description de cette cascade peut être faite à partir des représentations d’état respectives
des systèmesG1(s) etG2(s) en effectuant les substitutions requises, soit

ρx1 (t) = F1x1 (t) +G1u (t)

ρx2 (t) = F2x2 (t) +G2u2 (t) = F2x2 (t) +G2H1x1 (t) +G2E1u (t)

y (t) = H2x2 (t) + E2u2 (t) = H2xe (t) + E2H1x1 (t) + E2E1u (t)

Et si l’on considère toutes les variables d’état des systèmes G1(s) et G2(s) comme variables
d’état de la cascade, alors elle peut être caractérisée par

G(s) =





F1 0 G1

G2H1 F2 G2E1

H2 E2H1 E2E1




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La figure 2.8 montreune interconnection du type parallèle où il apparaît clairement que

u (t) = u2 (t) = u2 (t) et y (t) = y1 (t) + y2 (t)

G1(s)

G2(s)

-

-

- �
��
6

?
-+u (t) y (t)

u1 (t) y1 (t)

u2 (t) y2 (t)

FIGURE 2.8 – Interconnection en parallèle

La description de l’interconnection parallèle peut être faite à partir des représentations d’état
respectives des systèmesG1(s) etG2(s) en effectuant les substitutions requises, soit

ρx1 (t) = F1x1 (t) +G1u (t)

ρx2 (t) = F2x2 (t) +G2u (t)

et
y (t) = H1x1 (t) +H2x2 (t) + (E1 + E2)u (t)

Et si l’on considère toutes les variables d’état des systèmes G1(s) et G2(s) comme variables
d’état de l’interconnection parallèle, alors elle peut être caractérisée par

G(s) =





F1 0 G1

0 F2 G2

H1 H2 E1 + E2





La figure 2.9 montre uneune interconnection du type rétroactionoù il apparaît clairement
que

u1 (t) = u (t)− y2 (t) et y (t) = y1 (t) = u2 (t)

La description de l’interconnection en rétroaction peut être faite à partir des réalisations d’état
respectives des systèmesG1(s) etG2(s) en effectuant les substitutions requises. Compte tenu des
équations de sortie des systèmes, on a

(I + E2E1)u1 (t) = u (t)− E2H1x1 (t)−H2x2 (t)
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Et si la matriceI + E2E1 est inversible, alors l’équation de la sortie de l’interconnection en
rétroaction est donnée par

y (t) =
(

I −E1 (I + E2E1)
−1E2

)

H1x1 (t)− E1 (I + E2E1)
−1H2x2 (t)

+E1 (I + E2E1)
−1 u (t)

Cette équation peut se récrire comme suit en vertu des résultats A.5 et A.6 d’inversion matriciel.

y (t) = E12H1x1 (t)− E12E1H2x2 (t) + E1E21u (t)

avec
E12 = (I + E1E2)

−1 et E21 = (I + E2E1)
−1

G1(s)

G2(s)

- -

�

n
6

- ±
u1 (t) y1 (t)

u (t) y (t)

u2 (t)y2 (t)

FIGURE 2.9 – Interconnection en rétroaction

Et si l’on considère toutes les variables d’état des systèmesG1 etG2 comme variables d’état de
l’interconnection en rétroaction, alors elle peut être caractérisée par

G(s) =





F1 −G1E2E12H1 −G1E21H2 G1E21

G2E12H1 F2 −G2E1E21H2 G2E1E21

E12H1 −E12E1H2 E1E21





Remarque 2.12Les réalisations d’état des compositions considérées ont été établies autour
des variables d’état des systèmes interconnectés. L’hypothèse requise dans le cas d’une inter-
connection en contre réaction, i.e. la matriceI + E2E1 est inversible, est satisfaite si l’un des
systèmes interconnectés est strictement propre et c’est lecas dans la plupart des problèmes
d’automatique.

Le second ensemble concerne les trois systèmes usuels associés à un système donné, en l’oc-
currence le système dual, le système conjugué et le système inverse, qui sont particulièrement
définis par leur relation intrinsèque au système.
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La fonction de transfert dusystème dualest égale à la transposée de la fonction de trans-
fert du système, soit

Gd (s) = GT (s) =
(

H (sIn − F )−1G+ E
)T

= GT
(

sIn − F T
)−1

HT + ET

On aura alors

G (s) =

(

F G
H E

)

→ Gd (s) =

(

F T HT

GT ET

)

La fonction de transfert dusystème conjuguéest donnée par

Gc (s) = GT (−s) =
(

H (−sIn − F )−1G+ E
)T

= −GT
(

sIn + F T
)−1

HT + ET

On aura alors

G (s) =

(

F G
H E

)

→ Gc (s) =

( −F T HT

−GT ET

)

La fonction de transfert dusystème inverseest donnée parGi (s) = (G (s))−1 pourvu que la
fonction de transfert du système soit inversible. Dans ce cas le système inverse peut être réalisé
à partir d’une interconnection en rétroaction appropriée comme l’indique la figure2.10.

G(s)− In

-

�

m
6

- ±

y (t)z (t)

u (t) y (t)

FIGURE 2.10 – Réalisation d’un système inverse

En effet on a
Y (s) = U(s)− (G(s)− In)Y (s)

soit
U(s) = G(s)Y (s) ⇐⇒ Y (s) = Gi(s)U(s)

Le système inverse peut être alors déterminé à partir de la représentation d’état du système
dont la fonction de transfert estG(s)− In et de la relation entrez (t) ety (t), soit

SINV























ρx (t) = Fx (t) +Gy (t)

z (t) = Hx (t) + (E − In) y (t)

y (t) = u (t)− z (t)
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En éliminant la variablez (t) entre les deux dernières équations, on obtientEy (t) = −Hx (t)+
u (t). Et si la matriceE est inversible, alors on peut en déduire aisément une représentation
d’état du système inverse

SINV







ρx (t) = (F −GE−1H)x (t) +GE−1u (t)

y (t) = −E−1Hx (t) + E−1u (t)

On aura alors

G (s) =

(

F G
H E

)

→ G−1 (s) =
(

F −GE−1H GE−1

−E−1H E−1

)

Remarque 2.13On peut vérifier aisément que cette caractérisation reste valable dans le cas
des systèmes qui ne sont pas nécessairement carrés pourvu que la matrice E admet une inverse
à droite (resp. à gauche), i.e.∃Ed ∈ Rm×p / EEd = Ip (resp.∃Eg ∈ Rp×m / EgE = Im. On
aura alors

G (s) =

(

F G
H E

)

→ Gi (s) =

(

F −GEiH GEi

−EiH Ei

)

Ei désigne l’inverse disponible de la matriceE, soitE−1, Ed ouEg. En effet, considérons le
cas où la matriceE admet une inverse à droite, alors on aura

G (s)Gd (s) =





F GEdH GEd

0 F −GEdH −GEd

H EEdH EEd



 =





F GEdH GEd

0 F −GEdH −GEd

H H Ip





Et en effectuant un changement de base défini par la matriceT =

(

Ip Ip
0 Ip

)

sur le système

G (s)Gd (s), on obtient

G (s)Gd (s) =





F 0 0
0 F −GEdH −GEd

H 0 Ip



 = Ip

Ce résultat peut être transposé par dualité au cas où la matriceE admet une inverse à gauche.

Le troisième ensemble concerne la commande avec retour d’état et l’injection de sortie
qui sont respectivement définis à partir des opérations suivantes

SYS
{(

F G
H E

)

−→ SCRE
{(

F −GK G
H − EK E

)

et

SYS
{(

F G
H E

)

−→ SIS
{(

F −MH G−ME
H E

)

oùK ∈ Rm×n etM ∈ Rn×p désignent respectivement le gain de commande avec retour d’état
et d’injection de sortie. La dualité entre la commande avec retour d’état et l’injection de la
sortie peut être naturellement mise en exergue à partir des faits suivants.
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F1. Comme le dual du système de commande avec retour d’état est donné par

SCRE
{(

F −GK G
H − EK E

)

−→ DSCRE
{(

F T −KTGT HT −KTET

GT ET

)

on peut en déduire que le dual du système de commande avec retour d’état sur le dual du
système est donné par

SCRED
{(

F T −HTKd HT

GT − ETKd ET

)

−→ DSCRED
{(

F −KT
d H G−KT

d E
H E

)

Il apparaît alors clairement que le concept d’injection de sortie peut être obtenu à partir
du dual du concept de commande avec retour d’état sur le dual du système, soit

SIS =
(

DSCRED
)

KT
d
=M

F2. Comme l’injection de sortie sur le dual du système est donnéepar

DSYS
{(

F T HT

GT ET

)

−→ SISD
{(

F T −MdG
T HT −MdE

T

GT ET

)

et que le dual du système obtenu par une injection de sortie à partir du dual du système
est donné par

SISD
{(

F T −MdG
T HT −MdE

T

GT ET

)

−→ DSISD
{(

F −GMT
d G

H − EMT
d E

)

on peut postuler naturellement que le concept de commande avec retour d’état peut être
obtenu à partir du dual du concept d’injection de sortie sur le dual du système, soit

SCRE =
(

DSISD
)

MT
d
=K

La dualité entre les concepts de commande avec retour d’étatet d’injection de sortie est judi-
cieusement exploitée pour alléger le développement fondamental et les outils de synthèse.

Remarque 2.14Les trois opérations élémentaire sont vitales pour la conception des systèmes
de commande. La composition des systèmes est impérative pour la compensation des perturba-
tions et la précision. Quant aux autres opérations, elles permettent de formuler convenablement
toutes les problématiques de synthèse et de mise ne oeuvre associées.

Ces bonus seront particulièrement mis en exergue aux chapitres suivants. La dualité est poten-
tiellement utilisée pour des considérations pédagogiques, notamment le développement d’une
approche déterministe pour les synthèses optimales (voir chapitres 8 et 10).
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2.6 Eléments de réalisation

La diversité des représentations d’un système est un atout pour apprécier aisément leurs pro-
priétés fondamentales. Cette aisance peut être confortée par une maîtrise des techniques de
passage d’une représentation à l’autre, en l’occurrence les concepts de factorisation et de réa-
lisation et le calcul opérationnel comme l’indique la figure2.11. Le concept de factorisation
(resp. le calcul opérationnel) a été vigoureusement développé dans l’annexe B (resp. peut être
effectué en utilisant les résultats A.6 et A.14). Quant au problème de réalisation, il a été dé-
veloppée d’une manière compréhensible dans les prouesses pédagogiques reconnues de notre
communauté ([15], [42], [46], [70], [89]).

G (s) = [Gij (s)]
↑

(i, j) ∈ [1, p]× [1,m]

y(t) = A−1g (ρ)Bg(ρ) u(t)

y(t) = B−1d (ρ)Ad(ρ) u(t)
(F,G,H,E)

?

�

-

FACT ORISAT ION

REALISAT ION

CALCUL OPERAT IONNEL

FIGURE 2.11 – Relations entre les modèles paramétriques d’un système

Dans ce qui suit, on traitera six problèmes judicieusement choisis pour une meilleure percep-
tion de la problématique de réalisation. Les trois premiersproblèmes concernent les systèmes
monovariables, alors que les trois derniers sont consacrésaux systèmes multivariables.

Systèmes monovariables.Comme la représentation d’état est plurielle, on se focalisera sur
des réalisations canoniques qui sont principalement motivées par des considérations pédago-
giques, en l’occurrence une simplicité remarquable aussi bien du point de vue de l’analyse que
du point de vue de la synthèse. On considérera d’abord le cas des systèmes décrit par la fonc-
tion de transfert d’ordre trois

G(s) = B(s)

A(s)
=
bos

3 + b1s
2 + b2s+ b3

s3 + a1s2 + a2s+ a3
(2.55)

pour mieux apprécier la démarche avant de l’étendre naturellement au cas des fonctions de
transfert d’ordren.

G(s) =
B(s)

A(s)
=

bos
n + b1s

n−1 + . . .+ bn−1s+ bn
sn + a1sn−1 + . . .+ an−1z + an

(2.56)

On peut déterminer aisément deux réalisations d’état équivalentes et en déduire les réalisations
d’état d’un système d’ordre n.
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La première réalisation est issue de la représentation d’état partiel 2.16 que l’on peut récrire
comme suit dans le cas considéré

ρ3z(t) = −a1ρ2z(t)− a2ρz(t)− a3z(t) + u(t)

y(t) = boρ
3z(t) + b1ρ

2z(t) + b2ρz(t) + b3z(t)
(2.57)

Cette forme suggère de définir un vecteur d’état à partir de lavariablez(t) comme suit

xc(t) =





xc1(t)
xc2(t)
xc3(t)



 =





ρ2z(t)
ρz(t)
z(t)





En effet, compte tenu de la représentation d’état partiel 2.57, on obtient

ρxc1(t) = −a1ρ2z(t)− a2ρz(t)− a3z(t) + u(t)

= −a1xc1(t)− a2xc2(t)− a3xc3(t) + u(t)

ρxc2(t) = xc1(t)

ρxc3(t) = xc2(t)

et

y(t) = boρ
3z(t) + b1ρ

2z(t) + b2ρz(t) + b3z(t)

= bo (u(t)− a1x1(t)− a2xc2(t)− a3xc3(t)) + b1xc1(t) + b2xc2(t) + b3xc3(t)

= (b1 − boa1)xc1(t) + (b2 − boa2)xc2(t) + (b3 − boa3) xc3(t) + bou(t)

Le système peut alors décrit par les équations d’état et de sortie







ρxc(t) = Fcxc(t) +Gcu(t)

y(t) = Hcxc(t) + Ecu(t)

où (Fc, Gc, Hc, Ec) est une réalisation du système, dite forme canonique commandable, donnée
par

Fc =





−a1 −a2 −a3
1 0 0
0 1 0



 , Gc =





1
0
0



 , HT
c =





b1 − boa1
b2 − boa2
b3 − boa3



 et Ec = bo

L’appellation forme canonique commandable est justifiée par le fait que la paire(Fc, Gc) est
commandable : il est toujours possible de déterminer une séquence de commande admissible
qui permet de réaliser une transition d’état arbitraire en temps fini. Quant à l’appellation état
partiel, elle est naturellement motivée par le fait quez(t) est une variable d’état du système.

En adoptant la même approche d’état partiel, on peut déduireque la forme canonique com-
mandable associée à la fonction de transfert (2.56) est donnée par

FCC







ρxc(t) = Fcxc(t) +Gcu(t)

y(t) = Hcxc(t) + Ecu(t)
(2.58)
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avec

Fc =











−a1 −a2 . . . −an
0

In−1
...
0











, Gc =











1
0
...
0











, H∗c =











b1 − boa1
b2 − boa2

...
bn − boan











et E = bo (2.59)

La seconde réalisation d’état est issue de description (2.17) que l’on peut récrire comme suit
dans le cas considéré

y(t) = ρ−1
(

(−a1y(t) + b1u(t))) + ρ−1((−a2y(t)) + b2u(t))

+ ρ−1(−a3y(t) + b3u(t)))
)

+ bou(t)

Ce système comporte trois intégrateurs dont les sorties peuvent être considérées comme des
variables d’état que l’on peut définir à partir de la description (2.17) du système comme suit

xo1(t) = ρ−1
(((

− a1y(t) + b1u(t)
)

+ ρ−1
((

− a2Y (s) + b2U(s)
)

.......

........... + ρ−1
(

− a3y(t) + b3u(t)
)))

xo2(t) = ρ−1
(((

− a2y(t) + b2u(t)
)

+ ρ−1
(

− a3y(t) + b3u(t)
)))

xo3(t) = ρ−1
(

− a3y(t) + b3u(t)
)

avec

y(t) = xo1(t) + bou(t)

En substituant l’expression ci dessus de la sortie du système dans les équations de ses variables
d’état, on obtient

ρxo1(t) = −a1xo1(t) + xo2(t) + (b1 − boa1)u(t)

ρxo2(t) = −a2xo1(t) + xo3(t) + (b2 − boa2)u(t)

ρxo3(t) = −a3xo1(t) + (b3 − boa3)u(t)

avec

y(t) = xo1(t) + bou(t)

Le système peut alors décrit par les équations d’état et de sortie







ρxo(t) = Foxo(t) +Gou(t)

y(t) = Hoxo(t) + Eou(t)

où (Fo, Go, Ho, Eo) est une réalisation du système, dite forme canonique observable, donnée
par
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Fo =





−a1 1 0
−a2 0 1
−a3 0 0



 , Go =





b1 − boa1
b2 − boa2
b3 − boa3



 , H =
[

1 0 0
]

et E = bo

L’appellation forme canonique observable est justifiée parle fait que la paire(Ho, Fo) est ob-
servable : on peut toujours reconstruire l’état initial du système à partir de son comportement
d’entrée-sortie sur un intervalle de temps fini.

En adoptant la même approche, on peut déduire que la forme canonique observable associée à
un système d’ordren est donnée par

FCO







ρxo(t) = Foxo(t) +Gou(t)

y(t) = Hoxo(t) + Eou(t)
(2.60)

avec

Fo =











−a1
−a2 In−1

...
−an 0 . . . 0











, Go =











b1 − boa1
b2 − boa2

...
bn − boan











, H∗o =











1
0
...
0











et E = bo (2.61)

La forme modaleest une représentation d’état que l’on peut déterminer à partir d’une décompo-
sition en éléments simples de sa fonction de transfert. On traite le cas où tous les pôles de la
fonction de transfert sont simples et réels, les autres cas pourraient être traités d’une manière
autonome pour mieux apprécier leur complexité. Pour ce faire, considérons le cas de la fonction
de transfert (2.56) avec

A (s) =
n
∏

i=1

(s− λi) avec λi ∈ R et i 6= j =⇒ λi 6= λj

Comme tous les pôles de la fonction de transfert sont simpleser réels, on peut la décomposer
en éléments simples comme suit

G (s) = γo +

n
∑

i=1

γi
s− λi

avec γo ∈ R et γi ∈ R
∗

Et si l’on pose

γo = bo, γi = higi et Xi (s) =
higi
s− λi

U (s) pour touti ∈ [1, n],

alors la sortie du système peut se récrire comme suit

Y (s) = boU(s) +
n
∑

i=1

hiXi (s) gi
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Cette expression suggère de définir des variables d’état comme suit

ρxi(t) = λixi(t) + giu(t) pour touti ∈ [1, n]

Ceci nous amène naturellement à la réalisation d’état modale

FM







ρxm(t) = Fmxm(t) +Gmu(t)

y(t) = Hmxm(t) + Emu(t)

avec

Fm =















λ1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 λi 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 λn















, Gm =















g1
...
gi
...
gn















Hm =
[

h1 . . . hi . . . hn
]

et Em = bo

Systèmes multivariables.Deux approches ont été adoptées pour traiter le problème de réali-
sation dans le cas des systèmes multivariables. La premièreapproche consiste tout simplement
à réaliser chacun des éléments de la fonction de transfert etcombiner convenablement toutes
ces réalisations pour former une réalisation d’état du système. A titre illustratif, considérons la
fonction de transfert donnée par

G (z) =

(

G1(s) G2(s)
G3(s) G4(s)

)

où chaque élémentGi(s) est une fonction de transfert dont on peut déterminer une réalisation
d’état en utilisant l’une des démarches adoptées dans le casdes systèmes monovariables, doit

Gi (s) =

(

Fi Gi

Hi Ei

)

On peut alors en déduire une réalisation d’état de la fonction de transfertG (s) comme suit

G (s) =

















F1 0 0 0 G1 0
0 F2 0 0 0 G2

0 0 F3 0 G3 0
0 0 0 F4 0 G4

H1 H2 0 0 E1 H2

0 0 H3 H4 E3 H4

















L’ordre d’une telle réalisation n’est généralement pas minimal ; elle peut être réduite en élimi-
nant les modes qui ne sont pas accessibles à l’entrée et/ou percevables en sortie.
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La seconde approche permet de déterminer directement une réalisation d’état et sera illustrée
au travers de deux exemples.Le premier exempleconcerne le cas des fonctions de transfert
données par

G(s) = [Gij(s)] = B(s) (A(s)Im)
−1

oùA(s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions rationnellesGij(s)
est une matrice polynomiale de dimensionp×m respectivement donnés par

A(s) = sr + a1s
r−1 + . . .+ ais

r−i + . . .+ ar−1s+ ar ∈ R[s]

B(s) = Bos
r +B1s

r−1 + . . .+Bis
r−i + . . .+Br−1s+Br ∈ R

p×m[s]

On peut vérifier aisément que

F =















0m Im 0m . . . 0m
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0m

0m 0m Im
−arIm . . . . . . . . . −a1Im















, G =















0m
...
...
0m
Im















(2.62)

H =
(

Br − arBo Br−1 − ar−1Bo . . . B1 − a1Bo

)

et E = Bo

est une réalisation d’état deG (s). Pour ce faire, posons

X (s) = (sImr − F )−1G
∆
= diag (Xi (s)) avec Xi (s) ∈ R

m×m (s)

On aura alors

(sImr − F )X (s) = G

soit

Xi+1(s) = sXi(s) pour i = 1, . . . , r − 1 (2.63)

et

sXr(s) + ar−1X1(s) + . . .+ aoXr(s) = Im (2.64)

Et en utilisant(2.63) pour récrire (2.66) en fonction deX1(s), on trouve

X1(s) =
1

A(s)
Im (2.65)

et donc

X (s) =
1

A(s)















Im
zIm

...

...
zr−1Im















Im (2.66)
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Ainsi, on aura bien

HX (s) +Bo = H
1

A(s)















Im
zIm

...

...
zr−1Im















Im +
A(s)

A(s)
Bo = H (sInm − F )−1G+ E = G (s)

Il apparaît clairement que la réalisation d’état obtenue n’est pas minimale mais elle est est
néanmoins commandable.

Quantau second exemple, il concerne le cas des fonction de transfert données par

G (s) =
N(s)

D(s)
où

N(s) ∈ R
p×m (s) et D(s) =

r
∏

i=1

(s− µi) avec µi ∈ R et µi = µj =⇒ i = j

On peut alors décomposer la fonction de transfertG (s) en éléments simples comme suit

G (s) = E +

r
∑

i=1

Γi

s− µi

Et cette décomposition suggère naturellement une réalisation d’état minimale de la fonction de
transfertG (s) donnée par

G (s) =











µ1In1 G1

. . .
...

µrInr
Gr

H1 . . . Hr E











oùGi ∈ Rni×m etHi ∈ Rp×ni sont telles queΓi = HiGi avecni = rang (Γi).

Dans le cas où les racines du polynômeD(s) sont complexes et non nécessairement distinctes,
on peut élaborer une réalisation minimale en utilisant une décomposition adéquate de la fonc-
tion de transfert. On suggère de traiter quelques exemples spécifiques pour se convaincre.

Exemple 2.7On se propose de déterminer la réalisation deGilbert de la fonction de transfert

G (s) =







2

s(s+ 2)

−3

(s+ 2)(s+ 5)
−2

(s+ 3)(s+ 5)

5

s+ 5







Notons d’abord que cette fonction de transfert peut se mettre sous la forme

G (s) =
1

s(s+ 2)(s+ 3)(s+ 5)

(

2(s+ 3)(s+ 5) −3s(s+ 3)
−2s(s + 2) 5s(s+ 2)(s+ 3)

)
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que l’on peut décomposer en éléments simples comme suit

G (s) = E +
1

s+ 2
Γ2 + Γ3

1

s+ 3
+ Γ4

1

s+ 5
avec

E =

(

0 0
0 0

)

Γ1 =

(

−1 −1
0 0

)

=

(

−1
0

)

(

1 1
)

= H1G1

Γ2 =

(

0 0
−1 0

)

=

(

0
1

)

(

−1 0
)

= H2G2

Γ3 =

(

0 1
1 5

)

=

(

0 1
1 1

)(

1 0
0 5

)

= H3G2

La réalisation deGilbert est alors donnés par

G (s) =

















2 0 0 0 0 1 1
0 3 0 0 0 −1 0
0 0 5 0 0 1 0
0 0 0 5 0 0 5
0 −1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0

















puisque les ordres de multiplicité des modes de la matrices d’état sont respectivement donnés
par n1 = 1, n2 = 1 etn3 = 2.

2.7 Modélisation d’une suspension

Les études des suspensions de véhicules sont essentiellement basées sur un système masse-
ressort que l’on peut représenter comme l’indique la figure 2.12. Compte tenu du principe
fondamental de la physique et des notations considérées, ona

SUSP



















m1ρ
2xc(t) = −β1ρ (xc(t)− xs(t))− κ1 (xc(t)− xs(t)) + f(t)

m2ρ
2xs(t) = β1ρ (xc(t)− xs(t)) + κ1 (xc(t)− xs(t))

−β2ρ (xs(t)− w(t))− κ1 (xs(t)− w(t))− f(t)

(2.67)

oùxc(t) (resp.xs(t)) représente la position du châssis (resp. de l’axe de la roue) par rapport à
la position de repos,m1 (rep.m2) n’est autre que la masse du châssis (resp. de la suspension),
β1 etβ2 (resp.κ1 etκ2) désignent les coefficients d’amortissement (resp. de raideur) de la sus-
pension et du pneu de la roue,f(t) est une commande en force générée par un servo-vérin et
w(t) représente les perturbations issues du profil de la route, notamment les trous, les bosses, le
revêtement défectueux et le passage sur un trottoir que l’onpeut approximer raisonnablement
par un échelon.
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xc(t)

xs(t)

w(t)

6

6

f(t)

FIGURE 2.12 – Suspension

Une bonne suspension se distingue par une bonne tenue de route et un comportement relative-
ment bien amorti du chassis du véhicule. Et comme la distancexc(t) − w(t) n’est pas mesu-
rable et que la déformationxs(t)−w(t) est relativement faible, on peut considérer la différence
xc(t)− xs(t) comme un bon quantificateur des performance de la suspension.

On peut élaborer aisément une représentation d’état de la suspension du véhicule en choi-
sissant ses variables d’état et d’entrée-sortie comme suit

x(t)
∆
=









x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)









=













xc(t)
ρxc(t)
xs(s)

ρxs(t)−
β2

β1 + β2
w(t)













(2.68)

u(t)
∆
=

(

f(t)
w(t)

)

et y(t)
∆
= xc(t)− xs(t) (2.69)

En effet, compte tenu des équations (2.67) de la physique et des définitions des variables d’état
et d’entrée-sortie de la suspension, on aura

SYS







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

y(t) = Hx(t)
(2.70)
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avec

F =















0 1 0 0

− κ1
m1

− β1
m1

κ1
m1

β1
m1

0 0 0 1
κ1
m2

κ1
m2

−κ1 + κ2
m2

− 1

m2















(2.71)

G
∆
=



















0 0

− κ1
m2

β1
m2

0 − β1
β1 + β2

− 1

m2

κ2
m2



















(2.72)

H
∆
=
(

1 0 −1 0
)

(2.73)

La fonction de transfert de la suspension peut être aisémentdéterminée à partir d’une appli-
cations de la transformée deLaplace à ses équations différentielles (2.67) ou de sa réalisation
d’état (F,G,H) (2.71)-(2.73). Elle est donnée par

G (s) =
(

Gu (s) Gw (s)
)

∆
=

(

B (s)

A (s)

E (s)

A (s)

)

=

(

bos
2 + b1s+ b2

s4 + a1s3 + a2s2 + a1 + a4

eos
3 + e1s

2

s4 + a1s3 + a2s2 + a1 + a4

)

(2.74)

où les paramètres{ai}i∈[0,4], {bi}i∈[0,2] et {ei}i∈[0,1] sont respectivement donnés à partir des
paramètres physiquesβ1, β1, κ1, κ2,m1 etm2 comme suit

a1 =
β1
m2

+
β1
m2

+
β1
m1

, a2 =
κ1
m2

+
κ1
m2

+
κ1
m1

+
β1β2
m1m2

, a3 =
β1κ2 + β2κ1
m1m2

et a4 =
κ1κ2
m1m2

bo =
m1 +m2

m1m2
, b1 =

β2
m1m2

et b2 =
κ2

m1m2

eo = − β2
m2

et e1 = − κ2
m2

Remarque 2.15Gu (s) (resp.Gw (s)) est est la fonction de transfert qui relie l’entrée de la sus-
pension (resp. les perturbations qui agissent sur la suspension) à la sortie de la suspension. Les
deux zéros en zéro de la fonction de transfertGw (s) permettent de réaliser une compensation
asymptotique parfaite des perturbations dy type échelon etdu type rampe.
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2.8 Linearisation des systèmes

La conception des systèmes de commande est essentiellementréalisée à partir d’une famille
de modèles linéaires qui permet de reproduire convenablement le comportement dynamique
du système à commander dans sa zone de fonctionnement. Ces modèles sont élaborés à partir
d’une linéarisation admissible d’un modèle de connaissances du système ou d’une approche
de modélisation expérimentale ingénieuse. Les modèles de connaissance sont issus des lois al-
lant de de la physique à la chimie en passant par l’économie sibesoin est. Quant aux approches
expérimentales, elles sont particulièrement développéesconformément au potentiel culturel dis-
ponible en matière de traitement du signal, d’optimisationet d’identification des systèmes, en
l’occurrence les boites à outils de Matlab ou Scilab.

On présente dans ce qui suit le concept de linéarisation des systèmes décrits par des équa-
tions différentielles ordinaires

SYS
{

ρx(t) = f (x(t), u(t))

y(t) = h (x(t), u(t))
(2.75)

oùx(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et y(t) ∈ Rp désignent respectivement l’état, l’entrée et la sortie du
système etf : Rn ×Rm −→ Rn eth : Rn ×Rm −→ Rnsont des fonctions différentiables.
Pour ce faire, posons

z(t)
∆
=

(

x(t)

u(t)

)

, g (x(t), u(t))
∆
=

(

f (x(t), u(t))

h (x(t), u(t))

)

et z̄
∆
=

(

x̄

ū

)

Compte tenu du fait que la fonctiong : Rn+m −→ Rn+m est différentiable, on peut l’approxi-
mer au voisinage dēz ∈ Rn+m à partir d’un développement deT aylor au premier ordre, soit

g (z) ≃ g (z̄) +
∂g

∂z
(z̄) (z − z̄)

avec

∂g

∂z
(z̄) =







∂f

∂x
(x̄, ū)

∂g

∂u
(x̄, ū)

∂h

∂x
(x̄, ū)

∂h

∂u
(x̄, ū)







Le système 2.75 peut être alors raisonnablement approximé,autour de point̄z, par le système
linéaire donné par les équations d’état et de sortie

SYST











ρx(t) = f (x̄, ū) +
∂f

∂x
(x̄, ū)x(t) +

∂g

∂u
(x̄, ū)u(t)

y(t) = f (x̄, ū) +
∂h

∂x
(x̄, ū)x(t) +

∂h

∂u
(x̄, ū)u(t)

qui n’est autre que lesystème tangentsous-jacent au point̄z.

Et comme la linéarisation d’un système est généralement faite autourd’un point de fonc-
tionnement défini parf (x̄, ū) = 0, qui n’est autre qu’unétat d’équilibre pourvu quēu = 0,
on peut postuler que le système non linéaire (2.75) peut êtreraisonnablement approximé par le
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système tangent qui lui est associé en son point de fonctionnement.

SYST
{

ρxv(t) = Fxv(t) +Guv(t)

yv(t) = Hxv(t) + Euv(t)
(2.76)

où xv(t), uv(t) et yv(t) désignent respectivement les variations de l’état, de l’entrée et de la
sortie du système autour de son point de fonctionnement, i.e.

xv(t) = x(t)− x̄, uv(t) = u(t)− ū et yv(t) = y(t)− ȳ (2.77)

et(F,G,H,E) est une réalisation d’état du modèle linéaire tangent au point de fonctionnement
considéré, soit

(

F G

H E

)

=







∂f

∂x
(x̄, ū)

∂g

∂u
(x̄, ū)

∂h

∂x
(x̄, ū)

∂h

∂u
(x̄, ū)






(2.78)

Dans ce qui suit, on étudiera la modélisation de trois systèmes qui permettent d’illustrer la
plupart des problèmes de commande rencontrés dans l’ingénierie des systèmes.

2.8.1 Réseaux hydrauliques

Les réseaux hydrauliques sont constitués d’un ensemble de réservoirs, de canalisations, de
vannes, de pompes et de capteurs. Les réservoirs sont alimentés par des sources d’eau et reliés
entre eux par des canalisations. Les vannes sont fondamentalement utilisées pour une meilleure
gestion des apports en milieu urbain. Quant aux capteurs, ils sont essentiellement utilisés pour
la mesure des niveaux d’eau dans certains reservoirs ou des débits de certaines canalisations.
La modélisation des réseaux hydrauliques est communément réalisée en adoptant une approche
compartimentale dont le compartiment essentiel peut être représenté comme l’indique la figure
2.13.

?

-

6

qs(t)

qe(t)

h(t)

FIGURE 2.13 – Structure élémentaire

Il s’agit d’un réservoir cylindique alimenté en eau, au travers d’une pompe et qui se déverse
vers l’extérieur au travers d’un orifice. Ce système hydraulique élémentaire est décrit par
l’équation différentielle de bilan volumique complétée par l’expression algébrique du débit de
l’eau à la sortie du réservoir en vertu de la loi deBernouilli, soit

SHE
{

σρh(t) = qe(t)− qs(t)

qs(t) = κ
√

h(t)
(2.79)
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oùσ désigne la section de base du réservoir,h(t) est le niveau d’eau dans le réservoir,qe(t) et
qs(t) désignent respectivement le débit fourni par la pompe et le débit gravitaire à la sortie du
réservoir etκ est le coefficient de restriction de la canalisation.

On distingue deux structures élémentaires des réseaux hydrauliques qui consistent en une cas-
cade (resp. une série) de deux réservoirs identiques comme l’indique la figure 2.14 (resp. la
figure 2.15).

?

?

?

qe(t)

q12(t)

qs(t)

6
h1(t)

6
h2(t)

FIGURE 2.14 – Structure cascade

?
qe(t)

-

?

q12(t)
qs(t)

6
6

h1(t)
h2(t)

FIGURE 2.15 – Structure série

Les deux systèmes hydrauliques sont décrits par les mêmes équations modulo une expression
différente du débitq12

CRH































σρh1(t) = qe − q12

σρh2(t) = q12 − qs

q12 = κ
√

h2(t)

qs = κ
√

h2(t)

(2.80)
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SRHR































σρh1(t) = qe − q12

σρh2(t) = q12 − qs

q12 = κsigne (h1(t)− h2(t))
√

| h1(t)− h2(t) |

qs = κ
√

h2(t)

(2.81)

oùκ etσ désignent le coefficient de restriction et la surface de basede chacun des réservoirs.

Par ailleurs, le point de fonctionnement
(

q̄e, h̄, q̄s
)

du compartiment élémentaire (2.79) est dé-

fini à partir de l’état d’équilibre défini parρh(t) = 0 pour tout t, soit q̄s = q̄e = κ
√

h̄. Et si
l’on pose

qiv(t) = qe(t)− q̄e, hv(t) = h(t)− h̄ et qsv(t) = qs(t)− q̄s

Le comportement dynamique du système hydraulique (2.79) peut être alors approximé par le
système linéaire

SHL







σρhv(t) = qev(t)− qsv(t)

qsv(t) = κhv(t) avec γ =
κ

2
√
h̄

(2.82)

On retrouve ainsi l’hypothèse communément faite sur les systèmes hydrauliques pour obtenir
directement un modèle linéaire, soitle débit sortant d’un réservoir est proportionnel à son
niveau d’eau.

2.8.2 Pendule inversé

Le pendule inversé est un système mécanique constitué d’un pendule posé sur un chariot rou-
lant, dans un état d’équilibre instable, au travers d’une articulation au centre de sa face su-
périeure comme l’indique la figure 2.16. Tous ceux qui ont tenté d’équilibrer une tige sur la
pointe de leur doigt auront une meilleur perception de la complexité du problème de commande
du pendule inversé qui constitue l’essence des problématiques de conduite des navires et des
systèmes d’assistance pour la mobilité.

CHARIOT

x

�
�
�
�
�
�
�
�
� 6

-

-

ℓ

θ(t)

zp(t)

xp(t)

xc(t)

-u(t)

FIGURE 2.16 – Pendule inverse

Notons d’abord que les coordonnées du pendule sont reliées aux coordonnées du chariot comme
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suit

xp = xc + ℓsin (θ) et zp = ℓcos (θ) (2.83)

et que le Lagrangien du système est donné par

L (xc, xp, zp) = Ec (xc, xp)− Ep (zp) (2.84)

avec

Ec (xc, xp) =
1

2
mc (ρxc)

2 +
1

2
mp

(

(ρxp)
2 + (ρzp)

2) (2.85)

Ep (zp) = mpgzp (2.86)

oùmc etmp désignent respectivement les masses du chariot et du pendule. Et compte tenu des
relations (2.83) entre les coordonnées du pendule et du chariot, le Lagrangien du système peut
se récrire comme suit

L (xc, θ) =
1

2
(mc +mp) (ρxc)

2

+mpℓ (ρxc) (ρθ) cos (θ) +
1

2
mpℓ

2 (ρθ)2 −mpgℓcos (θ) (2.87)

Les équations du pendule inversé peuvent être alors aisément obtenues à partir des équations
d’Euler-Lagrange sous-jacentes, soit

EELPI























ρ

(

∂L
∂(ρxc)

(xc, θ)

)

− ∂L
∂(xc)

(xc, θ) = u

ρ

(

∂L
∂(ρθ)

(xc, θ)

)

− ∂L
∂(θ)

(xc, θ) = 0

(2.88)

Et compte tenu des expressions (2.84) et (2.87) du Lagrangien du système, on obtient

EELPI











(mc +mp) ρ
2xc +mpℓ (ρ

2θ) cos (θ)−mpℓ (ρθ)
2 sin (θ) = u

mpℓ (ρ
2xc) cos (θ) +mpℓ

2 (ρ2θ)−mpgℓsin (θ) = 0

(2.89)

oùu désigne la force exercée sur le chariot.

Par ailleurs, on peut récrire ces deux équations différentielles de second ordre sous la forme
d’une représentation d’état du système modulo une définition adéquate des variables d’état et
de sortie, soit

x(t)
∆
=









x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)









=









xc(t)
θ(t)
ρxc(t)
ρθ(t)









et y(t) =

(

y1(t)
y2(t)

)

=

(

xc(t)
θ(t)

)

(2.90)

En effet, les équations (2.92) d’Euler-Lagrange du pendule inversé peuvent bien se récrire sous



67

la forme d’une représentation d’état

EELPI
{

ρx(t) = f (x(t), u(t))

y(t) = h (x(t))
(2.91)

avec

f (x, u) =























x3

x4

mpℓsin (x2)−mpgsin (x2) cos (x2) + ℓu

ℓ (mc +mpsin2 (x2))

mpℓx
2
4sin (x2) cos (x2) + (mc +mp) gsin (x2)− cos (x2)u

ℓ (mc +mpsin2 (x2))























(2.92)

h (x) =

(

1 0 0 0

0 1 0 0

)

x (2.93)

La linéarisation du pendule inversé est effectuée autour del’origine avec une force identi-
quement nulle, soit̄x = 0 et ū = 0, ce qui nous amène au modèle linéaire

PIL
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

y(t) = Hx(t)
(2.94)

avec

F =

















0 0 1 0

0 0 0 1

0
mpg

mc

0 0

0
(mc +mp) g

mcℓ
0 0

















, G =



















0

0

1

mc
1

mcℓ



















et H =

(

1 0 0 0

0 1 0 0

)

(2.95)

2.8.3 Satellite orbital

Le comportement dynamique des satellites terrestres peut être obtenu à partir des lois de la
physique

ST































ρr(t) = r(t)ω2(t)− κ
1

r2(t)
+

1

m
u1(t)

ρω(t) = −2
ρr(t)

r(t)
ω(t) +

1

mr2(t)
u2(t)

y(t) = r(t)− ̺

(2.96)

où {r(t)} et {h(t)} désignent respectivement la distance du satellite par rapport au centre de
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la terre et son altitude,{ω(t)} désigne la vitesse angulaire du satellite sur son orbite,{u1(t)}
et{u2(t)} sont respectivement la poussée radiale et la poussée tangentielle etm etκ,m et̺ ne
sont autres que la masse du satellite et la constante de gravitation et le rayon de la terre.

Et si l’on pose

x(t) =









x1(t)

x2(t)

x3(t)









=









r(t)

ρr(t)

ω(t)









, u(t) =

(

u1(t)

u2(t)

)

et y(t) = r(t)− ̺ (2.97)

on aura

SAT
{

ρx(t) = f (x(t), u(t))

y(t) = h (x(t))
(2.98)

où f : R3 × R2 −→ R3 et h : R3 −→ R sont des fonctions différentiables respectivement
définies par

f (x(t), u(t)) =















x2(t)

x1(t)x
2
3(t)−

κ

x21(t)
+

1

m
u1(t)

−2
x2(t)x3(t)

x1(t)
+

1

mx21(t)
u2(t)















h (x(t)) = x1(t)− ̺

(2.99)

Les états d’équilibre du satellite sont obtenus pour une poussée radiale constante, i.e.u1(t) =
ū1α(t), et une poussée tangentielle nulle telles que

ū1 =
km

r̄2
− r̄ω̄2m

Cette relation correspond à une orbite d’altitude constante h̄ = r̄ − ̺ parcourue avec une pé-
riode de révolution constantēω. La linéarisation des équations (2.97)-(2.99) du satellite autour
de l’orbite (r̄, ω̄) est alors donnée par

LSAT
{

ρxv(t) = Fxv(t) +Guv(t)

yv(t) = Hxv(t)− ̺
(2.100)

avec

F =













0 1 0

ω̄2 + 2
κ

r̄2
0 2r̄ω̄

0 −2
ω̄

r̄
0













, G =













0 0

1

m
0

0
1

mr̄2













et H =
(

1 0 0
)
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2.9 Systèmes linéaires variants dans le temps

Les systèmes linéaires variants dans le temps peuvent être convenablement décrits par la repré-
sentation d’état

SLVT







ρx(t) = F (t)x(t) +G(t)u(t)

y(t) = H(t)x(t) + E(t)u(t)
(2.101)

où {u(t)} ∈ Rm et {y(t)} ∈ Rp représentent respectivement l’entrée et la sortie du système,
{x(t)} ∈ Rn désigne l’état du système et(F (t), G(t), H(t), E(t)) est une réalisation d’état du
système. Dans la plupart des applications, les matrices d’état, d’entrée et de sortie sont géné-
ralement continues par morceaux et bornées, i.e. les fonctions sous-jacentesfij : t −→ fij(t),
gij : t −→ gij(t), hij : t −→ hij(t) et eij : t −→ eij(t) sont continues par morceaux et il existe
des scalaires positifs finisβf , βg, βh etβe tels que

‖F (t) ‖ ≤ βf , ‖G (t) ‖ ≤ βg, ‖H (t) ‖ ≤ βh et ‖E (t) ‖ ≤ βe (2.102)

La matrice de transition de cette classe de système, qui n’est autre que la matrice de passage
de l’instantτ ∈ R à l’instant t ∈ R, pour une entrée identiquement nulle et que l’on désignera
par φ (t, τ), est caractérisée par les propriétés suivantes.

P1. ρφ (t, τ) = F (t)φ (t, τ) pour tout (t, τ) ∈ R2

P2. φ (τ, τ) = In pour tout τ ∈ R

P3. φ (t, t∗, τ) = φ (t, t∗)φ (t∗, τ) pour tout (t, t∗, τ) ∈ R3

P4. φ−1 (t, τ) = φ (τ, t) pour tout (t, τ) ∈ R2

Remarque 2.16. On recouvre naturellement l’expression de la matrice de transition dans le
cas des systèmes linéaires invariants, soit

φ(t, τ) = eF (t−τ) pour tout (t, τ) ∈ R
2

Un tel résultat peut être facilement obtenu en utilisant un développement en série deT aylor de
la matrice de transition. En effet, on a

φ(t) =

∞
∑

k=o

(

ρkφ(t)
)

t=o

tk

k!
=

∞
∑

k=o

(

F kφ(t)
)

t=o

tk

k!
=

∞
∑

k=o

tk

k!
F k = eFt

Le résultat suivant précise les expressions des trajectoires d’état et de sortie du système en
fonction de son état initial, sa séquence d’entrée.

Résultat 2.9Considérons le système linéaire variant dans le temps (2.101) et supposons que
sa réalisation d’état est continue par morceaux. Alors les trajectoires d’état et de sortie sous-
jacentes sont respectivement données par
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T RES







x(t) = φ(t, to)x(to) +
∫ t

to
φ(t, τ)G(τ)u(τ)dτ

y(t) = H(t)φ(t, to)x(to) +
∫ t

to
H(t)φ(t, τ)G(τ)u(τ)dτ + E(t)u(t)

(2.103)

Preuve.Conformément au principe de superposition, la solution générale de l’équation d’état

ρx(t) = F (t)x(t) +G(t)u(t) avec x(to) = xo

est égale à la somme de la solution générale du système homogène

ρx(t) = F (t)x(t) avec x(to) = xo

et d’une solution particulière de l’équation

ρx(t) = F (t)x(t) +G(t)u(t) avec x(to) = 0

Or la solution générale du système homogène est donnée par

x(t) = φ(t, to)x(to)

alors que la solution particulière peut être obtenue avec laméthode de variation des constantes
qui consiste à considérer une solution de la forme

x(t) = φ(t, to)γ(t) avec γ(to) = x(to) = 0

On aura alors

ρx(t) = ρφ(t, to)γ(t) + φ(t, to)ρz(t) = F (t)φ(t, to)z(t) + φ(t, to)ργ(t)

Et compte tenu de l’équation du système considéré, on obtient

ργ(t) = φ(to, t)G(t)u(t)

et donc

γ(t) = γ(to) +

∫ tf

to

φ(to, τ)G(τ)u(τ)dτ

La solution particulière recherchée est alors donnée par

x(t) = φ(t, to)γ(t) =

∫ tf

to

φ(t, τ)G(τ)u(τ)dτ

On retrouve bien les expressions (2.103) des trajectoires d’état et de sortie.

CQFD
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2.10 Conclusion

Ce chapitre est un tour d’horizon guidé sur les représentations des systèmes multivariables li-
néaires invariants dans le temps après un rappel sur les représentations usuelles des systèmes
monovariables, en l’occurrence les réponses impulsionnelle et harmonique, l’équation différen-
tielle et la fonction de transfert. La représentation d’état a été convenablement présentée pour
mettre en exergue ses atouts (resp. ses relations) par rapport aux (resp. avec les) autres repré-
sentations, notamment la matrice système et la fonction de transfert. La matrice système (resp.
fonction de transfert) sera essentiellement utilisée pourdéterminer les zéros invariants (resp.
les représentations polynomiales) du système. Le passage d’une fonction de transfer à une réa-
lisation d’état a été traité dans des cas particuliers pour des considérations pédagogiques après
un exercice vitale sur la composition des systèmes. Un focussur le modélisation des systèmes a
été fait pour mieux apprécier le concept de linéarisation tout en illustrant la notion de variables
d’état. Une attention particulière a été accordée à la représentation des systèmes linéaires va-
riants dans le temps et sera confortée dans les prochains chapitres en guise d’une introduction
progressive à l’observation et la commande des systèmes linéaires variants dans le temps. Cet
investissement fut une opportunité pour mieux apprécier lanotion de matrice de transition.

2.11 Problèmes

On propose un ensemble de problèmes allant d’une évaluationautonome des connaissances
acquises à une modélisation vigoureuse d’une classe de systèmes échantillonnés en passant par
le confort de quelques remarques pertinentes.

Problème 2.1Considérons le système linéaire invariant dans le temps décrit la fonction de
transfert

G(s) = s (s2 + ω2)

(s− µ)2 (s2 + 2ζωs+ ω2)
avec ω > 0, µ ∈ R et 0 ≤ ζ < 1

On demande de traiter les aspects suivants.

1) Donner la configuration pôles-zéros du système et étudier sastabilité en fonction des sca-
lairesµ et ζ .

2) Préciser la classe des entrées bloquées par le système.

3) Montrer que l’on peut déterminer une réalisation d’état du système à partir des réalisa-
tions d’état des systèmes décrits par les fonctions de transfert

G1(s) =
s

(s− µ)2
et G2(s) =

s2 + ω2

s2 + 2ζωs+ ω2

.

Problème 2.2Considérons un système décrit par une fonction de transfertstrictement propre
G(s) dont(F,G,H) est une réalisation minimale. Montrer que la cascade du système avec un
dérivateur pur peut être décrite par les réalisation d’étatdonnées par

Gd(s) = sG(s) =
(

F FG
H HG

)

=

(

F G
HF HG

)
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Problème 2.3Considérons le système de la figure 2.17 où les sous systèmesSYS1 et SYS2
sont respectivement décrits par les fonctions de transfert

G1 (s) =
ω2

s2 + 2ζωs+ ω2
et G2 (s) =

β (s− ζ1) (s− ζ2)

s (s− µ)

SYS1

SYS2

m- - -

6

�

y(t)u(t) ±

FIGURE 2.17 – Système

On demande de proposer un schéma de simulation analogique dusystème pour mieux appré-
hender ses variables pertinentes et donner ses diverses représentations tout en précisant la
classe des entrées qui sont bloquées par le système.

Problème 2.4Montrer que la fonction de transfert des systèmes carrés systèmes, i.e.m = p,
décrits par une réalisation(F,G,H) d’ordre n peut se récrire en fonction de leur matrice sys-
tèmeMσ(s) comme suit

G(s) = det (Mσ(s))

det
(

sIn − F
)

Et en déduire que le nombre de zéros du système est inférieur ou égal àn−m en précisant que
l’égalité est vraie dans le cas d’un retard uniforme unitaire.

Problème 2.5Considérons les fonctions de transfert respectivement données par

G1 (s) =







−2s+ 1

(s+ 1)2
2

(s+ 4)(s+ 2)
s

(s+ 1)

s

(s+ 1)






et G2 (s) =







s

(s+ 1)

s

(s+ 1
s

(s+ 1)

s

s+ 2







G3(s) =



















s+ 1

(s+ 3)2
0

0
s+ 2

(s+ 4)2

s+ 2

(s+ 5)2
s+ 1

(s+ 5)2



















et G4(s) =









s+ 2

(s + 1)2
0

0
s+ 1

(s+ 2)2









On demande de déterminer les pôles et les zéros de ces fonctions de transfert ainsi que leurs
directions et de proposer une factorisation polynomiale première à gauche (resp. première à
droite) de la fonction de transfertG3 (s) (resp. G4 (s))
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Problème 2.6Considérons un système décrit par une factorisation polynomiale première à
droite

G (s) = Bd(s)A
−1
d (s)

et supposons que la fonction de transfertG (s) est de rang plein presque pour touts ∈ C.
Montrer quez ∈ C est un zéro du système sirang (Bd (z)) < rangrang (G (s))

Problème 2.7Considérons un système décrit par une factorisation polynomiale première à
gauche

G (s) = A−1g (s)Bg(s)

et supposons que la fonction de transfertG (s) est de rang plein presque pour touts ∈ C.
Montrer quez ∈ C est un zéro du système sirang (Bg (s)) < rangrang (G (s))

Problème 2.8Déterminer une réalisation d’état du système inverse dans la cas où la fonction
de transfert du système est inversible en utilisant directement le lemme d’inversion donné par
le résultat A.6. On préciser la condition requise pour la faisabilité de l’inversion.

Problème 2.9Considérons la classe des systèmes caractérisée par

G =

(

F G
H E

)

/ ∃Eg ∈ R
p×m / EgE = Im

Vérifier que le système inverse est caractérisé par

Gg =

(

F −GEgH GEg

−EgH Eg

)

Problème 2.10Montrer que le système décrit par la fonction de transfert

FT S
{

G(s) = B(s)

A(s)

avec
A(s) = sn + a1s

n−1 + . . .+ an−1s+ an ∈ R[s]

B(s) = Bos
n +B1s

n−1 + . . .+Bn−1s +Bn ∈ R
p×1[s]

admet une réalisation d’état donnée par

Fc =









−a1 −a2 . . . −an
0

In−1 0
0









, Gc =











1
0
...
0











Hc =
[

B1 − a1Bo B2 − a2Bo . . . Bn − anBn

]

et Ec = Bo
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Problème 2.11Montrer que le système décrit par la fonction de transfert

FT S
{

G(s) = B(s)

A(s)

avec
A(s) = sn + a1s

n−1 + . . .+ an−1s+ an ∈ R[s]

B(s) = Bos
n +B1s

n−1 + . . .+Bn−1s+Bn ∈ R1×m[s]

admet une réalisation d’état donnée par

Fo =











−a1
−a2 In−1

...
−an 0 0 0











, Go =









B1 − a1Bo

B2 − a2Bo

. . .
Bn − anBo









Ho =
[

1 0 . . . 0
]

et Eo = Bo

Problème 2.12Montrer que la dimension de toute réalisation d’une fonction de transfert stric-
tement propreG(s) est supérieure ou égale à son degré deSmith-McMillan.

Problème 2.13Le moteur à courant continu qui entraîne une charge constituée d’une inertie
et d’un frottement visqueux est un exemple relativement populaire en automatique. La com-
mande des moteurs à courant continu est généralement effectuée par la tension d’induit comme
le montre la figure 2.18.

INDUIT CHARGE

?

6

u(t)

INDUCT EUR
?

?

q(t) τm(t)

i(t)

FIGURE 2.18 – Moteur à courant continu commandé par la tension d’induit
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Le modèle du moteur peut être élaboré à partir de ses équations électrique et mécanique res-
pectivement données par

u(t) = Lρi(t) +Ri(t) + e(t) avec e(t) = αφρq(t)

et
Jρ2q(t) = τm(t)− τf (t)− τr(t) avec τm(t) = βφi(t) et τf (t) = fρq(t)

où{i(t)}, {u(t)}, {e(t)} et{q(t)} désignent respectivement le courant d’induit, la tension aux
bornes de l’induit, la force contre-électromotrice du moteur et la position angulaire du mo-
teur, {τm(t)}, {τf (t)} et {τr(t)} désignent respectivement le couple produit par le moteur, le
couple des frottements visqueux et le couple résistant,L etR sont l’induction et la résistance
de l’induit,φ est le flux magnétique du stator,J représente l’inertie propre du moteur ramenée
à l’arbre du moteur et augmentée par l’inertie des organes detransmission,αφ, βφ etf repré-
sentent les coefficients de la force contre-électromotrice, du couple produit par le moteur et des
frottements visqueux.

On se propose d’étudier la modélisation de ce système électro-mécanique à partir de la re-
lation entre sa sortie, i.e. la position angulaire du moteur, et ses entrées, i.e. la tension d’induit
et le couple résistant, en procédant progressivement commesuit.

1) Montrer que la fonction de transfert du système électro-mécanique pest donnée par

Q(s) = G(s)
[

U(s)
Tr(s)

]

=
[

G1(s) G2(s)
]

[

V (s)
Tr(s)

]

avec

G1(s) =
βφ

s ((Ls+R) (Js+ f) + αβφ2)

et

G2(s) =
− (Ls +R)

s ((Ls+R) (Js+ f) + αβφ2)

On donnera un schéma de simulation analogique du modèle du système électro-mécanique
pour mettre en exergue ses variables pertinentes.

2) En supposant que la constante de temps électrique est négligeable par rapport à la
constante de temps mécanique, montrer que le modèle du système electro-mécanique peut
être réduit comme suit

Q(s) = Gr(s)

[

U(s)
Tr(s)

]

=
[

Gr1(s) Gr2(s)
]

[

U(s)
Tr(s)

]

avec

Gr1(s) =
βφ

s (JRs + fR + αβφ2)
et Gr2(s) =

−R
s (JRs + fR + αβφ2)

Comme précédemment, on donnera un schéma de simulation analogique du modèle réduit
pour mettre en exergue ses variables pertinentes.
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Problème 2.14On se propose d’étudier la modélisation du système hydraulique constitué de
trois bacs contenant de l’eau et reliés par deux canaux commel’indique la figure 2.19.

? ?

-�

6

6

6

qe1(t) qe2(t)

qs2(t)qs1(t)

FIGURE 2.19 – Système hydraulique

Pour ce faire, on suggère de procéder d’une manière progressive comme suit.

1) Donner les expressions des débits à la sortie des bacs, i.e.qs1(t) et qs2(t) et celles des
débits du bac 1 vers le bac 2 et du Bac 2 vers le bac 1.

2) Donner les équations d’état du système hydraulique et en déduire une réalisation d’état
du modèle linéarisé.

Problème 2.15Les oscillateurs électromagnétiques sont communément utilisés pour l’étude
des déformations des membranes souples soumises à des tensions importantes dans plusieurs
domaines des sciences de l’ingénieur, en l’occurrence en biologie et en acoustique. Un osilla-
teur électromagnétique est composé d’un électroaimant et d’un solide soumis à un mouvement
horizontal et attaché à un support fixe par un système de transmission composé d’un ressort et
un amortisseur (RES/AMOR) comme l’indique la figure 2.21.

M
A
S
S
E

RES/AMO

ELECT ROAIMANT

i(t)

u(t)��
��
�

-�

-

xo

x(t)

?

FIGURE 2.20 – Oscillateur électromagnétique

On notera que{v(t)} et{i(t)}, désignent respectivement la tension bornes de la bobine induc-
trice et le courant inducteur,{x(t)} désigne la position du solide dans l’entrefer avecx(0) = 0,
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i.e. l’origine coincide avec la position du solide lorsque le courant inducteur est nul et que le
ressort est relâché, etxo désigne l’abscisse de l’électroaimant par rapport à l’origine choisie,
i.e. la positionx(t) = xo correspond naturellement au contact entre le solide et l’électroaimant.

Le principe d’un oscillateur électromagnétique est simple: une variation de tension aux bornes
de la bobine inductrice de l’électroaimant produit une variation du courant inducteur, et donc
une force électromagnétique, qui induit une variation de laposition du solide. On se propose
d’étudier la modélisation d’un osillateur comme suit.

1) Préciser les hypothèses qui permettent une description de l’oscillateur électromagnétique
par les équations

OSEM
{

(mρ2 + µρ+ κ)x(t) = µ

(

i(t)

xo − x(t)

)2

(2.104)

oùm, κ et µ désignent respectivement la masse du solide et les coefficient de raideur et
d’amortissement du système de transmission etµ est un scalaire qui dépend essentielle-
ment de la structure de l’électroaimant considéré.

2) Déterminer une approximation linéaire du modèle de l’oscillateur électromagnétique au-
tour d’un point de fonctionnement que l’on précisera.

Problème 2.16Considérons un mélangeur de deux produits dont le principe de fonctionne-
ment est décrit comme l’indique la figure 2.21. On distingue une cuve cylindrique, de volume
appropriée par rapport à la nature du mélange considéré, estalimentée par deux produits
de concentrations constantesγ1 et γ2 avec des débitsq1(t) et q2(t) délivrés par des vannes
commandées par convenablement asservies pour être raisonnablement décrites par des gains
statiques unitaires. L’agitateur est essentiellement utilisé pour réaliser un mélanger relative-
ment parfait pour que la concentration du produit dans la cuve soit égale à la concentration du
produit sortant par l’orifice d’écoulement de la cuve.

-

?

6

h(t)

� c2(t)
q2(t)

c1(t)
q1(t)

qs(t) cs(t)

agitateur

FIGURE 2.21 – Mélangeur
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On se propose d’étudier la modélisation du mélangeur en procédant progressivement comme
suit.

1) Montrer que le mélangeur est décrit par les équations

MEL















ρυ(t) = q1(t) + q2(t)− κ
√

h(t)

ρ (γ(t)υ(t)) = γ1q1(t) + γ2q2(t)− κγ(t)
√

h(t)

où υ(t) désigne le volume du produit contenu dans la cuve etκ n’est autre que le coeffi-
cient de restriction de l’orifice d’écoulement de sortie de la cuve.

2) Donner les équations d’état du système composé des vannes asservies d’alimentation, du
mélangeur et des capteurs de débits et de concentration du produit final en supposant
que les actionneurs et les capteurs peuvent être raisonnablement décrits par des gains
statiques unitaires.

3) Déterminer une approximation linéaire du système obtenu autour de son régime perma-
nent et préciser sa fonction de transfert.

Problème 2.17On se propose d’étudier la modélisation d’un pont roulant que l’on peut repré-
senter comme le montre la figure 2.22 où le chariot roule sur lepont pour assurer le transport
d’une charge au travers d’un câble rigide fixée au centre de laface supérieure du chariot. Le
mouvement du chariot est généré par une force horizontale générée par un moteur à courant
continu proprement asservi en en position.

j j
-

?

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AAw-

-

θ(t)

xc(t)

xp(t)

zp(t)

f(t) -

FIGURE 2.22 – Pont roulant

Pour ce faire, on supposera que le movement de rotation du câble est effectué sans frottement et
que sa masse est négligeable par rapport à celle de la charge pour la considérer comme nulle ;
et on suggère d’utiliser les notations de la figure pour les positions du chariot et de la charge.



79

1) Montrer que le pont roulant considéré est décrit par les deuxéquations couplées

PR







(mc +mp) ρ
2xc(t) +mpℓcos (θ(t)) ρ

2θ(t)−mpℓsin (θ(t)) (ρθ(t))
2 = f(t)

cos (θ(t)) ρ2xc(t) + ℓρ2θ(t) + gsin (θ(t)) = 0

oùmc, mp et ℓ désignent respectivement les masses du chariot et de la charge et la lon-
gueur du câble,xc(t) est la position de chariot etθ(t) est l’angle de rotation qui permet
de déterminer la position de la charge transportée, soit

xp(t) = xp(t) + ℓsin (θ(t)) et zp(t) = ℓcos (θ(t))

2) Donner l’équation d’un système pont roulant en considérantla force comme entrée et la
position de la charge comme sortie et en déduire une une approximation linéaire pour

sin (θ) ≈ theta, cos (θ) ≈ 1 et ρθ(t) = 0.

Problème 2.18Considérons le système hydraulique constituée de quatre bacs, soit{Bi}i∈[1,4],
et deux vannes, soit{Vi}i∈[1,2], comme l’indique la figure 2.23.{qe1(t)} et (resp.{qe2(t)}) dé-
signe le débit fournie parV1 (resp. V2), {q3(t)} (resp. {q4(t)}) désigne le débit gravitaire de
B3 (resp.B4) et{hi(t)} désigne le niveaux d’eau dansBi.

- -

�-

? ?

? ? ? ?

q12(t) q21(t)

q31(t) q42(t)q1(t) q2(t)

qe1(t) qe2(t)

q3(t) q4(t)

B1 B2

B3 B4

6
6

6
6

h1(t) h2(t)

h3(t) h4(t)

× ×
V1 V2

FIGURE 2.23 – Réseau hydraulique à quatre bacs
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1) Montrer que le réseau hydraulique considéré est décrit par le système d’équations diffé-
rentielles

SH































σ1ρh1(t) = (1− γ2) qe2(t)− κ1
√

h1(t)

σ2ρh2(t) = (1− γ1(t)) qe1(t)− κ2
√

h2(t)

σ3ρh3(t) = γ1(t)qe1(t) + κ1
√

h1(t)− κ3
√

h3(t)

σ4ρh4(t) = γ2(t)qe2(t) + κ2
√

h2(t)− κ4
√

h4(t)

où {γ1(t)} (resp. {γ2(t)}) désigne le taux d’ouverture de la vanneV1 (resp. V2), i.e.
γ1(t) = 1 (resp. γ2(t) = 1) lorsqueV1 (resp. V2) est complètement ouverte et doncB3

(resp. B4) n’est alimenté que par le débitqe1(t) (resp. le débitqe2(t)) et σi (resp. κi)
désigne la surface (resp. le coefficient de restriction) deBi.

2) Donner une représentation d’état du système hydraulique obtenu en considérant les taux
d’ouverture des vannes comme entrées et les débits gravitaires des bacsB3 etB4 comme
sorties et en déduire une approximation linéaire du systèmeautour d’un point de fonc-
tionnement donné.



Chapitre 3

Structure

Les interactions des variables d’état d’un système avec soncomportement d’entrée-sortie sont
essentiellement caractérisées par deux propriétés structurelles intrinsèques aux deux questions
fondamentales suivantes.

Q1. Peut-on effectuer une transition arbitraire de l’état d’unsystème par une loi de commande
admissible, e.g. une fonction integrable et uniformément bornée, en temps fini ?

Q2. Peut-on reconstruire l’état d’un système sur un intervallede temps arbitraire et fini à
partir de son comportement d’entrée-sortie sur cet intervalle ?

Ce chapitre est une étude rigoureuse et motivée sur la caractérisation des systèmes linéaires
commandables (resp. observables) conformément à la question Q1 (resp.Q2) avec un focus
sur les notions de modes, de pôles et de zéros. C’est une étudestructurelle qui est principa-
lement réalisée dans le cas des systèmes linéaires invariants dans le temps modulo un focus
concis sur les systèmes linéaires variants dans le temps pour pouvoir étudier les probléma-
tiques de commande et d’estimation optimales et d’adaptation paramètrique. On distingue cinq
parties qui constituent une synthèse compréhensible des résultats disponibles en la matière.
La première partie est consacrée au concept de commandabilité allant des définitions des sys-
tèmes commandables aux résultats fondamentaux correspondants, en l’occurrence la caractéri-
sation des systèmes selon la commandabilité qui permet d’introduire naturellement la propriété
de stabilisabilité qui constitue une exigence minimale pour la synthèse d’un système de com-
mande. La deuxième partie est réservée au concept d’observabilité allant des définitions des
systèmes observables aux résultats fondamentaux qui y sontassociés, notamment la caractéri-
sation des systèmes selon l’observabilité qui conduit naturellement à la propriété de détecta-
bilité qui constitue une condition impérative pour la synthèse d’un observateur. La troisième
partie est dédiée à la décomposition canonique selon la commandabilité et l’observabilité qui
conduit naturellement au concept de réalisation minimale.C’est une belle opportunité de dé-
couvrir une autre dimension de la pluralité d’une représentation d’état modulo une adjonction
de modes non commandables et/ou non observables. La quatrième partie est une présentation
des notions de pôles et des zéros des systèmes multivariables confortée par des interprétations
pertinentes issues d’une exploitation judicieuse de leurspropriétés structurelles. La cinquième
partie est le focus sur la structure des systèmes linéaires variants dans le temps qui offre une
belle opportunité pour mieux apprécier les grammiens de commandabilité et d’observabilité
qui sont au coeur des études de commandabilité et d’observabilité des systèmes dynamiques.
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3.1 Commandabilité.

Le concept de commandabilité est présenté d’une manière concise et rigoureuse pour les sys-
tèmes linéaires invariants dans le temps à partir d’un prologue sur l’essence du problème qui
lui est associé.

3.1.1 Définitions

La définition suivante précise le concept de commandabilitépour la classe des systèmes consi-
dérée.

Définition 3.1 Un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) est commandable si
pour toute condition initialexo et toute condition finalexf , il existe un instant finitf et une
séquence de commande admissible{u(t)}t∈[to,tf ] défini sur l’intervalle de temps fini[to, tf ]
telle que la solution de l’équation d’étatρx (t) = Fx(t) + Gu(t) avecx(to) = xo vérifie la
condition finalex(tf ) = xf .

La commandabilité est communément définie par rapport à l’origine de l’espace d’état comme
l’indiquent les définitions suivantes.

Définition 3.2 Un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) est atteignable si pour
toute condition finalexf , il existe un instant finitf et une séquence de commande admissible
{u(t)}t∈[to,tf ] définie sur l’intervalle de temps fini[to, tf ] telle que la solution de l’équation
d’étatρx (t) = Fx(t) +Gu(t) avec x(to) = 0 vérifiex(tf ) = xf .

Définition 3.3 Un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) est contraignable si
pour toute condition initialexo, il existe un instant finitf et une séquence de commande ad-
missible{u(t)}t∈[to,tf ] définie sur un intervalle de temps fini[to, tf ] telle que la solution de
l’équation d’étatρx (t) = Fx(t) +Gu(t) avec x(to) = xo vérifiex(tf ) = 0.

Remarque 3.1La commandabilité d’un système est manifestement une propriété vitale pour le
problème de poursuite d’une trajectoire dans l’espace d’état. L’ensemble des lois de commande
admissibles réalisant une transition d’état arbitrairexo −→ xf sur l’intervalle de temps fini
[to, tf ] est caractérisée par l’équation

x(tf ) = eF (tf−to)x(to) +

∫ tf

to

eF (tf−τ)Gu(τ)dτ

La séquence de commande{u(t)}t∈[to,tf ] qui réalise la transition d’étatx(to) −→ x(tf ) du
système est identiquement la même que celle qui permet de transférer l’état du système de l’ori-
gine à un état finalx(tf )− eF (tf−to)x(to) ou d’un état initialx(to)− e−F (tf−to)x(tf ) à l’origine
puisque l’exponentielle d’une matrice est régulière. Les propriétés d’atteignabilité et de contrai-
gnabilité ne sont pas aussi restrictives qu’elles peuvent paraître au premier abord puisqu’elles
impliquent que l’on peut, à partir de tout état initialx(to) à l’instantto, transférer le système en
tout étatxf à l’instant tf dans l’intervalle de temps fini[to, tf ]. On peut alors étudier, sans au-
cune perte de généralité, la commandabilité des systèmes dans un contexte d’atteignabilité, i.e.
x(to) = 0, ou de contraignabilité, i.e.x(tf ) = 0. Par ailleurs, la commandabilité des systèmes
linéaires invariants dans le temps est indépendante du choix de l’instant initial. Ce dernier peut
être alors choisi égal à zéro, i.e.to = 0, sans une quelconque incidence sur les résultats qui
seront progressivement développés.
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3.1.2 L’essence du problème

On précisera dans ce qui suit les éléments essentiels pour une meilleure perception du concept
de commandabilité.

L’équation essentielle.La commandabilité d’un système est étroitement liée à l’existence d’une
séquence de commande admissible réalisant la transition d’étatxo −→ xf sur un intervalle de
temps fini[to, tf ] donnée par l’équation

x(tf )− eF (tf−to)x(to) =

∫ tf

to

eF (tf−τ)Gu(τ)dτ

que l’on peut récrire, en vertu du résultat selon lequel qu’il existe une base de fonctions réelles

spécifiques{ϕk}k∈[0,n−1] telle queeFt =

n−1
∑

k=o

ϕk(t)F
k (voir problème 3.1), comme suit

x(tf )− e−F (tf−to)x(to) =

∫ tf

to

n−1
∑

k=o

ϕk(tf − τ)F kGu(τ) =

n−1
∑

k=o

F kG

∫ tf

to

ϕk(tf − τ)u(τ)dτ

ou d’une manière équivalente

x(tf )− e−F (tf−to)x(to) = Mc (F,G) uϕ(to, tf )

avec

Mc (F,G) =
(

G FG . . . F n−1G
)

uϕ(to, tf ) =

















∫ tf
to
ϕo(t− τ)u(τ)dτ

∫ tf
to
ϕ1(t− τ)u(τ)dτ

...
∫ tf
to
ϕn−1(t− τ)u(τ)dτ

















Ce système den équations àn×m inconnues, qui admet une infinité de solutions enuϕ(to, tf ),
constituel’équation essentielle de la commandabilité.

Solutions usuelles.On distingue deux solutions caractérisées par une structure particulière
motivée par des considérations de simplicité des calculs. La première solution est donnée par

uϕ(to, tf) = MT
c (F,G)ua(to, tf )

Elle permet ainsi de se ramener à un système de n équations à n inconnues donné par

Mc (F,G)MT
c (F,G) ua(to, tf) = x(tf )− e−F (t−to)x(to)

On peut alors déterminer d’une manière unique la solutionua(to, tf) pourvu que la matrice
Mc (F,G) soit de rang plein, i.e.

uα(to, tf ) = MT
c (F,G)

(

Mc (F,G)MT
c (F,G)

)−1
(

x(tf )− e−F (t−to)x(to)
)
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La seconde solution est une loi de commande admissible définie par

u(τ) = GT eF
T (tf−τ) η(tf )

où le vecteurη(tf ) ∈ Rn est la solution du système de n équations à n inconnues donné par

(
∫ tf

to

eF (tf−τ)GGT eF
T (tf−τ)dτ

)

η(tf) =
(

x(tf )− e−F (t−to)x(to)
)

On peut donc déterminer d’une manière unique le vecteurη(tf) pourvu que la matrice

Wc(to, tf ) =

∫ tf

to

eF (tf−τ)GGT eF
T (tf−τ)dτ =

∫ tf

to

eF (t−to)GGT eF
T (t−to)dt

soit régulière.

Ce préambule a permis de mettre en évidence l’importance desmatricesMc (F,G) etWc (to, tf )
pour la caractérisation des systèmes commandables. Le résultat suivant précise la relation es-
sentielle entre ces matrices respectivement appeléesmatrice de commandabilité et grammien
de commandabilité du système.

Résultat 3.1La matrice de commandabilité et le grammien de commandabilité d’un système
décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) sont reliés comme suit.

Wc(to, tf) = Mc (F,G)

(
∫ tf

to

φT (t)φ(t)dt

)

MT
c (F,G)

avec

φ(t) =
(

ϕo(t)Im ϕ1(t)Im . . . ϕn−1(t)Im
)

et ont le même rang

rang
(

Wc(to, tf )
)

= rang
(

Mc (F,G)
)

Par ailleurs, la détermination du grammien de commandabilité peut être effectuée à partir de
l’équation différentielle deLyapunov

ρWc (to, t) = FWc (to, t) +Wc (to, t)F
T +GGT avec Wc (to, to) = 0

La preuve de ce résultatpeut être effectuée en guise d’un bon exercice comme le suggère le
problème 3.14.

Sous-espace atteignableL’équivalence entre la comandabilité et l’atteignabilitépermet de
postuler qu’un système est commandable si et seulement si l’ensemble des états atteignables
par toutes les lois de commande admissible est l’espace d’état tout entier. La commandabilité
peut être alors étudiée dans un contexte d’atteignabilité àpartir de la relation entre l’entrée et
l’état du système. Cette dernière peut être interprétée comme un opérateur linéaireDee entre
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l’ensemble des lois de commande admissiblesUa et l’ensemble des états atteignablesEa, soit

Dee : Ua −→ Ea
avec

x(t) = Dee (u) =

∫ t

to

eF (t−τ)Gu(τ)dτ

Compte tenu du postulat donné ci-dessus, un système est commandable si et seulement si la
relation entrée7→ état est surjective, soit

Im (Dee) = Ea = R
n

Avec des arguments et des notations analogues à ceux utilisés dans le préambule, on peut ré-
crire l’équation des états atteignables comme suit

x(t) =

∫ t

to

eF (t−τ)Gu(τ)dτ = Mc (F,G) uϕ(to, t)

Cette forme de l’équation des états atteignables est beaucoup plus appropriée à la caractérisa-
tion du sous espace atteignable comme le montre le résultat fondamental suivant.

Résultat 3.2L’ensemble des états atteignables associé à un système linéaire invariant décrit
par une réalisation d’état(F,G,H,E) de dimensionn est égal à l’ensemble engendré par les
colonnes de la matrice de commandabilitéMc (F,G) qui lui est associée, soit

Ea = Im (Mc (F,G))

C’est un sous espace vectoriel de l’espace d’étatRn qui admet en outre les propriétés suivantes

P1. Ea est invariant sous la transformation linéaire associée à lamatriceF , i.e.

x ∈ Ea =⇒ Fx ∈ Ea

P2. Ea est un invariant du système, i.e.

xo ∈ Ea =⇒ x(t) ∈ Ea pour tout t

P3. Le système est complètement commandable surEa

Preuve. L’inclusion Ea ⊂ Im (Mc (F,G)) résulte naturellement de l’équation des états at-
teignables , i.e.x(t) = Mc (F,G) uα (to, t). Quant à l’inclusionIm (Mc (F,G)) ⊂ Ea, elle
découle du fait que tout vecteurx ∈ Im (Mc (F,G)) peut s’écrire comme suit

x =

n−1
∑

i=o

xiF
iG avec (xo, x1, . . . , xn−1) ∈ R

n

et qu’il existe une infinité de lois de commande admissibles qui permettent d’atteindre cet état,
notamment celles qui vérifient les équations

∫ t

to

ϕk(t− τ)u(τ)dτ = xk pour tout k ∈ [0, n− 1]
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Le sous espace d’atteignabilitéEa = Im (Mc (F,G)) est bien un sous-espace vectoriel de
l’espace d’étatRn satisfaisant les propriétésP1 à P3. P1 et P2 découlent naturellement du
théorème deCayley-Hamilton en tenant compte des faits suivants

x(t) = eF (t−to) xo +Mc (F,G) uα(t)

et

xo ∈ Ea =⇒ eF (t−to)xo ∈ Ea pour tout t

Quant àP3, c’est une simple conséquence de l’inclusionIm

(

MT
c (F,G)

)

⊂ Ea.
CQFD

Remarque 3.2Le sous-espace de commandabilitéEc, i.e. l’ensemble des états atteignables à
partir d’un état initial non nulx(to), se déduit du sous espace d’atteignableEa par une simple
translation définie pareF (t−to)x(to) sous la bénédiction des propriétésP1 àP3.

Le postulat de la commandabilité.Compte tenu du paragraphe précédent, on peut postuler
qu’un système est commandable si et seulement si son sous espace atteignable est l’espace
d’état tout entier. Et comme le seul vecteur qui est orthogonal à l’espace d’état tout entier n’est
autre que le vecteur nul, on en déduit naturellement que l’atteignabilité, et donc la commanda-
bilité, est caractérisée par la propriété suivante

(

vT
(
∫ t

to

eF (t−τ)Gu(τ)dτ

)

= 0 pour tout u ∈ Ua

)

=⇒
(

v = 0
)

Le résultat suivant conforte le postulat de la commandabilité par une propriété vitale pour
l’étude de la commandabilité d’un système linéaire invariant dans le temps.

Résultat 3.3Un système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état (F,G,H,E) de
dimensionn est commandable si et seulement si les lignes de la matriceeFtG sont linéairement
indépendantes, soit l’identitévT eFtG = 0 pour tout t n’est possible que si le vecteur est nul.

Preuve. Montrons d’abord que la propriété suivante est vraie pout tout vecteur arbitraire
v ∈ Rn

(
∫ t

to

vTeF (t−τ)Gu(τ)dτ = 0 pour tout u ∈ Ua

)

⇐⇒
(

vT eFτG = 0 pour tout τ
)

Et comme
∫ t

to

vT eF (t−τ)Gu(τ)dτ =

∫ t−to

0

vT eFτGu(t− τ)dτ

il suffit de montrer que

( ∫ t−to

0

vT eFτGu(t− τ)dτ = 0 pour tout u ∈ Ua

)

⇐⇒
(

vT eFτG = 0 pour tout τ
)
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La suffisance est triviale puisque

(

vT eFτG = 0 pour tout τ
)

=⇒
(
∫ t−to

0

vTeFτGu(t− τ)dτ = 0 pour tout u ∈ Ua

)

Pour montrer que la condition est nécessaire, il suffit de montrer que

(

∃τ ∈ R
n / vT eFτG 6= 0

)

=⇒
(

∃u ∈ Ua /

∫ t−to

0

vT eFτGu(t− τ)dτ 6= 0

)

Et pour ce faire, il suffit de remarquer que la loi de commande définie paru(τ) = GT eF
T τv

vérifie
∫ t−to

to

vTeFτGu(t− τ)dτ =

∫ t

to

u(t− τ)Tu(t− τ)dτ > 0

Ainsi, on peut conclure que le système est bien commandable en vertu du postulat de la com-
mandabilité donné ci-dessus.

CQFD

Indices de commandabilité.Comment extraire les colonnes linéairement indépendantesde la
matrice de commandabilité ? C’est une question vitale pour une meilleur perception du concept
de commandabilité ; elle sera particulièrement étudiée pour les systèmes linéaires multiva-
riables décrits par une réalisation d’état dont la matrice d’entrée est donnée par

G =
(

G1 . . . Gr Gr+1 . . . Gm

)

avec rang (G) = r = rang
(

G1 . . . Gr

)

(3.1)

Cette propriété peut être aisément satisfaite par une indexation appropriée des entrées du sys-
tème qui permet d’ordonner les colonnes de la matrice de commandabilité comme suit

Mcp (F,G) =
(

Mc1 . . . Mck . . . Mcm

)

avec Mck =
(

Gk FGk . . . Fn−1Gk

)

(3.2)

Le résultat suivant conforte le postulat de la commandabilité par une propriété vitale pour
l’étude de la commandabilité d’un système linéaire invariant dans le temps.

Résultat 3.4Considérons un système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état satis-
faisant la propriété 3.1. Alors les colonnes linéairement indépendantes de sa matrice de com-
mandabilité peuvent être regroupées comme suit

Mcr (F,G) =
(

G1 . . . F ν1−1G1 . . . . . . Gk . . . F νk−1Gk . . . . . . Gr . . . F νr−1Gr

)

(3.3)

où νk est le plus petit entier tel que la colonneF νkGk dépend linéairement des colonnes qui la
précèdent dans la matriceMcr (F,G), i.e. G1, FG1, . . . , F

ν1−1G1, . . . , Gk, FGk, . . . , F
νk−1Gk.

Et on en déduit naturellement que

νi ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , r et

r
∑

i=1

νi = rang (Mc (F,G)) (3.4)
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La preuve de ce résultat est triviale . Le premier fait découle naturellement de la propriété
3.1 de la matrice d’entrée, e.g. les colonnesGr+1 à Gm sont des combinaisons linéaires des
colonnesG1 àGr, qui permet d’en déduire naturellement que toutes les colonnesMck (F,Gk)
pour k ∈ [r + 1, m] sont linéairement dépendantes des colonnes qui les précédent dans la
matriceMcp (F,G). Quant au second fait, il stipule que siF νkGk dépend linéairement des co-
lonnes qui la précédent dans la matriceMcr (F,G), alors il en sera de même pour les colonnes
F νk+iGk pourk ∈ [1, r].

Ceci nous amène naturellement à la définition des indices de commandabilité (resp. indices
de commandabilité cumulés) d’un système

Définition 3.4 Pour i = 1, . . . , r , rang (G) ≤ m, le ième indice de commandabilitéνi
(resp. indice de commandabilité cumuléσi) du système est le plus petit entier tel que la colonne
F νiGi est une combinaison linéaire des colonnes qui la précèdent au sein de la matrice de
commandabilité ordonnée selon les indices des entrées du système (resp. la somme des indices
de commandabilitéνk pourk = 1, . . . , νi, soitσi = ν1 + . . .+ νi )

Remarque 3.3Dans le cas des systèmes commandables dont la matrice d’entrée est de rang
plein, le nombre de colonnes indépendantes de la matrice de commandabilté est égal à la di-
mension du système et on a

νi ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , m et
m
∑

i=1

νi = n

Ces éléments essentiels ont permis de mettre en exergue l’essence du concept de commandabi-
lité du point de vue fondamental pour pouvoir établir aisément les résultats fondamentaux qui
lui sont associés.

3.1.3 Critère usuel de commandabilité

Le résultat fondamental suivant donne un critère usuel de test de commandabilité des systèmes
linéaires invariants.

Résultat 3.5Un système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état (F,G,H,E) de
dimensionn est commandable si et seulement si sa matrice de commandabilité est de rang plein,
i.e.rang (Mc (F,G)) = n, ou d’une manière équivalente son grammien de commandabilité est
une matrice définie positive, i.e.Wc (to, tf) > 0.

Preuve.En vertu du résultat 3.3, il suffit de montrer que les propositions suivantes sont vraies.
(

vTeFtG = 0 pour tout t ∈ R
)

⇐⇒
(

vTMc (F,G) = 0
)

et
rang

(

Wc(to, tf )
)

= rang
(

Mc (F,G)
)

En évaluant les dérivées successives de la fonction définie par vT eFtG pour l’instantt = 0, on
obtient



89

vTF kG = 0 pour k ∈ N

et donc
vTMc (F,G) = 0

La condition est donc nécessaire. Et en vertu du théorème deCayley-Hamilton, on obtient

(

vTF kG = 0 pour tout k ∈ [0, n− 1]
)

=⇒
(

vTF kG = 0 pour tout k ∈ N

)

et donc la condition est bien suffisante

vT eFtG =

∞
∑

k=o

vTF kG
tk

k!
= 0 pour tout t ∈ R

+

Montrons enfin que

(

vT eFτG = 0 pour tout τ
)

⇐⇒
(

vT Wc(to, tf ) v ≥ 0 pour tout 0 6= v ∈ R
n
)

Notons d’abord que le grammien de commandabilité d’un système est une matrice symétrique
et définie non négative, i.e.

vT Wc(to, tf) v ≥ 0 pour tout v ∈ R
n

Il suffit donc de montrer que le grammien de commandabilité est une matrice régulière, i.e.

vT Wc(to, tf ) v = 0 ⇐⇒ v = 0

Or

vT Wc(to, tf) v =

∫ tf−to

o

vT eFtGGT eF
T tvdt =

∫ tf−to

o

‖GTeF
T tv‖2dt

On aura alors

vT Wc(to, tf ) v = 0 ⇐⇒ GT eF
T tv = 0 pour tout t

Le grammien de commandabilité du système est donc une matrice régulière si et seulement si
la propriété suivante est vérifiée

GT eF
T τv = 0 pour tout τ ⇐⇒ v = 0

CQFD

Remarque 3.4La commandabilité ne concerne que la paire(F,G) de la réalisation d’état
du système : c’est pourquoi, on dit indifféremment système commandable ou paire(F,G) est
commandable.

Le résultat suivant révèle la nature générique de la propriété de commandabilité d’un système
qui est judicieusement exploitée pour des considérations de simplicité d’analyse et parfois de
synthèse.
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Résultat 3.6La commandabilité d’un système est une propriété invariante par un changement
de base.

La preuve de ce résultat est trivial. En effet, si l’on effectue un changement de basex(t) =
T x̄(t), alors on passera de la réalisation(F,G,H,E) à la réalisation

(

F̄ , Ḡ, H̄, Ē
)

définie par

F̄ = T−1FT, Ḡ = T−1G, H̄ = TH et Ē = E

La matrice de commandabilité associée à la nouvelle réalisation est alors donnée par

M̄c

(

F̄ , Ḡ
)

= T−1 Mc (F,G)

3.1.4 Forme canonique commandable

Parmi l’infinité de réalisations d’état d’un système linéaire invariant commandable, on dis-
tingue une réalisation d’état dite forme canonique commandable. Le résultat fondamental sui-
vant précise la structure de cette forme canonique dans le cas des systèmes monvariables pour
des considérations purement pédagogiques.

Résultat 3.7Considérons une réalisation d’état commandable(F,G,H,E), alors il existe un
changement de base dans l’espace d’état,x(t) = Txc(t), qui conduit à une réalisation dite
forme canonique commandable(Fc, Gc, Hc, Ec) caractérisée par

Fc =











−a1 . . . −an−1 −an
0

In−1
...
0











et Gc =











1
0
...
0











avec

det (sIn − F ) = sn + a1s
n−1 + . . .+ an−1s+ an

La matrice de passage est donnée par le produit de la matrice de commandabilité du système
par une matrice deT oeplitz qui ne dépend que des coefficients du polynôme caractéristique de
la matrice d’état, soit

T = Mc (F,G) Tσ avec Tσ =















1 a1 . . . . . . an−1
0 1 a1 . . . an−2
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . a1

0 . . . . . . 0 1















Preuve. Ecrivons la matrice de passageT sous la formeT =
(

T1 T2 . . . Tn
)

, on obtient

G = TGc =
(

T1 T2 . . . Tn
)

Gc et TFc = FT =
(

FT1 FT2 . . . FTn
)

soit
T1 = G et

(

T1 T2 . . . Tn
)

Fc =
(

−a1T1 + T2 −a2T1 + T3 . . . −anT1
)
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On aura donc

FTi = −aiTi + Ti+1 pour touti ∈ [1, n− 1] et FTn = −anTn

ou d’une manière équivalente

Ti =

i
∑

k=1

ai−kF
k−1G pour i ∈ [1, n]

La matrice de changement de base est bien donnée parT = Mc(F,G) Tσ.
CQFD.

La motivation de l’appellation forme canonique commandable est principalement due au fait
qu’elle soit commandable. On peut vérifier aisément que la matrice de commandabilité sous-
jacente est bien régulière puisque

Mc (Fc, Gc) = T−1Mc (F,G) = T−1TT −1σ = T −1σ

Remarque 3.5On montrera ultérieurement que cette réalisation permet dedéterminer d’une
manière triviale le gain d’une loi de commande avec retour d’état : ceci motive d’avantage son
appellation. Néanmois, la forme canonique commandable n’est pas appropriée à la synthèse
des systèmes de commande avec retour d’état pour des considérations de robustesse numérique
([7]).

Remarque 3.6Daans le cas des systèmes à plusieurs entrées, le passage d’une réalisaton d’état
donnée à la forme canonique commandable est réalisé d’une manière constructive qui requiert
une perception adéquate de la stucture des systèmes ultivariables que l’on peut découvrir d’une
manière agréable dans [71]. L’essence de ce processus est unchangement de base conçu à
partir de la matrice de commandabilité réduite aux colonneslinéairement indépendantes, en
l’occurrence

x(t) = Pxc(t) avec P = Mcp (F,G)

3.1.5 Caractérisation des modes non commandables

Lorsqu’un système n’est pas complètement commandable, on peut le décomposer en une partie
commandable et une partie non commandable comme l’indique la figure 3.1. On notera plus
particulièrement que la partie non commandable n’est pas affectée par la commande : l’intui-
tion physique est préservée. D’un point de vue mathématique, cette décomposition du système
selon la commandabilité est réalisée conformément au résultat fondamental suivant.

Résultat 3.8Pour toute réalisation(F, G, H, E) d’ordre n telle querang(Mc) = r < n, on
peut toujours effectuer un changement de basex(t) = T x̄(t) avec T =

(

Tc Tc̄
)

qui permet
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de récrire le système sous la forme

DSC











ρx̄ (t) = F̄ x̄ (t) + Ḡu(t) avec x̄ (to) = x̄o

y(t) = Hx̄ (t) + Eu(t)

(3.5)

avec

F̄ =

(

Fc Fcc̄

0 Fc̄

)

, Ḡ =

(

Gc

0

)

, H̄ =
(

Hc Hc̄

)

et Ē = E = Ec (3.6)

telle que la paire(Fc, Gc) ∈ Rr×r×Rr×m est une forme canonique commandable et la fonction
de transfert du système est donnée par

Ḡ(z) = H̄
(

sIn − F̄
)−1

Ḡ+ Ē = Hc (sIr − Fc)
−1Gc + Ec

Partie
non commandable

Partie
commandable

n-

6

--

6

+ y(t)u(t)

FIGURE 3.1 – Décomposition d’un système selon la commandabilité

Preuve.C’est une belle application du théorème de la base incomplète. On partira du fait que
l’espace d’état peut être décomposé en le sous-espace de commandabilité et son complément
par une projection adéquate, soit

Rn = (Im (Mc (F,G)))⊕ (Im (Mc (F,G)))
⊥

avec
dim (Im (Mc (F,G))) = r et dim

(

Im (Mc (F,G))
⊥
)

= r̄

où r est le rang de la matrice de commandabilitéMc (F,G) et r̄ = n− r. On notera que

(

Im (Mc (F,G))
)⊥

= N
(

MT
c (F,G)

)

SoientBc = {v1, . . . , vr} et Bc̄ = {vr+1, . . . , vn} deux bases des sous espaces vectoriels
Im (Mc (F,G)) et (Im (Mc (F,G)))

⊥ ; Bc peut être particulièrement constituée des premières
colonnes indépendantes de la matrice de commandabilitéMc (F,G). B = {Bc,Bc̄} constitue
donc une base de l’espace d’étatRn qui permet d’effectuer le changement de base suivant
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x(t) = T x̄(t) avec T =
(

Tc Tc̄
)

où les matricesTc ∈ Rn×r etTc̄ ∈ Rn×r̄ sont respectivement constituées à partir des basesBc

etBc̄ comme suit

Tc =
(

v1 . . . vr
)

et Tc̄ =
(

vr+1 . . . vn
)

Si on partitione la matriceT−1 comme suit

T−1 =

(

Wc

Wc̄

)

avec Wc ∈ Rr×n et Wc̄ ∈ Rr̄×n

on aura

T−1T = In =

(

Wc

Wc̄

)

(

Tc Tc̄
)

=

(

WcTc WcTc̄
Wc̄Tc Wc̄Tc̄

)

ou d’une manière équivalente

WcTc = Ir, Wc̄Tc̄ = Ir̄ et Wc̄Tc =WcTc̄ = 0

Et comme la matriceTc ∈ Rn×r est constituée à partir de la base du sous-espace de comman-
dabilité, il découle de la propriétéWc̄Tc = 0 queWc̄v = 0 pour tout v ∈ Im (Mc (F,G)).

Par ailleurs, les partitions des matrices de changement de base et son inverse permettent de
récrire la paire

(

F̄ , Ḡ
)

comme suit

F̄ = T−1FT =

(

Wc

Wc̄

)

F
(

Tc Tc̄
)

=

(

WcFTc WcFTc̄
Wc̄FTc Wc̄FTc̄

)

et

Ḡ = T−1G =

(

Wc

Wc̄

)

G =

(

WcG
Wc̄G

)

Et comme toutes les colonnes de la matriceTc ∈ Rn×r, dont on distingue la matrice d’en-
trée G, appartiennent au sous-espace de commandabilité, il en estde même pour les co-
lonnes de la matriceFTc ∈ Rn×r puisque le sous-espace de commandabilité est invariant
par F . Et en vertu de la propriétéWc̄v = 0 pour tout v ∈ Im (Mc (F,G)), il en résulte que
Wc̄FTc = 0 et Wc̄G = 0.

Considérons à présent la matrice de commandabilité associée à la paire
(

F̄ , Ḡ
)

donnée par

Mc

(

F̄ , Ḡ
)

=

(

Gc FcGc . . . (Fc)
n−1Gc

0 0 0 0

)

on a

rang
(

Mc

(

F̄ , Ḡ
))

= rang (Mc (F,G)) = r
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puisque le rang de la matrice de commandabilité est un invariant par changement de base. Et
compte tenu du théorème deCayley-Hamilton, on peut conclure aisément que

rang
(

Mc

(

F̄ , Ḡ
))

= rang (Mc (Fc, Gc)) = r

Ceci prouve que la paire(Fc, Gc) est bien commandable.

Quant au résultat relatif à la fonction de transfert du système, il peut être déduit par de simples
manipulations algébriques. En effet, on a

G(s) = H̄
(

sIn − F̄
)−1

Ḡ + Ē

avec

(

sIn − F̄
)−1

=

(

sIr − Fc −Fcc̄

0 sIr̄ − Fc̄

)−1

Et comme

(

sIr − Fc −Fcc̄

0 sIr̄ − Fc̄

)−1

=

(

(sIr − Fc)
−1 − (sIr − Fc)

−1 Fcc̄ (sIr̄ − Fc̄)
−1

0 (sIr̄ − Fc̄)
−1

)

La fonction de transfert du système est donc réduite à la partie commandable donnée par

G(s) = Hc (sIr − Fc)
−1Gc + Ec

CQFD
Remarque 3.7Dans la nouvelle base, les équations du système peuvent se récrire comme suit

SYSDC























ρx̄c(t) = Fcx̄c(t) +Gc u(t)

ρx̄c̄(t) = Fc̄x̄c̄(t)

y(t) = Hcx̄c(t) +Hc̄x̄c̄(t)

Cette forme fait apparaître explicitement que le système n’est pas complètement commandable
et que sa fonction de transfert est réduite à la partie commandable. En effet, l’évolution des̄r
variables d’état̄xc̄(t) n’est affectée ni par la commande, ni par lesr variables d’état comman-
dables dēxc(t). Par ailleurs, on a

Y (s) = HcX̄c(s) +Hc̄X̄c̄(s)

= Hc (sIr − Fc)
−1Gc U(s) +Hc (sIr − Fc)

−1 X̄c(0) +Hc̄ (sIr̄ − Fc̄)
−1 X̄c̄(0)

La fonction de transfert du système est alors donnée par

Y (s) = HcX̄c(s) = Hc (sIr − Fc)
−1Gc U(s)

Le résultat suivant permet de mieux caractériser les modes non commandables d’un système
linéaire invariant à partir du résultat fondamental suivant, communément connu sous l’appel-
lation de test dePopov-Belevitch-Hautus par référence à ses auteurs.
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Résultat 3.9Une paire(F,G) est commandable si et seulement si il n’existe pas de vecteur
propre à gauchev de la matrice d’étatF tel quevTG = 0, i.e.

rang
(

sIn − F G
)

= n pour tout p ∈ C

Dans le cas contraire, tout couple(λ, v) ∈ C × Cn − {0} tel que

vTF = λvT et vTG = 0

est appelé mode non commandable du système.

Preuve.Supposons que la matrice
(

λIn − F G
)

n’est pas de rang plein, il existe un vecteur
v ∈ Cn − {0} tel que

vT
(

λIn − F G
)

= 0 ⇐⇒ vTF = λ vT et vTG = 0

λ est donc une valeur propre deF et v est le vecteur propre à gauche qui lui est associé. On
aura donc

vTC(F,G) =
(

vTG λvTG . . . λn−1vTG
)

=
(

1 λ . . . λn−1
)

vTG = 0

La matrice de commandabilitéC (F,G) n’est pas de rang plein. Ce dernier critère montre que
le système est non commandable si l’un des vecteurs propres àgauche deF est orthogonal à
G.

Réciproquement, si le système n’est pas commandable, alorson peut le décomposer selon la
commandabilité par un changement de base adéquat. La réalisation correspondante est carac-
térisée par

F̄ = T−1FT =

(

Fc Fcc̄

0 Fc̄

)

et Ḡ = T−1G =

(

Gc

0

)

Soit(λ, v) un mode tel quevTFc̄ = λvT avec vTv = 1, on constate que le vecteur

w = T−T
(

0
v

)

vérifie

wTF =
(

0 vT
)

T−1F =
(

0 vT
)

F̄T−1 = λwT

et

wTG =
(

0 vT
)

T−1G =
(

0 vT
)

CQFD

Remarque 3.8Le vecteurv définit une direction le long de laquelle le système n’est pascom-
mandable : c’est un vecteur orthogonal au sous espace de commandabilité du système.
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3.1.6 Stabilisabilité

La décomposition selon la commandabilité a permis de mettreen évidence les modes comman-
dables et les modes non commandables. Pour mieux apprécier cette aspect des choses, il suffit
de remémorer le fait que le polynôme caractéristique est un invariant par un changement de
base dans l’espace d’état, i.e.

det (sIn − F ) = det (sIr − Fc) det (sIr̄ − Fc̄)

Les modes commandables sont naturellement associés aux valeurs propres de la matriceFc,
alors que les modes non commandables sont associées aux valeurs propres de la matriceFc̄.
Et comme les modes non commandables ne peuvent pas être affectés par la commande d’une
part, et peuvent apparaître dans la sortie du système d’autre part, on ne peut pas stabiliser un
système dont les modes non commandables ne seraient pas asymptotiquement stables. On est
amené naturellement au concept de stabilisabilité défini comme suit.

Définition 3.5 Un système linéaire invariant est dit stabilisable si ses modes non comman-
dables sont asymptotiquement stables.

Compte tenu des résultats fondamentaux sur la caractérisation des modes non commandables,
on peut déduire aisément le résultat fondamental suivant sur la caractérisation du concept de
stabilisabilité.

Résultat 3.10Le système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état (F,G,H,E) est
stabilisable si et seulement si ses modes non commandables sont asymptotiquement stables, i.e.

la matrice
(

sIn − F G
)

est de rang plein pour touts /∈ Dsa

3.1.7 Récapitulatif

Le concept de commandabilité a permis d’étudier la relationentrée→état du système à partir
de sa matrice de commandabilité et de son grammien de commandabilité dont le résultat fon-
damental suivant constitue la pierre d’achoppement.

Résultat 3.11Considérons un système linéaire invariant décrit par une une réalisation d’état
(F,G,H,E), de dimensionn, alors les propriétés suivantes sont équivalentes

P1. La paire(F,G) est commandable.

P2. La matrice de commandabilité du système est de rang plein, i.e.rang (Mc (F,G)) = n.

P3. Le grammien de commandabilité est une matrice définie positive, i.e.Gc > 0.

P4. Il n’existe aucune matrice régulièreT telle que

F̄ = T−1FT =

(

Fc Fcc̄

0 Fc̄

)

et Ḡ = T−1G =

(

Gc

0

)

oùFc ∈ R
r×r, Fc̄ ∈ R

(n−r)×(n−r) etGc ∈ R
r×1 avecr < n.
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P5. Il n’existe aucun vecteur propre à gauche de la matrice d’état qui est orthogonal à la
matrice d’entrée, i.e. la matrice

(

sIn − F G
)

est de rang plein pour tout s ∈ C.

P6. L’identitéH (sIn − F )−1G = 0 pour tout s ∈ C n’est possible que si la matriceH est
nulle.

Les propriétésP2 et P3 sont les critères usuels de test de commandabilité. Les propriétés
P4 et P5 permettent fondamentalement de mieux caractériser les modes non commandables
du système et d’introduire le concept de stabilisabilité d’une manière naturelle. La propriété
P4 est issue d’une décomposition adéquate du système selon la commandabilité qui met en
évidence les modes non commandables par rapport aux modes commandables, i.e. les valeurs
propres de la matriceFc̄ par rapport aux valeurs propres de la matriceFc. La propriétéP5 est
communément connue sous l’appellation de test dePopov-Belevitch-H.autus par référence à
ses auteurs. La propriétéP6 est une émanation naturelle de la propriétéP5.

3.2 Observabilité

Dans ce qui suit, on présente d’une manière concise et rigoureuse le concept d’observabilité
pour les systèmes linéaires invariants dans le temps à partir d’un prologue motivé sur l’essence
du problème sous-jacent.

3.2.1 Définitions

La définition suivante précise le concept d’observabilité pour la classe des systèmes considérée.

Définition 3.6 Un système est observable si pour tout instant initialto et pour tout instant final
tf > to, il est possible de déterminer l’état initialx(to) du système à partir de la connaissance
de son comportement d’entrée-sortie sur l’intervalle[to, tf ], soit les séquences{u(t)}t∈[to,tf ] et
{y(t)}t∈[to,tf ].

Remarque 3.9La connaissance de l’état initial permet de reconstruire l’état du système sur
l’intervalle [to, tf ] à partir de sa réalisation d’état et sa séquence d’entrée

x (t, to, x(to), u(t)) = eF (t−to)x(to) +

∫ t

to

eF (t−τ)Gu(τ)dτ + Eu(t)

La notationx (t, to, x(to), u(t)) permet de mettre en évidence toutes les variables mises en jeu
dans l’état du système, notamment les instants courant et initial, l’état initial et l’entrée du
système. On notera que cette reconstitution de l’état du système est vitale dans le cas où les
variables d’état ne sont pas mesurables ou n’ont aucun sens physique pour qu’une telle mesure
soit possible. Le mot vitale est utilisé à juste titre puisque la représentation d’état est plurielle.

Pour mieux appréhender le concept d’observabilité, considérons deux trajectoires de sortie
{y1 (t, to, x(to), u(t))} et {y2 (t, to, x(to), u(t))} issues d’une même entrée et de conditions ini-
tiales différentesx1(to) 6= x2(to), on a

y1 (t, to, x1(to), u(t)) = HeF (t−to)x1(to) +

∫ t

to

HeF (t−τ)Gu(τ)dτ + Eu(t)
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et

y2 (t, to, x2(to), u(t)) = HeF (t−to)x2(to) +

∫ t

to

HeF (t−τ)Gu(τ)dτ + Eu(t)

Il est clair que si ces deux trajectoires de sortie sont identiquement égales, alors on ne peut pas
reconstituer l’état initial à partir du comportement d’entrée-sortie du système : le système est
donc inobservable. Ceci nous amène naturellement à une définition beaucoup plus élégante du
concept d’observabilité.

Définition 3.7 Un système est observable si on peut distinguer ses conditions initiales à partir
de ses trajectoires de sortie obtenues avec la même entrée, i.e.

y1 (t, to, x1(to), u(t)) = y2 (t, to, x2(to), u(t)) =⇒ x1(to) = x2(to)

Par ailleurs, comme la différence entre les trajectoires desortie est reliée à la différence entre
les trajectoires d’état correspondantes comme suit

ỹ12 (t, to, x1(to)) = HeF (t−to) x̃12 (to)

avec
x̃12 (t, to, x1(to)) = x1 (t, to, x1(to), u(t))− x2 (t, to, x1(to), u(t))

et
ỹ12 (t, to, x1(to)) = y1 (t, to, x1(to), u(t))− y2 (t, to, x1(to), u(t))

on peut interpréter les séquences{x̃12 (t, to, x1(to))} et {ỹ12 (t, to, x1(to))} comme l’état et la
sortie du système autonome associé au système avec une initialisation adéquate, soit

SA







ρx(t) = Fx(t) avec x(to) = x̃12(to)

y(t) = Hx(t)

Cette interprétation nous amène naturellement à la définition essentielle du concept d’observa-
bilité des systèmes linéaires

Définition 3.8 Un système linéaire est observable si et seulement si une sortie identiquement
nulle du système autonome sous-jacent ne peut provenir que d’un état initial nul.

Et cette définition conduit aupostulat essentiel de l’observabilité des systèmes linéaires.

Résultat 3.12Un système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état (F,G,H,E) de
dimensionn est observable si et seulement si les colonnes de la matriceHeFt sont linéairement
indépendantes, soit l’identitéHeFtv = 0 pour tout t n’est possible que si le vecteurv est nul.

Remarque 3.10La propriété d’observabilité des systèmes linéaires peut être étudiée en sup-
posant que la séquence d’entrée est identiquement nulle. Elle ne concerne alors que la paire
(H,F ) de la réalisation d’état du système : c’est pourquoi on dit indifféremment système obser-
vable ou paire(H,F ) observable. Par ailleurs, l’observabilité des systèmes linéaires invariants
dans le temps est indépendante du choix de l’instant initial. Ce dernier peut être alors choisi
égal à zéro, i.e.to = 0, sans une quelconque incidence sur les résultats qui serontdéveloppés
pas à pas.
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3.2.2 L’essence du problème

Avant de présenter les résultats fondamentaux associés au concept d’observabilité des systèmes
linéaires invariants dans le temps, on précise les élémentsessentiels pour une meilleure per-
ception de ce concept.

Equation essentielle.. L’étude de l’observabilité d’un système peut se faire à partir de l’équa-
tion de la trajectoire de sortie du système homogène qui lui est associé, soit

y(t) = HeF (t−to)x(to)

Et comme il existe une base de fonctions réelles{ϕk}k∈[0,n−1] telle queeFt =
n−1
∑

k=o

ϕk(t)F
k (voir

le problème 3.1), on aura

y(t) =
n−1
∑

k=o

ϕk(t− to)HF
kx(to)

ou d’une manière équivalente

y(t) = φ (t− to) Mo (H,F ) x(to)

avec

φ (t− to) =
(

ϕo(t− to)Ip ϕ1(t− to)Ip . . . ϕn−1(t− to)Ip
)

et

Mo (H,F ) =











H
HF

...
HF n−1











Ce système den×p équations àn inconnus constituel’équation essentielle de l’observabilté.
Et si on multiplie les deux membres de cette équation essentielle par le termeeF

T (t−to)HT puis
on les intégre deto à tf , on obtient un système linéaire den équations àn inconnues

Wo (to, tf ) x(to) =

∫ tf

to

eF
T (t−to)HTy(t)dt (3.7)

avec

Wo (to, tf) =

∫ tf

to

eF
T (t−to)HTHeF (t−to)dt (3.8)

Ce préambule a permis de mettre en évidence l’importance desmatricesMo (H,F ) etWo (to, tf )
pour la caractérisation des systèmes observables. Elles sont respectivement appeléesmatrice
d’observabilité et grammien d’observabilité du systèmeet sont étroitement liées comme l’in-
dique le résultat suivant.

Résultat 3.13La matrice d’observabilité et le grammien d’observabilitéd’un système décrit
par une réalisation d’état(F,G,H,E) sont reliés comme suit.

Wo(to, tf ) = MT
o (H,F )

(
∫ tf

to

φT (t− to)φ (t− to) dt

)

Mo (H,F )
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avec

φ (t− to) =
(

ϕo(t− to)Ip . . . ϕn−1(t− to)Ip
)

et ont le même rang, soit

rang
(

Wo(to, tf)
)

= rang
(

Mo (H,F )
)

Par ailleurs, le grammien d’observabilité peut être déterminé à partir de l’équation différen-
tielle deLyapunov

ρWo (to, t) = F TWo (to, t) +Wc (to, t)F +HTH avec Wo (to, to) = 0

La preuve de ce résultatest triviale ; on recommnade de la faire à titre d’exercice ense remé-
morant la formule deLeibniz (voir problème 3.14)

Sous-espace inobservable.Le concept d’observabilité peut être étudié à partir de la relation
entre la sortie du système homogène et l’état initial, que l’on peut interpréter comme un opéra-
teur linéaireDes entre l’espace d’étatRn et l’espace de sortieRp définie par

Des : R
n −→ R

p

avec
y(t) = Dse (xo(t)) = HeF (t−to)x(to)

Cette interprétation nous amène naturellement à introduire l’ensemble des états initiaux qui ne
sont pas perceptibles à partir de son comportement d’entrée-sortie, soit

Eō =
{

v ∈ R
n / HeF (t−to) v = 0 pour tout t ≥ to

}

qui constituele sous-espace inobservableassocié au système considéré. Et compte tenu de la
définition 3.8, on peut postuler naturellement qu’un système est observable si la relation état7→
sortie du système autonome sous-jacent est injective, soitN (Dye) = {0}.

Le résultat suivant permet de caractériser complètement lesous espace inobservable en fonc-
tion des matrices d’état et de sortie du système.

Résultat 3.14Le sous espace inobservable de la paire(H,F ) est le noyau de la matrice d’ob-
servabilitéMo (H,F ), soit

Eō = N (Mo (H,F ))

C’est un sous espace vectoriel qui admet en outre les propriétés suivantes

P1. Eō est invariant sous la transformation linéaire associée à lamatrice d’étatF , soit

x ∈ N (Mo (H,F )) =⇒ Fx ∈ N (Mo (H,F ))

P2. La détermination de l’état initial d’un système à partir de son comportement d’entrée-
sortie est réalisée moduloN (Mo (H,F )).
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P3. La projection orthogonale de l’état initial d’un système linéaire sur le sous espace inob-
servable est non observable.

Preuve.Montrons d’abord queEō = N (Mo (H,F )). En dérivant successivement par rapport
au temps la fonction définie parHeF (t−to)x(to) jusqu’à l’ordre k tout en tenant compte de la
définition du sous espace inobservable, on obtient

HF keF (t−to)x(to) = 0 pour tout t ≥ to

Et si l’on prendt = to etk ∈ [0, n− 1], on obtient le système d’équations linéaires

Mo (H,F ) x(to) = 0

Ceci montre clairement que le sous espace inobservable est inclus dans le noyau de la matrice
d’observabilité, i.e.Eō ⊂ N (Mo (H,F )). Par ailleurs, l’équation de la trajectoire de sortie
(3.7) permet de conclure aisément que sixo ∈ N (Mo (H,F )), alors la sortie est identique-
ment nulle et doncN (Mo (H,F )) ⊂ Eō.

La relation entre la sortie et l’état du système homogène estalors complètement décrite par
la matrice d’observabilitéMo : l’ensembleEō est donc un sous espace vectoriel de l’espace
d’étatRn. La propriétéP1 est une application triviale du théorème deCalyey-Hamilton. Elle
stipule plus particulièrement que si un système est abandonné à lui même à un instant où son
état se trouve dans le sous espace non observable, alors la trajectoire d’état du système demeure
dans le sous espace inobservable et donc sa sortie est identiquement nulle. La propriétéP2 est
aussi triviale que la propriétéP1. Elle stipule tout simplement que le comportement d’entrée-
sortie d’un système sur un intervalle de temps fini[to, tf ] qui résulte d’un état initialx(to) est
identiquement le même que celui qui en résulterait d’un étatinitial x(to) + δ pour tout δ ∈ Eō.
On peut ainsi caractériser l’incertitude sur l’état initial. Quant à la propriétéP3, elle résulte
du fait que tout état initialxo ∈ Rn du système peut être décomposé en fonction de ses projec-
tions respectives sur les sous espaces inobservable et observable, soit

xo = xoō + xoo avec (xoō, xoo) ∈ Eō × Eo

La sortie du système est alors donnée par

y(t) = HeF (t−to) xo = HeF (t−to) (xoō + xoo) = HeF (t−to) xoo

CQFD

Remarque 3.11Le sous espace observable est le complément orthogonal du noyeau de la ma-
trice d’observabilité, soit

Eo = Im

(

MT
o (H,F )

)

= Im

(

Mc

(

F T , HT
))

Une telle propriété est la pierre d’achoppement de la dualité entre les propriétés de commanda-
bilité et d’observabilité : le sous espace d’observabilitéd’un système linéaire est égal au sous
espace de commandabilité de son dual.
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Indices d’observabilité. Comment extraire les lignes linéairement indépendantes dela matrice
d’observabilité ? C’est une question vitale pour une meilleur perception du concept d’observa-
bilité qui sera particulièrement étudiée pour les systèmeslinéaires multivariables décrits par
une réalisation d’état dont la matrice de sortie est donnée par

G =



















H1
...
Hr

Hr+1
...
Hp



















avec rang (H) = r = rang







H1
...
Hr






(3.9)

Cette propriété peut être aisément satisfaite par une indexation appropriée des sorties du sys-
tème qui permet d’ordonner les lignes de la matrice d’observabilité comme suit

Mop (H,F ) =















Mo1
...

Mok

...
Mop















avec Mok =











Hk

HkF
...

HkF
n−1











(3.10)

Le résultat suivant conforte le postulat d’observabilité par une propriété vitale pour l’étude de
l’observabilité d’un système linéaire invariant dans le temps.

Résultat 3.15Considérons un système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état satis-
faisant la propriété 3.9. Alors les lignes linéairement indépendantes de sa matrice d’observabi-
lité peuvent être regroupées comme suit

Mor (H,F ) =











































H1
...

H1F
ν1−1

...
Hk

...
HkF

νk−1

...
Hr

...
HrF

νr−1











































(3.11)

où νk est le plus petit entier tel que la ligneHkF
νk dépend linéairement des lignes qui la pré-

cèdent au sein de la matriceMor (H,F ), i.e.H1, H1F, . . . , H1F
ν1−1, . . . , Hk, HkF, . . . , HkF

νk−1.
Et on en déduit naturellement que

νi ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , r et

r
∑

i=1

νi = rang (Mc (F,G)) (3.12)
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La preuve de ce résultat est triviale. Le premier fait découle naturellement de la propriété 3.9
de la matrice de sortie, e.g. les lignesHr+1 àHp sont des combinaisons linéaires des lignesH1

àHr, qui permet d’en déduire naturellement que toutes les lignes{Mok (H,Fk)}k∈[r+1,m] sont
linéairement dépendantes des lignes qui les précédent au sein dela matriceMop (H,F ). Quant
au second fait, il stipule que siHkF

νk dépend linéairement des lignes qui la précédent au sein
de la matriceMor (H,F ), alors il en sera de même pour les lignes{HkF

νk+i}k∈[1,r].

Ceci nous amène naturellement à la définition des indices d’observabilité (resp. indices d’ob-
servabilité cumulés) d’un système

Définition 3.9 Pour i = 1, . . . , r , rang (H) ≤ p, le ième indice d’observabilitéνi (resp.
indice d’observabilité cumuléσi) du système est le plus petit entier tel que la ligneHkF

νk

est une combinaison linéaire des lignes qui la précèdent au sein de la matrice d’observabilité
ordonnée selon les indices des sorties du système (resp. la somme des indices d’observabilité
νk pourk = 1, . . . , νi, soitσi = ν1 + . . .+ νi )

Remarque 3.12Dans le cas des systèmes observables dont la matrice de sortie est de rang
plein, le nombre de lignes linéairement indépendantes de lamatrice d’observabilté est égal à
la dimension du système et on a

νi ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , m et
m
∑

i=1

νi = n

Ces éléments essentiels ont permis de mieux appréhender le concept de commandabilité du
point de vue fondamental pour pouvoir établir aisément les résultats fondamentaux qui lui sont
associés.

3.2.3 Le critère usuel d’observabilité

Le résultat fondamental suivant donne un critère usuel de test d’observabilité des systèmes li-
néaires invariants.

Résultat 3.16Un système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état (F,G,H,E) de
dimensionn est observable si et seulement si sa matrice d’observabilité est de rang plein, i.e.
rang (Mo (H,F )) = n, ou d’une manière équivalente son grammien d’observabilité est une
matrice définie positive, i.e.Wo(to, tf) > 0.

Preuve.Ce résultat est une conséquence directe des résultats 3.14 et 3.13. En effet le résultat
3.14 stipule qu’un système est observable si et seulement sison sous espace inobservable est
réduit à l’origine ; on aura alors

Eō = N (Mo (H,F )) = {0} ⇐⇒ rang (Mo (H,F )) = n

Et le résultat 3.13 stipule que le rang de la matrice d’observabilité est égal au rang du gram-
mien d’observabilité ; on aura alors

rang (Mo (H,F )) = n ⇐⇒ rang (Wo (to, tf)) = n

CQFD



104

Le résultat suivant révèle la nature générique de la propriété d’observabilité d’un système qui
est judicieusement exploitée pour des considérations de simplicité d’analyse et parfois de syn-
thèse.

Résultat 3.17L’observabilité d’un système est une propriété invariantepar un changement de
base.

La preuve de ce résultat est trivial. En effet, si l’on effectue un changement de basex(t) =
T x̄(t), alors on passera de la réalisation(F,G,H,E) à la réalisation

(

F̄ , Ḡ, H̄, Ē
)

définie par

F̄ = T−1FT, Ḡ = T−1G, H̄ = TH et Ē = E

La matrice d’observabilité associée à la nouvelle réalisation est donnée par

Mo

(

H̄, F̄
)

= Mo (H,F ) T (3.13)

3.2.4 Forme canonique observable

Parmi l’infinité de réalisations d’état d’un système linéaire invariant observable, on distingue
une réalisation d’état dite forme canonique observable. Lerésultat fondamental suivant pré-
cise la structure de cette forme canonique dans le cas des systèmes monvariables pour des
considéra-tions purement pédagogiques.

Résultat 3.18Considérons une réalisation observable(F,G,H,E), il existe un changement de
base dans l’espace d’état,x(t) = Txo(t), qui conduit à une réalisation(Fo, Go, Ho, Eo) dite
forme canonique observable caractérisée par

Fo =











−a1
... In−1

−an−1
−an 0 . . . 0











et Ho =
(

1 0 . . . 0
)

avec

det (sIn − F ) = det (sIn − Fo) = sn + a1s
n−1 + . . .+ an−1s+ an

La matrice de passage est donnée par le produit d’une matricedeT oeplitz, qui ne dépend que
des coefficients du polynôme caractéristique de la matrice d’état, par la matrice d’observabilité
du système, soit

T = M−1
o T −Tσ avec Tσ =















1 a1 . . . . . . an−1
0 1 a1 . . . an−2
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . a1

0 . . . . . . 0 1














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La preuve de ce résultat peut être faite en exploitant la dualité entreles formes canoniques
observable et commandable. On notera que l’appellation forme canonique observable est prin-
cipalement motivée par le fait qu’elle soit observable. On peut vérifier aisément que la matrice
d’observabilité sous-jacente est bien régulière puisque

Moo = Mo (H,F ) T = T −Tσ

Remarque 3.13On montrera ultérieurement que cette réalisation permet dedéterminer d’une
manière triviale le gain d’observation : une autre justification de son appellation. Notons tou-
tefois que la forme canonique observable n’est pas utiliséepour la synthèse des observateurs
pour des considérations de robustesse numérique ([7]).

Remarque 3.14Dans le cas des systèmes multivariables observables, la détermination d’une
forme canonique d’observabilité peut être faite en effectuant un changement de base approprié
à partir de la matrice d’observabilité réduite aux lignes linéairement indépendantes, en l’oc-
currence

x(t) = Pxo(t) avec P = Mor (F,G)

Les problèmes?? et ?? permettent de mieux apprécier l’essence des formes canoniques obser-
vables.

3.2.5 Caractérisation des modes non observables

Lorsqu’un système n’est pas complètement observable, on peut le décomposer en une partie
observable et une partie non observable comme l’indique la figure 3.2. On notera plus particu-
lièrement que la partie non observable n’affecte pas la partie observable et n’est pas reliée à
la sortie du système : l’intuition physique est préservée. D’un point de vue mathématique, cette
décomposition du système selon l’observabilité est réalisée conformément au résultat fonda-
mental suivant.

Partie
non observable

Partie
observable

--

-

u(t) y(t)

?

FIGURE 3.2 – Décomposition d’un système selon l’observabilité

Résultat 3.19Pour toute réalisation(F,G,H,E) d’ordre n telle querang(Mo) = r < n, on

peut toujours effectuer un changement de basex(t) = T x̄(t) avec T =

(

To
Tō

)

qui permet de
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récrire le système sous la forme

DSO







ρx̄ (t) = F̄ x̄(t) + Ḡu(t)

y(t) = H̄x̄(t) + Ēu(t)
(3.14)

avec

F̄ =

(

Fo 0
Fōo Fō

)

, Ḡ =

(

Go

Gō

)

, H̄ =
(

Ho 0
)

et Ē = Eo (3.15)

telle que la paire(Ho, Fo) ∈ Rp×r × Rr×r est une forme canonique observable et la fonction
de transfert du système est donnée par

Ḡ(s) = H̄
(

sIn − F̄
)−1

Ḡ+ Ē = Ho (sIr − Fo)
−1Go + Eo

La preuve de ce résultat est une application du théorème de la base incomplète comme celle du
résultat démonstration du résultat de décomposition selonla commandabilité modulo la dualité
des propriétés d’observabilité et de commandabilité. On notera plus particulièrement que cette
nouvelle base permet de récrire les équations du système comme suit

DSO























ρx̄o (t) = Fox̄o(t) +Gou(t)

ρx̄ō (t) = Foōx̄o(t) + Fōx̄ō(t) +Gōu(t)

y(t) = Hox̄o(t) + Eou(t)

(3.16)

La fonction de transfert peut être obtenue directement à partir de l’équation d’état de la partie
observable et l’équation de sortie. Elle ne dépend pas de la partie non observable du système :
les modes non observables sont alors systématiquement simplifiés. En effet, on a

Y (s) = HoX̄o(s) + EoU(s) =

(

Ho

(

sIr − Fo

)−1

Go + Eo

)

U(s)

Remarque 3.15La décomposition selon l’observabilité permet de mieux caractériser les modes
non observables par rapport aux modes observables. En effet, comme le polynôme caractéris-
tique du système est invariant par changemment de base, on aura

det (sIn − F ) = det (sIr − Fo) det (sIr̄ − Fō)

Il apparaît clairement que les modes observables (resp. nonobservables) ne sont autres que
les valeurs propres de la matriceFo (resp. la matriceFō. Par ailleurs, tous les modes non ob-
servables sont automatiquement simplifiés par des zéros du système. Néanmoins, il est possible
que certains modes observables soient simplifiés par d’autres zéros du système.

Le résultat fondamental suivant permet de mieux caractériser les modes non observables d’un
système linéaire invariant. Il est communément connu sous l’appellation de test dePopov-
Belevitch-Hautus par référence à ses auteurs.
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Résultat 3.20Une paire(H,F ) est observable si et seulement si il n’existe pas de vecteur
propre à droitev de la matrice d’étatF tel queHv = 0, i.e.

rang

(

H
sIn − F

)

= n pour tout s ∈ C

Dans le cas contraire, tout couple(λ, v) ∈ C × Cn − {0} tel que

Fv = λv et Hv = 0

est appelé mode non observable du système.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire via la contraposée. Pour
ce faire, il suffit de montrer que le système est non observable si l’un des vecteurs propres à
droite de la matrice d’état est orthogonal à la matrice de sortie, i.e. il existe alors un vecteur
v ∈ Cn − {0} tel que

(

H
λIn − F

)

v = 0 ⇐⇒ Fv = λ et Hv = 0

λ est bien une valeur propre deF etv est le vecteur propre à droite qui lui est associé. On aura
donc

Mo (H,F ) v =











Hv
λHv

...
λn−1Hv











=











0
0
...
0











Cela signifie que la matrice d’observabilitéMo n’est pas de rang plein et donc le système n’est
pas observable.

Montrons maintenant que la condition est suffisante via la contraposée. Pour ce faire, sup-
posons que le système n’est pas observable, alors on peut le décomposer selon l’observabilité
par un changement de base adéquat. La réalisation correspondante est caractérisée par

F̄ = T−1FT =

(

Fo O
Foō Fō

)

et H̄ = HT =
(

Ho 0
)

Soit(λ, v) un mode tel queFō v = λv avec vTv = 1, on constate que le vecteur

w = T

(

0
v

)

vérifie

Fw = FT

(

0
v

)

= T F̄

(

0
v

)

= λw

et

Hw = H̄T−1w = HT

(

0
v

)

= H̄

(

0
v

)

=
(

Ho 0
)

(

0
v

)

= 0

CQFD
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3.2.6 Détectabilité

La décomposition selon l’observabilité a permis de mettre en évidence les modes observables,
i.e.V (Fo), et les modes non observables, i.e.V (Fō). Et comme les modes non observables ne
sont pas perceptibles dans le comportement de sortie du système, on ne peut pas concevoir un
système stable de traitement des données à partir des mesures de la sortie si les modes non
observables du système ne sont pas stables. Ceci conduit naturellement au concept de détecta-
bilité défini comme suit.

Définition 3.10 Un système linéaire invariant est dit détectable si ses modes non observables
sont asymptotiquement stables.

Compte tenu des résultats fondamentaux sur la caractérisation des modes non observables, on
peut déduire aisément le résultat fondamental suivant sur la caractérisation du concept de dé-
tectabilité.

Résultat 3.21Le système linéaire invariant décrit par une réalisation d’état (F,G,H,E) est
détectable si et seulement si ses modes non observables sontasymptotiquement stables, i.e.

la matrice

(

H
sIn − F

)

est de rang plein pour touts /∈ Dsa

3.2.7 Récapitulatif

Le concept d’observabilité a permis d’étudier la relation état→sortie du système à partir de sa
matrice d’observabilité ou son grammien d’observabilité dont le résultat fondamental suivant
constitue la pierre d’achoppement.

Résultat 3.22. Considérons un système linéaire invariant décrit par une une réalisation d’état
(F,G,H,E) de dimensionn, les propriétés suivantes sont équivalentes.

P1. La paire(H,F ) est observable.

P2. La paire
(

F T , HT
)

est commandable.

P3. La matrice d’observabilité du système est de rang plein, i.e. rang (Mo (H,F )) = n.

P4. Le grammien d’observabilité est une matrice définie positive, i.e.Go > 0.

P5. Il n’existe aucune matrice régulièreT telle que

F̄ = T−1FT =

(

Fo 0
Foō Fō

)

et H̄ = HT
(

Ho 0
)

oùFo ∈ Rr×r, Fō ∈ Rr̄×r̄ etHo ∈ Rp×r avecr < n.

P6. Il n’existe aucun vecteur propre à droite de la matrice d’état qui soit orthogonal à la

matrice de sortie, i.e. La matrice

(

H
sIn − F

)

est de rang plein pour touts ∈ C.
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P7 L’identitéH (sIn − F )−1G = 0 pour tout s ∈ C n’est possible que si la matriceG soit
nulle.

La propriétéP2 exprime tout simplement la dualité entre le concept de commandabilité et
d’observabilité. Les propriétésP3 et P4 sont les critères usuels de test d’observabilité. Les
propriétésP5 etP6 permettent de caractériser les modes non observables du système et d’in-
troduire le concept fondamental de détectabilité d’une manière naturelle. La propriétéP5 est
issue d’une décomposition appropriée du système selon l’observabilité qui permet d’exhiber ses
modes observables et ses modes non observables, i.e. les valeurs propres des matricesFo etFō,
respectivement. La propriétéP6 est communément connue sous l’appellation de test dePopov-
Belevitch-HPautu par référence à ses auteurs. La propriétéP7 est une émanation naturelle de
la propriétéP6.

3.3 Réalisations minimales

On présente dans ce qui suit deux ensembles de résultats fondamentaux. Le premier ensemble
concerne la décomposition d’un système selon la commandabilité et l’observabilité, alors que
le second ensemble est consacré à la caractérisation des réalisations minimales d’un système.

3.3.1 Décomposition canonique

Les théorèmes de décomposition selon la commandabilité et l’observabilité ont respectivement
permis de mettre en évidence les modes non commandables et les modes non observables d’un
système. Le résultat suivant montre que l’on peut faire apparaître toutes les configurations pos-
sibles des modes d’un système comme l’indique la figure 3.3. On distingue les modes comman-
dables et observables, les modes commandables mais non observables, les modes observables
mais non commandables et les modes non observables et non commandables.

Partie
commandable
et observable

Partie
commandable

et non observable

Partie
non commandable
et observable

Partie
non commandable
et non observable

6

- k -

-

-

�

?

6

6

?

+ y(t)u(t)

FIGURE 3.3 – Décomposition selon la commandabilité et l’observabilité
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Résultat 3.23Soit une réalisation(F,G,H,E) d’un système linéaire invariant, on peut tou-
jours trouver un changement de basex(t) = T x̄(t) qui permet de décomposer le système comme
suit

DSCO
{

ρx̄ (t) = F̄ x̄(t) + Ḡu(t) avec x(to) = T x̄(to)

y(t) = H̄x̄(t) + Ēu(t)
(3.17)

avec

F̄ =









F11 0 F13 0
F21 F22 F23 F24

0 0 F33 0
0 0 F43 F44









, Ḡ =









G1

G2

0
0









, H̄T =









H1

0
H3

0









et Ē = E (3.18)

où les diverses matricesFij,Gk etHℓ sont telles que

1) Le sous-système(F11, G1, H1, E) est commandable et observable et la fonction de
transfert du système est donnée par

G(s) = H1 (sInco − F11)
−1G1 + E

2) Le sous-système

((

F11 0
F21 F22

)

,

(

G1

G2

)

,
(

H1 0
)

, E

)

est commandable et non observable.

3) Le sous-système

((

F11 F13

0 F33

)

,

(

G1

0

)

,
(

H1 H3

)

, E

)

est non commandable et observable.

4) Le sous-système(F44, 0, 0, E) est non commandable et non observable.

La preuvede ce théorème peut être directement faite à partir de cellesdes décompositions selon
la commandabilité et l’observabilité. On notera plus particulièrement que les seules conditions

(G3, G4) = 0 et (H2, H4) = 0

ne sont pas suffisantes pour définir les modes non commandables et non observables. Il faut
s’assurer que les variables correspondantes ne soient pas reliées par la matrice d’état à d’autres
variables d’état qui seraient, elles, commandables ou observables.
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La décomposition canonique permet donc de mettre en évidence les propriétés de comman-
dabilité et d’observabilité du système que l’on peut décrire comme suit

DSCO























































ρ









x̄1 (t)
x̄2 (t)
x̄3 (t)
x̄4 (t)









=









F11 0 F13 0
F21 F22 F23 F24

0 0 F33 0
0 0 F43 F44

















x̄1 (t)
x̄2 (t)
x̄3 (t)
x̄4 (t)









+









G1

G2

0
0









u(t)

y(t) =
(

H1 0 H3 0
)









x̄1 (t)
x̄2 (t)
x̄3 (t)
x̄4 (t)









+ Eu(t)

Remarque 3.16D’un point de vue entrée-sortie, le système est complètement caractérisé par la
réalisation commandable et observable(F11, G1, H1, E). La fonction du transfert du système
est alors donnée par

G(s) = H1 (sInco − F11)
−1G1 + E

3.3.2 Réalisations minimales

Le résultat ci-dessus montre que la fonction de transfert nereprésente que la partie comman-
dable et observable du système : tous les modes non commandables et non observables sont
naturellement simplifiés. On notera toutefois que le fait que tous les modes non commandables
(resp. non observables) soient automatiquement simplifiésn’empêche pas que des modes com-
mandables (resp. observables ) soient également simplifiés. Cette simplification concernerait
les modes commandables mais non observables (resp. observables mais non commandables).
Outre la pluralité de la représentation d’état via un changement de base, on distingue une autre
pluralité via une adjonction de modes non commandables et/ou non observables. L’ordre de
ces réalisations peut être aussi grand que désiré. Ceci nousamène naturellement au concept
de réalisation minimale d’une fonction de transfert : une représentation d’état dont l’ordre est
égal à l’ordre de la fonction de transfert et est donc le plus petit possible. Le fait qu’une réa-
lisation soit minimale ou pas est donc étroitement liée à sespropriétés de commandabilité et
d’observabilité comme l’indique le résultat suivant.

Résultat 3.24Une réalisation d’une fonction de transfert donnée est minimale si et seulement
si elle est commandable et observable.

Preuve. Soit(F,G,H,E) une réalisation d’ordren d’une fonction de transfertG(z), alors on
a

G(s) = H (sIn − F )−1G + E

Supposons que la paire(F,G) est non commandable (resp. la paire(H,F ) est non observable),
alors on peut la décomposer selon la commandabilité (resp. selon l’observabilité) pour mettre
en évidence sa partie commandable(Fc, Gc, Hc, Ec) dont l’ordrenc est inférieur àn (resp. sa
partie observable(Fo, Go, Ho, Eo) dont l’ordreno est inférieur àn). En vertu des résultats de
décomposition selon la commandabilité (resp. l’observabilité), les réalisations(Fc, Gc, Hc, Ec)
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et(F,G,H,E) (resp.(Fo, Go, Ho, Eo) et(F,G,H,E) ) conduisent à la même fonction de trans-
fert. Il en résulte qu’une réalisation minimale est commandable et observable.

Montrons maintenant que si une réalisation(F,G,H,E) d’ordre n est commandable et obser-
vable, alors elle est minimale. Pour ce faire, supposons quecette réalisation n’est pas minimale,
alors il existe une réalisation(F̄ , Ḡ, H̄, Ē) d’ordre n̄ < n. Ces deux réalisations conduisent à
la même fonction de transfert que la réalisation(F,G,H,E), soit

G(s) = H (sIn − F )−1G+ E = H̄
(

sIn − F̄
)−1

Ḡ+ Ē

Par ailleurs, les produits de la matrice d’observabilité par la matrice de commandabilité cor-
respondants sont respectivement donnés par

Mo (F,G)Mc (F,G) =











H

HF
...

HFn−1











(

G FG . . . Fn−1G
)

=











HG HFG . . . HFn−1G

HFG HF 2G . . . HFnG
...

...
...

...
HFn−1G HFnG . . . HF 2(n−1)G











et

M̄o

(

H̄, F̄
)

M̄c

(

H̄, F̄
)

=











H̄

H̄F̄
...

H̄F̄n−1











(

Ḡ F̄ Ḡ . . . F̄n−1
)

=











H̄Ḡ H̄F̄ Ḡ . . . H̄F̄n−1Ḡ

H̄F̄ Ḡ H̄F̄ 2Ḡ . . . H̄F̄nḠ
...

...
...

...
H̄F̄n−1Ḡ H̄F̄nḠ . . . H̄F̄ 2(n−1)Ḡ











Comme les paramètres deMarkov sont invariants par changement de base, i.e.HF kG =
H̄F̄ kḠ pour tout k ∈ N, on a

Mo (F,G)Mc (F,G) = M̄o

(

H̄, F̄
)

M̄c

(

H̄, F̄
)

Et puisque la réalisation(F,G,H,E) est commandable et observable et que la réalisation
(F̄ , Ḡ, H̄, Ē) est d’ordren̄, on aura

rang (Mo (F,G)Mc (F,G)) = n

et

rang
(

M̄o

(

H̄, F̄
)

M̄c

(

H̄, F̄
))

= min
(

rang
(

M̄o

(

H̄, F̄
))

, rang
(

M̄c

) (

H̄, F̄
))

≤ max
(

rang
(

M̄o

(

H̄, F̄
))

, rang
(

M̄c

(

H̄, F̄
)))

≤ n̄
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Ce résultat est en contradiction avec le fait que le produit de la matrice d’observabilité par la
matrice de commandabilité est un invariant par changement de base. Il n’est donc pas possible
de trouver une réalisation(F̄ , Ḡ, H̄, Ē) commandable et observable dont l’ordre est inférieur
à n. CQFD.

Le résultat suivant permet de caractériser la classe des réalisations minimales d’un système.

Résultat 3.25Soit (F,G,H,E) une réalisation minimale d’une fonction de transfertG(s).
Toute réalisation(F̄ , Ḡ, H̄, Ē) de la fonction de transfertG(s) est minimale si et seulement
si elle est équivalente à la réalisation(F,G,H,E), i.e. il existe une matrice régulièreT ∈ Rn

telle que

F̄ = T−1FT, Ḡ = T−1G, H̄ = HT et Ē = E

Preuve. Comme les propriétés de commandabilité et d’observabilitésont préservées par un
changement de base, il est clair que si la réalisation(F̄ , Ḡ, H̄, Ē) est équivalente à la réalisa-
tion (F,G,H,E), alors elle est minimale. Autrement, elle n’admet pas de modes non comman-
dable et/ou non observables.

Montrons maintenant d’une manière constructive que si(F̄ , Ḡ, H̄, Ē) est une autre réalisation
minimale de la fonction de transfertG(s), alors elle est équivalente à la réalisation(F,G,H,E).
Notons d’abord que comme les deux réalisations(F,G,H,E) et (F̄ , Ḡ, H̄, Ē) sont minimales,
elles sont du même ordre, les matrices de commandabilité et d’observabilité correspondantes
sont régulières et de rang plein et on a

Mo (H,F ) Mc (F,G) = M̄o

(

H̄, F̄
)

M̄c

(

F̄ , Ḡ
)

et

Mo (H,F ) F Mc (F,G) = M̄o

(

H̄, F̄
)

F̄ M̄c

(

F̄ , Ḡ
)

Il existe donc une matrice régulièreT ∈ Rn×n telle que

M̄c

(

F̄ , Ḡ
)

= T−1 Mc (F,G) et M̄o

(

H̄, F̄
)

= Mo (H,F ) T

Les deux réalisations(F,G,H,E) et (F̄ , Ḡ, H̄, Ē) sont alors bien équivalentes puisque

Ḡ = T−1G, H̄ = HT et F̄ = T−1FT

CQFD

Remarque 3.17l’étude de la décomposition canonique et des réalisations minimales a parti-
culièrement permis de mettre en évidence la puissance de la représentation d’état par rapport
à la représentation par fonction de transfert et d’illustrer le rôle des paramètres deMarkov
pour le problème de réalisation.
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3.4 Pôles et zéros d’un système

Les notions de pôles et zéros des systèmes multivariables ont été présentés, à partir de leur
fonction de transfert, d’une manière concise au paragraphe2.3.6. Cette présentation sera dé-
veloppée et confortée dans ce qui suit par une synthèse motivée et soutenue par des interpréta-
tions pertinentes des pôles et des zéros d’un système à partir de la forme deSmith-McMillan
de sa fonction de transfert et sa matrice système. Une attention particulière est accordée à la
vraisemblance entre les zéros de transmission et les zéros invariants.

3.4.1 Pôles et zéros d’une fonction de transfert

Les pôles et les zéros se sont imposés tout au long des développements de la théorie des systèmes
linéaires et ont été particulièrement définis à partir de la factorization deSmith-McMillan de
leur fonction de transfert comme suit

Définition 3.11 Les zéros (resp. les pôles) de transmission de la fonction detransfertG (s) sont
les racines des polynômesΨi(s) pour i ∈ [1, r] ( resp. des polynômes non nulsΦi(s) pour i ∈
[1, r] ).

Par ailleurs, le résultat suivant permet de généraliser la forme deSmith d’une matrice po-
lynomiale rationnelle propre au cas d’une matrice fractionnaire qui n’est pas nécessairement
propre.

Résultat 3.26Toute matrice rationnelleF (s) ∈ Rp×m(s) de rangr ≤ min(p,m) peut être
factorisée comme suit

F(s) = B(s)S∞(s)B̄(s)

oùB(s) ∈ Rp×p
p (s) et B̄(s) ∈ Rm×m

p (s) sont deux matrices bicausales ou bipropres etS∞(s) ∈
Rp×m(s) est une matrice rationnelle unique appelée forme deSmith-McMillan à l’infini de la
matrice rationnelleF(s) ∈ Rp×m(s) qui se distingue par une structure particulière donnée par

S∞(s) =
(

Sr∞(s) 0
0 0

)

avec Sr∞(s) = diag
(

s−ni
)

où lesni sont des entiers relatifs satisfaisant la propriétén1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ ni ≤ . . . ≤ nr.

Cette forme deSmith-McMillan permet de définir les pôles et zéros à l’infini d’une fraction
rationnelle.

Définition 3.12 On dira que la matrice rationnelleF(s) ∈ Rp×m(s) admet un zéro (resp. un
pôle) à l’infini d’ordreni si ni ≥ 0 (resp. ni < 0).

Remarque 3.18Les pôles et zéros d’un système peuvent être déterminés directement à par-
tir de ses factorisations polynomiales première à droite età gauche à la lumière de la re-
marque 2.9. En effet, on peut postuler que les pôles du système ne sont autres que les ra-
cines du déterminant de la matrice polynomialeAd(s) (resp. Ag(s)) et que, dans le cas d’une
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fonction de transfert de rang plein,z est un zéro de transmission du système si et seulement
si rang (Bd(z)) < min(m, p) (resp. (Bg(z)) < min(m, p)). L’hypothèse d’une fonction de
transfert de rang plein n’est pas une perte de généralité dans la mesure où elle vraie dans la
plupart des problèmes et peut être relâchée en s’inspirant du résultat 2.7.

3.4.2 Pôles et zéros d’une réalisation d’état

Lespôlesd’une réalisation d’état d’un système ne sont autres que sesmodes commandables et
observables comme le précise le résultat suivant.

Résultat 3.27Considérons un système multivariable décrit par une réalisation d’état, alors les
propriétés suivantes sont vraies.

• Les modes non commandables et/ou non observables de la réalisation d’état adoptée ne
sont pas des pôles du système sous-jacent.

• Le polynôme des pôles est égal au polynôme caractéristique de la matrice d’état, i.e.
Φ(s) = det (sIn − F ), si et seulement si la réalisation d’état adoptée est minimale.

La preuve de ce résultat peut être aisément déduite des résultats qui ont été établis sur la com-
mandabilité, l’observabilité et les réalisations minimales aux paragraphes précédents.

Ce résultat suggère de déterminer les pôles d’un système à partir des modes de ses réalisations
d’état minimales en utilisant la remarque 2.4. Quant à la configuration deszérosdu système,
elle peut être déterminée à partir de la matrice système à la lumière du résultat 2.4. En effet, la
propriétéP1 permet de postuler que la fonction de transfert d’un systèmeest de rang normal
plein en colonnes (resp. en lignes) si et seulement sa matrice système est de rang normal plein
en colonnes (resp. en lignes). Ceci suggère une caractérisation naturelle des zéros d’un système
à partir de sa matrice système comme l’indique la définition suivante.

Définition 3.13 ζ ∈ C est un zéro invariant de la réalisation d’état du système si la propriété
de rang suivante est vérifiée

rang (Mσ (ζ)) < rang normal (Mσ (s))

Cette définition concerne les zéros invariants du système qui ne sont pas nécessairement ses
zéros de transmission. L’appellation zéros invariants du système est particulièrement motivée
par l’invariance du rang de la matrice système par un changement de base conformément à la
propriétéP2 du résultat 2.4.

Remarque 3.19Dans le cas des systèmes carrés, i.e.p = m, les zéros invariants peuvent être
déterminés à partir du problème des valeurs propres généralisé donné par

(sIg − Sg) vz = 0

avec

Ig =

(

In 0
0 0

)

, Sg =

(

F G
H E

)

et vz =

(

xo
uz

)
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Le qualificatif généralisé adopté pour le problème de valeurs propres est justifié par le fait
queIg n’est pas une matrice identité de dimension g. Et conformément à la propriétéP3 de
la matrice système (résultat 2.4), on peut postuler que les zéros de transmission d’un système
carré peuvent être déterminés à partir des zéros du déterminant de la matrice système si ces
derniers ne sont pas des pôles du système.

Le résultat suivant permet de mieux apprécier la caractérisation des zéros invariants d’un sys-
tème à partir de sa matrice système.

Résultat 3.28Considérons un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) et suppo-
sons que la matrice système sous-jacenteMσ (s) est de rang normal plein en colonnes (resp.
en lignes). Alorsζ est un zéro invariant du système si et seulement si il existexo ∈ Cn − {0} et
uz ∈ Cm (resp.wz ∈ Cn − {0} etvz ∈ Cp) tels que

Mσ (ζ)

(

xo
uz

)

= 0
(

resp.
(

w∗z v∗z
)

Mσ (ζ) = 0
)

Et siuz = 0 (resp.vz = 0) , alorsζ est un mode non observable (resp. non commandable).

Preuve.Compte tenu du fait que la matrice systèmeMσ (ζ) est de rang normal plein en co-
lonnes,ζ est un zéro invariant du système si la propriété suivante estvraie

∃
(

xo
uz

)

6= 0 / Mσ (ζ)

(

xo
uz

)

= 0

Montrons que le vecteur le vecteurxo n’est pas nul. Pour ce faire, supposons que le vecteurxo

est nul, alors on aura

(

−G
E

)

uz = 0 et doncuz = 0 puisque

(

−G
E

)

est une matrice de

rang plein en colonnes comme la matrice système. Ceci est en contradiction avec l’hypothèse
de rang plein en colonnes de la matrice système et doncxo n’est pas un vecteur nul.

On notera finalement que siuz = 0, alors on a

(

ζIn − F
H

)

xo = 0 et doncζ est un mode

non observable du système en vertu de la propriétéP6 du résultat 3.22. Le cas d’une matrice
système de rang normal plein en lignes peut être aisément traité d’une manière semblable.

CQFD

Le résultat suivant précise la relation entre les zéros invariants d’un système décrit par une
réalisation d’état minimale et les zéros de transmission desa fonction de transfert.

Résultat 3.29Considérons un système décrit par une fonction de transfertG (s) ∈ Rp×m (s) et
soit (F,G,H,E) une réalisation d’état minimale de cette fonction de transfert. Alorsζ ∈ C est
un zéro de transmission deG (s) si et seulement siζ ∈ C est un zéro invariant de la réalisation
minimale(F,G,H,E).

La preuve sera particulièrement faite dans le cas où le zéro de transmission n’est pas un pôle
de la fonction de transfert, et donc un mode de la réalisationd’état puisqu’elle est minimale,
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en utilisant l’identité suivante

(

sIn − F −G
H E

)

=

(

In 0

H (sIn − F )−1 Ip

)(

sIn − F −G
0 G (s)

)

Compte tenu du fait que le zéro de transmissionζ n’est pas un pôle deG (s), on a

rang

(

ζIn − F −G
H E

)

= n + rang (G (s))

Et donc

rang

(

ζIn − F −G
H E

)

< rang normal

(

sIn − F −G
H E

)

si et seulement si
rang (G (ζ)) < rang normal (G (s))

CQFD

Le résultat suivant précise la configuration des zéros des systèmes carrés, i.e.m = p, exhi-
bant un retard uniformed ≥ 1.

Résultat 3.30Considérons un système carré décrit par une réalisation(F,G,H), alors on a

det (G(s)) = det (HAdj (sIn − F )G)

det (sIn − F )

oùdet (HAdj (sIn − F )G) est un polynôme de degré inférieur ou égal àn −m ; l’égalité est
vraie dans le cas d’un retard uniforme unitaire, i.e.det (HG) 6= 0.

Ce résultat montre que les systèmes carrés admettent au plusn − m zéros (resp.n pôles)
et que ces zéros (resp. pôles ) sont des racines du polynômedet (HAdj (sIn − F )G) (resp.
det (sIn − F )).

3.4.3 Interprétation physique des pôles et zéros.

Les résultats fondamentaux sur les pôles et les zéros des systèmes multivariables ont été obte-
nus en exploitant judicieusement leurs propriétés structurelles pour mieux apprécier leur na-
ture. Le premier résultat permet de montrer que les pôles d’un système sont perceptibles dans
ses réponses non identiquement nulles à une entrée identiquement nulle modulo des conditions
initiales appropriées.

Résultat 3.31Considérons un système décrit par une fonction de transfertG(s) ∈ Rp×n
p (s)

ou une réalisation minimale(F,G,H,E) qui lui est associée.λ est un pôle du système si et
seulement si il existe un état initialxo ∈ Rn et un vecteuryo ∈ R∗

p tels que la réponse du
système correspondant à une entrée identiquement nulle estdonnée par

y (t) = yoe
λt
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Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante, soit

(

∃ (xo, yo) ∈ C
n × C

∗p / y(t) = yoe
λt
)

=⇒
(

det (λIn − F ) = 0
)

Comme la réponse du système à une entrée identiquement nulleest donnée par

y(t) = Hx(t) = HeFtxo

on a

y(t) = HeFtxo = yoe
λt

⇐⇒
Y (s) = H (sIn − F )−1 xo = yo (s− λ)−1

⇐⇒
(s− λ)HAdj (sIn − F )xo = yo det (sIn − F )

=⇒
λ ∈ V (F )

Cette dernière relation montre clairement queλ est bien une valeur propre de la matrice d’état
F et est donc un pôle du système puisque la réalisation d’état(F,G,H,E) est minimale.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire, soit

(

(λ, v) est un mode de F
)

=⇒
(

∃ (xo, yo) ∈ C
n × C

∗p / y(t) = yoe
λt
)

Si on prend comme état initial un vecteur proprev à droite de la matriceF associé à la valeur
propreλ, on a

y(t) = HeFtxo = HeFtv = Heλtv = Hv eλt

L’avant dernière égalité est due au fait que si(λ, v) est un mode de la matriceF , alors
(

eλt, v
)

est un mode de la matriceeFt. Et comme la paire(H,F ) est observable, le mode(λ, v) est
observable et donc le produit scalaireHv n’est pas nul. On a bien le résultat escompté avec
xo = v et yo = Hv.

CQFD

Le second résultat précise la classe des entrées bloquées par le système en fonction de sa
configuration des zéros, modulo des conditions initiales appropriées.

Résultat 3.32Considérons un système décrit par une fonction de transfertG(s) ∈ Rp×m
p (s) ou

une réalisation minimale(F,G,H,E) qui lui est associée et un nombre complexeζ qui n’est
pas une valeur propre deF , i.e. ζ /∈ V (F ). La réponse du système correspondante à l’état
initial xz = − (F − ζIn)

−1Guz et l’entréeu(t) = uze
ζt est donnée par

y(t) = G(ζ) uzeζt pour tout t ≥ 0
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Preuve. On notera d’abord que siζ n’est pas une valeur propre deF , alors on a

(sIn − F )−1 (s− ζ)−1 = (ζIn − F )−1 (s− ζ)−1 + (sIn − F )−1 (F − ζIn)
−1

Ce résultat peut être vérifié tout simplement en prémultipliant par(F − ζIn) et postmultipliant
par (sIn − F ) puisque les matrices(sIn − F ) et (F − ζIn) commutent.

La sortie d’un système décrit par une réalisation(F,G,H,E) peut se mettre sous la forme

Y (s) = H (sIn − F )−1 xz +H (sIn − F )−1G U(s)

soit

Y (s) = H (sIn − F )−1 xz +H (sIn − F )−1Guz (s− ζ)−1 + E uz (s− ζ)−1

puisqueu(t) = uze
ζt pour tout t ≥ 0 dans le cas considéré. Et compte tenu de la relation

donnée ci dessus, on obtient

Y (s) = H (sIn − F )−1 xz +H (ζIn − F )−1G uz (s− ζ)−1

+ H (sIn − F )−1 (F − ζIn)
−1G uz (s− ζ)−1 + E uz (s− ζ)−1

= H (sIn − F )−1
(

xz + (F − ζIn)
−1Guz

)

+ G (ζ)uz (s− ζ)−1

On aura donc le résultat escompté, notamment

(

u(t) = uze
ζt pour tout t ≥ 0

)

et
(

xz = − (F − ζIn)
−1G

)

⇐⇒
(

y(t) = G(ζ) uzeζt pour tout t ≥ 0
)

Ce résultat donne une interprétation physique des zéros d’un système : siζ est un zéro du
système, alors la réponse du système à une entréeu(t) = uze

ζt, pour toutuz ∈ Rm et un état
initial xz = − (F − ζIn)

−1Guz, est identiquement nulle. On dit qu’une telle entrée est bloquée
par le système, ce qui justifie l’appellation zéro de blocage.

CQFD

3.4.4 Directions des pôles et des zéros

Les pôles (resp. les zéros) d’un système multivariable ont des directions aussi bien en entrée
qu’en sortie du système, que l’on désignera parup etyp (resp.uz etyz). Ces directions peuvent
être déterminées directement à partir de l’évaluation de lafonction de transfert du système en
p (resp. enz) en vertu de la relation brute

G (pi) up = ∞ yp (resp. G (z) uz = 0 yz)
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puisqueG (p) (resp.G (z)) est une matrice complexe infinie dans la direction du pôlep (resp.
nulle dans la direction du zéroz). On montre aisément que les directions du pôlep (rep. du
zéro z) peuvent être naturellement obtenues à partir de la décomposition en valeurs singu-
lières de la matrice complexeG (p) de rangrp (rep.G (z) de rangrz) ; soit G (p) = VpΣpW

∗
p

(resp. G (z) = VzΣzW
∗
z ) où Σp (resp.Σz) est une matrice constituée des valeurs singulières

deG (p) (resp.G (z)) et Vp etWp (resp.Vz etWz ) sont des matrices unitaires respectivement
constituées par les vecteurs singuliers en sortie et en entrée de la matriceG (p) (resp.G (z))
associés au valeurs singulièresσpi (resp.σzi)) pour i = 1, . . . , rp (resp. i = 1, . . . , rz).

Remarque 3.20Dans le cas d’un système décrit par une réalisation d’état minimale ayant des
modes distincts, alors les pôles du système ne sont autres que les modes du système et la direc-
tion d’un pôlepi en entrée (resp. en sortie) est donnée par

upi = G∗wi (resp. ypi = Hwi)

où vi (resp.wi) est le vecteur propre à droite (resp. à gauche) de la matriced’état associé au
modepi. Et compte tenu du résultat 3.9 (resp. résultat 3.20), on en déduit naturellement que la
direction en entrée (resp. en sortie) est nulle si le mode n’est pas commandable (resp. n’est pas
observable).

Par ailleurs, les zéros de transmission du système déterminés à partir de la matrice système
conformément au résultat 3.28 et la direction en entrée (resp. en sortie) du zéroz n’est autre
que le vecteur complexevz (resp.wz ) qui y figure.

Le problème 3.12 illustre l’importance des directions des pôles et zéros d’un système multiva-
riable, notamment des pôles et zéros communs avec des directions différentes, il concerne le cas
de l’exemple 2.5.

3.5 Systèmes interconnectés

Les systèmes sont généralement conçus à partir d’un ensemble d’interconnections appropriées
de sous-systèmes décrits par des réalisations d’état minimales qui ont éventuellement des pôles
et des zéros communs qui ne sont pas nécessairement des modescommandables (resp. des
modes observables) du système. Pour une meilleure perception de cette problématique, on se
focalise d’abord sur les trois interconnections élémentaires de la composition des systèmes, en
l’occurrence les interconnections cascade, parallèle et contre réaction respectivement données
par les figures 2.7, 2.8 et 2.9, dans le cas où les sous-systèmes SYS1 et SYS2 sont monova-
riables. Les éléments suivants favorisent la compréhension de la problématique.

E1. La fonction de transfert de l’interconnection en cascade est donnée par

G (s) = G2 (s)G1 (s) =
B2(s)

A2(s)

B1(s)

A1(s)
=

Bσ(s)

Aσ(s)

Les simplification éventuelles de la fonction de transfert concernent les pôlesSYS1
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(resp.SYS2 ) avec les zéros deSYS2 (resp.SYS1), soit pgcd (A1(s), B2(s)) (resp.
pgcd (A2(s), B1(s))). Il est évident que

CP (G (s)) = CM (G (s)) ⇐⇒ pgcd (A1(s), B2(s)) = pgcd (A2(s), B1(s)) = 1

E2. La fonction de transfert de l’interconnection en parallèleest donnée par

G (s) = G1 (s) + G2 (s) =
B1(s)A2(s) +B2(s)A1(s)

A1(s)A2(s)
=

Bσ(s)

Aσ(s)

Les simplification éventuelles de la fonction de transfert concernent les pôles deSYS1
etSYS2, soitpgcd (A1(s), A2(s)). La propriété suivante est triviale

CP (G (s)) = CM (G (s)) ⇐⇒ pgcd (A1(s), A2(s)) = 1

E3. La fonction de transfer de l’interconnection en contre réaction, comme l’indique la figure
2.9, est donnée par

G (s) =
G1 (s)

1 + G1 (s)G2 (s)
=

B1(s)A2(s)

A1(s)A2(s) +B1(s)B2(s)
=

Bσ(s)

Aσ(s)

Les simplification éventuelles de la fonction de transfert concernent les pôles deSYS1
(resp.SYS2) avec les zéros deSYS2 (resp.SYS1). La propriété suivante est évidente

CP (G (s)) = CM (G (s)) ⇐⇒ pgcd (A1(s), B2(s)) = pgcd (A2(s), B1(s)) = 1

Cette information sur les éventuelles simplifications des pôles et des zéros des sous-systèmes
interconnectés permet d’étudier aisément leur commandabilité et leur observabilité dont les ré-
sultats sont données ci-dessous.

Résultat 3.33La cascade constituée des systèmesSYS1 etSYS2 est commandable (resp. ob-
servable) si et seulement siSYS1 etSYS2 sont complètement caractérisés par des réalisations
minimales et il n’y a aucune simplification entre les pôles deSYS2 et les zéros deSYS1 (resp.
les pôles deSYS1 et les zéros deSYS2)

Résultat 3.34Le système constitué du systèmeSYS1 en parallèle avecSYS2 est comman-
dable et observable) si et seulement siSYS1 et SYS2 sont commandables et observables et
qu’il n’y a aucune simplification entre les pôles deSYS2 etSYS1.

Résultat 3.35Le système constitué du systèmeSYS1 en rétroaction avecSYS2 est comman-
dable et observable si et seulement siSYS1 et SYS2 sont commandables et observables et
qu’il n’y a aucune simplification entre les pôles deSYS2 et les zéros deSYS1.

On donnera plus particulièrement la preuve du résultat sur l’interconnexion du type cascade
que l’on peut utiliser pour élaborer les preuves des autres des autres interconnections. Pour ce
faire, on notera d’abord que la cascade peut être décrite parla représentation d’état suivante
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en vertu des résultats du paragraphe 2.5 du chapitre 2.

SYS







ρxa(t) = Faxa(t) +Gau(t)

y(t) = Haxa(t) + Eau(t)
(3.19)

avec

xa(t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

(3.20)

Fa =

(

F1 0
G2H1 F2

)

, Ga =

(

G1E2

G2

)

, Ha =
(

H1 E2H2

)

et Ea = E2E1 (3.21)

Les aspects suivants permettent de mieux appréhender les propriétés de commandabilité et
d’observabilité de la cascade et motiver pourquoi les réalisations d’état des systèmes qui la
composent sont supposées être minimales.

• Comme les réalisations d’état des systèmes sont minimales,ils sont commandables et ob-
servables et donc ne conduisent pas à des simplifications pôles-zéros, i.e.

pgcd (B1(s), A1(s)) = pgcd (B2(s), A2(s)) = 1

• Les propriétés de commandabilité des systèmes sont nécessaires, autrement les modes non
commandables seraient aussi des modes non commandables de la cascade. Par ailleurs,
si la cascade n’est pas commandable, alors ses modes non commandables sont nécessai-
rement des modes du systèmeSYS2. Autrement le systèmeSYS1 ne serait pas comman-
dable.

• Les propriétés d’observabilité des systèmes sont nécessaires, autrement les modes non
observables seraient aussi des modes non observables de la cascade. Par ailleurs, si la
cascade n’est pas observable, alors ses modes non observables sont nécessairement des
modes du systèmeSYS1. Autrement le systèmeSYS2 ne serait pas observable.

• Les propriétés de commandabilité (resp. d’observabilité)de la cascade dépendent essen-
tiellement des simplifications entre les pôles du systèmeSYS2 et les zéros du système
SYS1 (resp. les pôles du systèmeSYS1 et les zéros du systèmeSYS2)

• Le système augmenté n’est pas observable à partir de la sortie du systèmeSYS1 puisque
la représentation d’état associée est naturellement sous la forme d’une décomposition
selon l’observabilité.

• Comme les propriétés de commandabilité et d’observabilitéd’un système décrit par une
réalisation d’état(F,G,H,E) ne concernent pas la matrice d’entréeE, on peut l’occul-
ter sans aucune perte de généralité.

Ces aspects sont judicieusement utilisés pour établir agréablement les preuves associées au
résultat 3.33.
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La première preuve concerne la commandabilité de la cascade. En utilisant les notations
considérées, ce résultat stipule que

(Fa, Ga) est commandable ⇐⇒ pgcd (B1(s), A2(s)) = 1

ou d’une manière équivalente

pgcd (B1(s), A2(s)) 6= 1 ⇐⇒ (Fa, Ga) n
′est pas commandable

On notera d’abord que si la cascade n’est pas commandable, alors ses modes non comman-
dables sont nécessairement des modes du systèmeSYS2. Autrement le systèmeSYS1 ne serait
pas commandable. Et comme les réalisations des deux systèmes sont minimales, la simplifica-
tion des modes non commandables ne peut se faire qu’avec les zéros du systèmeSYS1. La
condition est donc bien nécessaire.

Montrons maintenant que la condition est suffisante en appliquant le test Popov-Belevitch-
Hautus. En effet, supposons que les polynômesB1(p) et A2(p) ont une racine commune que
l’on noteraλc̄ et montrons qu’elle correspond à un mode non commandable de la cascade. Il
suffit de montrer la valeur propreλc̄ de la cascade admet un vecteur propre à gaucheVcg ∈ Rna

qui est orthogonal à la matrice d’entréeGa. En effet, posons

V T
cg =

(

V T
c1 V T

c2

)

on a
(

V T
c1 V T

c2

)

(

F1 0
G2H1 F2

)

= λc̄
(

V T
c1 V T

c2

)

soit

V T
c2 (λc̄In2 − F2) = 0 et V T

c1 = V T
c2G2H1 (λc̄In1 − F1)

−1

Et commeλc̄ est un zéro du systèmeSYS1, on a bien

V T
cgGa =

(

V T
c1 V T

c2

)

(

G1

0

)

= V T
c2G2H1 (λc̄In1 − F1)

−1G1 = 0

CQFD.

La seconde preuve concerne l’observabilité de la cascade.En utilisant les notations consi-
dérées, ce résultat stipule que

(Ha, Fa) est observable ⇐⇒ pgcd (A1(s), B2(s)) = 1

ou d’une manière équivalente

pgcd (A1(s), B2(s)) 6= 1 ⇐⇒ (Ha, Fa) n
′est pas observable

On notera d’abord que si la cascade n’est pas observable, alors ses modes non observables
sont nécessairement des modes du systèmeSYS1. Autrement le systèmeSYS2 ne serait pas
observable. Et comme les réalisations des deux systèmes sont minimales, la simplification des
modes non observables ne peut se faire qu’avec les zéros du systèmeSYS2. La condition est
donc bien nécessaire.
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Montrons maintenant que la condition est suffisante en appliquant le testPopov-Belevitch-
Hautus. En effet, supposons que les polynômesA1(s) etB2(s) ont une racine commune que
l’on noteraλō et montrons qu’elle correspond à un mode non observable de lacascade. Il suffit
de montrer la valeur propreλō de la cascade admet un vecteur propre à droiteVod ∈ Rna qui
est orthogonal à la matrice de sortieHa. En effet, posons

Vod =

(

Vo1
Vo2

)

on a
(

F1 0
G2H1 F2

)(

Vo1
Vo2

)

= λō

(

Vo1
Vo2

)

soit

(λōIn1 − F1) Vo1 = 0 et Vo2 = (λōIn2 − F2)
−1G2H1Vo1

Et commeλō est un zéro du systèmeSYS2, on a bien

HaVod =
(

0 H2

)

(

Vo1
Vo2

)

= H2Vo2 = H2 (λōIn2 − F2)
−1G2H1Vo1 = 0

CQFD.

L’extension de ces résultats au cas des systèmes multivariables a été faite en adoptant une ap-
proche polynomiale exploitant judicieusement les propriétés des factorisations premières d’une
fonction de transfert ([15], [46]). Pour ce faire, on noterad’abord que si les sous-systèmes de
la cascade sont respectivement décrits par leurs factorisations premières, soit

Gi (s) = A−1il (s)Bil (s) = Bir (s)A
−1
ir (s) pour i = 1, 2 (3.22)

alors la fonction de transfert de la cascade cascade est donnée par

G (s) = B2r (s) (A1l (s)A2r (s))
−1Bil (s) = A−12l (s) (B2r (s)B1r (s))A

−1
1r (s) (3.23)

Le résultat suivant précise les conditions requises pour lacommandabilité (resp. l’observabi-
lité) de la cascade à partir des factorisations premières des fonctions de transfert des sous-
systèmes qui la composent.

Résultat 3.36Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons que les sous-systèmes sont
décrits par les factorisations premières de leurs fonctions de transfert (3.22). Alors la cascade
est commandable (resp. observable) si et seulement si les matrices de l’une des trois paires de
matrices polynomiales(A2r (s) , B1r (s)), (A1l (s)A2r (s) , B1l (s)) ou(A2l (s) , B2l (s)B1r (s))
sont premières à gauche (resp. les matrices de l’une des trois paires de matrices polyno-
miales(A1l (s) , B2l (s)), (A1l (s)A2r (s) , B2r (s)) ou (Ar1 (s) , B2l (s)B1r (s)) sont premières
à droite)

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes pour lacommandabilité (resp. l’observabi-
lité) de la cascade à partir des configurations de pôles et de zéros des fonctions de transfert des
sous-systèmes qui la composent modulo une condition sur lesnombres des entrées et des sorties
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Résultat 3.37Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons queSYS1 admet autant
sinon plus d’entrées que de sorties, i.e.m1 ≥ p1 et SYS2 admet autant sinon plus de sorties
que d’entrées, i.e.p2 ≥ m2. Alors la cascade est commandable (resp. observable) pourvu qu’il
ny ait aucune simplification entre les pôles deSYS2 et les zéros de transmissionSYS1 (resp.
les pôles deSYS2 et les zéros de transmission deSYS1).

Résultat 3.38Le système constitué du systèmeSYS1 en parallèle avecSYS2 est comman-
dable et observable si et seulement siSYS1 et SYS2 sont commandables et observables et
qu’il n’y a aucune simplification entre les pôles deSYS2 etSYS1.

Résultat 3.39Le système constitué du systèmeSYS1 en rétroaction avecSYS2 est comman-
dable (resp. observable) si et seulement si la cascade constituée deSYS1 et SYS2 est com-
mandable (resp. la cascade constituée deSYS2 etSYS1 est observable)

Les preuves de ces résultats sont particulièrement détaillés dans [15] et [46]) où la probléma-
tique des simplifications entre les pôles et les zéros de transmission au sein des interconnections
élémentaires des systèmes est particulièrement bien développée.

Les résultats suivants précisent les conditions de perte decommandabilité et d’observabilité
d’une cascade dans le cas où la matrice de sortie du premier système et la matrice d’entrée du
second système sont de rang plein.

Résultat 3.40Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons que ses sous-systèmes sont
décrits par des réalisations d’état minimales et que la matrice de sortie du premier système et
la matrice d’entrée du second système sont de rang plein.µ est un mode non commandable de
la cascade si et seulement siµ est un zéro deSYS1 et un pôle deSYS2 tel que la propriété
suivante est vraie.

∃w2 ∈ R
n2 / wT

2 (µIn2 − F2) = 0 et wT
2G2

(

H1 (µIn1 − F1)
−1G1

)

= 0

Preuve.Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Comme la cascade est décrite par
la réalisation d’état donnée par

F =

(

F1 0
G2H1 F2

)

, G =

(

G1

0

)

et H =
(

0 H2

)

Si la condition est varie, alors on peut considérer le vecteur

w =

(

w1

w2

)

avec wT
1 = wT

2G2H1 (µIn1 − F1)
−1

et vérifier aisément queµ est un mode non commandable de la cascade en vertu du critère
PBH du résultat 3.9, soitwTF = µwT et wTG = 0.

Montrons que la condition est suffisante. Pour ce faire, notons d’abord que les seules valeurs
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deµ satisfaisant l’équation

wTF = µwT ⇐⇒
(

wT
1 wT

2

)

(

F1 0
G2H1 F2

)

= µ
(

wT
1 wT

2

)

sont les valeurs propres deF1 ouF2 et étudions séparément les deux cas.

Supposons queµ est une valeur propre deF2, alors w2 est un vecteur propre à gauche de
F2 etwT

1 = wT
2G2H1 (λIn1 − F1)

−1. Par ailleurs, comme la réalisation d’état deSYS2 est mi-
nimale, on awT

2G2 6= 0 et doncµ est un mode non commandable de la cascade, i.e.wT
1G1 = 0

seulement siwT
2G2

(

H1 (µIn1 − F1)
−1G1

)

= 0. Ainsiµ est un zéro deSYS1 dontwT
2G2 est la

direction.

Autrement, siµ est une valeur propre deF1, alorsw1 est un vecteur propre à gauche deF1 et
w2 = 0. Et donc siµ un mode non commandable de la cascade, alors on aurawTG = 0. Ceci
est en contraction avec la condition de minimalité de la réalisation d’état deSYS1 puisque
wTG = wT

1G1 et doncµ n’est pas une valeur propre deF1.
CQFD

Résultat 3.41Considérons la cascade de la figure 2.7 et supposons que ses sous-systèmes sont
décrits par des réalisations d’état minimales et que la matrice de sortie du premier système et
la matrice d’entrée du second système sont de rang plein.µ est un mode non observable de
la cascade si et seulement siµ est un pôle deSYS1 et un zéro deSYS2 tel que la propriété
suivante est vraie.

∃v1 ∈ R
n1 / (µIn2 − F2) v1 = 0 et (H2 (µIn2 − F2)G2)H1v1 = 0

La preuvede ce résultat peut être aisément faite à partir de la preuve du résultat 3.40 en exploi-
tant le concept de dualité. Pour mieux apprécier les choses,on suggère de traiter le problème
3.13.

3.6 Systèmes linéaires variants dans le temps

La plupart des problèmes d’estimation optimale et d’adaptation paramétrique peuvent être re-
formulés sous la forme d’un problème de convergence d’un système linéaire variant dans le
temps décrit par la représentation d’état (2.101). On se propose dans ce paragraphe d’étu-
dier la commandabilité et l’observabilité de cette classe de systèmes pour mieux apprécier le
concept de grammien de commndabilité (resp. d’observabilité) qui est au coeur des algorithmes
de commande (resp. d’estimation) optimale.

Commandabilité. Le résultat suivant montre que la commandabilité des systèmes linéaires va-
riants dans le temps est complètement caractérisée par leurgrammien de commandabilité sur
un intervalle de temps fini[to, tf ] par la matrice symétrique et définie non négative donnée par

Wc (to, tf ) =

∫ tf

to

φ (to, τ)G(τ)G
T (τ)φT (to, τ)dτ (3.24)
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Résultat 3.42Considérons le système linéaire variant dans le temps (2.101) et supposons que
sa réalisation d’état est continue par morceaux. Alors le système est commandable si et seule-
ment si pour tout instantto, il existe un instant finaltf > to tel que le grammien de commanda-
bilité est une matrice définie positive, i.e.Wc(to, tf ) > 0.

Preuve.Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Pour ce faire, supposons que la ma-
trice Wc(to, tf) soit définie positive sur l’intervalle de temps[to, tf ], alors on peut utiliser la
loi de commande admissible

u(t) = GT (t)φT (tf , t)W−1
c (to, tf) (x(tf )− φ(tf , to)x(to))

pour réaliser une transition arbitraire de l’état du systèmex(to) −→ x(tf ). En effet, on a

∫ tf

to

φ(tf , t)G(t)u(t)dt = Wc(to, tf)W−1
c (to, tf ) (x(tf )− φ(tf , to)x(to))

ou d’une manière équivalente

x(tf ) = φ(tf , to)x(to) +

∫ tf

to

φ(tf , t)G(t)u(t)dt

On retrouve ainsi la solution de l’équation d’état du système.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire via la contraposée de l’implication. Sup-
posons que la matriceWc(to, tf ) soit singulière pour tout(to, tf ) ∈ R2, alors il existe un
vecteur non nulv ∈ Rn tel que

vTWc(to, tf)v =

∫ tf

to

∥

∥vTφ(to, t)G(t)
∥

∥

2
dt = 0

ou d’une manière équivalente

vTφ(to, t)G(t) = 0 pour tout t ∈ [to, tf ]

Et compte tenu de l’équation d’état du système, on peut conclure qu’il existe un vecteur non nul
v ∈ Rn tel que

vT (φ(to, tf)x(tf )− x(to)) =

∫ tf

to

vTφ(to, t)G(t)u(t)dt = 0 pour tout u ∈ Ua

L’ensemble des états atteignables à partir de l’étatφ(to, tf)x(tf )− x(to) n’est pas égal à l’es-
pace d’état tout entier : c’est une obstruction à la commandabilité.

CQFD

Remarque 3.21Outre le test de commandabilité d’un système, le grammien decommandabi-
lité permet de déterminer une loi de commande admissible réalisant une transition arbitraire de
l’état d’un système commandable avec une énergie minimale.En effet, on peut vérifier aisément
que la loi de commande donnée par

uo(t) = GT (t)φT (tf , t)W−1
c (to, tf ) (x(tf )− φ(tf , to)x(to))

est optimale au sens de la minimisation de l’énergie de la commande, i.e. elle minimise le cri-
tère quadratique
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J(to, tf ) =

∫ tf

to

uT (t)u(t)dt

Pour ce faire, on notera d’abord que la séquence de commande optimale{uo(t)}t∈[to,tf ] permet
bien de réaliser une transition d’état arbitrairex(to) −→ x(tf ) sur l’intervalle de temps[to, tf ]
puisque

x(tf ) = φ(tf , to)x(to) +

∫ tf

to

φ(tf , τ)G(τ)uo(τ)dτ

On peut alors récrire les lois de commande admissibles réalisant une transition d’état arbi-
traire x(to) −→ x(tf ) sur l’intervalle de temps[to, tf ] sous la forme

u(t) = uo(t) + uc(t) avec

∫ tf

to

φ(tf , τ)G(τ)uc(τ)dτ = 0

L’énergie de la commande peut être décomposée comme suit

J(to, tf) =

∫ tf

to

uTo (τ)uo(τ)dτ + 2

∫ tf

to

uTo (τ)uc(τ)dτ +

∫ tf

to

uTc (τ)uc(τ)dτ

Et compte tenu de la propriété de la composanteuc(t) des lois de commandes admissibles, on
aura

∫ tf

to

uTo (τ)uc(τ)dτ =
(

x(tf )− φ(tf , to)x(to)
)T

W−1
c (to, tf )

∫ tf

to

φ(tf , τ)G(τ)uc(τ)dτ = 0

Ceci permet d’en déduire aisément la propriété

J(to, tf) ≥ Jo(to, tf) =

∫ tf

to

uTo (t)uo(t)dt

Il apparaît clairement que l’égalité est obtenue avec la séquence de commande optimale{uo(t)}t∈[to,tf ]
et que

min
{ua(t)}t∈[to,tf ]

Jo(to, tf) = (x(tf )− φ(tf , to)x(to))
T W−1

c (to, tf) (x(tf )− φ(tf , to)x(to))

Observabilité. Le résultat suivant montre que l’observabilité des systèmes linéaires variants
dans le temps est complètement caractérisée par leur grammien d’observabilité sur un inter-
valle de temps fini[to, tf ] défini par la matrice symétrique et définie non négative donnée par

Wo (to, tf ) =

∫ tf

to

φT (to, τ)H
T (τ)H(τ)φ(to, τ)dτ (3.25)

Résultat 3.43Considérons le système linéaire variant dans le temps (2.101) et supposons que
sa réalisation d’état est continue par morceaux. Alors le système est observable si et seulement
si pour tout instantto, il existe un instant finaltf > to tel que le grammien d’observabilité est
une matrice définie positive, i.e.Wo(to, tf) > 0.
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Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante. On a

y(t) = H(t)φ(t, to)x(to) +

∫ t

to

H(t)φ(t, τ)G(τ)u(τ)dτ

ou d’une manière équivalente

yo(t) = y(t)−
∫ t

to

H(t)φ(t, τ)G(τ)u(τ)dτ = H(t)φ(t, to)x(to)

Et si l’on intègre les deux membres de cette équation, après une pré-multiplication par la ma-
trice φT (t, to)H

T (t), on obtient

∫ tf

to

φT (t, to)H
T (t)yo(t)dt =

(
∫ tf

to

φT (t, to)H
T (t)H(t)φ(t, to)dt

)

x(to)

soit

Wo(to, tf) x(to) =

∫ tf

to

φT (t, to)H
T (t)yo(t)dt

Il apparaît clairement que siWo(to, tf) est régulière pour tout intervalle[to, tf ], alors on peut
reconstruire l’état initial et donc l’état du système.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire via la contraposée de l’implication. Pour
ce faire, supposons qu’il existe(to, tf) ∈ R2 tel queWo(to, tf ) soit singulière, alors il existe un
vecteur non nulv ∈ Rn et des instantsto et tf tels queWo(to, tf)v = 0 et donc

vTWo(to, tf)v =

∫ tf

to

‖H(t)φ(to, t)v‖2dt = 0

soit

H(t)φ(to, t)v = 0 pour tout t ∈ [to, tf ]

Et compte tenu de la trajectoire de sortie, on aura

H(t)φ(to, t) (x(to) + v) = H(t)φ(to, t)x(to) pour tout t ∈ [to, tf ]

Les étatsx(to) + v etx(to) sont alors indistinguables puisqu’ils correspondent au même com-
portement d’entrée-sortie. Le système est donc non observable.

CQFD

Remarque 3.22Le grammien d’observabilté représente bien une mesure de l’information conte-
nue dans le comportement d’entrée-sortie du système comme l’indique cette relation usuelle

∫ tf

to

yTo (t)yo(t)dt = xTo (t)Wo(to, tf)xo(t)
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3.7 Conclusion

Ce chapitre est une présentation systémique progressive des propriétés structurelles des sys-
tèmes linéaires en accordant une attention particulière aux concepts de commandabilité et de
stabilisabilité (resp. d’observabilité et de détectabilité) qui constituent l’essence de la problé-
matique de commande (resp. d’observation ou d’estimation). Le concept de commandabilité
(resp. d’observabilité) a été introduit à partir de la relation entrée→ état (resp. la relation
état → sortie) qui conduit naturellement à la matrice de commandabilité et au grammien
de commandabilité (resp. la matrice d’observabilité et le grammien d’observabilité) du sys-
tème. La dualité des concepts de commandabilité et d’observabilité est judicieusement exploi-
tée pour simplifier les développements fondamentaux. On distingue deux critères usuels de test
de commndabilité (resp. d’observabilité) de sa matrice de commandabilité et son grammien de
commandabilité (resp sa matrice d’observabilité et son grammien d’observabilité). Le choix du
critère est principalement motivé par l’efficacité des outils disponibles pour sa mise en oeuvre.
Les autres résultats fondamentaux permettent de caractériser les modes non commandables
(resp. non observables) du système, d’introduire le concept de stabilisabilité (resp. de détecta-
bilité) d’une manière naturelle et d’assainir le concept deréalisations minimales à partir d’un
processus approprié de décompositions canoniques selon lacommandabilité et l’observabilité.

Cette partie principale est complétée par deux focus. Le premier focus est une synthèse sur
le développement des notions des pôles et zéros des systèmesmultivariables, qui ont été intro-
duites au chapitre 2 à partir des pôles et zéros de transmission d’une fonction de transfert. Cette
synthèse est un ensemble cohérent de résultats fondamentaux relevant essentiellement de la no-
tion de zéros invariants naturellement introduite à partird’une propriété fondamentale sur le
rang de la matrice système. La similitude entre les zéros de transmission et les zéros invariants
est particulièrement mise en exergue à partir du concept de réalisation minimale. Le second fo-
cus est une bonne préparation aux études relevant de la commande optimale (resp. l’estimation
optimale ou de l’adaptation paramétrique). Il concerne la commandabilité (resp. l’observabi-
lité) des systèmes linéaires variants dans le temps à partirde leur grammien de commandabilité
(resp. d’observabilité) sur un intervalle de temps fini.

On notera que les résultats fondamentaux sur la représentation et la structure des systèmes
sont au coeur du développement des conceptions assistées par ordinateur communément utili-
sées pour la modélisation expérimentale des systèmes. En effet, la modélisation des systèmes
reqiert une spécification adéquate des entrées et des sorties du système pour recouvrer natu-
rellement les propriétés structurelles appropriées pour la conception des observateurs et des
systèmes de commande, notamment des fonctions de transfertirréductibles de rang plein ou
des réalisations d’état minimales avec des matrices d’entrée et de sortie de rang maximal pour
éviter le redondances des entrées et des sorties.

3.8 Problèmes

Outre une auto-évaluation des connaissances acquises toutau long de ce chapitre, on suggère
d’effectuer les preuves qui ont été jugées relativement faciles pour mieux apprécier le potentiel
minimal souhaité.

Problème 3.1Soit une matriceA ∈ R
n×n, montrer que l’exponentielle de la matriceAt peut

se récrire sous la forme
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eAt =
n−1
∑

k=o

ϕk(t)A
k

où lesϕk pour k ∈ [0, n − 1] sont des fonctions réelles linéairement indépendantes quel’on
peut déterminer à partir des relations suivantes

L (ϕn−1(t)α(t)) =
1

sn + a1sn−1 + . . .+ an−1s+ an

et

L (ϕk(t)α(t)) =
sn−k−1 + a1s

n−k−2 + . . .+ an−k−2s + an−k−1
sn + a1sn−1 + . . .+ an−1s+ an

pour k ∈ [0, n− 2]

où lesai pour i ∈ [0, n] désignent les coefficients du polynôme caractéristique de la matrice
A, soit

det (sIn −A) = sn + a1s
n−1 + . . .+ an−1s + an

Et en déduire que

W (to, tf) =

∫ tf

to











ϕo(t)Im
ϕ1(t)Im

...
ϕn−1(t)Im











(

ϕo(t)Im ϕ1(t)Im . . . ϕn−1(t)Im
)

dt

est une matrice symétrique définie positive indépendammentde la dimension de la matrice
identitéIm.

Problème 3.2Considérons un système linéaire décrit par une réalisationd’état (F,G,H,E)
de dimensionn, On demande de montrer que

1) Montrer que le système est commandable si et seulement si leslignes de la matriceeFtG
sont linéairement indépendantes.

2) En déduire que le système est commandable si et seulement si son grammien de comman-
dabilité est une matrice définie positive.

3) Montrer que le système est observable si et seulement si les colonnes de la matriceHeFt

sont linéairement indépendantes.

4) En déduire que le système est commandable si et seulement si son grammien d’observa-
bilité est une matrice définie positive.

Problème 3.3Etudier la commandabilité et l’observabilité des systèmeshydrauliques et consi-
dérés aux problèmes 2.14 et 2.18. On utilisera pour ce faire une démarche élégante et on pré-
cisera ce qui se passerait si l’on considérait comme sortie du système le niveau d’eau dans le
premier bac ?
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Problème 3.4Coosnidérons le pont roulant décrit au problème 2.17. Montrer que le système
linéarisé est commandable et observable.

Problème 3.5Considérons un système monovariable décrit par une réalisation d’état com-
mandable(F,G,H,E). Montrer qu’il existe un changement de base dans l’espace d’état,
x(t) = Txc(t), qui conduit à une réalisation(Fc, Gc, Hc, Ec) dite forme canonique de com-
mandabilité caractérisée par

Fc =











0 . . . 0 −an
−an−1

In−1
...

−a1











et Gc =











1
0
...
0











avec
det (sIn − F ) = sn + a1s

n−1 + . . .+ an−1s+ an

On précisera que la matrice de passage est donnée par la matrice de commandabilité du sys-
tème, soitT = Mc (F,G).

Problème 3.6Considérons un système monovariable décrit par une réalisation d’état com-
mandable(F,G,H,E). Montrer qu’il existe un changement de base dans l’espace d’état, i.e.
z(t) = Tx(t), qui conduit à une réalisation(Fo, Go, Ho) dite forme canonique d’observabilité
caractérisée par

Fo =











0
... In−1
0

−an . . . −a2 −a1











et Ho =
(

1 0 . . . 0
)

avec

det (sIn − F ) = sn + a1s
n−1 + . . .+ an−1s+ an

On précisera que la matrice de passage est donnée par la matrice d’observabilité du système,
i.e.T = Mo.

Problème 3.7Détermiber la fonction de transfert d’un système à partir desa réalisation d’état
issue d’une décomposition selon la commandabilité (resp. selon l’observabilité).

Problème 3.8Considérons un système décrit par une représentation d’état. Montrer que les
propriétés suivantes sont vraies.

• La paire(F,G) est commandable si et seulement si les matricessIn − F etG sont pre-
mière entre elles à gauche.



133

• La paire(H,F ) est observable si et seulement si les matricessIn−F etH sont première
entre elles à droite.

• Les modes non commandables et/ou non observables d’une réalisation d’état ne sont pas
des pôles du système sous-jacent.

• Le polynôme des pôles est égal au polynôme caractéristique de la matrice d’état, i.e.
Φ(s) = det (sIn − F ), si et seulement si la réalisation d’état est minimale.

Problème 3.9Considérons la classe des systèmes décrite par la représentation d’état partiel
donnée par

SYS
{

A(ρ)z(t) = C(ρ)u(t)

y(t) = B(ρ)z(t)

où z(t) ∈ Rm est un état partiel du système etA(ρ), B(ρ) etC(ρ) sont des matrices polyno-
miales de dimension appropriées avecA(ρ) inversible. Montrer que

C(ρ) = Im ⇐⇒ SYS est commandable

et
B(ρ) = Ip ⇐⇒ SYS est observable

Problème 3.10Montrer que les formes canoniques commandable et observable du système dé-
crit par la fonction de transfert

G(s) = s− 1

s3 + s2 + s+ 1

constituent des réalisations minimales du système.

Problème 3.11Montrer que le nombre de zéros d’un système carré décrit par une réalisation
d’état minimale(F,G,H,E) de dimensionn > m est donné par

nz























≤ n−m+ rang (E) si E 6= 0

≤ n− 2m+ rang (HG) si E = 0

= n−m si E = 0 et rang (HG) = m

Problème 3.12On se propose de mettre en évidence l’importance des directions des pôles et
des zéros à partir du système décrit par la fonction de transfert

G (s) =









s+ 2

s+ 1
0

0
s+ 1

s+ 2









Pour ce faire, on suggère de procéder progressivement commesuit
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1) Calculer le déterminant de la fonction de transfert et en déduire sa configuration des
pôles et des zéros.

2) Déterminer les pôles et les zéros du système et justifier leurdifference avec les pôles et
les zéros dedet (G (s)).

3) Déterminer les directions des pôles et des zéros du système et conclure.

Problème 3.13On se propose d’effectuer la preuve du résultat 3.41 à partirde celle du résultat
3.40 en exploitant le concept de dualité.

Problème 3.14Etablir une preuve agréable du résultat 3.13



Chapitre 4

Stabilité

La stabilité d’un système est une propriété qualitative de son comportement asymptotique qui se
distingue par deux composantes en vertu du principe de superposition des système linéaires. La
première composante est la réponse du système à une entrée admissible lorsque les conditions
initiales sont nulles, alors que la seconde composante n’est autre que la solution de l’équation
du système issue des conditions initiales lorsque la séquence d’entrée est identiquement nulle.
Ces deux composantes constituent l’essence des deux concepts fondamentaux de la stabilité
des systèmes. Le premier est le concept de stabilité externeintrinsèque à l’aptitude d’un sys-
tème à produire des sorties bornées à partir d’entrées bornées, ce qui justifie l’appellation de
stabilité entrée bornée-sortie bornée (EBSB). Alors que le second est le concept de stabilité
interne intrinsèque à l’aptitude du système à maintenir sa trajectoires d’état dans un voisinage
de son état d’équilibre si elle y a été écartée pour une raisonou une autre. Les concepts de
stabilité externe et interne ont été convenablement agrégés au travers du concept de passivité
dont le potentiel pour l’ingénierie des systèmes est indéniable. La motivation de ce chapitre est
de présenter d’une manière rigoureuse et compréhensible les bases de la stabilité des systèmes
linéaires en quatre parties.

• La première partie est consacrée au cas des systèmes linéaires invariants dans le temps.
On présente le concept de stabilité externe (resp. interne)d’un système à partir de sa ré-
ponse impulsionnelle (rep. sa matrice de transition) avec un focus sur sa vraisemblance
(rep. sa nuance) avec le concept de stabilitéEBSB. Un intermède agréable est élaboré
pour le passage de la stabilité externe à la stabilité interne.

• La deuxième partie est consacrée à une présentation claire et concise de l’approche de
Lyapunov communément utilisée pour étudier la stabilité dessystèmes non linéaires avec
un focus sur le cas des systèmes linéaires invariants dans letemps. L’efficacité de l’ap-
proche deLyapunov, par rapport aux résultats de stabilité issus de la réponse impulsion-
nelle ou de la matrice de transition du système, est particulièrement mise en exergue.

• La troisième partie est réservée à la stabilité uniforme dessystèmes linéaires variants
dans le temps à partir d’une extension appropriée des concepts de stabilité élaborés pour
les systèmes linéaires invariants dans le temps. Outre une opportunité pour conforter les
concepts de stabilité interne et externe, cette étude sera utilisée pour analyser la stabilité
et la convergence des algorithmes d’estimation et d’adaptation paramétrique au moment
opportun.
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• La quatrième partie est un panorama sur le concept de passivité pour une meilleur per-
ception des systèmes réels positifs avec des interprétations physiques de la passivité
([14]). On se focalise sur la caractérisation des systèmes réels positifs à partir de leur
fonction de transfert et leurs fonction de transfert de leurréalisation d’état qui conduit
naturellement à une contribution potentielle qui a été utilisée dans la plupart des études
d’analyse et de synthèse des systèmes de commande et des observateurs incorporant éven-
tuellement une adaptation paramétrique appropriée.

4.1 Systèmes linéaires invariants dans le temps

L’étude de la stabilité des systèmes linéaires invariants dans le temps est effectuée à partir de
leur réponse impulsionnelle, leur fonction de transfert etleurs réalisations d’état qui sont res-
pectivement données par{g(t)}t≥0 , G (s) = (Gij (s)) et (F,G,H,E) et reliées par

G (s) = H (sIn − F )−1G+ E = L{g(t)} avec g (t) =

{

HeFtG pour t > 0

E pour t = 0

Les résultats de stabilité externe et interne sont respectivement donnés en fonction des configu-
rations des pôles et des modes du systèmes qui sont éventuellement différentes puisque

CP (G (s)) ⊂ CM ((F,G,H,E)) = V {F}

Remarque 4.1L’étude de la stabilité est particulièrement effectuée pour les systèmes stricte-
ment propres sans aucune perte de généralité. En effet, toutse passe comme si l’on a occulté la
matrice E de la réalisation d’état qui n’a aucune incidence sur une étude de stabilité.

4.1.1 Stabilité externe

La stabilité externe d’un système linéaire invariant dans le temps concerne la bornitude de ses
trajectoires de sortie issues de la classe de ses entrées admissibles lorsque ses conditions ini-
tiales sont identiquement nulles. Ainsi, elle peut être fondamentalement définie à partir de sa
réponse impulsionnelle comme suit.

Définition 4.1 Considérons un système linéaire et invariant dans le temps décrit par sa réponse
impulsionnelle. On dira que

D1. le système est stable si sa réponse impulsionnelle est asymptotiquement nulle, i.e.

lim
t→∞

g(t) = 0

D2. le système est marginalement stable s’il n’est pas stable et que sa réponse impulsionnelle
est bornée, i.e.

{g(t)} est bornée et si elle converge, alors sa limite n’est pas nulle

D3. le système est instable si sa réponse impulsionnelle n’estpas bornée, i.e.

{g(t)} n’est pas bornée
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Ainsi, la stabilité externe d’un système est intrinsèque à son aptitude à produire des sorties bor-
nées à partir d’entrées bornées comme le montre le résultat fondamental suivant, qui précise la
relation de la stabilitéEBSB d’un système et sa réponse impulsionnelle.

Résultat 4.1Un système linéaire et invariant est stable au sensEBSB si et seulement si sa
réponse impulsionnelle vérifie la propriété suivante

∃ σg ∈ [0,∞) /

∫ ∞

o

‖g(τ)‖dτ ≤ σg (4.1)

Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante en exploitant le produit de convolu-
tion

y(t) =

∫ ∞

o

g(t− τ)u(τ)dτ =

∫ ∞

o

g(τ)u(t− τ)dτ

En vertu de l’inégalité de Schwartz, on a

‖y(t)‖ ≤
∫ ∞

o

‖g(τ)‖ ‖u(t− τ)‖dτ

Et si l’entrée est bornée, soit∃σu ∈ [0,∞) / ‖u(t)‖ ≤ σu pour tout t ∈ R+, alors on a

‖y(t)‖ ≤ σu

∫ ∞

o

‖g(τ)‖ pour 0 ≤ σu < ∞

Et compte tenu de la propriété 4.1, il est clair que la réponsedu système à une entrée bornée
est bornée

‖y(t)‖ ≤ σy = σuσg ∈ [0,∞)

Montrons maintenant que la condition est nécessaire en utilisant la contraposée de la propriété
de stabilité au sensEBSB, en l’occurrence

∀ β ∈ R
+, ∃ tβ ∈ R

+ /

∫ tβ

0

‖g (tβ − τ) ‖ > β (4.2)

Et commeg(t) = [gij(t)], on a | gij(t) | ≤ ‖g(t)‖ pour tout t ∈ R, la propriété 4.2 est
satisfaite pourvu qu’il existe(i, j) ∈ [1, p]× [1, m] tel que la propriété suivante soit satisfaite.

∀ η ∈ R
+, ∃tη ∈ R

+ /

∫ tη

0

|gij (tη − τ) | > η (4.3)

On notera que{gij(t)} n’est autre que la réponse impulsionnelle de la fonction de transfert
reliant la composante d’entrée{uj(t)} à la composante de sortie{yi(t)}.

Pour établir la propriété 4.3, on procédera d’une manière constructive en considérant la sé-
quence d’entrée définie par
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u(t) =

{

uη(t) pour t ∈ [0, tη]

0 ailleurs
(4.4)

avec

uη(t) =

{

0 pour i ∈ [1, j[ ∪ ]j, p]

uj(t) pour i = j
(4.5)

où la composante{uj(t)} est définie comme suit

uj(t) =











1 si gij(tη − t) > 0

0 si gij(tη − t) = 0

−1 si gij(tη − t) < 0

pour t ∈ [0, tη] (4.6)

La composante de la sortie{yi(t)} qui en résulte à l’instanttη est donnée par

yi(tη) =

∫ tη

0

gij (tη − τ) uj(τ)dτ =

∫ tη

0

| gij (tη − τ) | dτ > η

Il est clair que la séquence d’entrée bornée (4.4)-(4.6) ne conduit pas à une sortie bornée
lorsque la réponse impulsionnelle vérifie la propriété (4.3).

CQFD.

Remarque 4.2Compte tenu de la vraisemblance des concepts de stabilité externe et de stabilité
EBSB, on utilisera le vocableEBSB stable pour se referrer aussi bien à la stabilitéEBSB qu’à
la stabilité externe. Cette précision de la nature de stabilité permettra de discerner le concept de
stabilité externe du concept de stabilité interne qui est beaucoup plus général pour s’y référer
sans aucun qualificatif.

Par ailleurs, la stabilité externe d’un système linéaire invariant dans le temps est complètement
caractérisée par la configuration de ses pôles comme l’indique le résultat fondamental suivant.

Résultat 4.2Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par sa fonction de
transfertG (s) dontΦ(s) désigne le polynôme des pôles, alors les propositions suivantes sont
vraies.

P1. Le système est stable si et seulement si tous ses pôles sont situés à l’intérieur du domaine
de stabilité, i.e.

Φ(s) ∈ Rsa (s) ⇐⇒ CP (SYS) ⊂ Dsa

P2. Le système est marginalement stable si et seulement si tous ses pôles sont situés dans le
domaine de stabilité, qu’il admet au moins un pôle sur la frontière du domaine de stabilité
et que tous ses pôles situés sur la frontière du domaine de stabilité sont simples, i.e.

Φ(s) = Φsa(s) Φsi(s) avec Φsa(s) ∈ Rdz (s) ∪ Rsa (s) et Φsi(s) ∈ Rsi (s)
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P3. Le système est instable si et seulement si il admet au moins unpôle à l’extérieur du
domaine de stabilité ou un pôle multiple sur la frontière du domaine de stabilité, i.e.

Φ(s) /∈ Rsa (s) ∪ Rsi (s)

La preuve sera effectuée pour les systèmes monovariables décrits parleurs fonctions de trans-
fert, i.e. une une fraction rationnelle propre que l’on peuttoujours décomposer en éléments
simples comme suit

G(s) = B(s)

A(s)
=

B(s)
npd
∏

i=1

(s− pi)
mi

= γo +

npd
∑

i=1

mi
∑

j=1

γij
(s− pi)j

(4.7)

avec

γo = lim
s−→∞

G(s) et γij = lim
s−→pi

{

1

(mi − j)!

(

d

ds

)(mi−j) (

(s− pi)
mi G(s)

)

}

(4.8)

où npd etmi désignent le nombre de pôles distincts et l’ordre de multiplicité du pôles = pi
et lesγij sont des nombres complexes. Cette décomposition permet de déterminer aisément la
réponse impulsionnelle du système

g(t) = γoδ(t) +

npd
∑

i=1

mi
∑

j=1

γij
tj−1

(j − 1)!
epit α(t) (4.9)

puisque

L
(

tℓ−1

(ℓ− 1)!
epit α(t)

)

=
1

(s− pi)ℓ
(4.10)

Et comme la fonction de transfert est une fraction rationnelle à coefficients réels, si le système
admet un pôle complexepk, alors son conjuguép∗k est aussi un pôle du système que l’on peut
noterpℓ et on auraγℓj = γ∗kj. On peut ainsi montrer aisément que les composantes principales
d’une réponse impulsionnelle se distinguent par la nature de ses pôles, i.e. un pôle reelpi ou
une paire de pôles complexes conjuguésσi± jωi, et peuvent se mettre sous les formes suivantes
dans le cas d’un pôle d’ordre de multiplicitémi.

gi(t) =

mi
∑

j=1

µmr
ij tj−1epit α(t) (4.11)

et

gi(t) =

mi
∑

j=1

µmo
ij tj−1eσit cos (ωit+ ϕij) α(t) (4.12)

oùµmr
ij , µmo

ij etϕij sont des scalaires respectivement donnés par

µmr
ij =

γij
(j − 1)!

, µmo
ij =

2|γij|
(j − 1)!

et tg (ϕij) =
Im (γij)

Re (γij)
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On notera qu’un pôle réel (resp. une paire de pôles complexesconjugués) du système constitue
un mode rigide (resp. oscillatoire) du système et que la réponse impulsionnelle d’un système
peut être exprimée en fonction de ses modes distincts comme suit

g(t) = γoδ(t) +

nmrd
∑

i=1

mi
∑

j=1

µmr
ij tj−1epit α(t) +

nmod
∑

i=1

mi
∑

j=1

µmo
ij tj−1eσitcos (ωit+ ϕi) α(t)

oùnmrd etnmod désignent respectivement le nombre de modes rigides et oscillatoires distincts,
mi est l’ordre de multiplicité du ième mode etγo, µmr

ij etµmo
ij sont des scalaires qui sont déter-

minés à partir de la décomposition en éléments simples de la fonction de transfert du système.
Remémorons qu’un mode rigide n’est autre qu’un pôle réel, i.e.pi ∈ R, alors qu’un mode os-
cillatoire résulte d’une paire de poles complexe conjugués, i.e.pi = σi+ jωi et p

∗
i = σi+ jωi.

Il apparaît clairement que la réponse impulsionnelle est asymptotiquement nulle si et seule-
ment sipi < 0 pour tout i ∈ [1, nmrd] et σi < 0 pour tout i ∈ [1, nmro] ou d’une manière
équivalenteR (pi) < 0 pour tout i ∈ [1, nmd]. On retrouve ainsi le premier résultat fonda-
mental de stabilité. Par ailleurs, il est évident que la réponse impulsionnelle est bornée si et
seulement siR (pi) ≤ 0 pour touti ∈ [1, nmd] avecmi = 1 lorsqueR (pi) = 0. On retrouve
ainsi le deuxième résultat fondamental de stabilité. Quantau dernier résultat fondamental de
stabilité, il émane naturellement des deux autres résultats fondamentaux.

CQFD.

Remarque 4.3Le choix du cas des systèmes monovariables pour la preuve estun fructueux
exercice sur le passage d’une fonction de transfert à la réponse impulsionnelle. Le problème
4.6 est une opportunité pour réaliser que l’extension de la preuve du résultat au cas des sys-
tèmes multivariables. Cette preuve peut être faite à partirde la décomposition en éléments
simple de sa fonction de transfert, soit

H (sIn − F )−1G =
HAdj (sIn − F )G

ℓ
∏

i=1

(s− pi)
mi

=
ℓ
∑

i=1

mi
∑

j=1

HΓijG

(s− pi)j

avec

Γij = lim
p−→pi

{

1

(mi − j)!

(

d

ds

)(mi−j) (

(s− pi)
mi (sIn − F )−1

)

}

oùmi désigne l’ordre de multiplicité du pôlep = pi et les{Γij} sont des matrices complexes
qui seraient nulles sip = pi est un zéro de la matrice polynomialeHAdj (sIn − F )G. On peut
alors déterminer la réponse impulsionnelle

g(t) = HeFtG =
ℓ
∑

i=1

mi
∑

j=1

tj−1

(j − 1)!
epit HΓijG

et en déduire les diverses propriétés des solutions du système autonome 4.2 en remémorant
qu’une croissance exponentielle domine une croissance polynomiale.
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4.1.2 Intermède

Les systèmes sont généralement conçus à partir d’un ensemble d’interconnections appropriées
de systèmes qui ont éventuellement des pôles et des zéros communs. Ces pôles et zéros com-
muns ne sont pas nécessairement reliés à l’entrée et/ou la sortie du système et ne sont donc pas
perceptibles à partir du comportement d’entrée-sortie du système, e.g. ils n’apparaissent pas
dans la fonction de transfert du système. Le concept de stabilité externe d’un système occulte
les éventuelles simplifications entre les pôles et les zérosdes systèmes qui le composent. Et si
les pôles simplifiés ne sont pas situés dans le domaine de stabilité, alors les variables internes
sous-jacentes ne sont pas bornées. Pour mieux apprécier cette problématique, considérons le
système issu d’une cascade de deux systèmes comme le montre la figure 4.1.

SYS1 SYS2- - -u(t) y(t)
u1(t) y1(t) y2(t)

y(t)u2(t)u(t)

FIGURE 4.1 – Interconnection en cascade

La fonction de transfert du système est alors donnée par

G (s) =
s+ µ

s+ 2

µ

s+ µ
=

µ

s + 2

Par ailleurs, on peut définir les variables d’état de la cascade à partir des sorties des sous-
systèmes qui la composent, soit

x(t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

∆
=

(

y1(t)
y2(t)

)

avec

(ρ+ µ)x1(t) = µu(t) et (ρ+ 2)x2(t) = (ρ+ µ)x1(t) = µu(t)

La cascade peut être alors décrite par la réalisation d’état

F =

(

µ 0
0 −2

)

, G =

(

µ
µ

)

, H =
(

0 1
)

et E = 0

Les trajectoires des variables d’état et de sortie de la cascade issues d’une entrée impulsion-
nelle d’amplitude unitaire sont alors données par

x1(t) = e−µtx1(o) +

∫ t

o

e−µ(t−τ)µδ(τ)dτ = (µ+ x01) e
−µt

x2(t) = e−2tx2(o) +

∫ t

o

e−2(t−τ)µδ(τ)dτ = (µ+ x02) e
−2t

y(t) = x2(t)
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Il apparaît clairement que la sortie du système, qui constitue sa seconde variable d’état, est
asymptotiquement nulle indépendamment du scalaireµ. Ce fait corrobore la propriété de sta-
bilité externe. Quant au comportement de la première variable d’état du système, il dépend du
scalaireµ comme suit

lim
t−→∞

x1(t) =







0 pour µ < 0
x01 pour µ = 0
∞ pour µ > 0

] Ceci nous amène naturellement au concept de stabilité interne qui concerne l’aptitude d’un
système à produire des variables d’état bornées à partir desentrées bornées.

4.1.3 Stabilité interne

Le concept de stabilité interne d’un système linéaire invariant concerne la bornitude de sa ré-
ponse à une entrée identiquement nulle avec des conditions initiales non nulles ; il peut être
étudié à partir du comportement du système autonome sous-jacent

SALIT
{

ρx(t) = Fx(t) avec x(0) = xo (4.13)

Le concept de stabilité interne concerne essentiellement le comportement des trajectoires d’état
d’un système issu de conditions initiales non nulles lorsque son entrée est identiquement nulle
comme l’indiquent les définitions suivantes.

Définition 4.2 Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisa-
tion d’état(F,G,H,E), on dira que

D1. le système est asymptotiquement stable si la trajectoire d’état du système autonome cor-
respondant est asymptotiquement nulle, i.e.

lim
t→∞

‖eFt‖ = 0

D2. le système est stable si la trajectoire d’état du système autonome correspondant n’est pas
asymptotiquement stable mais elle est bornée, i.e.

lim
t→∞

‖eFt‖ 6= 0 et
{

‖eFt‖
}

est bornée

D3. le système est instable si la trajectoire d’état du systèmeautonome correspondant n’est
pas bornée, i.e.

{

‖eFt‖
}

n’est pas bornée

D4. le système est exponentiellement stable si la trajectoired’état du système autonome cor-
respondant converge exponentiellement vers l’origine, i.e. il existe deux scalaires0 <
γ <∞ et0 < λ <∞ tels que

‖eFt‖ ≤ γeλt pour tout t ≥ 0
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Le résultat fondamental suivant montre que la stabilité interne d’un système linéaire invariant
dans le temps peut être étudiée à partir d’une analyse spectrale de sa matrice d’état.

Résultat 4.3Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisation
d’état, alors on a les axiomes suivants.

A1. Le système est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la
matrice d’état sont situées dans le domaine de stabilité asymptotiqueDsa.

A2. Le système est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice d’état
sont situées dans le domaine de stabilitéDs et que toute valeur propre située sur l’axe
imaginaire n’est pas défective.

A3. Le système est instable si et seulement si la matrice d’étatpossède au moins une valeur
propre à l’extérieur du domaine de stabilitéDs ou une valeur propre multiple défective
sur l’axe imaginaire.

La preuve de ce résultatpeut être faite en étudiant les solutions des systèmes autonomes li-
néaires et invariants dans le temps à partir du résultat??. En effet, il existe toujours une matrice
régulièreT ∈ Cn×n et une matrice bloc diagonaleJ ∈ Cn×n telles que

T−1FT = J = Diag {J1, . . . , Jr} avec Ji ∈ Cνi×νi et
r
∑

i=1

νi = n =
m
∑

k=1

mk

où les matrices{Ji}i∈[1,r] ne sont autres que les blocs de Jordan associés aux valeurs propres
{λk}k∈[1,m] d’ordres de multiplicité{mk}k∈[1,m]. Cette décomposition de la matrice d’état per-
met de déterminer relativement facilement la matrice de transition du système autonome. En
effet, on a

eFt = TeJtT−1 = TDiag
{

eJ1t, . . . , eJrt
}

T−1

avec

eJit = e(λkIνi+Ni)t = eλkt eNit

Et commeNi est une matrice nilpotente d’ordreνi, soitNk
i = 0 pour tout k ≥ νi, eNit est une

matrice triangulaire supérieure donnée par

eNit = (ηkℓ (t)) =







tk−ℓ

(k − ℓ)!
pour k ≤ ℓ

0 ailleurs

La trajectoire d’état du système autonome est alors donnée par

x(t) =

r
∑

i=1

νi
∑

j=1

tj−1

(j − 1)!
eλit Γijx(0) pour tout t ≥ 0
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où lesΓij sont des matrices complexes qui dépendent de la matrice de transformationT et des
matricesNi. Les axiomes du résultats peuvent être alors déduits en comparant dans chaque cas
une croissance exponentielle et une croissance polynomiale.

CQFD.

Remarque 4.4Si la matriceF est diagonalisable, i.e. toutes les valeurs propres multiples sont
non défectives, alors il existe une matrice régulièreT ∈ Cn×n telle que

eFt = TeJtT−1 = TDiag
{

eJit
}

T−1

TFT−1 = Λ = Diag {λi}
avec

T =
(

V1 . . . Vn
)

et T−1 =







W ∗
1

...
W ∗

n







où V(F ) = {λ1, . . . , λn} désigne le spectre de la matrice d’étatF et Vi (resp.Wi) sont les
vecteurs propres à droite (resp. à gauche) associés à la valeur propreλi, soit

FVi = λiVi (resp. W ∗
i F = λiW

∗
i ⇐⇒ F ∗Wi = λiWi)

La réponse libre du système autonome est alors donnée par l’équation

x(t) =

n
∑

i=1

eλitViW
∗
i x(0)

Il apparaît clairement que les valeurs propres non défectives de la matrice d’état qui sont sur
l’axe imaginaire ne conduisent pas à l’instabilité du système.

4.1.4 Le jugement dernier

Les résultats de stabilité donnés plus haut nous permettentde postuler naturellement que la
stabilité externe est équivalente à la stabilité interne pourvu que la réalisation d’état du sys-
tème considéré soit minimale. Un tel postulat est corroborépar les deux résultats suivants.
Le premier concerne l’équivalence entre les concepts de stabilité asymptotique et de stabilité
exponentielle, alors que le second relève de l’équivalenceentre le concept de stabilité exponen-
tielle et stabilitéEBSB pour la classe des systèmes décrits par une réalisation d’état minimale.

Résultat 4.4Considérons la classe des systèmes décrits par une réalisation d’état (F,G,H),
les concepts de stabilité asymptotique et de stabilité exponentielle sont équivalents.

La preuve de ce résultat est triviale. Le problème 4.7 suggère de la faire pour mieux apprécier
le concept de stabilité exponentielle par rapport au concept de stabilité asymptotique.

Résultat 4.5Considérons la classe des systèmes décrits par une réalisation d’état minimale
(F,G,H). Alors les concepts de stabilitéEBSB et de stabilité exponentielle sont équivalents.
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Preuve.L’implication Stabilité exponentielle=⇒ StabilitéEBSB est triviale puisque

g(t) =

∫ ∞

0

∥

∥HeFτG
∥

∥ dτ ≤ ‖H‖ ‖G‖
∫ ∞

0

∥

∥eFτ
∥

∥ dτ

et le terme
∫ ∞

0

∥

∥eFτ
∥

∥ dτ est borné si le système est exponentiellement stable.

Montrons maintenant que l’implication StabilitéEBSB =⇒ Stabilité exponentielle est
vraie. Pour ce faire, supposons que le système estEBSB stable, alors on a

lim
t→∞

HeFtG = 0

Et on peut en déduire aisément que (voir le problème 4.5)

lim
t→∞

HF ieFtGF jG = 0 pour tout (i, j) ∈ [1, n]× [1, n]

soit

lim
t→∞











H
HF

...
HF n−1











eFt
(

G FG . . . F n−1G
)

= 0 (4.14)

En prémultipliant à gauche (rep. à droite) les deux membres de l’équation (4.14) par la trans-
posée de la matrice d’observabilité (resp. de commandabilité), on obtient

lim
t→∞

Mo (H,F ) e
FtMc (F,G) = 0 (4.15)

Et comme(F,G,H) est minimale, i.e. le système est observable et commandableet donc
Mo (H,F ) et Mc (F,G) sont des matrices inversibles. On retrouve alors la propriété fon-
damentale de la stabilité exponentielle du système.

lim
t→∞

eFt = 0

en prémultipliant à gauche (rep. à droite) les deux membres de l’équation (4.15) par l’inverse
de la matriceMo (H,F ) (resp.Mc (F,G)).

CQFD.

4.2 Approche deLyapunov

L’étude de la stabilité des systèmes dynamiques est communément effectuée en adoptant une
approche deLyapunov qui s’est imposée aux sciences de l’ingénieur par sagénéralité et son
efficacité ([58], [59], [62]). La généralité est essentiellement motivée par le fait que cette ap-
proche a été développée pour les systèmes non linéaires. Quant à l’efficacité, elle est motivée
par les outils puissants qui ont été développés à partir de cette approche pour le test de stabilité
des systèmes. Le potentiel fondamental de cette approche est présenté d’une manière claire et
précise dans [53]. On présente dans ce qui suit le concept de stabilité au sens deLyapunov
avec un résultat fondamental qui permet de déduire naturellement tous les résultats de stabilité
interne des systèmes linéaires invariants.
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4.2.1 L’essentiel

Le concept de stabilité au sens deLyapunov a été principalement développé à partir de la
classe des systèmes autonomes décrits par l’équation

SAL
{

ρx(t) = f (x(t)) avec f(xe) = xe (4.16)

oùx(t) ∈ Rn désigne l’état du système,xe ∈ Rn est un état d’équilibre du système etf est une
fonction continûment differentiable qui permet de définir une classe de systèmes relativement
large, notamment Les systèmes mécaniques à partir des équations de Lagrange et les systèmes
linéaires variants dans le temps. Il se distingue par une nature locale et intrinsèque aux états
d’équilibres comme l’indiquent les définitions suivantes.

D1. L’état d’équilibrexe est dit stable au sens deLyapunov si pour tout réelε > 0, il existe
un réelδ(ε) > 0 tel que

‖x(0)− xe‖ < δ(ε) =⇒ ‖x(t)− xe‖ < ε pour tout t ≥ 0

D2. L’état d’équilibrexe est dit asymptotiquement stable s’il est stable au sens deLyapunov
et s’il existe un réelδ > 0 tel que

‖x(0)− xe‖ < δ =⇒ lim
t→∞

‖x(t)− xe‖ = 0

D3. L’état d’équilibrexe est dit exponentiellement stable s’il est asymptotiquement stable au
sens deLyapunov et qu’il existe deux scalaires positif et finis0 < γ <∞ et 0 ≤ λ < ∞
tels que

‖x(t)− xe‖ ≤ γe−λt‖xo − xe‖
D4. L’état d’équilibrexe est dit instable s’il n’est pas stable au sens deLyapunov.

Remarque 4.5La stabilité au sens deLyapunov garantit que la trajectoire d’état du système
reste dans un voisinage de l’un des états d’équilibre pourvuque les conditions initiales soient
suffisamment proches de cet état d’équilibre. La stabilité asymptotique permet d’étendre le
concept de stabilité au sens deLyapunov dans la mesure où elle garantit que la trajectoire
d’état du système s’approche de plus en plus de l’état d’équilibre pourvu que les conditions ini-
tiales soient prises dans un voisinage de cet état d’équilibre. La stabilité pourrait être globale
pourvu qu’elle soit indépendante des conditions initiales.

Le principe de l’approche deLyapunov consiste à introduire une fonction que l’on peut assi-
miler à l’énergie totale du système et à montrer qu’elle est décroissante le long des trajectoires
d’état du système. En effet un système dont l’énergie totaleest décroissante ne peut que revenir
dans un voisinage de son état d’équilibre et est donc stable au sens deLyapunov. Pour mieux
appréhender cette idée, on considère deux exemples.

Le premier exemple concerne le circuit électriquede la figure 4.2 oùv(t) et i(t) désignent
respectivement la tension appliquée au circuit et le courant qui le parcourt.
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FIGURE 4.2 – Circuit électrique

La relation entre la tension appliquée au cirsuit et le courant qui le parcourt est donnée par

v(t) = vr(t) + vℓ(t) + vc(t) = Ri(t) + Lρi(t) +
1

C

∫ t

o

i(τ)dτ

où vr(t), vℓ(t) et vc(t) désignent respectivement les tensions aux bornes de la résistanceR, de
la bobine d’inductanceL et du condensateur de capacitéC. Supposons que ce circuit est aban-
donné à lui-même à l’instant initialto, l’énergie totale qui a été emmagasinée dans le circuit
électrique est donnée par

E (i(t), vc(t)) = Eℓ (i(t)) + Ec (vc(t))

avec

Eℓ (i(t)) =
∫ t

o

vℓ(τ)i(τ)dτ =
1

2
L (i(t))2

Ec (vc(t)) =
∫ t

o

vc(τ)i(τ)dτ =
1

2
C (vc(t))

2

Le couranti(t) et la tension aux bornes du condensateurvc(t) représentent donc un état éner-
gétique du circuit et peuvent être alors considérées comme des variables d’état de ce dernier.

L’équation du système autonome correspondant peut alors semettre sous la forme d’une re-
présentation d’état usuelle

SARLC























ρ

(

i(t)
vc(t)

)

=

(

−R
L

− 1
L

1
C

0

)(

i(t)
vc(t)

)

vc(t) =
(

0 1
)

(

i(t)
vc(t)

)

(4.17)

L’énergie emmagasinée dans le circuit électrique est une fonction définie positive en l’état du
système, soit

(E (i(t), vc(t)) ≥ 0) et (E (i(t), vc(t)) = 0) ⇐⇒ (i(t) = 0 et vc(t) = 0)

Par ailleurs, la dérivée par rapport au temps de l’énergie totale du système le long de la trajec-
toire d’état du système est donnée par

ρ (E (i(t), vc(t))) = Li(t)ρi(t) + Cvc(t)ρvc(t) = −R (i(t))2
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L’énergie qui a été accumulée dans le circuitRLC à l’instant initial est donc continûment dis-
sipée dans le circuit tant que le courant n’est pas nul. Le courant électrique qui parcourt le
circuit serait alors asymptotiquement nul, soit

lim
t−→∞

i(t) = 0

Et à la lumière des lois usuelles des circuits électriques latension aux bornes du condensateur
serait asymptotiquement nulle, soit

lim
t−→∞

vc(t) = 0

Le système autonome (4.17) n’admet donc aucune trajectoireidentiquement nulle autre que
l’origine qui représente dans ce cas un état d’équilibre asymptotiquement stable.

Le second exemple concerne le système masse-ressort-amortisseur de la figure 4.4 où la
massem est abandonnée à elle même après avoir été soumis à l’action d’une forceϕ(t).

MASSE

?
ϕ(t)

-AMORT ISSEUR

R
E
S
S
O
R
T

FIGURE 4.3 – Système masse-ressort-amortisseur

Siy(t) désigne la position du centre de gravité de la massem par rapport à sa position d’équi-
libre, alors la relation fondamentale de la dynamique donne

mρ2y(t) = ϕ(t)− ϕr(y(t))− ϕf (ρy(t))

dans la mesure où la force de rappel est une fonction de la position de la masse alors que la
force de frottement dépend essentiellement de la vitesse dela masse. Supposons que la force de
rappel du ressort est linéaire par rapport à la position de lamasse et que la force de frottement
est caractérisée par une fonctionϕf : R −→ R impaire, alors on aura
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mρ2y(t) = ϕ(t)− ky(t)− ϕf(ρy(t))

oùk désigne la raideur du ressort et

ϕf(0) = 0 et ϕf(−v(t)) = −ϕf (v(t))

L’énergie totale accumulée dans le système est la somme de ses énergies cinétique et poten-
tielle, soit

E (y(t), ρy(t)) = Ec (ρy(t)) + Ep (y(t)) =
1

2
m (ρy(t))2 +

1

2
k (y(t))2

La positiony(t) et la vitesseρy(t) de la masse représentent un état mécanique du système et
peuvent être alors considérées comme des variables d’état du système. Le système autonome
sous-jacent peut être décrit par une représentation d’étatusuelle comme suit

SAMRA



























ρ

(

y(t)
ρy(t)

)

=

(

ρy(t)

− 1

m
(ky(t) + ϕf(ρy(t)))

)

y(t) =
(

1 0
)

(

y(t)
ρy(t)

)

(4.18)

Il apparaît clairement que l’énergie totale du système est définie positive en l’état, soit

(E (y(t), ρy(t)) ≥ 0) et (E (y(t), ρy(t)) = 0 ⇐⇒ (y(t) = 0 et ρy(t) = 0))

Par ailleurs, la dérivée par rapport au temps de l’énergie totale du système le long de la trajec-
toire d’état du système est donnée par

ρ (E (y(t), ρy(t))) = ky(t)ρy(t) +mρy(t)ρ2y(t) = −ρy(t)ϕf (ρy(t))

Et comme la fonctionϕf est impaire, on aura

ρ (E (y(t), ρy(t))) = −ρy(t)ϕf (ρy(t)) ≤ 0

L’énergie totale accumulée dans le système mécanique à l’instant initial sera alors continûment
dissipée tant que la vitesse de la masse n’est pas nulle. On aura alors

lim
t−→∞

ρy(t) = 0

Par ailleurs, compte tenu du fait que si la vitesse est nulle,alors la masse retrouve sa position
de repos, on aura

lim
t−→∞

ρy(t) = 0 =⇒ lim
t−→∞

y(t) = 0

Le système autonome (4.18) n’admet donc aucune trajectoireidentiquement nulle autre que
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l’origine qui représente dans ce cas un état d’équilibre asymptotiquement stable.

Ces exemples motivent clairement la définition suivante d’une fonction pour un système au-
tonome donné.

Définition 4.3 SoitV : x ∈ Rn −→ V (x) ∈ R une fonction continue dans un voisinageV(xe)
de l’état d’équilibrexe du système autonomeSA. V est dite fonction deLyapunov pour le sys-
tème autonome (4.16) si elle vérifie les propriétés suivantes.

P1. V est définie positive dansV(xe) sauf enxe, soit V (xe) = 0 et V (x) > 0 pour tout
x ∈ V(xe)− {xe}

P2. V est differentiable à dérivées continues etρV est définie négative dansV(xe) le long de
la trajectoire de l’état du système autonome (4.16).

Une illustration géométrique relativement simple peut être obtenue à partir des courbes de
niveau de la fonction deLyapunov, soit les lieux définis parV (x) = γ avec γ > 0, au voisi-
nage de l’état d’équilibrexe. Ces courbes sont fermées, disjointes et encerclentxe. Par ailleurs,
la trajectoire d’état évolue toujours vers des courbes de niveau plus bas. Cette interprétation
suggère que l’existence d’une fonction deLyapunov au voisinage d’un état d’équilibre d’un
système permet de conclure sur sa stabilité. Le résultat suivant confirme et précise ce point de
vue : il constitue le critère deLyapunov.

Résultat 4.6Considérons le système autonome (4.16) et supposons qu’il admet une fonction de
LyapunovV dans un voisinage de son état d’équilibreV(xe), alors on a les axiomes suivants.

A1. L’état d’équilibrexe est asymptotiquement stable dansV(xe).

A2. SiρV est définie non positive dansV(xe) le long de la trajectoire d’état du système auto-
nome (4.16), alors l’état d’équilibrexe est stable au sens deLyapunov.

A3. Si la fonction deLyapunovV est de plus radiale, i.e. lim
‖x‖−→∞

V (x) = ∞, alors l’état

d’équilibre est globalement asymptotiquement stable dansRn.

Remarque 4.6L’approche deLyapunov ne fournit que des conditions suffisantes de stabilité.
On peut toutefois postuler que si le système autonome (4.16)admet une fonctionV continue et
définie positive telle que la dérivéeρV est définie positive le long de ses trajectoire d’état dans
un voisinage de son état d’équilibreV(xe), alors l’état d’équilibrexe est instable.

4.2.2 Retour aux systèmes linéaires invariants dans le temps

Dans le cas des systèmes linéaires invariants dans le temps,l’approche deLyapunov fournit
des conditions nécessaires et suffisantes comme le montre lerésultat suivant

Résultat 4.7Considérons le système linéaire invariant dans le temps (4.13), alors les axiomes
suivants sont équivalents.
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A1. xe = 0 est un état d’équilibre asymptotiquement stable.

A2. Pour toute matrice symétrique et définie positive Q, il existe une matrice unique symé-
trique et définie positive P qui vérifie l’équation deLyapunov

F TP + PF = −Q

A3. L’équation deLyapunov
F TPi + PiF = −In

admet une solution unique symétrique et définie positivePi.

Preuve.Montrons dans un premier temps que les propriétésA1 etA2 sont équivalentes. L’im-
plicationA2 =⇒ A1 découle d’une application directe de la seconde méthode deLyapunov
puisque la propriétéA2 permet de définir une fonction deLyapunov pour le système autonome
(4.13), en l’occurrence la fonctionV : x ∈ Rn −→ V (x) = xTPx ∈ R+. Elle vérifie les
propriétés toutes les propriétés requises surRn, notammentV est définie positive surRn−{0}
etρV est définie négative surRn − {0} puisque

ρV (x(t)) = (Fx(t))TPx(t) + x(t)TP (Fx(t)) = x(t)T
(

F TP + PF
)

x(t) = −x(t)TQx(t)

Par ailleurs,V est radiale carxTPx tend vers l’infini lorsque‖x‖ tend vers l’infini. On peut
donc conclure quexe = 0 est un état d’équilibre asymptotiquement stable du systèmeautonome
ρx(t) = Fx(t) conformément au résultat 4.6.

Pour montrer l’implicationA1 =⇒ A2, introduisons la matrice définie par

P (t) =

∫ t

o

eF
T tQeFtdt

qui est symétrique et définie positive si la matriceQ est symétrique et définie positive. Cette
intégrale converge en vertu de l’axiomeA1 puisque la fonction exponentielle est uniformément
continue et{‖eFt‖} est asymptotiquement nulle conformément à la propriétéP3 du résultat??
On aura donc

0 < P (t) ≤ P =

∫ +∞

o

eF
T tQeFtdt

Par ailleurs, on peut vérifier aisément que

∫ t

o

d

dτ

(

eF
T τQeFτ

)

dτ = eF
T tQeFt −Q

La matriceP (t) est donc une solution de l’équation différentielle

ρP (t) = F TP (t) + P (t)F +Q = 0

et sa limiteP vérifie l’équation deLyapunov pour les systèmes linéaires, soit

F TP + PF +Q = 0
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Il reste à montrer l’unicité de la solutionP . Pour ce faire, supposons que l’équation deLyapunov
admet une autre solution̄P , alors on a

(

P̄ − P
)

F + F T
(

P̄ − P
)

= 0

et donc

eF
T t
(

P̄ − P
)

FeFt + eF
T tF T

(

P̄ − P
)

eFt =
d

dt

(

eF
T t
(

P̄ − P
)

eFt
)

= 0

En intégrant les deux membres de 0 à l’infini, on trouve

∫ +∞

o

d

dt

(

eF
T t
(

P̄ − P
)

eFt
)

dt = −
(

P̄ − P
)

= 0

ce qui permet de conclure à l’unicité de la solution.

Montrons maintenant que les propriétésA2 etA3 sont équivalentes. Pour ce faire, rappelons
d’abord que pour toute matrice symétrique et définie positiveQ ∈ Rn×n, il existe une matrice
triangulaire supérieureT ∈ Rn×n telle queQ = T TT . Ce résultat permet de conclure que

F TPi + PiF = −In
⇐⇒

T TF TT−TT TPiT + T TPiTT
−1FT = −T TT = −Q

⇐⇒
(

T−1FT
)T (

T TPiT
)

+
(

T TPiT
) (

T−1FT
)

= −T T InT = −Q

Posons

F̄ = T−1FT et P̄ = T TPiT

On aura alors

∃ Pi = P T
i ≥ 0 / F TPi + PiF = −In

⇐⇒
∀Q̄ = Q̄T ≥ 0 ∃ P̄ = P̄ T ≥ 0 / F̄ T P̄ + P̄ F̄ T = −Q̄

⇐⇒
∀Q = QT ≥ 0 ∃ P = P T ≥ 0 / F TP + PF T = −Q

puisque

det
(

sIn − F̄
)

= det
(

T−1sInT − T−1FT
)

= det (sIn − F )

CQFD.

Remarque 4.7On peut réaliser une estimation du taux de convergence d’unefonction deLyapunov
quadratique du système autonome (4.13), soit

µ = − ρ (V (x(t)))

V (x(t))
=

xT (t)Qx(t)

xT (t)Px(t)
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On utilisera pour ce faire la propriété triviale issue de la nature quadratique de la fonction de
Lyapunov

λmin (Q)

λmax (P )
≤ µ ≤ λmax (Q)

λmin (P )

qui permet de postuler que

α =
λmin (Q)

λmax (P )

est une bonne estimée du taux de convergence dont la détermination requiert la résolution de
l’équation deLyapunov et que cette estimée est invariante d’une normalisation éventuelle de
la matriceQ puisque l’équation deLyapunov peut toujours se mettre sous la forme

F T P

λ
+
P

λ
F = −Q

λ

Par ailleurs, le taux de convergence minimal associé à l’équation deLyapunov

F TPi + PiF = −In

est supérieure ou égal au temps de convergence minimal associé à l’équation deLyapunov

F TP + PF = −Q avec λmin (Q) = 1

En effet, la soustraction membre à membre de ces deux fonctions deLyapunov donne

F T (P − Pi) + (P − Pi)F = − (Q− In)

Et puisqueλmin (Q) = λmax (In) = 1, on auraQ − In ≥ 0 et doncP − Pi ≥ 0. Cette
dernière inégalité permet de conclure queλmax (P ) ≥ λmax (Pi) et donc

α =
λmin (Q)

λmax (P )
=

1

λmax (P )
≤ λmin (In)

λmax (Pi)
= αi

Et comme la taux de convergence de la trajectoire d’état du système est être aisément déterminé
à partir du mode dominant du système autonome considéré, on peut peut alors le déterminer
relativement facilement dans certains cas, notamment le cas d’un système asymptotiquement
stable dont la matrice d’étatF symétrique. Elle est diagonalisable et toutes ses valeurs propres
sont réelles et strictement négatives. On peut alors procéder à un changement de base dans la-
quelle la matrice d’état est diagonale, i.e. constituée parles valeurs propres deF . La solution
de l’équation deLyapunov pourQ = In dans cette nouvelle base, soit

ΛTP + PΛ = 2ΛP = In

est donnée par
P = −1

2
Λ−1

L’estimée du taux de convergence de l’état est alors donnée par

2 αi = 2
λmin (In)

λmax (Pi)
=

1

λmax (Pi)
= −λmin (Λ) = −λmin (F )

On retrouve bien la valeur absolue du pôle dominant du système.
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4.2.3 Test algébrique de stabilité

Un ingénieur issu de l’école d’automatique linéaire pourrait penser que l’approche deLyapunov
n’est pas vital pour tester la stabilité d’un système linéaire invariant puisqu’il suffit de détermi-
ner les racines du polynôme des pôles où les valeurs propres de la matrice d’étatF et vérifier si
elles sont bien dans le domaine de stabilité. Cette pensée est fallacieuse dans la mesure où les
solveurs des racines d’un polynôme disponibles (resp. des valeurs propres d’une matrice) dispo-
nibles ne sont pas suffisamment efficaces. En effet, les solveurs des racines d’un polynôme sont
conçues à partir de procédures heuristiques dont la précision n’est pas prouvée indépendam-
ment de l’habilité de leurs architectes. Quant aux solveursdes valeurs propres d’une matrice,
ils ne sont efficaces que dans le cas d’une matrice symétrique.

Confronté à ce constat, un ingénieur assidu de l’école d’automatique linéaire pourrait pen-
ser aux critères algébriques qui ont été spécifiquement élaborées pour vérifier directement si
les zéros d’un polynôme à coefficients réels sont bien situésdans le domaine de stabilité sans
avoir à les determiner. Il réalisera rapidement que ces méthodes algébrique sont relativement
limitées pour en faire un outil ingénieur pour trois raisonsprincipales. La première relève du
fait qu’ils ne permettent de répondre à la question de stabilité que d’une manière dichotomique,
i.e. par un oui ou un non. La seconde concerne leur grande sensibilité aux incertitudes sur les
paramètres du polynôme des pôles issues des inéluctables erreurs de modélisation. La troisième
est liée à la complexité des calculs qui augmente avec l’ordre du système à analyser.

L’approche deLyapunov permet d’élaborer un critère algébrique appropriépour le test de
stabilité asymptotique dans le cas des systèmes linéaires invariants à partir de l’axiomeA2 du
résultat 4.7 que nous rappelons ci dessous.

Un système linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisation d’état(F,G,H,E) est
asymptotiquement stable si et seulement si pour toute matrice symétrique et définie positiveQ,
il existe une matrice unique symétrique et définie positiveP qui vérifie l’équation deLyapunov.

F TP + FF = −Q

Pour tester la stabilité d’un système linéaire invariant dans le temps, il suffit de montrer que
l’équation deLyapunovF TP +FF +In = 0 admet une solution symétrique et définie positive,
soitP = P T > 0. Pour ce faire, on dispose d’une procédure efficace qui consiste à résoudre
l’équation deLyapunov et à tester la positivité de la solution en calculantses valeurs propres.
Ce test est réalisable avec les solveurs robustes de valeurspropres des matrices symétriques.

Remarque 4.8Supposons que le critère de stabilité deLjapunov ne soit pas vérifié d’une ma-
nière stricte, e.g.∃P = P T > 0 / F TP + FF ≤ 0, alors les trajectoires d’état du système
autonome (4.13) ne convergent pas nécessairement vers son état d’équilibre, mais sont bor-
nées. D’un point de vue géométrique, cela veut dire que l’ellipsoïde donné parE = {x ∈
Rn / xTPx ≤ 1} est un invariant. En effet, on a

∫ t

o

d

dτ

(

x(τ)TPx(τ)
)

dτ = x(τ)TPx(τ)− x(0)TPx(0)

et
∫ t

o

d

dτ

(

x(τ)TPx(τ)
)

dτ =

∫ t

o

x(τ)T
(

F TP + PF
)

x(τ)dτ
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Et comme

F TP + PF ≤ 0

on obtient la propriété

x(τ)TPx(τ)− x(0)TPx(0) ≤ 0

qui permet d’avoir le résultat géométrique d’invariance del’ellipsoïdeE requis, notamment

x(0) ∈ E =⇒ x(t) ∈ E pour tout t ≥ 0

D’un point de vue algébrique, la condition∃P = P T > 0 / F TP + FP ≤ 0 est équivalente
au fait que toutes les valeurs propres deF sont situées à l’intérieur du demi-plan gauche et
que celles qui sont sur l’axe imaginaire sont non défectives. Physiquement, cela se traduit par
l’existence de solutions libres bornées : c’est le cas d’un intégrateur ou d’un oscillateur.

4.2.4 Techniques de comparaison et majoration

L’approche deLyapunov sera essentiellement utilisée pour l’analyse de stabilité (resp. de
convergence) des systèmes linéaires variants dans le temps(resp. des algorithmes d’estimation
d’état ou d’adaptation paramétrique). On utilisera pour cefaire des fonctions deLyapunov
quadratiques, e.g.V (x) = xTP (t)x avec P (t) = P (t)T > 0. Pour mieux apprécier une telle
remarque, on suggère de résoudre les problèmes 4.13, 4.14 et4.15.

Le test de décroissance de la fonctionV n’est pas aussi simple qu’il semble apparaître au
premier abord, il requiert des procedures de comparaison etde majoration appropriées, no-
tamment

• la propriété usuelle d’une matrice symétrique définie positive (resp. non négative)P =
P T ∈ Rn×n

λmin (P )x
Tx ≤ xTPx ≤ λmax (P )x

Tx

(

resp. 0 < λ (P )xTx ≤ xTPx ≤ λmax (P )x
Tx
)

pour toutx ∈ Rn, oùλ (P ) désigne la plus petite valeur propre non nulle de la matriceP ,

• l’inégalité deCauchy-Schwarz et l’inégalité triangulaire

|xT y| ≤ ‖x‖‖y‖ et ‖ ± x± y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ pour tout (x, y) ∈ R
n × R

n

indépendamment des signes devant les vecteurs au sein du membre de droite.

• et le fait que la moyenne arithmétique d’un vecteur est au moins égale à sa moyenne géo-
métrique, soit

1

n

n
∑

i=1

xi ≥ n

√

√

√

√

n
∏

i=1

xi
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Par ailleurs, on distingue le cas usuel où la fonctionV est telle queρV ≤ µV avec µ ∈ R
(resp. ρV ≤ g(V )). On aura alors

V (t) ≤ V (0) + µ

∫ t

0

V (τ)dτ (4.19)

(

resp. V (t) ≤ V (0) +

∫ t

0

g (V (τ)) dτ

)

(4.20)

On ne peut pas déterminer aisément la fonctionV à partir des inégalités (4.19) et (4.20). Pour
pallier cette complexité, on isole la fonctionV d’un seul coté de l’inégalité en vertu du résultat
suivant qui n’est autre que le célèbre lemme deBelleman-Gronwall.

Résultat 4.8Soient deux fonctions continuesγ : [a, b] ⊂ R
+ −→ R

+, η : [a, b] ⊂ R
+ −→ R

+.
Si une fonction continueϕ : [a, b] ⊂ R+ −→ R vérifie

ϕ(t) ≤ γ(t) +

∫ t

0

η(τ)ϕ(τ)dτ pour t ∈ [a, b] (4.21)

alors, on a

ϕ(t) ≤ γ(t) +

∫ t

a

η(τ)γ(τ)e
∫ t

τ
η(ν)dνdτ (4.22)

Par ailleurs, si la fonctionγ est constante sur l’intervalle[a, b], alors on aura

ϕ(t) ≤ γ exp

(
∫ t

a

η(τ)dτ

)

(4.23)

Preuve.Posons

ζ(t)
∆
=

∫ t

a

η(τ)ϕ(τ)dτ et υ(t)
∆
= ζ(t) + γ(t)− ϕ(t) ≥ 0

On aura

ρζ(t) = η(t)ϕ(t) = η(t)ζ(t) + η(τ)γ(t)− η(t)υ(t)

C’est une équation d’état scalaire dont la matrice de transition est donnée par

φ (t, τ) = exp

(
∫ t

a

η(τ)dτ

)

Commeζ(a) = 0, on a

ζ(t) =

∫ t

a

φ (t, τ) (η(τ)γ(τ)− η(t)υ(τ)) dτ

Et compte tenu du fait que
∫ t

a
φ (t, τ) η(t)υ(τ)dτ ≥ 0, on aura

ζ(t) ≤
∫ t

a

exp

(
∫ t

ν

η(τ)dτ

)

η(ν)γ(ν)dν
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Ainsi, on retrouve l’inégalité (4.22) du résultat puisqueϕ(t) ≤ γ(t) + ζ(t).

Par ailleurs, si la fonctionγ est constante sur l’intervalle[a, b], on aura

∫ t

a

η(ν)exp

(
∫ t

ν

η(τ)dτ

)

dν = −
∫ t

a

d

dν

(

exp

(
∫ t

ν

η(τ)dτ

))

dν

= −
[

exp

(
∫ t

ν

η(τ)dτ

)]ν=t

ν=a

= −1 + exp

(
∫ t

a

η(τ)dτ

)

Ainsi, on retrouve l’inégalité (4.23) du résultat.

CQFD.

4.3 Systèmes linéaires variants dans le temps

On se propose dans ce paragraphe de présenter d’une manière concise les résultats de stabi-
lité uniforme spécifiques au cas des systèmes linéaires variants dans le temps décrits par une
réalisation d’état

{F (t) , G (t) , H (t) , E (t)}
dont la représentation d’état associée est donnée par les équations (2.101). La nature uni-
forme de la stabilité des systèmes variants dans le temps estessentiellement motivée par des
considérations fondamentales pour l’ingénierie des systèmes. Par ailleurs, on occultera la sé-
quence matricielle{E (t)} sans aucune perte de généralité puisqu’elle n’est pas cruciale pour
une étude de la stabilité pourvu qu’elle soit bornée. Autrement, le système ne peut êtreEBSB
stable. Ainsi, on se focalisera sur la classe des systèmes linéaires variants dans le temps décrits
par

SLVT







ρx (t) = F (t) x (t) +G (t) u (t) avecx (0) = xo

y (t) = H (t)x (t)
(4.24)

Et dont la matrice de transition et la réponse impulsionnelle sont respectivement désignées par
les séquences{Φ (t, τ)}t≥τ et{g (t, τ)}t≥τ .

4.3.1 Stabilté uniformeEBSB
Comme pour les systèmes linéaires invariants, le concept destabilitéEBSB d’un système est
communément étudiée par une comparaison du supremum du signal d’entrée par rapport au
supremum de sa réponse intrinsèque à ce signal d’entrée avecdes conditions initiales nulles
comme l’indique la définition suivante.

Définition 4.4 Le système (4.24) est uniformémentEBSB stable s’il existe un scalaire positifµ
tel que pour tout instant initialto et pour toute séquence d’entrée{u (t)}, la réponse du système
correspondant à un état initial nul vérifie la propriété suivante
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sup
t≥to

‖y (t) ‖ ≤ µ sup
t≥to

‖u (t) ‖

Le caractère uniforme de la stabilité est intrinsèque au fait que le scalaireµ est le même pour
toutes les séquences d’entrée et tous les instants initiaux. La stabilité uniformeEBSB d’un sys-
tème est essentiellement caractérisée par la bornitude de sa réponse impulsionnelle comme le
montre le résultat suivant.

Résultat 4.9Le système (4.24) est uniformémentEBSB stable si et seulement si il existe un
scalaire finiγ tel que sa réponse impulsionnelle vérifie la propriété suivante

∫ t

ti

‖g (t, τ) ‖dτ ≤ γ pour tout (t, ti) / t ≥ ti (4.25)

La preuve peut être faite à titre d’exercice à partir de la démarche adoptée dans le cas des
systèmes linéaires invariants dans le temps.

4.3.2 Stabilité uniforme interne

La stabilité uniforme interne concerne la bornitude et le comportement asymptotique des solu-
tions du système autonome associé au système (4.24), soit

SALVT
{

ρx (t) = F (t) x (t) avec x (to) = xo (4.26)

Et comme ces solutions sont linéaires par rapport à l’état initial, on peut exprimer cette bor-
nitude sous une forme linéaire par rapport à la norme de l’état initial comme l’indique la
définition suivante.

Définition 4.5 Le système autonome (4.26) est uniformément stable s’il existe un scalaire po-
sitif γ tel que pour tout instant initialto et tout état initialxo = x (to), les solutions correspon-
dantes vérifient la propriété

‖x (t) ‖ ≤ γ‖x (to) ‖ pour tout t ≥ to (4.27)

On notera queγ ≥ 1 et que la nature uniforme de la stabilité implique que le scalaire γ est in-
dependent du choix de l’instant initial. Le résultat suivant montre que la stabilité uniforme d’un
système linéaire variant dans le temps est essentiellementcaractérisée par la norme induite de
la matrice de transition du système autonome sous-jacent.

Résultat 4.10Le système autonome (4.26) est uniformément stable si et seulement si il existe
un scalaire positifη tel la propriété suivante est satisfaite.

‖Φ (t, τ) ‖ ≤ η pour tout (t, to) / t ≥ to (4.28)
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La preuve de ce résultat peut être faite à titre d’exercice en s’inspirant de la preuve qui sera
faite dans le cas de la stabilité exponentielle uniforme quipermet d’étudier conjointement la
bornitude des solutions et leur comportement asymptotiquecomme l’indique la définition sui-
vante

Définition 4.6 Le système autonome (4.26) est uniformément exponentiellement stable s’il existe
deux scalaires0 < γ < ∞ et 0 ≤ λ < ∞ tels que pour tout instant initialto et tout état initial
xo = x (to), les solutions correspondantes vérifient la propriété

‖x (t) ‖ ≤ γ eλ(t−τ)‖x (to) ‖ pour tout t ≥ to (4.29)

On notera queγ ≥ 1 et que la nature uniforme de la stabilité implique que le scalaire γ est
independent du choix de l’instant initial. Le résultat suivant montre que la stabilité exponen-
tielle uniforme d’un système linéaire variant dans le tempsest essentiellement caractérisée par
la norme induite de la matrice de transition du système autonome sous-jacent.

Résultat 4.11Le système autonome (4.26) est uniformément exponentiellement stable si et
seulement si ils existe deux scalaires0 < γ < ∞ et 0 ≤ λ < ∞ tels que la propriété sui-
vante est satisfaite

‖Φ (t, τ) ‖ ≤ γ eλ(t−τ) pour tout (t, τ) / t ≥ τ (4.30)

Preuve.Montrons d’abord que la condition est suffisante. Pour ce faire, considérons deux sca-
laires 0 < µ < ∞ et 0 ≤ λ < ∞ tels que la propriété 4.30 est satisfaite. Alors pour tout
instant initial to et tout état initialxo = x (to), la solution du système autonome (4.26) satisfait
la propriété suivante

‖x (t) ‖ = ‖Φ (t, to)x (to) ‖

≤ ‖Φ (t, to) ‖‖x (to) ‖

≤ γe−λ(t−to) ‖xo‖ pour tout t ≥ to

Le système autonome (4.26) est donc uniformément exponentiellement stable.

Montrons ensuite que la condition est nécessaire. Pour ce faire, supposons que le système
autonome (4.26) est uniformément exponentiellement stable, alors ils existe deux scalaires
0 < γ < ∞ et 0 ≤ λ < ∞ tels que la propriété (4.30) est satisfaite pour un instant initial
et un état initial arbitraires. Par ailleurs, étant donné uninstantti ≥ to et un étatxi tel que

‖xi‖ = 1 et ‖Φ (ti, to)xi‖ = ‖Φ (ti, to) ‖

Alors la solution du système autonome (4.26) pour un état initial x (to) = xi donne à l’instantti

‖x (ti) ‖ = ‖Φ (ti, to) x (to) ‖ = ‖Φ (ti, to) xi‖
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Et comme‖xi‖ = 1, on aura

‖x (ti) ‖ = ‖Φ (ti, to) ‖ ≤ γe−λ(ti−to) ‖xo‖

Ainsi, la condition est bien suffisante puisque cet état initial peut être spécifié pour tout instant
initial to et tout instantti tel queti ≥ to en vertu de la définition de la norme induite d’une
matrice.

CQFD.

Le concept de stabilité uniforme exponentielle est généralement présenté sous la forme sui-
vante.

Résultat 4.12Considérons le système autonome (4.26) et supposons qu’il existe un scalaire
positif finiφ tel que‖F (t) ‖ ≤ φ. Alors le système système autonome (4.26) est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si il existe un scalaire positif finiµ tel que la propriété
suivante est satisfaite

∫ t

τ

‖Φ (t, η) ‖dη ≤ µ pour tout (t, τ) / t ≥ τ (4.31)

Preuve. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. En vertu du résultat 4.11, le sys-
tème est exponentiellement stable s’il existe des scalaires finisγ et λ tels que‖Φ (t, η) ‖ ≤
γeλ(t−η) pour tout t ≥ η. On aura alors

∫ t

τ

‖Φ (t, η) dη ≤
∫ t

τ

γeλ(t−η)dη ≤ γ

λ
pour tout (t, τ) / t ≥ τ

On retrouve ainsi la propriété (4.31) avecµ =
γ

λ
. Montrons ensuite que la condition est néces-

saire en utilisant la propriété usuelle suivante de la matrice de transition

Φ (t, τ) = In −
∫ t

τ

∂

∂η

(

Φ (t, η)
)

dη = In +

∫ t

τ

Φ (t, η)F (η) dη (4.32)

Compte tenu de la propriété (4.31), on a

Φ (t, τ) ≤ 1 + µf

∫ t

τ

‖Φ (t, η) dη ≤ 1 + µfµϕ (4.33)

Commet ≥ τ , on aura

‖Φ (t, τ) ‖ (t− τ) =

∫ t

τ

‖Φ (t, τ) ‖dη ≤
∫ t

τ

‖Φ (t, η) ‖‖Φ (η, τ) ‖dη

≤ µϕ (1 + µfµϕ) (4.34)

Et si l’on pose̺ = 2µϕ (1 + µfµϕ), on aura
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‖Φ (τ + ̺, τ) ‖ ≤ 1

2
pour tout τ ∈ R

+ (4.35)

En vertu des propriétés (4.33) et (4.35), on peut établir aisément les inégalités suivantes sur les
intervalles de la forme(τ + k̺, τ + (k + 1)̺) pour tout τ

‖Φ (t, τ) ‖ ≤ 1 + µfµϕ pour t ∈ (τ, τ + ̺)

≤ ‖Φ (t, τ + ̺) ‖‖Φ (τ + ̺, τ) ‖

≤ 1 + µfµϕ

2
pour t ∈ (τ + ̺, τ + 2̺)

≤ ‖Φ (t, τ + 2̺) ‖‖Φ (τ + 2̺, τ + ̺) ‖‖Φ (τ + ̺, τ) ‖

≤ 1 + µfµϕ

22
pour t ∈ (τ + 2̺, τ + 3̺)

En continuant ainsi, on trouve

‖Φ (t, τ) ‖ ≤ 1 + µfµϕ

2k
pour t ∈ (τ + k̺, τ + (k + 1)̺)

Et si l’on choisitγ = 2 (1 + µfµϕ) et λ = −1

̺
ln

(

1

2

)

, on obtient

‖Φ (t, τ) ‖ ≤ γeλ(t−τ) pour t ≥ τ

On retrouve ainsi la propriété de stabilité exponentielle uniforme conformément au résultat
4.11.

CQFD.

On peut postuler naturellement qu’un système uniformémentexponentiellement stable est uni-
formément stable mais la réciproque n’est pas vraie. Ceci nous amène au concept de stabilité
uniforme asymptotique.

Définition 4.7 Le système autonome (4.26) est uniformément asymptotiquement stable s’il est
uniformément stable et si pour tout scalaire positifη, il existe un scalaire positifth tel que pour
tout instant initialto et tout état initialxo = x (to), les solutions correspondantes vérifient la
propriété

‖x (t) ‖ ≤ η‖x (to) ‖ pour tout t ≥ to + th (4.36)

Le résultat suivant précise une propriété intrinsèque à la stabilité des systèmes linéaires, en
l’occurrence l’équivalence entre stabilité uniforme asymptotique et stabilité uniforme exponen-
tielle.
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Résultat 4.13Le système autonome (4.26) est uniformément asymptotiquement stable si et
seulement si il est uniformément exponentiellement stable

La preuve peut être faite à partir de la démarche adoptée pour établir le même résultat dans
le cas des systèmes linéaires invariants dans le temps.

Le résultat suivant précise la relation entre le concept de stabilité uniforme exponentielle et
celui de stabilité uniformeEBSB.

Résultat 4.14Supposons que le système (4.24) est uniformément exponentiellement stable et
qu’ils existe deux scalairesµg etµh tels que

‖G (t) ‖ ≤ µg et ‖H (t) ‖ ≤ µh pour tout t

Alors le système est uniformémentEBSB stable.

Preuve.Comme le système est uniformément exponentiellement stable, on aura

∫ t

ti

‖g (t, τ) ‖dτ ≤
∫ t

ti

‖H(t)‖ ‖Φ (t, τ)‖ ‖G(τ)‖ dτ

≤ µhµg

∫ t

ti

γe−λ(t−τ)dτ

≤ γµhµg

λ

pour tout (t, τ) avect ≥ τ . Et donc le système est uniformémentEBSB stable en vertu du
résultat??.

On notera que tous les résultats de stabilité uniforme qui ont été élaborés pour les systèmes
linéaires variants dans le temps dépendent essentiellement de la réponse impulsionnelle et de
la matrice d’état du système, ils ne peuvent pas être utilisés pour développer des outils efficaces
de test de stabilité. Le résultat suivant précise les conditions de stabilité uniforme exponentielle
en utilisant une approche deLyapunov qui permet de construire relativement aisément unepro-
cedure appropriée pour le test de la stabilité .

Résultat 4.15Le système autonome (4.26) est uniformément exponentiellement stable s’il existe
une séquence matricielle{P (t)}t≥0 telle que

0 < ν In ≤ P (t) = P T (t) ≤ η In (4.37)

et

F T (t)P (t) + P (t)F (t)− ρP (t) ≤ −µIn (4.38)

oùν, η etµ sont des scalaires positifs finis.
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Preuve.En utilisant l’équation (4.26) du système et les propriétés(4.38) et (4.38), on a

ρ
(

xT (t)P (t) x (t)
)

≤ −µ ‖x (t) ‖2 pour tout t ≥ to

et

xT (t)P (t) x (t) ≤ −η ‖x (t) ‖2 pour tout t ≥ to

ou d’une manière équivalente

−‖x (t) ‖2 ≤ −1

η
xT (t)P (t) x (t) pour tout t ≥ to

On en déduit alors aisément que

ρ
(

xT (t)P (t) x (t)
)

≤ −µ
η
xT (t)P (t) x (t) pour tout t ≥ to (4.39)

soit

xT (t)P (t)x (t) ≤ e
−µ
η

(

t− to

)

xT (to)P (to) x (to) pour tout t ≥ to

Et compte tenu des propriétés (4.37) et (4.38), on aura

‖x (t) ‖2 ≤ η

µ
e
−µ
η

(

t− to

)

‖x (to) ‖2 pour tout t ≥ to (4.40)

Ainsi le système est bien uniformément exponentiellement stable.

4.4 Passivité

L’approche deLyapunov permet de postuler qu’un système dynamique dépourvu de ses en-
trées est stable pourvu que l’on puisse exhiber une fonctiond’énergie qui décroît le long de
ses trajectoires d’état. Elle ne peut pas être utilisée en présence d’une entrée dans la mesure
où elle pourrait faire croître la fonction d’énergie d’une manière arbitraire au point de rompre
ses propriétés de stabilité. La passivité est une extensionnaturelle de la stabilité au sens de
Lyapunov qui a permis de développer une approche entrée-sortie pour l’analyse et la synthèse
des systèmes de commande en exploitant judicieusement des considérations énergétiques, en
l’occurrence la problématique de commande robuste des systèmes flexibles exhibant des varia-
tions des amortissements de leurs modes de résonance.

Ce paragraphe est essentiellement consacré au développement du concept de passivité et ses
implications dans le cas des systèmes linéaires invariantsdans le temps qui conduit naturel-
lement au concept de positivité. Une attention particulière est accordée au célèbre Lemme de
Kalman-Yakubovitch-Popov issue d’une activité de recherche florissante allant dela stabilité
absolue à l’hyperstabilité des systèmes tout au long des années soixante. Ce résultat fondamen-
tal constitue une pierre angulaire de la théorie des systèmes linéaires, comme en témoignent
les études vigoureuses de stabilité et de robustesse des systèmes de commande optimale, des
systèmes d’estimation optimale et des systèmes de commandeadaptative qui lui sont associées
([14]). Après une présentation concise et précise des systèmes passifs, on se focalise sur les
systèmes positifs au travers du Lemme deKalman-Yakubovitch-Popov.
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4.4.1 Systèmes passifs

Les systèmes passifs constituent une classe de systèmes stables au sens deLyapunov décrits
par l’opérateurΣ : u(t) ∈ Le ⊂ Rm → y(t) = Σ (u(t)) ∈ L2 ⊂ Rm et que l’on peut définir
comme suit.

Définition 4.8 Un systèmeΣ : u(t) ∈ Le ⊂ Rm → y(t) = Σ (u(t)) ∈ L2 ⊂ Rm, est dit passif
s’il existe une constanteγuy telle que

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ ≥ γuy (4.41)

pour toutes les séquences d’entrée{u(t)} et toutt ≥ 0. Et si en plus, il existe deux constantes
non négativesγu etγy telles que

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ ≥ γuy + γu

∫ t

0

uT (τ)u(τ)dτ + γy

∫ t

0

yT (τ)y(τ)dτ (4.42)

pour toutes les séquences d’entrée{u(t)} et toutt ≥ 0, alors le système est strictement passif
en entrée (SPE ) siγu > 0, strictement passif en sortie (SPS) siγy > 0 et fortement strictement
passif (FSP) si γu > 0 etγy > 0.

Remarque 4.9Comme la propriété de passivité (4.41) est satisfaite pour toute séquences d’en-
trée{u(t)}, il le sera pour une séquence d’entrée identiquement nulle et doncγuy ≤ 0.

Le résultat suivant permet de caractériser la classe des systèmes passifs sous une forme conve-
nable pour une interprétation énergétique.

Résultat 4.16Considérons un système décrit par l’opérateurΣ : u(t) ∈ R
m → y(t) ∈ R

m et
supposons qu’il existe une fonction définie non négativeV telle que

V (t)− V (0) ≤
∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ (4.43)

pour toutes les séquences d’entrée{u(t)}, pour toutt ≥ 0 et pour toute fonctionV . Alors le
système d’entrée{u(t)} et de sortie{y(t)} est passif. Et s’il existe deux constantes non néga-
tivesγu etγy telles que

V (t)− V (0) ≤
∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ − γu

∫ t

0

uT (τ)u(τ)dτ − γy

∫ t

0

yT (τ)y(τ)dτ (4.44)

pour toutes les séquences d’entrée{u(t)}, pour toutt ≥ 0 et toute fonctionV . Alors le système
est strictement passif en entrée (SPE ) si γu > 0, strictement passif en sortie (SPS) si γy > 0
et fortement strictement passif (FSP) si γu > 0 etγy > 0.
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La preuve de ce résultat est triviale. Il suffit de remarquer que la propriété de passivité (4.41)

est bien satisfaite avecβ
∆
= −V (0) puisque

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ ≥ −V (0)

pour toutes les séquences d’entrée{u(t)}, pour toutt ≥ 0 et pour toute fonctionV définie non
négative.

On notera que la constateγuy dépend essentiellement des conditions initiales du système, alors
que la fonctionV dépend de l’état du système et peut avoir une interprétationénergétique
comme l’indique le résultat suivant.

Résultat 4.17Considérons un système décrit par l’opérateurΣ : u(t) ∈ Rm → y(t) ∈ Rm

et supposons qu’il existe une fonction définie non négative continûment differentiableV et une
fonction mesurableg telle que

∫ t

o
g(τ)dτ ≥ 0 pour tout t. Alors les propriétés suivantes sont

vraies.

P1. Supposons que
ρV (t) ≤ yT (t)u(t)− g(t)

pour toutt ≥ 0 et pour toute séquence entrée{u(t)}, alors le système est passif.

P2. Supposons qu’il existe une constanteγu > 0 telle que

ρV (t) ≤ yT (t)u(t)− γuu
T (t)u(t)− g(t)

pour toutt ≥ 0 et pour toute séquence entrée{u(t)}, alors le système estSPE .

P3. Supposons qu’il existe une constanteγy > 0 telle que

ρV (t) ≤ yT (t)u(t)− γyy
T (t)y(t)− g(t)

pour toutt ≥ 0 et pour toute séquence entrée{u(t)}, alors le système estSPS .

P4. Supposons qu’il existe deux constantesγu > 0 etγy > 0 telles que

ρV (t) ≤ yT (t)u(t)− γuu
T (t)u(t)− γyy

T (t)y(t)− g(t)

pour toutt ≥ 0 et pour toute séquence entrée{u(t)}, alors le système estFSP.

Remarque 4.10Si V est l’énergie totale du système, alors< u, y >
∆
=
∫ t

0
yT (τ)u(τ)dτ peut

être interprétée comme la puissance fournie au système à partit de la loi de commandeu,
alors queg(t) peut être considérée comme la puissance dissipée par le système. La condition
∫ t

0
g(τ)dτ ≥ 0 pour tout t ≥ 0 signifie que le système dissipe de l’énergie.

Par ailleurs, on peut montrer aisément qu’une interconnections parallèle (resp. en rétroaction)
de deux systèmes passifs est passive et peut hériter des propriétés de (stricte) passivité de ses
sous-systèmes.
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Résultat 4.18Considérons deux systèmes passifs respectivement décritspar les opérateurs

Σ1 : u1(t) ∈ R
m1 → y1(t) ∈ R

m1 et Σ2 : u2(t) ∈ R
m2 → y2(t) ∈ R

m2 .

Alors le système issu d’une interconnection en parallèle (resp. en rétroaction) de ces deux sys-
tèmes est passif comme l’indique la figure 2.8 (resp. la figure2.9). Par ailleurs, si les deux
systèmes sontSPE (resp.SPS), alors l’interconnection en parallèle (resp. en rétroaction) est
SPE (resp.SPS pourvu que le systèmeΣ2 soitSPE).

La preuve de ce résultat peut être aisément faite en utilisant judicieusement les définitions et
propriétés des systèmes passifs comme le suggère le problème 4.16

On développera dans ce qui suit le concept de passivité dans le cas des systèmes linéaires
invariants dans le temps ; que l’on peut décrire par une fonction de transfertG(s) ∈ R

m×m (s)
ou une réalisation d’état(F,G,H,E) ∈ Rn×n×Rn×m (s)×Rm×n ×Rm×m. Ceci nous amène
naturellement aux systèmes positifs qui sont essentiellement caractérisés à partir de leur fonc-
tion dePopov qui n’est autre que la fonction rationnelle

Π (s)
∆
= G (s) + GT (−s) (4.45)

qui a été initialement introduite dans des études relevant de la factorisation spectrale. On notera
que les fonctions de transfert des modèles de synthèse des asservissements linéaires vérifient na-
turellement la propriété suivante.

s ∈ R =⇒ G(s) ∈ R et ΠT (−s) = Π (s) (4.46)

4.4.2 Systèmes réels positifs

Les systèmes réels positifs ont été naturellement introduits à partir des propriétés de passivité
des systèmes linéaires invariants dans le temps qui sont précisées par le résultat suivant.

Résultat 4.19Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par une fonction
de transfertG (s) et supposons que tous les pôles du système sont situés dansDPGO. Alors les
propriétés suivantes sont vraies.

P1. Le système est passif si et seulement si sa fonction dePopov est telle que

λmin (Π(jω)) ≥ 0 pout tout ω ∈ R

P2. Le système estSPE si et seulement si sa fonction dePopov est telle que

∃λ > 0 / λmin (Π(jω)) ≥ λ pout tout ω ∈ R

La preuve de ce résultat est essentiellement basée sur le théorème deParseval, que l’on peut
utiliser puisqueCP (G (s)) ⊂ DPGO, soit
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∫ ∞

0

yT (t)u(t)dt =
1

2π

∫ +∞

−∞

Y ∗ (jω)U (jω) dω

Et comme l’intégration est faite sur un horizon[0, t] dans les définitions des systèmes passifs,
on utilisera une séquence d’entrée tronquée comme suit

ut(τ) =

{

u(τ) pour τ ≤ t

0 pour τ > t
(4.47)

On aura alors

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ =

∫ ∞

0

yT (τ)ut(τ)dτ

=
1

2π

∫ +∞

−∞

Y ∗ (jω)Ut (jω) dω

=
1

4π

∫ +∞

−∞

(Y ∗ (jω)Ut (jω) + U∗t (jω)Y (jω)) dω

=
1

4π

∫ +∞

−∞

U∗t (jω) (G∗ (jω) + G (jω))Ut (jω) dω

=
1

4π

∫ +∞

−∞

U∗t (jω)Π (jω)Ut (jω) dω (4.48)

Et commeΠ (jω) est une matrice hermitienne, on aura

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ ≥ 1

4π

∫ +∞

−∞

λmin (Π (jω)) ‖Ut (jω) ‖2dω (4.49)

Il apparaît alors clairement qu’un système est passif(resp. SPE) si sa fonction dePopov vé-
rifie la propriétéλmin (Π(jω)) ≥ 0 ∀ω ∈ R (resp. λmin (Π(jω)) ≥ δ > 0 ∀ω ∈ R).

Par ailleurs, supposons qu’il existeγu ≥ 0 tel que

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ ≥ γu

∫ t

0

uT (τ)u(τ)dτ =
γu
2π

∫ +∞

−∞

U∗t (jω)Ut (jω)dω

pour toutt ≥ 0 et pour toute séquence entrée{u(t)} et que le choix des conditions initiales a
été fait tel queγuy = 0 ; i.e. le système est passif siγu = 0 (resp. SPR si γu > 0). Alors, on
aura

1

4π

∫ +∞

−∞

U∗t (jω)Π (jω)Ut (jω) dω ≥ γu
2π

∫ +∞

−∞

U∗t (jω)Ut (jω) dω

pour toute séquence entrée{u(t)}, soit
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1

2π

∫ +∞

−∞

U∗t (jω) (Π (jω)− 2γuIm)Ut (jω) dω ≥ 0

pour toute séquence entrée{u(t)}. Or cette propriété n’est pas satisfaite pour la classe des
entrées harmoniques donnée par

u(t) =





1...
1



 sin (ωot) ∈ R
m / λmin (Π (jωo)) < 2γu

CQFD

Une importante activité de recherche a été consacrée à la caractérisation de la passivité des
systèmes linéaires invariants dans le temps à partir de leurs fonction de transfert et leurs réali-
sations d’état (voir [14] pour un bilan pragmatique et rigoureux dans le domaine). Dans ce qui
suit, on présente une synthèse concise compte tenu du périmètre de cet ouvrage.

Fonctions de transfert réelles positives. Les premières contributions ont été effectuées on
adoptant une approche transfert à partir des notions de fonction de transfert réelles bornées et
de fonctions de transfert réelles définies positives.

Définition 4.9 Une fonction de transfertG (s)
∆
= [Gij (s)] est dite réelle bornée(RP) si Gij (s)

est analytique dansDPD pour tout(i, j) ∈ [1, m]2 et‖G (s) ‖∞ ≤ 1.

Définition 4.10 . Une fonction de transfert est dite réelle positive(RP) si elle n’admet aucun
pôle dansDPDO et que la fonction deLyapunov qui lui est associée est définie non négative
dansDPDO, i.e.Π (s) ≥ 0 pourℜ(s) > 0.

Et on dira qu’une fonction de transfertG (s), qui n’est pas identiquement nulle pout tout s,
est strictement réelle positive(SRP) si la fonction de transfertG (s− µ) estRP ∀ µ > 0.

Par ailleurs, on dira qu’un système linéaire invariant dansle temps est réel positif(RP) (resp.
strictement réel positif(SRP)) si et seulement si sa fonction de transfert estRP (resp. SRP).

Remarque 4.11La definition de fonctions de transfert strictement réelle positives n’est pas uni-
forme dans la littérature ; elle diffère essentiellement par la nature de la restriction considérée
de la classe des fonctions de transfertRP . Une présentation concise des différentes définitions
est donnée dans [14] ave une attention particulière à leur vraisemblance.

Le résultat suivant permet de caractériser la classe des systèmes réels positifs et stables, i.e.
qui n’admettent aucun pôle dansDPD.

Résultat 4.20Considérons un système stable décrit par une fonction de transfert G (s) ∈
RH∞. Alors ce système estRP si et seulement si sa fonction dePopov sous-jacente vérifie
la propriété suivante

v∗Π (jω) v ≥ 0 pour tout (ω, v) ∈ R× C
m
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La preuve est donnée dans [3]. On propose de la refaire en guise d’un bonexercice sur la
caracrisation des systèmesRP .

Remarque 4.12Considérons un système monovariable et stable décrit par une fonction de
transfertG (s) ∈ RH∞ ∩ R (s). Alors le système estRP si et seulement si son diagramme
deN yquist est complètement situé dansDPD. Une telle propriété requiert que le système soit
à déphasage minimal, i.e. tous les zéros du système soient situés dansDPGO.

Les deux résultats suivants permettent de caractériser lesclasses des systèmesRP et SPR
qui ne sont pas nécessairement stables à partir de leurs configurations de pôles et fonction de
Lyapunov.

Résultat 4.21. Un système estRP si et seulement si sa fonction de transfert et sa fonction de
Popov vérifient les propriétés suivantes.

P1. G (s) n’admet aucun pôle dansDPDO

P2. Π (jω) ≥ 0 pout tout ω ∈ R / jω n’est pas un pôle deG (s)

P3. Si jω est un pôle deG (s), il est simple et le résidu correspondant est une matrice hermi-
tienne semi-définie positive.

Résultat 4.22Considérons un système dont la fonction dePopov n’est pas identiquement nulle.
Alors, ce système estSPR si et seulement si ses fonctions de transfert et sa fonction dePopov
vérifient les propriétés suivantes.

P1. G (s) n’admet aucun pôle dansDPDO

P2. Π(jω) > 0 pout tout ω ∈ R et que l’une de trois conditions est satisfaite.

C1. Π(∞) > 0

C2. Π(∞) = 0 et lim
ω→∞

ω2 (Π(jω)) > 0

C3. Π(∞) ≥ 0 et il existe deux constantes positivesσ et δ telles que

ω2σmin (Π(jω)) ≥ σ pour tout |ω| ≥ δ

Les preuvesde ces résultats sont données dans [14] et [53] ; elles peuvent être faites en guise
d’un bon exercice sur les systèmes positifs en utilisant lesrésultats donnés ci dessus et ceux qui
vont être donnés si dessous.

Lemme réel positif. La principale contribution sur la structure des systèmes réel positifs n’est
autre que le célèbre Lemme deKalman-Yakubovich-Popov (KYP) donné par le résultat sui-
vant
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Résultat 4.23Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisa-
tion d’état minimale(F,G,H,E) ∈ Rn×n ×Rn×m ×Rm×n ×Rm×m. Alors le système estPR
si et seulement le système d’équations matricielles

LMI











PF + F TP = −LLT

PG−HT = −LW
E + ET = W TW

(4.50)

admet une solution(P, L,W ) ∈ Rn×n × Rn×m × Rm×m avecP = P T > 0.

Remarque 4.13Le système d’équations matricielles (4.50) peut se récriresous la forme

(

−PF − F TP −PG+HT

−PG+HT E + ET

)

=

(

L
W T

)

(

LT W
)

≥ 0 (4.51)

La première équation, i.e.PF + F TP = −LLT , est une équation deLyapunov du système
qui requiert que le système soit stable puisque la matriceLLT est semi-définie positive dans la
mesure oùp ≤ n. Les autres équations peuvent être interprétées comme les conditions requises
pour que la fonction de transfert d’un système stable soitPR.

Remarque 4.14Dans le cas des systèmes strictement propres, i.e.E = 0m, le système d’équa-
tions (4.50) est réduit aux deux équations

LMI
{

PF + F TP = −LLT

PG = HT
(4.52)

On peut alors en déduire aisément queHG = GTPG ≥ 0 et donc le retard uniforme du système
est nul pourvu querang(G) = m.

La preuve du résultat est relativement laborieuse. elle sera réalisée en deux temps. Le premier
temps consiste à présenter six résultats préliminaires quiconstituent une base fondamentale
pour réaliser d’une manière relativement agréable la preuve du résultat. Le second temps est
consacré à la preuve du résultat d’une manière compréhensible.

Les résultats préliminaires sont présentés d’une manière progressive. Le premier est plutôt
technique

Résultat 4.24Les seules matrices qui commutent avec la matrice

(

F 0
0 F T

)

sont de la forme
(

T1 0
0 T2

)

oùT1 etT T
2 commutent avec la matriceF .

La preuve de ce résultat est triviale. Le deuxième résultat concerne une factorisation spectrale
de la fonction rationnelle donnée par l’expression (4.45).
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Résultat 4.25Considérons une fonction de transfertG (s) ∈ Rm×m (s) et supposons que

G (s) est PR et rang (Π (s)) = r presque partout (4.53)

Alors il existe une fonction de transfertW (s) ∈ Rr×m (s) telle que la relation suivante

Π (s) = G (s) + GT (−s) = WT (−s)W (s) (4.54)

dite factorisation deYoula est toujours possible et admet les trois propriétés suivantes

P1. Les éléments deW (s) sont analytiques dansDPDO (resp. dansDPD si W (s) a des
éléments analytiques dansDPD),

P2. Rang (W (s)) = r dansDPDO,

P3. W (s) est unique save pour la multiplication à gauche par une matrice orthogonale ar-
bitraire.

La preuve de ce résultat est donnée dans [83] ; on recommande de la refaire pour une meilleure
perception du problème de factorisation spectrale (problème 4.17). Le troisième résultat n’est
autre que le lemme réel positif réduit aux systèmes dont tousles pôles sont simples et sont situés
sur l’axe imaginaire.

Résultat 4.26Considérons un système décrit par une réalisation d’état minimale (F,G,H)
dont tous les modes sont situés sur l’axe imaginaire et sont simples et supposons qu’il estPR.
Alors il existe une matriceP = P T > 0 telle que

EML
{

PF + F TP = 0

PG = HT
(4.55)

La preuve de ce résultat est donnée dans [14] ; on suggère de faire des exercises pour une
meilleure perception du lemme positif réel (voir problème 4.18). Le quatrième résultat concerne
la similitude des réalisations d’état des fonctions de transfertG(s) et W(s) qui apparaissent
dans la factorisation deYoula (4.54).

Résultat 4.27SoientG (s) ∈ Rm×m (s) et W (s) ∈ Rr×m (s) deux fonctions de transfert
stables satisfaisant la factorisation (4.54). Supposons que(F,G,H) (resp. (Fw, Gw, Hw)) est
une réalisation d’état minimale deG (s) (resp.W (s)), alors les matricesF et Fw sont simi-
laires.

Preuve.Comme(F,G,H) est une réalisation d’état deG (s), on peut en déduire aisément que
la fonction de transfertG (s) + GT (−s) admet une réalisation d’état(Ffy1, Ffy1, Ffy1) donnée
par

Ffy1 =

(

F 0
0 −F T

)

, Gfy1 =

(

G
HT

)

et Hfy1 =

(

HT

−G

)

Cette réalisation d’état est minimale puisqueG (s) ∈ RH∞ etCP (G (s))∩CP
(

GT (−s)
)

= ∅
et CP (G (s)) ⊂ DPGO. Et compte tenu du fait que(Fw, Gw, Hw) est une réalisation d’état
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minimale de la fonction de transfertW (s), on aura

WT (−s)W (s) = GT
w (−sIn − Fw)

−T HwH
T
w (sIn − Fw)

−1Gw

= Hfy2 (−sIn − Ffy2)
−1Gfy2

avec

Ffy2 =

(

Fw 0
HwH

T
w −F T

w

)

, Gfy2 =

(

Gw

0

)

, Hfy2 =

(

0
−Gw

)

On peut en déduire aisément, en vertu du résultat 4.16, que(Ffy2, Gfy2, Hfy2) est une réalisa-
tion d’état minimale de la fonction de transfertWT (−s)W (s).

Par ailleurs, comme(Fw, Gw, Hw) est une réalisation d’état minimale deW (s) et queW (s)
est stable. il existe une matrice uniquePw = F T

w > 0 telle queF T
wPw + PwF

T
w = −HwH

T
w .

Cette matrice peut être utilisée pour effectuer un changement de baseT =

(

In 0
Pw In

)

qui

permet de déterminer une nouvelle réalisation d’état minimale deWT (−s)W (s) donnée par

Ffy3 =

(

Fw 0
0 −F T

w

)

, Gfy3 =

(

Gw

PwGw

)

, Hfy3 =

(

PwGw

−Gw

)

Et comme(Ffy1, Gfy1, Hfy1) et (Ffy3, Gfy3, Hfy3) sont des réalisations d’état minimales de la
même fonction de transfert et que les modes sont invariants par changement de base, on aura
V (F ) = V (Fw).

CQFD

Les derniers résultats concernent les réalisations d’étatminimale de la fonction de transfert
W(s) et de la fonction rationnelleΠ(s), qui apparaissent dans la factorisation deYoula (4.54),
à partir d’une réalisation minimale de la fonction de transfertG(s).

Résultat 4.28SoientG (s) ∈ Rm×m (s) et W (s) ∈ Rr×m (s) deux fonctions de transfert
stables satisfaisant la factorisation deYoula (4.54) et supposons que(F,G,H) est une réa-
lisation d’état minimale deG (s). Alors il existe deux matricesGw etHw telles que(F,Gw, Hw)
est une réalisation minimale deW (s). Par ailleurs, on a deux réalisations d’état minimales de
G (s) + GT (−s) = WT (−s)W (s) respectivement données par

Ffy1 =

(

F 0
0 −F T

)

, Gfy1 =

(

G
HT

)

, Hfy1 =

(

HT

−G

)

et

Ffy2 =

(

F 0
0 −F T

)

, Gfy2 =

(

Gw

PwGw

)

, Hfy2 =

(

PwGw

−Gw

)

où la matricePw n’est autre que la solution unique de l’équationF TPw + PwF = −HwH
T
w .

Résultat 4.29SoientG (s) ∈ Rm×m (s) et W (s) ∈ Rr×m (s) deux fonctions de transfert
stables satisfaisant la factorisation deYoula (4.54) et supposons que(F,G,H) est une réa-
lisation d’état minimale deG (s). Alors il existe une matriceHw telle que(F,G,Hw) est une
réalisation d’état minimale deW (s).
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Les preuvesde ces résultats peuvent être faites en guise d’exercices pour une bonne prépara-
tion à la demonstration du résultat 4.23.

La preuve du Lemme réel positifest reproduite à partir de celle élaborée dans [2] en utilisant
les résultats préliminaires données ci dessus.

Montrons d’abord que la condition est suffisante. Pour ce faire, supposons que les équations
matricielles linéaires (4.50) ont une solution, on aura alors

G (s) + GT (s̄) = ET + E +GT
(

s̄In − F T
)−1

HT +H (sIn − F )−1G

= W TW +GT
(

(

s̄In − F T
)−1

P + P (sIn − F )−1
)

G

+GT
(

s̄In − F T
)−1

LW +W TLT (sIn − F )−1G

= W TW +GT
(

s̄In − F T
)−1 (

(s+ s̄)P − PF − F TP
)

(sIn − F )−1

+GT
(

s̄In − F T
)−1

LW +W TLT (sIn − F )−1G

= W TW +GT
(

s̄In − F T
)−1

LW +W TLT (sIn − F )−1G

+GT
(

s̄In − F T
)−1

P (sIn − F )−1G (s + s̄)

=
(

W T +GT
(

s̄In − F T
)−1

L
)

(

W + LT (sIn − F )−1G
)

+GT
(

s̄In − F T
)−1

P (sIn − F )−1G (s+ s̄)

soit

G (s) + GT (s̄) ≥ 0 dans DPDO

Montrons ensuite que la condition est nécessaire en supposant que la fonction de transfert
G (s) est telle querang

(

G (s) + GT (−s)
)

= r. Le résultat 4.24 permet de postuler qu’il existe
une fonction de transfert marginalementW (s) telle que la factorisation deYoula (4.54) est
satisfaite. Considérons dans un premier temps le cas des fonctions de transfert stables, i.e.
V (F ) ⊂ DPGO. Alors, on peut en déduire aisément à partir des résultats 4.27 et 4.29 qu’il
existe deux matricesL etW = lim

s−→∞
W (s) telles que(F,G, L,W ) est une réalisation mini-

male deW (s) et que la fonction de transfertWT (−s)W (s) admet deux réalisations d’état
minimales(Ffy1, Gfy1, Hfy1, Efy1) et (Ffy2, Gfy2, Hfy2, Efy2) avec

Ffy1 =

(

F 0
0 F T

)

, Gfy1 =

(

G
HT

)

, Hfy1 =

(

HT

−G

)

, Efy1 =W TW

Ffy2 =

(

F 0
0 F T

)

, Gfy2 =

(

G
PG+ LW

)

, Hfy2 =

(

PG+ LW
−G

)

, Efy2 = W TW

où la matriceP n’est autre que la solution unique de l’équationF TP + PF = −LLT . A la
lumière du résultat 3.24 et 3.25 sur les réalisations minimales d’un système donné, il existe une
matrice régulièreT telle queFfy2 = TFfy1T

−1 = Ffy1, TGfy1 = Gfy2 et T−THfy1 = Hfy2.
Et en vertu du résultat 4.24, on peut postuler naturellementqu’il existe une matriceT1 qui com-
mute avec la matriceF telle queT1G = G etT1−THT = PG+LW . Et comme la réalisation
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d’état (F,G,H,E) est minimale, on auraT1 = In et doncPG + LW = HT . La troisième
équation est naturellement déduite de la factorisation deYoula (4.54) lorsques −→ ∞.

Considérons dans un second temps que la fonction de transfert G (s) admet des pôles simples
sur l’axe imaginaire, alors on peut la décomposer comme suit

G (s) = Gas (s) + Gms (s) avec lim
s−→∞

Gms (s) = Im

où Gas (s) et Gms (s) sont des fonctions de transfertPR qui se distinguent particulièrement
par la configuration de leurs pôles, en l’occurrenceCP (Gas (s)) ⊂ Dsa et CP (Gms (s)) ⊂
Aim. Supposons que(Fsm, Gsm, Hsm) est une réalisation minimale deGsm (s), on peut en dé-
duire aisément, en vertu du résultat 4.26, qu’il existe une matrice Psm = P T

sm > 0 telle que
PsmFsm + F T

smPsm = 0n etPsmGsm = HT
sm. Par ailleurs, commeGas (s) estPR, elle admet

une réalisation minimale(Fsa, Gsa, Hsa, Esa) satisfaisant les équations matricielles

PAS















PasFas + F T
asPas = −LasL

T
as

PasGas = HT
as − LasWas

W T
asWas = Eas + LT

as

On peut vérifier aisément que l’ensemble des équations matricielles intrinsèques au lemme de
KYP est satisfait en prenant

P = Pas + Fms, F = Fas + Fms, G =

(

Gsa

Gsm

)

, H =
(

Hsa Hsm

)

et L =

(

0
Lsm

)

.

Par ailleurs, comme(Fms, Gms, Hms) et (Fas, Gas, Has, Eas) sont respectivement des réalisa-
tions minimales des fonctions de transfertGas (s) etGms (s), alors (F,G,H,E) avecE = Eas

est une réalisation minimale deGas (s). On doit toutefois verifier que les équations matricielles
(4.50) sont bien satisfaites modulo une transformation linéaire de rang plein puisqu’elle a été
établie pour une forme particulièreFas + Fms.

CQFD

Le résultat suivant permet de caractériser les systèmesSPR à partir de leur réalisation d’état.

Résultat 4.30Considérons un système multivariable décrit par une réalisation d’état minimale
(F,G,H,E) ∈ Rn×n × Rn×m × Rm×n × Rm×m avec m ≥ 2 et supposons queV (F ) ⊂
{s ∈ C /R (s) ≤ −µ} avec µ > 0. AlorsG (s−) estSPR, i.e.G (s− η) pour η > 0 estPR,
si et seulement si on peut trouver une matriceP = P T > 0 et deux matricesL etW telles que

LMI











PF + F TP = −LLT − 2ηP

PG−HT = −LW
E + ET = W TW

(4.56)

La preuve de ce résultat est donnée dans [53] ; on recommande de la refaire en s’inspirant de
la preuve du résultat 4.50 (voir problème??.
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Remarque 4.15Les conditions (4.56) sont relativement fortes par rapportaux conditions (4.50).
La première des équations (4.56) peut se récrire comme suit

P (F + ηIn) + (F + ηIn)
T P = −LLT

On retrouve alors la première des équations (4.50) modulo unchangement de la matriceF par
la matriceF + ηIn. Et comme(F + ηIn, G,H,E) est une réalisation d’état de la fonction de
transfertG (s− η), les équations (4.56) stipulent queG (s− η) est une fonction de transfert
PR.

4.4.3 Interprétation énergétique

Dans ce suit, on présente des résultats permettant de mettreen exergue une propriété énergé-
tique des systèmesPR. Le résultat suivant concerne la nature dissipative d’un systèmePR.

Résultat 4.31Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisa-
tion d’état minimale(F,G,H,E) et supposons qu’il estPR. Alors on a

∫ t

o

uT (τ)y(τ)dτ = V (x(t))− V (x(0))− 1

2

∫ t

o

xT (τ)
(

PF + F TP
)

x(τ)dτ (4.57)

pour tout t avecV (x(t)) =
1

2
xTPx(t) oùP est une matrice qui vérifie l’inégalité matricielle li-

néaire (4.51). L’égalité est obtenue le long des trajectoires d’état du système avec une condition
initiale x(0) et une séquence de commande admissible{u(t)} ∈ L2.

La preuve de ce résultat peut être aisément établie en utilisant le lemme deKYP modulo des
opérations mathématiques appropriées. On suggère de la faire en guise d’un bon exercice sur
la nature dissipative d’un système décrit par une fonction de transfertPR.

Remarque 4.16On peut récrire l’équation (4.57) sous la forme

V (x(t)) = V (x(0))− 1

2

∫ t

0

xT (τ)
(

LLT
)

x(τ)dτ +

∫ t

o

uT (τ)y(τ)dτ (4.58)

qui permet de mettre en exergue la nature dissipative du système puisque la fonctionV peut

être interprétée comme une fonction de stockage du système,i.e. Es (t) ∆
= V (x(t)), qui est

égale à la somme de l’énergie initiale du système, i.e.Ei (t) ∆
= V (x(0)), l’énergie dissipée au

sein du système, i.e.Ed (t) ∆
=

1

2

∫ t

o

xT (τ)
(

LLT
)

x(τ)dτ et l’énergie fournie au système, i.e.

Ef (t) ∆
=
∫ t

o
uT (τ)y(τ)dτ . Par ailleurs, si l’état initial est nul, alors on aura

∫ t

o

uT (τ)y(τ)dτ ≥ 0 pout tout t.

Compte tenu de la remarque 4.16 et du résultat 4.31, on peut postuler qu’un systèmePR est un
système dissipatif. Le résultat suivant montre que la fonction de transfert d’un système linéaire
invariant dans le temps et dissipatif estPR.
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Résultat 4.32Considérons un système linéaire invariant dans le temps décrit par une réalisa-
tion d’état(F,G,H,E) et supposons qu’il vérifie l’équation de dissipativité

∫ t

o

uT (τ)y(τ)dτ = V (x(t))− V (x(0)) +
1

2

∫ t

o

xT (τ)Qx(τ)dτ (4.59)

avecQ = QT ≥ 0 et V (x(t)) =
1

2
xTPx(t) oùP = P T > 0. Alors l’inégalité matricielle

linéaire (4.51) est satisfaite.

Preuve.Si l’on dérive les deux membres de l’équation de dissipation(4.59), on obtient

uT (t)y(t) =
1

2
xT (t)

(

PF + F TP
)

x(t) + uT (t)GTPx(t) +
1

2
xT (t)Qx(t)

soit

uT (t)
(

H −GTP
)

x(t) + uT (t)Eu(t)− 1

2
xT (t)

(

PF + F TP
)

x(t) =
1

2
xT (t)Qx(t)

Et commeQ = QT ≥ 0, on z

(

x(t)
u(t)

)T ( −PF − F TP −PG+HT

−GTP +HT E + ET

)(

x(t)
u(t)

)

≥ 0

On retrouve ainsi l’inégalité matricielle linéaire (4.51). CQFD

Remarque 4.17Dans le contexte du résultat 4.56, on montre aisément que

V : x(t) ∈ R
n −→ V (x(t)) = xT (t)Px(t)

est une fonction deLyapunov associée au système autonome sous-jacent. En effet, on a

ρ (V (x(t))) = xT (t)
(

−LLT − 2ηP
)

x(t) ≤ −2ηV (x(t))

Par ailleurs, on peut montrer que pour toute réalisation d’état (F,G,H,E) de la fonction de
transfertG (s), la condition

Π (jω) ≥ 0 pour tout ω / jω n’est pas un pôlede Π (s)

est nécessaire pour que la faisabilité des équations matricielles linéaires (4.50).

4.5 Conclusion

Ce chapitre est un tour d’horizon motivé sur la stabilité dessystèmes linéaires. Les concepts
de stabilité et les résultats fondamentaux qui lui sont associés sont progressivement présentés
d’une manière claire et précise. Les concepts de stabilité externe (resp. interne) pour les sys-
tèmes linéaires invariants dans le temps ont été d’abord présentés à partir de leurs réponse im-
pulsionnelle (resp. matrices de transition) avec un focus sur la vraisemblance (resp. la nuance)
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entre la stabilité externe (rep. interne) et la stabilitéEBSB. Les résultats usuels de stabilité
externe (resp interne) à partir de la configuration des pôles(resp. des modes) du système ont
été alors obtenus d’une manière naturelle et rigoureuse. Leconcept de stabilité au sens de
Lyapunov a été ensuite présenté d’une manière concise et utilisé pour conforter la stabilité des
systèmes linéaires invariants dans le temps par un critère algébrique efficace et un aperçu sur
des procedures de majoration et de comparaison usuelles. Lastabilité uniforme des systèmes
linéaires variants dans le temps a été enfin étudiée à partir de leurs réponse impulsionnelle
et matrice de transition. Cette étude a été confortée par desrésultats fondamentaux sur les
nuances entre les concepts de stabilité et leur éventuelle vraisemblance. L’approche de stabilité
au sens deLyapunov sera utilisée pour l’analyse de stabilité des systèmes de commande et de
convergence des algorithmes d’estimation paramétrique. Un panorama sur le concept de pas-
sivité a été réalisé pour une meilleur perception des systèmes positifs avec des interprétations
physiques pertinentes de la passivité.

4.6 Problèmes

On propose une série de problèmes pour une évaluation des connaissances acquises tout au
long de ce panorama sur la stabilité des systèmes linéaires.

Problème 4.1Considérons un système décrit la fonction de transfert

G(s) = s (s2 + ω2)

(s+ α1) (s+ α2) (s2 + 2ζωs+ ω2)

où (α1, α2) ∈ R2, 0 < ζ < 1 etω > 0.

1) Donner la configuration pôles-zéros du système et étudier sastabilité en fonction des
scalairesα1 et α2 comme l’indique le tableau suivant. On utilisera les acronymesSA,
MS etIS pour désigner respectivement que le système est stable, marginalement stable
et instable.

α2 > 0 α2 = 0 α2 < 0

α1 > 0
α1 = 0
α1 < 0

2) Préciser la classe des entrées asymptotiquement rejetées dans le cas où le système est
stable.

Problème 4.2Considérons la classe des systèmes décrite par la réalisation d’état

F =

(

f1 0
0 f2

)

, G =

(

g1
g2

)

et H =
(

h1 h2
)

oùf1, f2, g1, g2, h1 eth2 sont des scalaires qui représentent les paramètres du système. Donner
les expressions des trajectoires d’état et de sortie du système et étudier la stabilité interne du
système en fonction de ses paramètres.
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Problème 4.3On se propose de mettre en exergue les propriétés usuelles d’une matrice sy-
métrique définie positive, i.e.Rn×n ∋ A = AT > 0. Pour ce faire, on suggère de procéder
progressivement comme suit.

1) Montrer que les valeurs propres d’une matrice symétrique définie positive sont toutes
réelles et positives, i.e.λ (A) > 0 pour tout i ∈ [1, n]. Et en déduire ce qui se passe dans
le cas d’une matrice définie non négative, i.e.A = AT ≥ 0

2) Montrer que toute paire de vecteurs propres associés à une paire de valeurs propres dis-
tinctes sont orthogonaux.

3) Montrer que la propriété suivante est satisfaite pour tout vecteurx ∈ Rn.

λmin (A)x
Tx ≤ xTAx ≤ λmax (A) x

Tx

Et en déduire ce qui se passe dans le cas d’une matrice définie non négative, i.e.A =
AT ≥ 0

Problème 4.4Etudier la stabilité des systèmes autonomes linéaires invariants dans le temps
décrits par l’équation (4.13) en supposant que la matrice d’étatF est diagonalisable.

Problème 4.5Considérons la classe des systèmes décrits par une réalisation d’état minimale
(F,G,H). Montrer que la propriété suivante est vraie

lim
t→∞

HeFtG = 0 =⇒ lim
t→∞

HF ieFtGF jG = 0 pour tout (i, j) ∈ [1, n]× [1, n]

Problème 4.6Etablir une preuve du résultat de stabilité 4.2 dans le cas des systèmes multiva-
riables en utilisant le résultat A.11 sur la décomposition spectrale d’une matrice.

Problème 4.7Montrer que les concepts de stabilité asymptotique et exponentielle des systèmes
linéaires sont équivalents.

Problème 4.8Déterminer les modes et la matrice de transition de la classedes systèmes li-
néaires variants dans le temps caractérisés par une matriced’état donnée par

F (t) =

(

γcos2 (ωt)− 1 −γsin (ωt) cos (ωt) + 1
−γsin (ωt) cos (ωt)− 1 γsin2 (ωt)− 1

)

Problème 4.9Considérons le système autonome (4.26) et posons

µmax(t)
∆
=

1

2
λmax

(

F (t) + F T (t)
)

et µmin(t)
∆
=

1

2
λmin

(

F (t) + F T (t)
)

Montrer que les trajectoires d’état du système vérifient la propriétés suivante pour un instant
initial et un état initial arbitraires.

‖xo‖e
∫ t
to

µmin(τ)dτ ≤ ‖x(t)‖ ≤ ‖xo‖e
∫ t
to

µmax(τ)dτ pour tout t ≥ to
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Problème 4.10SoitV : Rn −→ R+ une fonction définie positive telle queρV = µV avec µ ∈
R. Montrer que le système est exponentielle ment stable pourvu queµ < 0.

Problème 4.11On se propose d’étudier la stabilité des trois systèmes dynamiques suivants se-
lon la méthode deLyapunov.

S1. Un système linéaire invariant dans le temps de second ordre décrit par

SALIT
{

ρx(t) = Fx(t) avec x(0) = xo

avec

F =

(

−α β
−β −α

)

On confortera le résultat à partir des résultats usuels sur la stabilité des systèmes li-
néaires invariants dans le temps.

S2. Un système autonome variant dans le temps décrit par

SALVT
{

ρ

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

−1 f(t)
0 −2

)(

x1(t)
x2(t)

)

lorsque la fonctionf est continue. On étudiera plus particulièrement les cas où la fonction
f est définie par

f(t) = eαt et f(t) = sin(ωt)

S3. Le système masse-ressort-amortisseur de la figure 4.4 où le chariot est abandonné à lui
même après avoir été soumis à l’action d’une forcef(t). On supposera que les forces de
rappel du ressort et de frottement de l’amortisseur sont respectivement données par les
fonctions non linéaires suivantes

ϕr(y(t)) =
(

α + β (y(t))2
)

y(t) et ϕf(ρy(t)) = γ | ρy(t) | ρy(t)

où y(t) désigne la position du centre de gravité du chariot par rapport à sa position
d’équilibre etα, β et γ sont les paramètres qui sont généralement déterminés à partir
d’un ensemble d’expériences appropriées effectuées par des mécaniciens.

RESSORT

AMORTISSEUR

CHARIOT

�
�� �
��
-

f(t)

FIGURE 4.4 – Système masse-ressort-amortisseur
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S4. L’asservissement non linéaire de la figure 4.5 où{y∗(t)} est une séquence de référence de
type échelon. L’élément non linéaire est un amplificateur dont la caractéristique statique
vérifie la propriété suivante

(

f(e) = 0 ⇐⇒ e = 0
)

et

(
∫ e

o

f(σ)dσ ≥ 0

)

1

s

1

τs
�
��f(.)�
��- - - -

6 6

±±y∗(t)
e(t) u(t) x2(t) x1(t)

y(t)--

FIGURE 4.5 – Asservissement non linéaire

Problème 4.12On se propose dans ce problème d’étudier un ensemble de questions vitales
pour une meilleur perception de la théorie des systèmes, en l’occurrence

Q1. Parmi l’infinité des lois de commande qui permettent de transférer un système d’un état
à un autre, quelle est celle qui réaliserait un tel transfertavec une énergie minimale ?

Q2. Comment quantifier l’information contenue dans le comportement d’entrée-sortie d’un
système sur son état ?

Q3. Comment caractériser les grammiens de commandabilité et d’observabilité ?

Q4. Que représentent les grammiens d’observabilité et de commandabilité dans le cas des
systèmes asymptotiquement stables ?

Pour mieux appréhender toutes ces questions fondamentales, on suggère de procéder progres-
sivement en considérant la classe des systèmes linéaires invariants dans le temps décrits par
une réalisation d’état minimale(F,G,H,E) pour lesquels les grammiens de commandabilité
et d’observabilité du système sur l’intervalle de temps[to, tf ] sont respectivement définis par
les matrices

Wc(to, tf ) =

∫ tf

to

eF (tf−τ)GGT eF
T (tf−τ)dτ =

∫ tf

to

eF (t−to)GGT eF
T (t−to)dt

et

Wo(to, tf) =

∫ tf

to

eF
T (tf−τ)HTHeF (tf−τ)dτ =

∫ tf

to

eF
T (t−to)HTHeF (t−to)dt

On passe d’une intégrale à l’autre en effectuant le changement de variabletf + to − t = τ .
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1) Montrer que(F,G) est commandable si et seulement siWc(to, tf) est régulière. On véri-
fiera pour ce faire que la loi de commande

u(t) = GT eF
T (tf−t) (Wc(to, tf))

−1 (x(tf )− eF (tf−to)x(to)
)

permet de transférer l’état du système dex(to) à x(tf ).

2) Montrer que si le système est asymptotiquement stable, alors le grammien de commanda-
bilité admet une limite que l’on désignera parWc =

∫∞

o
eFτGGT eF

T τdτ .

3) Montrer que le grammien de commandabilité est la solution del’équation différentielle
deLyapunov donnée par

ρWc(to, t) = FWc(to, t) +Wc(to, t)F
T +GGT avec Wc(to, to) = 0

et en déduire que si le système est asymptotiquement stable,alors on a

FWc +WcF
T +GGT = 0

4) Montrer que(H,F ) est observable si et seulement siWo(to, tf) est régulière. On propo-
sera une méthode de détermination des conditions initialesd’un système à partir de son
comportment d’entrée-sortie.

5) Montrer que si le système est asymptotiquement stable, alors le grammien d’observabilité
admet une limite que l’on désignera parW0 =

∫∞

o
eF

T τHTHeFτdτ .

6) Montrer que l’énergie du comportement d’entrée-sortie du système définie par

E(to, tf ) =

∫ tf

to

yo(t)
Tyo(t)dt avec yo(t) = y(t)−

∫ tf

to

HeF (t−τ)Gu(τ)dτ

est donnée par

E(to, tf ) = x(to)
TWo(to, tf)x(to)

7) Montrer que le grammien d’observabilité est la solution de l’équation différentielle de
Lyapunov donnée par

ρWo(to, t) = F TWo(to, t) +Wc(to, t)F +HTH avec Wo(to, to) = 0

et en déduire que si le système est asymptotiquement stable,alors on a

F TWo +WoF +HTH = 0

8) Etudier les deux exemples suivants en guise d’illustration. Le premier concerne la charge
d’un condensateur décrite par

ρy(t) = − 1

RC
y(t) +

1

RC
u(t) avec y(0) = 0
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où R et C sont respectivement la résistance et la capacité du circuit, u(t) est la tension
appliquée aux bornes du circuit, qui est considérée comme l’entrée du système, ety(t)
désigne la tension aux bornes du condensateur qui est naturellement prise comme la va-
riable d’état du système. Quant au second exemple, il concerne l’accélération d’un engin,
dans un environnement sans frottement à partir d’une vitesse nulle, décrit par

m ρv(t) = f(t) avec v(0) = 0

où m est la masse de l’engin etv(t) et f(t) désignent la vitesse de l’engin et la force qui
lui est appliquée, elles désignent respectivement la sortie et l’entrée du système.

Problème 4.13Supposons que le système (4.26) est uniformément exponentiellemet stable et
qu’il existe un scalaire positif0 < µf < ∞ tel queF (t) ≤ µf pour tout t. Montrer que la
matrice

P (t) =

∫ ∞

t

ΦT (τ, t)Φ (τ, t) dτ

satisfait toutes les hypothèse du résultat 4.15.

Problème 4.14Considérons le système autonome (4.26) et supposons qu’il est uniformément
stable. Montrer que le système autonome perturbé décrit par

ρxδ (t) = (F (t) + ∆(t)) xδ (t)

est uniformément stable pourvu que la propriété suivante soit satisfaite

∃µδ ∈ (0,∞) /

∫ ∞

τ

‖∆(t)‖ dt ≤ µδ pour tout τ

Problème 4.15Considérons le système autonome (4.26) et supposons qu’il est uniformément
exponentiellement stable et qu’il existe un scalaire positif fini µf tel que‖F (t)‖ ≤ µf . Montrer
qu’il existe un scalaire positifµδ tel que le système autonome perturbé décrit par

ρxδ (t) = (F (t) + ∆(t)) xδ (t)

est uniformément exponentiellement stable si‖∆(t)‖ ≤ µδ pour tout t.

Problème 4.16Elaborer une preuve du résultat fondamental sur la factorisation spectrale de
Youla.

Problème 4.17Elaborer une preuve du résultat fondamental 4.16 sur la factorisation spectrale
deYoula.
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Problème 4.18Elaborer une preuve du résultat fondamental 4.26 sur le lemme réel positif des
systèmes dont tous les pôles sont simples et imaginaires.

Problème 4.19Considérons un système linéaire stable. On se propose de montrer que les pro-
priétés suivantes sont satisfaites pour tout système linéaire stable.

P1. Supposons que(F,G) est commandable, alors on a

Π (jω) ≥ 0 pour tout ω =⇒
(

−PF − F TP −PG+HT

−PG+HT E + ET

)

≥ 0

P2. Supposons queV (F ) ∈ Dsa, alors on a

Π (jω) ≥ 0 pour tout ω ⇐⇒ G (s) est PR

P3. Supposons que(F,G,H,E) est une réalisation d’état minimale, alors on a

Π (jω) ≥ 0 pour tout ω

m
(

−PF − F TP −PG+HT

−PG+HT E + ET

)

≥ 0 avec P = P T ≥ 0

où G (s) etΠ (s) désignent la fonction de transfert du système et la fonctionde dePopov qui
lui est associée, alors que(F,G,H,E) est une réalisation d’état du système.
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Chapitre 5

Observation et commande

L’observation et commande des systèmes constituent l’essence des prouesses réalisées dans
tous les domaine des sciences et technologiques de l’information et des communications. La
motivation de ce chapitre est une présentation compréhensible des concepts d’observation avec
injection de sortie et de commande avec retour d’état pour les systèmes linéaires en occultant
toutes les imperfections dues aux perturbations, aux bruits de mesure et aux erreurs de modéli-
sation, soit

SYS
{

ρx(t) = Fx (t) +Gu (t)

y (t) = Hx (t)
(5.1)

Le choix d’un contexte idéal, qui se distingue par une connaissance parfaite de la réalisation
d’état (F,G,H,E) du système et une absence des perturbations d’état et de bruits mesure,
est particulièrement motivé par des considérations purement pédagogiques. Cette présentation
sera faite progressivement en trois parties.

La première partie est consacrée auconcept de reconstruction d’étatd’un système à partir de
son comportement d’entrée-sortie en exploitant judicieusement le concept d’injection de sortie.
Une attention particulière est accordée aux invariants parune injection de sortie et à l’impor-
tante vitale des concepts d’observabilité et de détectabilité. Une interprétation polynomiale est
faite pour préciser la fonction de transfert d’un observateur et son processus d’innovation.

La seconde partie est réservée à lacommande avec retour d’étaten accordant une atten-
tion particulière aux invariants d’une rétroaction d’étatet l’importance vitale des concepts de
commandabilité et de stabilisabilité. Une interprétationpolynomiale est faite pour préciser les
performances en poursuite d’un système de commande avec retour d’état. Le calcul du gain de
commande avec retour d’état est effectué par une synthèse modale pour des considérations de
simplicité de spécification des performances. La dualité entre l’observation et la commande est
utilisée pour la synthèse des observateurs.

La troisième partie est dédiée à lacommande avec retour d’état incorporant un observa-
teur qui est au coeur de la commande avec retour de sortie dynamique. Une analyse du système
de commande résultant est effectuée pour mettre en évidencela légitimité du concept d’équi-
valence certitude selon lequel on peut remplacer l’état du système par son estimée si besoin
est. On montre qu’une loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur peut se
mettre sous la forme transfert usuelle des régulateurs. Cette interprétation polynomiale per-
met de caractériser la classe des régulateurs stabilisantsà partir d’un régulateur issu d’une
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rétroaction d’état basée sur un observateur avec un filtrageapproprié de son processus d’inno-
vation.

Ces trois parties permettent d’acquérir les bases fondamentales d’observation et de commande
des systèmes linéaires qui sont utilisés au quotidien pour résoudre de nombreux problèmes
des sciences pour l’ingénieur, en l’occurrence le calibrage des capteurs, le développement de
capteurs logiciels, la synthèse des filtres optimaux couramment utilisés pour le traitement des
signaux provenant de capteurs, les algorithmes de sûreté defonctionnement et enfin la synthèse
des asservissements. Quelques remarques sont données en guise de conclusion pour souligner
l’intérêt de l’approche d’état introduite parKalman : un pionnier de l’automatique moderne
([47], [49], [48], [50]). Des problèmes sont proposés pour mieux apprécier le potentiel des
concepts d’observation et de commande.

5.1 Observation des systèmes

Le problème d’observation consiste à reconstruire la trajectoire d’état d’un système à partir
de la connaissance de son comportement d’entrée-sortie comme l’indique la figure 5.1. Dans
le contexte idéal considéré, cette reconstruction peut être réalisée par un système dynamique
décrit par

RES
{

ρx̂ (t) = Fox̂ (t) +Gou (t) +Moy (t) (5.2)

où la matrice d’étatFo et les matrices d’entréeGo etMo sont déterminées de manière à assurer
une erreur d’observation asymptotiquement nulle, soit

lim
t←∞

x̃ (t) = 0 (5.3)

indépendamment des trajectoires d’entrée et d’état du système, i.e.{u (t)} et{x (t)}.

Et compte tenu des équations d’état du système 5.1 et du système dynamique 5.2, on peut en
déduire naturellement l’équation de l’erreur d’observation

ρx̃ (t) = Fox̃ (t) + (F −MoH − Fo) x (t) + (G−Go) u (t)

On peut alors postuler que la trajectoire d’état du système peut être reconstruite à partir de son
comportement d’entrée-sortie par le système dynamique 5.2pourvu que ses matrices d’état et
d’entrée vérifient la propriété suivante.

∃Mo ∈ R
n×p / V (F −MoH) ∈ Dsa, Fo = F −MoH et Go = G (5.4)

Et cette propriété permet de récrire le système dynamique (5.2) sous la forme d’une injection
de sortie qui constitue l’essence d’un observateur

OBS







ρx̂ (t) = (F −MH) x̂ (t) +Gu (t) +My (t)

ŷ (t) = Hx̂ (t)
(5.5)
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SYST EME

MODELE

OBSERAT EUR

?

- -

- �

?

u(t) y(t)

x̂(t)

FIGURE 5.1 – Observateur

On retrouve ainsi la structure usuelle d’un observateur quiconsiste en une recopie de l’équa-
tion du système modulo une correction à partir de l’erreur d’observation de sortie donnée par

OBS
{

ρx̂ (t) = F x̂ (t) +Gu (t) +M (y (t)− ŷ (t))

ŷ (t) = Hx̂ (t)
(5.6)

oùM ∈ R
n×p désigne le gain d’observation. Ceci nous amène naturellement au concept de

faisabilité d’un observateur que l’on peut exprimer comme suit.

La conception d’un observateur d’état est faisable si et seulement si on peut déterminer le gain
d’observation sous-jacent de manière à garantir sa stabilité asymptotique, soit

∃M ∈ R
n×p / V (F −MH) ∈ Dsa

La figure 5.2 est une description fonctionnelle de l’observateur (5.6) qui met en exergue la ré-
troaction intrinsèque au processus de reconstruction de l’état du système à partir de son com-
portement d’entrée-sortie pourvu que le gain d’observation ne soit pas nul. Cette rétroaction
est judicieusement exploitée pour garantir les performances admissible par rapport à la syn-
thèse adoptée, notamment une atténuation des perturbations et une insensibilité aux bruits de
mesure, avec une robustesse en stabilité par rapport aux erreurs de modélisation inéluctables.

Remarque 5.1Si le gain d’observation est nul, l’observateur est réduit àun simulateur du sys-
tème donné par

SIM
{

x̂ (t) = F x̂ (t) +Gu (t)

ŷ (t) = Hx̂ (t)
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et dont l’erreur d’observation correspondante est décritepar l’équation

x̃ (t) = F x̃ (t)

On peut alors postuler que la reconstruction de l’état peut être parfaitement réalisée avec la
dynamique du système si et seulement si le système est asymptotiquement stable, i.e.

lim
k−→∞

x̂ (t) = x (t) ⇐⇒ V (F ) ⊂ Dsa

Le simulateur est un observateur en boucle ouverte, comme lemontre la figure 5.3, que l’on ne
peut utiliser que pour les systèmes dont les modes sont situés dans le domaine de stabilité et de
performances considéré sans se soucier s’ils sont observables ou non. Ce type d’observateur
est utilisé dans la commande prédictive de Smith qui a été réhabilitée sous l’appellation de
commande avec modèle interne tout au long des deux dernièresdécennies ([66]).

��
��

M ��
�� 1

s

F

H- - -- - -

6

�

± +

u(t)

y(t) x̂(t) ŷ(t)

- G

?

6

FIGURE 5.2 – Observateur

Le résultat fondamental suivant donne une interprétation polynomiale adéquate des observa-
teurs d’état issus du concept d’injection de sortie.

Résultat 5.1L’observateur d’état décrit par les équations d’état et de sortie (5.5) peut être in-
terprété sous une forme transfert comme suit

FT OBS
{ (

X̂(s)

Ŷ (s)

)

=

(

Gux̂(s) Gyx̂(s)
Guŷ(s) Gyŷ(s)

)(

U(s)
Y (s)

)

(5.7)

oùGux̂(s), Gyx̂(s), Guŷ(s) etGyŷ(s) désignent des fonctions de transfert respectivement données
par

EFT OBS































Gux̂(s) = (sIn − F +MH)−1G

Gyx̂(s) = (sIn − F +MH)−1M

Guŷ(s) = H (sIn − F +MH)−1G

Gyŷ(s) = H (sIn − F +MH)−1M

(5.8)
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u(t) x̂(t)

x̂o
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ŷ(t)

FIGURE 5.3 – Simulateur

Par ailleurs, on a

Ŷ (s) = G(s) U(s) (5.9)

Preuve.Si l’on applique la transformée deLaplace aux équations d’état et de sortie (5.5), de
l’observateur d’état en supposant que les conditions initiales sont nulles, on obtient

OBS







sX̂(s) = (F −MH) X̂(s) +GU(s) +MY (s)

Ŷ (s) = HX̂(s)

On peut alors exprimer les équations d’état et de sortie de l’observateur comme suit

X̂(s) = (sIn − F +MH)−1GU(s) + (sIn − F +MH)−1MY (s)

et

Ŷ (s) = H (sIn − F +MH)−1GU(s) +H (sIn − F +MH)−1MY (s)

Et compte tenu des expressions (5.8) des fonctions de transfertGux̂(s), Gyx̂(s), Guŷ(s) etGyŷ(s),
on retrouve la fonction de transfert de l’observateur d’état (5.7).

Par ailleurs, si l’on utilise la fonction de transfert du système, on peut récrire l’équation de
sortie de l’observateur comme suit

Ŷ (s) = Ĝ(s)U(s)
avec

Ĝ(s) = H (sIn − F +MH)−1G+H (sIn − F +MH)−1M G(s) (5.10)

Et la fonction de transfert̂G(s) peut être simplifiée comme le montrent les simples manipula-
tions algébriques suivantes
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Ĝ(s) = H (sIn − F +MH)−1
(

G+MH (sIn − F )−1G
)

= H (sIn − F +MH)−1
(

In +MH (sIn − F )−1
)

G

= H (sIn − F +MH)−1 (sIn − F +MH) (sIn − F )−1G

= H (sIn − F )−1G

= G(s)

CQFD.

Remarque 5.2L’observateur réalise une estimation relativement insensible aux bruits de me-
sure inéluctables sur la sortie en procédant à un filtrage adéquat du comportement entrée-sortie
du système. Le qualificatif adéquat dépend essentiellementdes réponses harmoniques des fonc-
tions de transfert de l’observateur.

5.1.1 Propriétés fondamentales

Le résultat suivant donne les propriétés principales des observateurs issus d’une injection de
sortie indépendamment de la méthode de synthèse adoptée pour la détermination du gain d’ob-
servation.

Résultat 5.2L’observateur d’état décrit par les équations (5.5) se distingue par les six proprié-
tés fondamentales suivantes.

P1. L’observateur d’état est asymptotiquement stable si et seulement si le gain d’observation
M ∈ Rn×p vérifie la propriété suivante

(

V (F −MH) ⊂ Dsa

)

⇐⇒
(

det (sIn − F +MH) = 0 =⇒ ℜ (s) < 0
)

(5.11)

P2. Le polynôme caractéristique de l’observateur d’état est relié au polynôme caractéristique
du système sous jacent comme suit

RPC
{

Pcobs(s)

A(s)
∆
=

det(sIn − F +MH)

det(sIn − F )
= det

(

Ip +H (sIn − F )−1M
)

(5.12)

P3. Les fonctions de transfertGuŷ(s) etGyŷ(s) de l’observateur d’état peuvent être factorisées
comme suit

Guŷ(s) = F(s)G(s) et Gyŷ(s) = F(s)Gos(s) (5.13)

oùF(s) etGos(s) désignent un filtre bicausal et la fonction de transfert de l’observateur
lorsqu’on ouvre la boucle en sortie respectivement donnéespar

F(s) = Ip −H (sIn − F +MH)−1M et Gos(s) = H (sIn − F )−1M (5.14)
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P4. L’observabilité est un invariant par injection de sortie : un observateur d’état est obser-
vable si et seulement si le système qui lui est associé est observable.

P5. Les modes non observables du système sont invariants par injection de sortie : tout mode
non observable du système est un mode non observable de l’observateur d’état corres-
pondant.

Preuve.Notons d’abord que la propriétéP1 découle naturellement de résultat 4.2 de stabilité
asymptotique.

La propriétéP2 est issue des manipulations algébriques suivantes

det (sIn − F +MH) = det
(

(sIn − F )
(

In + (sIn − F )−1MH
))

= det (sIn − F ) det
(

In + (sIn − F )−1MH
)

= det (sIn − F ) det
(

Ip +H (sIn − F )−1M
)

La dernière opération est effectuée à la lumière du résultatA.3. On retrouve ainsi la relation
(5.12) de passage du polynôme caractéristique du système aupolynôme caractéristique de l’ob-
servateur sous-jacent.

La propriétéP3 est le fruit d’un ensemble de manipulations algébriques surles fonctions de
transfertGuŷ(s) etGyŷ(s) de l’observateur d’état que l’on peut factoriser comme suiten utili-
sant les résultats A.5 et A.6.

Guŷ(s) = H (sIn − F +MH)−1G

= H
(

(sIn − F )
(

In + (sIn − F )−1MH
))−1

G

=
(

Ip +H (sIn − F )−1M
)−1

H (sIn − F )−1G

=
(

Ip −H (sIn − F +MH)−1M
)

H (sIn − F )−1G

= F (z)G (z) (5.15)

Gyŷ(s) = H (sIn − F +MH)−1M

= H
(

(sIn − F )
(

In + (sIn − F )−1MH
))−1

M

=
(

Ip +H (sIn − F )−1M
)−1

H (sIn − F )−1M

=
(

Ip −H (sIn − F +MH)−1M
)

H (sIn − F )−1M

= F (s)Go (s) (5.16)

La propriétéP4 est naturellement obtenue à partir de la relation entre les matrices d’observa-
bilité du système et de l’observateur d’état correspondant, soit

Mo (H,F ) = T (F,H,M) Mo (H,F −MH)

avec
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T (F,H,M) =























Ip 0p . . . . . . . . . 0p

HM Ip 0p . . . . . .
...

HFM HM Ip 0p . . .
...

... HFM HM Ip 0p
...

... HFM HM Ip 0p
HF n−2M · · · · · · HFM HM Ip























Et comme la matriceT (F,H,M) ∈ Rnp×np est régulière, on peut postuler que la matrice d’ob-
servabilité de l’observateur d’état est de rang plein si et seulement si la matrice d’observa-bilité
du système est de rang plein.

Quant à la propriétéP5, elle peut être établie d’une manière élégante à partir de ladécompo-
sition selon l’observabilité, soit

SYSDO























ρ

(

xo (t)
xō (t)

)

=

(

Fo 0
Foō Fō

)(

xo (t)
xō (t)

)

+

(

Go

Gō

)

u (t)

y (t) =
(

Ho 0
)

(

xo (t)
xō (t)

)

où xo (t) ∈ Rno et xō (t) ∈ Rnō correspondent respectivement aux modes observables, i.e.la
paire (Ho, Fo) est observable, et aux modes non observables. En effet, l’observateur d’état as-
socié peut se mettre sous la forme

OBS



















ρ

(

x̂o (t)
x̂ō (t)

)

=

(

Fo 0
Foō Fō

)(

x̂o (t)
x̂ō (t)

)

+

(

Go

Gō

)

u (t) +

(

Mo

Mō

)

(y (t)− ŷ (t))

ŷ (t) =
(

Ho 0
)

(

x̂o (t)
x̂ō (t)

)

ou d’une manière équivalente

OBS



















ρ

(

x̃o (t)
x̃ō (t)

)

=

(

Fo −MoHo 0
Foō −MōHo Fō

)(

x̃o (t)
x̃ō (t)

)

+

(

Go

Gō

)

u (t) +

(

Mo

Mō

)

y (t)

ỹ (t) =
(

Ho 0
)

(

x̃o (t)
x̃ō (t)

)

Et compte tenu de l’invariance du polynôme caractéristiquepar un changement de base, on a

Pcobs (s) = det (sIno
− Fo +MoHo) det (sInō

− Fō)

Les modes non observables du système sont bien invariants par injection de sortie. Et en vertu
de la propriétéP4, on peut postuler que la paire(Ho, Fo −MoHo) est observable puisque la
paire (Ho, Fo) est observable. L’observateur d’état est ainsi naturellement décomposé selon
l’observabilité. CQFD
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Remarque 5.3Bien que le résultat fondamental 5.2 concerne principalement les propriétés
structurelles de l’observateur d’état par rapport à cellesdu système sous-jacent, les propriétés
P2 etP5 peuvent être utilisées pour la synthèse. La propriétéP2 est la pierre angulaire d’une
méthode de synthèse modale. Quant à la propriétéP5, elle permet d’introduire naturellement
le concept de détectabilité des systèmes en vertu du fait quele polynôme caractéristique est
invariant par changement de base.

5.1.2 Synthèse modale

Comme les performances dynamiques d’un observateur dépendent essentiellement de la confi-
guration de ses modes et compte tenu de la propriétéP5, on peut postuler que le polynôme
caractéristique d’un observateur d’état peut être toujours décomposé comme suit

Mcobs(s)
∆
= det

(

sIn − F +MH
)

=Mo(s)Mō(s)

avec

Mo(s) =

nmo
∏

i=1

(s− µoi) et Mō(s) =

nmō
∏

j=1

(s− µōj)

oùMo(s) (resp.Mō(s)) désigne le polynôme de modes issus de la synthèse considérée (resp. le
polynôme des modes non observables qui sont invariants par injection de sortie) de degré égal
au nombre des modes observablesnmo (resp. des modes non observablesnmō). Il apparaît
alors clairement que si les modes non observables ne sont pasasymptotiquement stables, alors
l’observateur d’état sous-jacent n’est pas asymptotiquement stable. Ceci nous amène naturel-
lement au postulat suivant

Si un système admet un mode non observable qui n’est pas situédans la domaine de stabilité
asymptotiqueDsa (resp. dans le domaine de stabilité et de performancesDsp), alors l’observa-
teur d’état sous-jacent n’est pas asymptotiquement stable(resp. ne réalise pas les performances
dynamiques requises).

Ce postulat est conforté par deux résultats fondamentaux. Le premier résultat montre que
la propriété d’observabilité d’un système garantit la possibilité d’assigner arbitrairement les
modes de l’observateur d’état.

Résultat 5.3Soient(H,F ) une paire observable d’ordren etMo(s) ∈ Rn[s] un polynôme nor-
malisé arbitraire de degrén. Alors l’équation algébrique

det
(

sIn − F +MH
)

=Mo(s)
∆
= sn +

n
∑

i=1

γis
n−i (5.17)

admet une solutionM ∈ Rn×p et cette solution est unique dans le cas d’un système mono sortie.

La preuve sera particulièrement faite dans le cas des systèmes ayant une seule sortie en utili-
sant la propriétéP2 que l’on peut récrire comme suit

Pcobs(s)− Pcsys(s) = HAdj (sIn − F )M
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Et compte tenu de la synthèse modale considérée, on peut exprimer la relation entre les poly-
nômes caractéristiques du système et de l’observateur sous-jacent comme suit

Mcobs(s)−Aσ(s) = HAdj (sIn − F )M avec Aσ(s)
∆
= sn + a1s

n−1 + . . .+ an−1s+ an

Et en vertu et du résultat A.14 , on aura

Adj (sIn − F ) =
n
∑

k=1

Aks
n−k avec Ak =

k−1
∑

i=o

aiF
k−i−1

ou d’une manière équivalente

γ1 − a1 = HM

γ2 − a2 = HFM + a1HH

γi − ai = HF i−1M + a1HF
i−2M + . . .+ ai−2KFG+ ai−1KG

γn − an = KF n−1G+ a1HF
n−2M + a2HF

n−3M + . . .+ an−2HFM + an−1KG

que l’on peut récrire sous la forme du système d’équations linéaires

Tσ Mo (H,F ) M = Cγ − Ca

avec

Cγ =











γ1
γ2
...
γn











, Ca =











a1
a2
...
an











et Tσ =











1
a1 1
...

. . . . . .
an−1 . . . a1 1











CommeTσ est une matrice deT oplitz qui est régulière pour toute matrice d’étatF , le calcul du
gain d’observation est possible si et seulement si la paire(H,F ) est observable, i.e. la matrice
d’observabilitéMo (H,F ) est régulière, soit

M = T −1σ M−1
c (H,F ) (Cγ − Ca)

CQFD.

Remarque 5.4Dans le cas des systèmes observables admettant plusieurs sorties, l’équation
algébrique (5.17) admet une infinité de solutions, en l’occurrence l’ensemble des matrices

M = Wf +MwWh

oùWf ∈ Rn×p etWh ∈ R1×p sont des matrices arbitraires etMw ∈ Rn×1 est la solution unique
de l’équation algébrique

det
(

sIn − (F −WfH) +Mw (WhH)
)

=Mo(s)
∆
= sn +

n
∑

i=1

γis
n−i
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qui n’est autre que l’équation d’une synthèse modale d’un observateur pour les systèmes ad-
mettant une seule sortie et dont les matrices d’état et de sortie sont respectivement données par
F −WfH ∈ Rn×n etWhH ∈ R1×n. L’unicité de la solution est une conséquence naturelle de
la propriété

(WhH,F −WfH) est observable⇐= (H,F ) est observable

que l’on peut établir aisément.

Quant au second résultat, il montre qu’un assignement arbitraire partiel des modes d’un obser-
vateur est faisable pour les système détectables.

Résultat 5.4Considérons un système décrit par une réalisation d’état détectable(F,G,H)
d’ordre n et soientMō(s) ∈ Rsa[s] le polynôme des modes non observables de degrénō et
Mo(s) ∈ Rsp[s] un polynôme normalisé arbitraire de degréno. Alors l’équation algébrique

det
(

sIn − F +MH
)

=Mo (s)Mō (s)

admet une solutionM ∈ R
n×p et cette solution est unique dans le cas d’un système mono sortie.

La preuve peut être aisément faite à titre d’exercice pour mieux apprécier l’invariance des
modes non observables par injection de sortie en vertu de la propriétéP5.

Remarque 5.5Les résultats 5.3 et 5.4 permettent de conforter le postulatdonné ci dessus
comme suit. Un assignement arbitraire des modes d’un observateur avec injection de sortie
n’est pas faisable pour les systèmes non observables. Néanmoins, on peut réaliser un assigne-
ment admissible modulo les modes non observables du systèmepourvu qu’ils soient situés dans
le domaine de stabilité et des performances.

5.1.3 Observateur d’ordre réduit

Le système dynamique (5.5) est un observateur d’état d’ordre plein dans la mesure ou il réalise
une estimation de toutes les variables d’état du système. Cetype d’observateur occulte le fait
que la mesure de la sortie est une mesure de l’état modulo le noyau de la matrice de sortie
puisque

y (t) = Hx (t) = H (x (t) + xo) pour tout xo ∈ N (H) (5.18)

On peut donc connaître l’état à partir des mesures disponibles pourvu que l’on puisse déter-
miner la part de l’état contenue dans le noyau de la matrice desortie. Et comme la dimension
maximale de l’image de la matrice de sortie estp, la dimension minimale du noyau de la ma-
trice de sortie estn − p. Il est donc possible de reconstruire l’état d’un système à partir des
mesures disponibles en utilisant on observateur d’ordre réduit, e.g.n − p ≤ nr < n. En effet,
considérons la classe des systèmes linéaires invariants décrits par les équations d’état et de
sortie
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SYS























ρ

(

x1 (t)
x2 (t)

)

=

(

F11 F12

F21 F22

)(

x1 (t)
x2 (t)

)

+

(

G1

G2

)

u (t)

y (t) =
(

H1 H2

)

(

x1 (t)
x2 (t)

)

(5.19)

Et supposons que le choix du nombre de sortie a été judicieusement effectué,rang (H) = p.
Alors il existe un changement de base

x (t) = T x̄ (t) avec T =

(

H
C

)−1
∆
=
(

T1 T2
)

(5.20)

oùC ∈ R
(n−p)×n est une matrice arbitraire telle que la matriceT soit régulière. On aura alors

TT−1 = T−1T =

(

HT1 HT2
CT1 CT2

)

=

(

Ip 0p×(n−p)
0(n−p)×p In−p

)

Les équations d’état et de sortie du système peuvent être alors exprimées dans la nouvelle base
comme suit

SYS























ρ

(

x̄1 (t)
x̄2 (t)

)

=

(

F̄11 F̄12

F̄21 F̄22

)(

x̄1 (t)
x̄2 (t)

)

+

(

Ḡ1

Ḡ2

)

u (t)

y (t) =
(

Ip 0p×(n−p)
)

(

x̄1 (t)
x̄2 (t)

)

= x̄1 (t)

(5.21)

Et compte tenu de l’équation de sortie du système, i.e.y (t) = x̄1 (t), on peut le récrire sous la
forme

SYS







ρy (t) = F̄11y (t) + F̄12x̄2 (t) + Ḡ1u (t)

ρx̄2 (t) = F̄21y (t) + F̄22x̄2 (t) + Ḡ2u (t)

ou d’une manière équivalente

MOR







ρx̄2 (t) = F̄22x̄2 (t) + u2 (t)

y2 (t) = F̄12x̄2 (t)
(5.22)

avec

u2 (t) = F̄21y (t) + Ḡ2u (t) (5.23)

y2 (t) = ρy (t)− F̄11y (t)− Ḡ1u (t) (5.24)

Et comme{u2(t)} ∈ Rn−p et{y2(t)} ∈ Rp sont des séquences que l’on peut déterminer à partir
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du comportement d’entrée-sortie du système à partir des expressions (5.23) et (5.24), la repré-
sentation d’état (5.22)-(5.24) peut être utilisée comme unmodèle d’observation qui permet de
reconstruire d’une manière consistante les variables d’état {x̄2(t)} à partir du comportement
d’entrée-sortie du système pourvu que la paire

(

F̄12, F̄22

)

soit observable. Or cette condition
est satisfaite si et seulement si le système est observable puisque

rang

(

sIn − F
H

)

= rang

(

sIn − F̄
H̄

)

pour tout s ∈ C

et

rang





sIn−p − F̄11 −F̄12

−F̄21 sIp − F̄22

Ip 0



 = n pour tout s ∈ C

⇐⇒

rang

(

sIn−p − F̄22

F̄12

)

= n− p pour tout s ∈ C

En effet, une telle reconstruction peut être réalisée en temps réel par l’observateur d’ordre ré-
duit donné par

OBSR
{

ρˆ̄x2 (t) =
(

F̄22 − M̄2F̄12

)

ˆ̄x2 (t) + M̄2y2 (t) + u2 (t) (5.25)

oùM̄2 désigne le gain d’observation que l’on peut déterminer de manière à assigner arbitraire-
ment les modes de l’observateur pourvu que le système soit observable. Et cette reconstruction
est bien consistante comme le montre l’équation d’erreur d’observation sous-jacente

ρ˜̄x2 (t) =
(

F̄22 − M̄2F̄12

)

˜̄x2 (t)

Cette équation conduit en effet naturellement à la propriété de précision suivante

V
(

F̄22 − M̄2F̄12

)

∈ Dsp =⇒ lim
t−→∞

x̃2 (t) = 0

Par ailleurs, l’observateur d’ordre réduit (5.25) n’est pas sous la forme filtre usuelle de l’obser-
vateur d’ordre plein puisque{ˆ̄x2(t)} dépend directement de{y (t)}. On peut toutefois le récrire
sous la forme

OBSR























ρẑ2 (t) =
(

F̄22 − M̄2F̄12

)

ẑ2 (t) +
(

Ḡ2 − M̄2Ḡ1

)

u (t)

+
(

F̄21 − M̄2F̄11 + F̄22M̄2 − M̄2F̄12M̄2

)

y (t)

ˆ̄x2 (t) = ẑ2 (t) + M̄2y (t)

(5.26)

qui permet de restaurer la forme filtre usuelle pour la génération de la séquence{ẑ2 (t)}.
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5.1.4 Observateurs deLuenberger

A la lumière de la présentation effectuée aux paragraphes précédents sur l’observation des sys-
tèmes, on peut conclure que l’estimation des variables d’état d’un système à partir des mesures
de ses variables d’entrée et de sortie est faisable pourvu qu’il soit détectable. Et compte tenu
d’une étude générale effectuée parLuenberger en la matière, cette estimation peut être réali-
sée par une classe de systèmes dynamiques, dits observateurs deLuenberger, dont la structure
générale est donnée par les équations

OL











ρẑ (t) = Foẑ (t) +Guu (t) +Gyy (t)

x̂ (t) =Wz ẑ (t) +Wyy (t) +Wuu (t)

(5.27)

où les matrices(Fo, Gu, Gy) et (Wz,Wy,Wu) sont déterminées de manière à réaliser une
convergence asymptotique de l’erreur d’observation d’état vers l’origine, soit

POL
{

lim
t−→∞

x̃ (t) = 0 (5.28)

indépendamment des conditions initiales et la nature de la séquence d’entrée{u (t)} ∈ Rm. Ce
fait est corroboré par le résultat suivant

Résultat 5.5La synthèse d’un observateur de la famille (5.27) est faisable si et seulement si le
système est détectable.

Preuve.La condition est bien suffisante comme l’indiquent les résultats qui ont été établis aussi
bien pour l’observateur d’ordre plein (5.5) que pour l’observateur d’ordre réduit (5.26). Pour
montrer que la condition est nécessaire, il suffit de montrerque si le système n’est pas détec-
table, alors la synthèse des observateursLuenberger n’est pas faisable. Pour ce faire, suppo-
sons que le système n’est pas détectable et désignons parEd̄ son sous-espace non détectable et
prenonsx(0) ∈ Ed̄, ẑ (0) = 0 etu(t) = 0 ∀t ≥ 0, alors les équations du système (5.1) et de la
famille des systèmes dynamiques (5.27) se réduisent comme suit

SOL



























ρx(t) = Fx (t)

ρẑ (t) = Foẑ (t) +GyHx (t)

x̂ (t) = Wz ẑ (t) +WyHx (t)

Et commex(0) ∈ Ed̄ ⊂ Eō, on aurax(t) ∈ Eō ∀t ≥ 0 et doncHx(t) = 0 ∀t ≥ 0. Cette propriété
permet de conclure que les trajectoires{x̂ (t)} et{ẑ (t)} sont identiquement nulles. Néanmoins,
il existex(0) ∈ Ed̄ tel que la trajectoire d’état{x(t)} n’est pas asymptotiquement nulle et donc
la condition requise pour un observateur n’est pas satisfaite par le système dynamique (5.27).

CQFD.

Les observateurs deLuenberger (5.27) peuvent être utilisés pour réaliser une estimation pré-
cise d’une combinaison linéaire des variables d’état d’un système définie parz (t) = Px (t),
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pour une matriceP ∈ Rnr×n donnée, pourvu que les matricesFo, Gu et Gy vérifient les pro-
priétés suivantes

OLP







P1. Gu = PG et GyH = PF − FoP

P2. V (Fo) ⊂ Dsp

(5.29)

Pour ce faire, il suffit de procéder à une analyse de l’erreur d’observation correspondante dont
l’équation peut être obtenue à partir des simples manipulations algébriques suivantes

ρz̃ (t) = ρz (t)− ρẑ (t)

= Pρx(t)−
(

Foẑ (t) +Guu (t) +Gyy (t)
)

= PFx (t) + PGu (t)− Fo

(

Px (t)− z̃ (t)
)

−GyHx (t)−Guu (t)

= Foz̃ (t) +
(

PF − FoP −GyH
)

x (t) +
(

PG−Gu

)

u (t)

La propriétéP1 permet de récrire l’équation de l’erreur d’observation sous la forme simplifiée
et indépendante de la séquence d’entrée donnée par

ρz̃ (t) = Foz̃ (t)

La trajectoire de l’erreur d’observation est alors donnée par

z̃ (t) = eFot z̃(0)

Il apparaît clairement que la propriété de précision requise est alors réalisée indépendamment
des conditions initiales si et seulement si la propriétéP2 est vraie. La dynamique de l’erreur
d’observation est complètement caractérisée par le spectre de la matriceFo.

Par ailleurs, on peut réaliser une estimation précise de l’état du système à partir de deux com-
binaisons linéaires des sorties et de l’estimée de la combinaison linéaire des variables d’état
z (t) = Px (t), soit

ESE
{

x̂ (t) =Wz ẑ (t) +Wyy (t) (5.30)

oùWz ∈ Rn×nr etWy ∈ Rn×p sont telles que

WzP +WyH = In (5.31)

En effet, on a

x̂ (t) = Wz

(

Px (t)− z̃ (t)
)

+WyHx (t)

=
(

WzP +WyH
)

x (t)−Wz z̃ (t)

Et puisqueWzP +WyH = In, on obtient



200

x̂ (t) = x (t)−Wz z̃ (t)

et donc
lim

t−→∞
x̃ (t) = 0 puisque lim

t−→∞
z̃ (t) = 0

On distingue deux observateurs deLuenberger qui sont couramment utilisés dans la pratique
de l’observation des systèmes.

• Le premier est un observateur d’ordre plein qui consiste à observer n combinaisons li-
néaires indépendantes des variables d’état du système. Il est obtenu avec des matrices
Wz ∈ Rn×n etWy ∈ Rn×p telles que

Wz = P−1 et Wy = 0

• Le second est un observateur d’ordre minimal qui permet d’observern − p combinai-
sons linéaires indépendantes de la matrice de sortieH. Il est élaboré avec une matrice
P ∈ R(n−p)×n telle que

rang

(

P
H

)

= n

et une paire de matrices(Wz,Wy) donnée par

(

Wz Wy

)

=

(

P
H

)−1

5.1.5 Exemple d’application

Le diagramme fonctionnel de la figure 5.4 représente une antenne radar entraînée par un mo-
teur à courant continu. Les séquences{u(t)} et {y(t)} désignent respectivement la tension
d’induit et la mesure de la vitesse du radar alors que la séquence{v(t)} représente les per-
turbations dues à l’influence du vent sur le radar et que l’on peut modéliser par un échelon
d’amplitude inconnuev, i.e. ρv(t) = 0 avec v(0) = v. Les fonctions de transfertG1(s)
etG2(s) sont déterminées à partir d’une modélisation adéquate du système actionneur-antenne
radar-capteur correspondant en tenant compte de la nature des perturbations. On se propose de
montrer que l’on peut réaliser une estimation consistante des perturbations à partir du compor-
tement d’entrée-sortie du système dans le cas où les fonctions de transfert sont respectivement
données par

G1(s) =
α

s+ α
et G2(s) =

β

s+ β

Cette estimation peut être réalisée à partir d’une représentation d’état du système, notamment
celle que l’on peut obtenir aisément à partir des sorties dessous-systèmes.

ρx1(t) = −αx1(t) + αu(t)

ρx2(t) = −βx2(t) + β (x1(t) + v(t))
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G1(s) j G2(s)- -?

v(t)

- - y(t)u(t) +

FIGURE 5.4 – Entraînement d’une antenne radar

y(t) = x2(t)

et du modèle générateur des perturbations

ρv(t) = 0

soit

AR
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t) + Γv(t)

y(t) = Hx(t)

avec

x(t) =





x1(t)
x2(t)
v(t)





F =





−α 0 0
β −β β
0 0 0



 , G =





α
0
0



 et Hσ =
(

0 1 0
)

Et comme la réalisation d’état(F,G,H) est observable, on proposer un observateur asympto-
tique pour réaliser une estimation consistante conjointe des variables d’état du système et des
perturbations avec une dynamique arbitraire caractériséepar trois modes(µ1, µ2, µ3) ∈ D3

sp .
Un tel observateur est donné

OBSA
{

x̂ (t) = (F −MH) x̂(t) +Gu(t) +My(t)

avec

det (sI3 − F +MH) =
3
∏

i=1

(s− µi)

soit

det





s+ α m1 0
−β s+ β +m2 −β
0 m3 s





=

s3 + (m2 + α + β) s2 + (βm1 + αm2 + βm3 + αβ) s+ αβm3

=

s3 + (µ1 + µ2 + µ3) γ1s
2 + (µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3) s + µ1µ2µ3
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Les composantes du gain d’observation sont alors respectivement données par

m1 = µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3 + α (α− µ1 − µ2 − µ3) +
µ1µ2µ3

α

m2 = µ1 + µ2 + µ3 − α− β

m3 =
µ1µ2µ3

αβ

5.2 Commande avec retour d’état

La commande avec retour d’état est issue d’une interprétation naturelle des variables d’état
d’un système, en l’occurrence une mémoire minimale du système à partir de laquelle on peut
prédire son comportement futur. Cette capacité de prédiction permet de traiter les problèmes
usuels de la commande des systèmes, notamment la stabilisation, la régulation et la poursuite
de trajectoires.

La figure 5.5 montre un système de commande avec retour d’étatusuel. On distingue le sys-
tème dont le comportement entrée-sortie est supposé être décrit par les équations d’état et de
sortie (5.1) et la loi de commande avec retour d’état

CRE
{

u (t) = −Kx (t) + ur (t) (5.32)

où K ∈ Rm×n désigne le gain de retour d’état et{ur (t)} ∈ Rm désigne une séquence de
référence pour la commande.

SYST EME -
u(t) y(t)

x(t)

K �

n -

6

-
ur(t)

±

FIGURE 5.5 – Système de commande avec retour d’état

Remarque 5.6La séquence{ur (t)} ∈ Rm peut être générée à partir de la séquence de réfé-
rence{y∗ (t)} ∈ Rp que l’on désire faire poursuivre à la sortie du système modulo une multi-
plication par un gain de dimension approprié, i.e.

ur (t) = Γy∗ (t) (5.33)

oùΓ ∈ R
m×p est un gain particulièrement motivé par des considérationsde précision, i.e. une

erreur statique nulle.
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La description du système de commande est obtenue en éliminant le signal de commande entre
l’équation d’état du système (5.1) et celle de la loi de commande (5.32). On aura alors

SCRE



















ρx(t) = (F −GK)x (t) +Gur (t)

y (t) = Hx (t)

u (t) = −Kx (t) + ur (t)

(5.34)

Et en appliquant la transformée deLaplace aux équations d’état et de sortie du système de
commande avec retour d’état (5.34) ainsi que celle de la loi de commande avec retour d’état
(5.32), tout en supposant que les conditions initiales sontnulles, on peut déterminer aisément
la fonction de transfert du système de commande avec retour d’état.

SCRE











Y (s)

U(s)



 =





H (sIn − F +GK)−1G

(

Im −K (sIn − F +GK)−1G
)



 Ur(s) (5.35)

Le système de commande avec retour d’étatGscre : ur (t) −→
(

y (t)
u (t)

)

peut être alors

décrit par

Gscre (s) =





F −GK G
H 0p×m
−K Im



 (5.36)

5.2.1 Propriétés fondamentales

Le résultat suivant donne les propriétés principales de la commande avec retour d’état indépend-
amment de la méthode de synthèse adoptée pour la détermination du gain de commande avec
retour d’état.

Résultat 5.6Le système de commande avec retour d’état décrit par les équations (5.34) ou
(5.35) se distingue par les six propriétés fondamentales suivantes.

P1. Le système de commande avec retour d’état (5.34) est asymptotiquement stable si et seule-
ment si le gainK ∈ Rm×n vérifie la propriété suivante

(

V (F −GK) ⊂ Dsa

)

⇐⇒
(

det (sIn − F +GK) = 0 =⇒ | z |< 1
)

(5.37)

P2. Le polynôme caractéristique du système de commande avec retour d’état est relié au po-
lynôme caractéristique du système sous jacent comme suit

RPC
{

Pccre(s)

Aσ(s)
∆
=

det(sIn − F +GK)

det(sIn − F )
= det

(

Im +K (sIn − F )−1G
)

(5.38)
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P3. Le retour d’état statique peut être interprété comme un précompensateur bicausal, soit

IREPB
{

Gc(s) = G(s)C(s) (5.39)

avec

C(s) =
(

Im −K (sIn − F +GK)−1G
)

=
(

Im +K (sIn − F )−1G
)−1

(5.40)

P4. Les zéros du système sont invariants par retour d’état : toutzéro du système est un zéro
du système de commande avec retour d’état sous-jacent.

P5. La commandabilité est un invariant par retour d’état : un système de commande avec
retour d’état est commandable si et seulement si le système qui lui est associé est com-
mandable.

P6. Les modes non commandables du système sont invariants par retour d’état : tout mode
non commandable du système est un mode non commandable du système de commande
avec retour d’état correspondant.

Preuve.Notons d’abord que la propriétéP1 découle naturellement de résultat 4.2 de stabilité
asymptotique.

La propriétéP2 est issue des manipulations algébriques suivantes

det (sIn − F +GK) = det
(

(sIn − F )
(

In + (sIn − F )−1GK
))

= det (sIn − F ) det
(

In + (sIn − F )−1GK
)

= det (sIn − F ) det
(

Im +K (sIn − F )−1G
)

La dernière opération est effectuée à la lumière du résultatA.3. On retrouve ainsi la relation
(5.37) de passage du polynôme caractéristique du système aupolynôme caractéristique du sys-
tème de commande sous-jacent.

La propriétéP3 est le fruit d’un ensemble de manipulations algébriques surla fonction de
transfert du système de commande, soitGc(s) = H (sIn − F +GK)−1G. En effet, on a

Gc(s) = H (sIn − F +GK)−1G

= H
(

(sIn − F )
(

In + (sIn − F )−1GK
)−1
)

G

= H
(

In + (sIn − F )−1GK
)−1

(sIn − F )−1G

= H (sIn − F )−1G
(

Im +K (sIn − F )−1G
)−1

= H (sIn − F )−1G
(

Im −K (sIn − F +GK)−1G
)

Les deux dernières opérations ont été respectivement effectuées en vertu des résultats A.5 et
A.6. On retrouve bien la propriétésP3 compte tenu des expressions de la fonction de transfert
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du système de commande avec retour d’étatGscre(s) et du compensateurC(s).

La propriétéP4 peut aisément établie en remarquant que la matrice système du système de
commande avec retour d’état peut être décomposée comme suit

(

sIn − F +GK −G
H 0p×m

)

=

(

sIn − F −G
H 0p×m

)(

In 0n×m
−K Im

)

(5.41)

Et comme la matrice

(

In 0n×m
−K Im

)

est de rang plein, on aura

Rang

(

sIn − F +GK −G
H 0p×m

)

= Rang

(

sIn − F −G
H 0p×m

)

∀ s ∈ C (5.42)

Et compte tenu du résultat 3.28, on peut postuler que les zéros du système sont des zéros du
système de commande avec retour d’état pourvu que les configurations des zéros du système
et des pôles du système de commande avec retour d’état soientdisjointes ; i.e.CZ (G(s)) ∩
CZ (Gscre(s)) = ∅.

La propriétéP5 est naturellement obtenue à partir de la relation entre les matrices de com-
mandabilité du système et du système de commande avec retourd’état correspondant, soit

Mc (F,G) = Mc (F −GK,G) T (F,G,K)

avec

T (F,G,K) =























Im KG KFG . . . . . . KF n−2G

0 Im KG KFG . . .
...

... 0 Im KG KFG
...

...
. . . 0

. .. . . .
...

...
. . . 0 Im KG

0 · · · · · · 0 0 Im























En effet, la matrice de commandabilté du système de commandeavec retour d’état est de rang
plein si et seulement si la matrice de commandabilté du système est de rang plein puisque
T (F,G,K) est une matrice carrée inversible.

Pour la propriétéP6, elle peut être établie d’une manière élégante à partir de ladécompo-
sition selon la commandabilité, en vertu du résultat 3.8, soit

DSC























ρ

(

xc (t)
xc̄ (t)

)

=

(

Fc Fc̄c

0 Fc̄

)(

xc (t)
xc̄ (t)

)

+

(

Gc

0

)

u (t)

y (t) =
(

Hc Hc̄

)

(

xc (t)
xc̄ (t)

)

où xc (t) ∈ Rnc et xc̄ (t) ∈ Rnc̄ correspondent respectivement à la partie commandable et la
partie non commandable. En effet, le système de commande avec retour d’état associé est décrit
par
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SCRE



















(

xc (t)
xc̄ (t)

)

=

(

Fc −GcKc Fc̄c −GcKc̄

0 Fc̄

)(

xc (t)
xc̄ (t)

)

+

(

Gc

0

)

ur (t)

y (t) =
(

Hc Hc̄

)

(

xc (t)
xc̄ (t)

)

Et compte tenu de l’invariance du polynôme caractéristiquepar changement de base, on a

Pscre (s) = det (sInc
− Fc +GcKc) det (sInc̄

− Fc̄)

Les modes non commandables du système sont bien invariants par retour d’état. Et en vertu de
la propriétéP5, on peut postuler que la paire(Fc −GcKc, Gc) est commandable puisque la
paire (Fc, Gc) est commandable. Le système de commande avec retour d’état est ainsi naturel-
lement décomposé selon la commandabilité. CQFD

Les remarques suivantes permettent de mieux apprécier le concept de commande avec retour
d’état à partir d’une lecture ingénieur de ses propriétés fondamentales.

Remarque 5.7Si le système peut exhiber une dynamique relativement lenteet/ou des modes
oscillatoires, le comportement d’un système de commande doit être relativement rapide et bien
amorti. On est ainsi amené à définir un domaine de stabilité etde performances en fonction des
performances dynamiques requises, notamment des modes dominants relativement rapides par
rapport aux modes du système avec un amortissement raisonnable, i.e.Dsp ⊂ Dsa.

Remarque 5.8Les propriétésP2 et P3 permettent de montrer que les zéros du système sont
des zéros du système de commande avec retour d’état pourvu qu’ils ne figurent pas dans sa
configuration modale, i.e.CZ (G(s)) ∩ CM (Gscre(s)) = ∅. On retrouve naturellement la pro-
priétéP4 que l’on peut conforter dans le cas des systèmes ayant autantd’entrées que de sorties
en vertu de la propriétéP2. En effet, on aura

det (Gscre(s)) = det (G(s)) det (C(s)) = Bσ(s)

Aσ(s)

Aσ(s)

Pcscre(s)
=

Bσ(s)

Pcscre(s)

Remarque 5.9Bien que le résultat fondamental 5.6 est principalement consacré aux propriétés
structurelles du système de commande avec retour d’état parrapport à celles du système, les
propriétésP2 etP6 peuvent être néanmoins utilisées pour la synthèse. La propriétéP2 est la
pierre angulaire de la méthode de synthèse modale qui a été présentée au paragraphe précé-
dent. Quant à la propriétéP6, elle permet d’introduire naturellement le concept de stabilisation
des systèmes en vertu du fait que le polynôme caractéristique est invariant par changement de
base. Ce fait permet de conclure que les modes non-commandables d’un système ne peuvent
être modifiés avec une commande avec retour d’état et doiventêtre donc asymptotiquement
stables. C’est le pourquoi du concept de stabilisabilité.

Remarque 5.10L’interprétation d’un système de commande avec retour d’état comme une cas-
cade composée du système et d’un précompensateur bicausal est un résultat remarquable de la
théorie des systèmes. Un effort de recherche considérable aété consacré à la réciproque de
ce résultat, notamment la caractérisation des précompensateurs bicausaux qui sont réalisables
par un retour d’état statique ([43], [44]).
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5.2.2 Synthèse modale

Comme les performances dynamiques d’un système dépendent essentiellement de la configura-
tion de ses modes et compte tenu de la propriétéP6, on peut postuler que le polynôme caracté-
ristique d’un système de commande avec retour d’état peut être toujours décomposé comme suit

Mscre(s)
∆
= det

(

sIn − F +GK
)

=Mc(s)Mc̄(s)

avec

Mc(s) =
nmc
∏

i=1

(s− µci) et Mc̄(s) =
nmc̄
∏

j=1

(s− µc̄j)

oùMc(s) (resp.Mc̄(s)) désigne le polynôme de modes issus de la synthèse considérée (resp. le
polynôme des modes non commandables qui sont invariants parretour d’état) de degré égal au
nombre des modes commandablesnc (resp. des modes non commandablesnc̄). Il apparaît alors
clairement que si les modes non commandables ne sont pas asymptotiquement stables, alors le
système de commande avec retour d’état sous-jacent n’est pas asymptotiquement stable. Ceci
nous amène naturellement au postulat suivant

Si un système admet un mode non commandable qui n’est pas situé dans la domaine de sta-
bilité asymptotiqueDsa (resp. dans le domaine de stabilité et de performancesDsp), alors le
système de commande avec retour d’état sous-jacent n’est pas asymptotiquement stable (resp.
ne réalise pas les performances dynamiques requises).

Ce postulat est conforté par deux résultats fondamentaux. Le premier résultat montre que la
propriété de commandabilité d’un système garantit la possibilité d’assigner arbitrairement les
modes d’un système de commande avec retour d’état.

Résultat 5.7Soient(F,G) une paire commandable d’ordren etM(s) ∈ Rn[s] un polynôme
normalisé arbitraire de degrén. Alors l’équation algébrique

det
(

sIn − F +GK
)

=Mc(s) pour tout s ∈ C (5.43)

admet une solutionK ∈ Rm×n et cette solution est unique dans le cas d’un système mono
entrée.

La preuve peut être effectuée en exploitant le résultat 5.3 sous la bénédiction de la dualité
entre l’observabilité et la commandabilité mais on adoptera une autre approche pour mieux
apprécier la synthèse modale. Et comme pour le résultat 5.3,la preuve sera particulièrement
faite dans le cas des systèmes monovariables pour des considérations purement pédagogiques.
Comme le polynôme caractéristique est un invariant par changement de base, la synthèse mo-
dale peut être effectuée dans une base où la détermination dugain du retour d’état est la plus
simple possible compte tenu des résultats disponibles, notamment le résultat 3.7 qui stipule
que si un système est commandable, alors il existe un changement de basex (t) = Txc (t) qui
permet d’exprimer la réalisation d’état du système sous uneforme canonique commandable
caractérisée par une paire(Fc, Gc) donnée par
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Fc =











−a1 −a2 . . . −an

In−1
...

0











et Gc =











1
0
...

0











Le système de commande avec retour d’état associé est décritpar la représentation d’état (5.34)
avec

Fc −GcKc =













−m1 − a1 m2 − a2 . . . −mn − an

0

In−1
...

0













et Kc =













kc1

kc2
...

kcn













L’équation algébrique (5.17) peut se récrire comme suit

det
(

sIn − Fc +GcKc

)

= sn +

n
∑

i=1

(kci + ai) s
n−i = sn +

n
∑

i=1

αis
n−i

Il apparaît alors clairement que l’on peut assigner arbitrairement les modes de l’observateur
d’état avec un gain d’observation donné par

kci = αi − ai pour tout i ∈ [1, n]

Et ainsi, on peut concevoir un système de commande avec retour d’état d’un système com-

mandable avec une dynamique arbitraire, i.e. caractériséepar Mc(s)
∆
= sn +

n
∑

i=1

αis
n−i, en

utilisant une commande avec retour d’état de gainK = KcT .
CQFD.

Remarque 5.11Dans le cas des systèmes commandables admettant plusieurs entrées, l’équa-
tion algébrique (5.43) admet une infinité de solutions, en l’occurrence l’ensemble des matrices

K = Wf +WgKw

où Wf ∈ Rm×n et Wg ∈ Rm×1 sont des matrices arbitraires etKw ∈ R1×n est la solution
unique de l’équation algébrique

det
(

sIn − (F −GWf) + (GWg)
)

Kw =Mc(s)

qui n’est autre que l’équation de synthèse modale d’un système de commande avec retour d’état
pour les systèmes admettant une seule entrée et dont les matrices d’état et de sortie sont res-
pectivement données parF − GWf ∈ R

n×n etGWg ∈ R
n×1. L’unicité de la solution est une

conséquence naturelle de la propriété

(F −GWf , GWg) est commandable⇐= (H,F ) est commandable

que l’on peut établir aisément.
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Quant au second résultat, il montre que la propriété de stabilisabilité est impérative pour la
stabilisation d’un système.

Résultat 5.8Si(F,G) est stabilisable, alors on peut toujours déterminer un gainde commande
avec retour d’état qui permet de stabiliser le système de commande avec retour d’état sous-
jacent, i.e.

∃K ∈ R
m×n / V (F −GK) ⊂ Dsp

La preuve peut être aisément faite en s’inspirant de la preuve de la propriétéP6. Elle peut être
faite à titre d’exercice pour mieux apprécier l’invariancedes modes non commandables.

L’assignement arbitraire des modes d’un système de commande avec retour d’état n’est pas
faisable pour les systèmes non commandables. Néanmoins, onpeut réaliser un assignement
admissible par rapport à la propriétéP6 comme le montre le résultat fondamental suivant

Résultat 5.9Considérons un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H) d’ordre n et
soientMc(s) ∈ Rsp[s] un polynôme normalisé arbitraire de degrénc etMc̄(s) ∈ Rsa[s] est le
polynôme des modes non commandables de degrénc̄. Alors l’équation algébrique

det
(

sIn − F +GK
)

=Mc (s)Mc̄ (s)

admet une solutionK ∈ Rm×n et cette solution est unique dans le cas d’un système mono
entrée.

5.2.3 Exemple d’application

On se propose de résoudre le problème de commande pour les systèmes dynamiques dont le
comportement d’entrée-sortie peut être décrit par l’équation différentielle

DINT
{

ρ2y(t) = u(t)

Un tel problème est au coeur des asservissements d’attituded’un satellite et des problèmes de
commande de robots. Le système est un double intégrateur dont la sortie et sa dérivée, que l’on
peut interpréter comme la position et la vitesse du système,peuvent être considérées comme des
variables d’état. En effet, on peut vérifier que le système peut être décrit par la représentation
suivante

DI







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

y(t) = Hx (t)

avec

x (t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

y(t)
ρy(t)

)

F =

(

0 1
0 0

)

, G =

(

0
1

)

et H =
(

1 0
)
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Supposons que toutes les variables d’état sont accessiblesà la mesure pour pouvoir réaliser la
commande avec retour d’état

CRE
{

u (t) = −Kx (t) + γy∗ (t)

alors on peut concevoir un système de commande avec retour d’état qui peut être décrit par la
réalisation d’état(F −GK, γG,H) ou la fonction de transfert

Gscre(s) = γ H (sI2 − F +GK)−1G = γ
Bσ(s)

Pccre(s)
avec

Pccre(s) = det (sI2 − F +GK)

Comme la paire(F,G) est commandable, il est possible de déterminer le gain de retour d’état
K =

(

k1 k2
)

qui permet d’affecter au système de commande avec retour d’état une dyna-
mique d’un système de second ordre d’amortissementζc et de pulsation propreωc. Il suffit de
résoudre, en le gain du retour d’état, l’équation caractéristique

det (sI2 − F + GK) = s2 + 2ζcωcs+ ω2
c

Et comme

det (sI2 − F +GK) = det

(

s −1
k1 s+ k2

)

= s2 + k2s+ k1

les composantes du gain du retour d’état qui permettent de réaliser les performances dyna-
miques considérées sont alors données par

k1 = ω2
c et k2 = 2ζcωc

Quant au gainγ, il est particulièrement introoduit pour conférer un gain statique unitaire à la
fonction de transfert du système de commande avec retour d’état, soit

Gscre(0) = γ
Bσ(0)

Pccre(0)
= 1 =⇒ γ =

Pccre(1)

Bσ(1)
= ω2

c

5.3 Commande avec retour de sortie

La commande avec retour de sortie est généralement réaliséeà partir d’une commande avec
retour d’état incorporant un observateur comme l’indique la figure 5.6. Elle constitue la plus
importante application de la commande avec retour d’état etde l’observation des systèmes.
La pierre angulaire de la commande avec retour d’état utilisant un observateur est le principe
d’équivalence certitude : l’observateur est considéré comme un capteur des variables d’état du
système dont la mesure est beaucoup plus une exception qu’une règle dans la pratique.

Dans ce qui suit, on donne une description des systèmes de commande avec retour d’état incor-
porant un observateur et une interprétation polynômiale dela loi de commande sous-jacente.
La description du système de commande permet d’étudier sa stabilité et ses performances. Ceci
nous amène au théorème de séparation et aux propriétés structurelles du système de commande
avec retour d’état incorporant un observateur. Quant à l’interprétation polynomiale de la loi
de commande avec retour d’état incorporant un observateur,elle permet de mettre en évidence
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FIGURE 5.6 – Système de commande avec retour d’état incorporant un observateur

la relation entre l’approche d’état et l’approche polynomiale. Ceci nous amène à la caractéri-
sation de la classe des régulateurs stabilisants.

5.3.1 Description du système de commande

La structure usuelle d’une loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur est
donnée par

CBO







ρx̂ (t) = (F −MH) x̂ (t) +Gu (t) +My (t)

u (t) = −Kx̂ (t) + ur (t)
(5.44)

oùK etM sont respectivement les gain de retour d’état et d’observation du système de com-
mande qui sont déterminés en fonction des performances requises, en l’occurrence

V (F −GK) ⊂ Dsp et V (F −MH) ⊂ Dsp

On notera que l’on peut spécifier arbitrairement les dynamiques du système de commande avec
retour d’état et de l’observateur pourvu que le système soitcommandable et observable.

Le système de commande avec retour d’état basé sur un observateur peut être obtenu en élimi-
nant directement la commande entre l’équation du système5.1 et celle de la loi de commande
avec retour d’état incorporant un observateur (5.44) commesuit

SCREO























ρ

(

x(t)
x̂ (t)

)

=

(

F −GK
MH F −GK −MH

)(

x (t)
x̂ (t)

)

+

(

G
G

)

ur (t)

y (t) =
(

H 0
)

(

x (t)
x̂ (t)

)

(5.45)

Remarque 5.12Cette réalisation d’état du système de commande n’est pas appropriée pour
étudier la stabilité et les performances du système de commande. En effet, on ne peut pas cal-
culer aisément son polynôme caractéristique comme le montrent les manipulations algébriques
suivantes utilisant principalement le résultat A.2.
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Pccreo(s) = det

(

sIn − F GK
−MH sIn − F + GK +MH

)

= det (sIn − F ) det
(

sIn − F + GK +MH +MH (sIn − F )−1GK
)

= det (sIn − F ) det
(

sIn − F + GK +MH
(

In + (sIn − F )−1GK
))

= det (sIn − F ) det
(

sIn − F + GK +MH (sIn − F )−1 (sIn − F +GK)
)

= det (sIn − F ) det
((

In +MH (sIn − F )−1
)

(sIn − F +GK)
)

= det (sIn − F ) det
(

(sIn − F +MH) (sIn − F )−1 (sIn − F +GK)
)

= det (sIn − F ) det (sIn − F +MH) det
(

(sIn − F )−1
)

det (sIn − F +GK)

= det (sIn − F +MH) det (sIn − F +GK)

= Pccre(s)Pcobs(s)

Et il en serait de même pour la simplification de la dynamique de poursuite nominale donnée
par

Y (s) =
(

H 0
)

(

sIn − F GK
−MH sIn − F +GK +MH

)−1(
G
G

)

Ur(s)

Le résultat fondamental suivant constitue la légitimité dela commande avec retour d’état in-
corporant un observateur : le théorème de séparation et le recouvrement de la dynamique de
poursuite du système de commande avec retour d’état sous-jacent.

Résultat 5.10Considérons le système de commande avec retour d’état utilisant un observateur
composé du système (5.1) en rétroaction avec le régulateur (5.45), alors on a deux propriétés
remarquables.

P1. Le polynôme caractéristique est égal au produit des polynômes caractéristique du sys-
tème de commande avec retour d’état et de l’observateur sous-jacents, i.e.

Pccreo(s) = det (sIn − F +GK) det (sIn − F +MH) = Pccre(s)Pcobs(s)

P2. La dynamique de poursuite est la même que celle du système de commande avec retour
d’état sous-jacent, i.e.

Y (s) = Gscreo(s) Ur(s) avec Gscreo(s) = Gscre(s) = H (sIn − F +GK)−1G

Preuve.Notons d’abord que la système de commande peut être décrit par une réalisation d’état
associée au vecteur d’état du système augmenté de l’erreur d’observation. Cette réalisation
peut être obtenue en remarquant que l’équation d’état du système peut se récrire comme suit

ρx(t) = Fx (t) +Gu (t)

= Fx (t) +G (−Kx̂ (t) + ur (t))

= Fx (t)−GK (x (t)− x̃ (t)) +Gur (t)

= (F −GK)x (t) +GKx̃ (t) +Gur (t)
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Et en tenant compte de l’équation de l’erreur d’observation, soit

ρx̃ (t) = (F −MH) x̃ (t)

on obtient la représentation d’état suivante du système de commande avec retour d’état incor-
porant un observateur

SCREO























ρ

(

x(t)
x̃ (t)

)

=

(

F −GK GK
0 F −MH

)(

x (t)
x̃ (t)

)

+

(

G
G

)

ur (t)

y (t) =
(

H 0
)

(

x (t)
x̃ (t)

)

(5.46)

Le polynôme caractéristique du système de commande peut être alors aisément déterminé en
fonction des polynômes caractéristiques du système de commande avec retour d’état et de l’ob-
servateur sous-jacents conformément à la première propriété. En effet, on a

Pccreo(s) = det (sIn − F +GK) det (sIn − F +MH) = Pccre(s)Pcobs(s) (5.47)

Par ailleurs, les équations (5.46) est une forme canonique issue d’une décomposition selon la
commandabilité du système de commande avec retour d’état basé sur un observateur. Les modes
commandables sont ceux du système de commande avec retour d’état sous-jacent (qui est com-
mandable puisque le système est commandable), alors que lesmodes non commandables sont
ceux de l’observateur sous-jacent. La fonction de transfert du système de commande avec re-
tour d’état incorporant un observateur est donc réduite à celle de sa partie commandable qui
n’est autre que le système de commande avec retour d’état sous-jacent. C’est l’essence de la
seconde propriété.

CQFD.

La remarque suivante permet de mieux appréhender les propriétés remarquables et de mon-
trer qu’elles sont satisfaites pour tous les observateurs deLuemberger.

Remarque 5.13La première propriété n’est autre que le principe de séparation qui stipule
qu’un système de commande avec retour d’état basé sur un observateur est asymptotiquement
stable si et seulement le système de commande avec retour d’état et l’observateur sous-jacents
sont respectivement asymptotiquement stables, soit

(

V (F −GK) ⊂ Dsa

)

et
(

V (F −MH) ⊂ Dsa

)

La seconde propriété montre que l’observateur peut être alors considéré comme un capteur lo-
giciel puisqu’on peut recouvrir la dynamique de poursuite du système de commande avec retour
d’état sous-jacent.

Par ailleurs, ces propriétés sont vérifiées dans le cas général d’une commande avec retour
d’état utilisant un observateur deLuemberger donnée par les équations

CREOL























u (t) = −Kx̂ (t) + ur (t)

ρẑ (t) = Foẑ (t) +Guu (t) +Gyy (t)

x̂ (t) = Wzẑ (t) +Wyy (t)

(5.48)
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avec
PG = Gu, PF − FoP = GyH et WzP +WyH = In

Cette assertion se déduit directement de la représentationdu système de commande correspon-
dant que l’on peut obtenir en éliminant la commande entre l’équation du système (5.1) et celle
de la loi de commande (5.48), soit

ρ

(

x(t)
ẑ (t)

)

=

(

F −GKWyH −GKWz

GyH − PGKWyH Fo − PGKWz

)(

x (t)
ẑ (t)

)

+

(

G
PG

)

ur (t)

y (t) =
(

H 0p×nr

)

(

x (t)
ẑ (t)

)

Et si l’on effectue le changement de base

(

x (t)
ẑ (t)

)

=

(

In 0n×nr

P −Inr

)(

x (t)
z̃ (t)

)

on obtient une nouvelle réalisation d’état en effectuant les opérations algébriques requises pour
le passage d’une réalisation d’état à une autre, en l’occurrence

(

In 0n
P −Inr

)(

F −GKWyH −GKWz

GyH − PGKWyH Fo − PGKWz

)(

In 0n
P −Inr

)

=
(

F −GK GKWz

0nr×n Fo

)

(

In 0n
P −Inr

)(

G
PG

)

=

(

G
0nr×m

)

(

H 0p×nr

)

(

In 0n×nr

P −Inr

)

=
(

H 0p×nr

)

Il apparaît clairement que le changement de base considéré apermis de décomposer le système
de commande avec retour d’état utilisant un observateur deLuemberger selon la commanda-
bilité ou la stabilisabilité

SCREOL



















ρ

(

x(t)
z̃ (t)

)

=

(

F −GK GKWz

0nr×n Fo

)(

x (t)
z̃ (t)

)

+

(

G
0nr×m

)

ur (t)

y (t) =
(

H 0p×nr

)

(

x (t)
z̃ (t)

)

Cette décomposition permet de retrouver aisément le théorème de séparation et le recouvrement
de la dynamique de poursuite du système de commande avec retour d’état. En effet, on a

Pccreol(s) = det (sIn − F + GK) det (sIn − Fo) = Pccre(s)Pcobs(s)

et
Y (s) = H (sIn − F +GK)−1G Ur(s)
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Remarque 5.14Dans le cas des systèmes multivariables, on peut exploiter judicieusement la
pluralité des solutions d’une synthèse modale en assignantconjointement les modes du sys-
tème de commande avec retour d’état (resp. de l’observateur) et une partie des composantes
des vecteurs propres sous-jacents. On réalise ainsi un assignement de la structure du système
de commande avec retour d’état (resp. de l’observateur) dont la faisabilité est vigoureusement
étudiée dans [60]. Le concept de l’assignement de la structure a été particulièrement adopté
à l’ONERA comme en témoignent les activités de recherche quiont été consacrées et corro-
borées par une approche de synthèse modale robuste pour le pilotage automatique des avions.
L’essence d’un assignement de structure est présentée d’une manière claire, concise et précise
avec une étude de faisabilité dans les annales des techniques d’ingénieurs ([31] et [32]). Un
ouvrage a été essentiellement dédiée à l’approche de synthèse modale robuste en accordant une
attention particulière aux outils requis pour son application au pilotage des avions ([63]). Ces
outils ont été principalement développés à partir d’une lecture ingénieur des résultats dispo-
nibles sur la commande robuste ([77], [88]) et du savoir faire développé au sein de l’ONERA
en la matière.

5.3.2 Interprétation polynomiale

Le résultat fondamental suivant donne une interprétation polynomiale adéquate de la com-
mande avec retour d’état incorporant un observateur. Le régulateur sous-jacent admet une
structure usuelle qui est à la base de la théorie de la commande des systèmes.

Résultat 5.11Considérons la classe des système de commande avec retour d’état basée sur un
observateur décrit par les équations d’état et de sortie (5.48), alors la loi de commande peut se
mettre la forme polynomiale désormais usuelle donnée par

CREOFP
{

Rd (s) U(s) + Rn (s) Y (s) = Ur (s) (5.49)

avec

Rd (s) = Im +K (sIn − F +MH)−1G (5.50)

Rn (s) = K (sIn − F +MH)−1M (5.51)

ou d’une manière équivalente

CREOFP
{

U(s) = −Rr (s)Y (z) +Rp (s)Ur (s) (5.52)

avec

Rr (s) =

(

F −GK −MH M
K 0

)

(5.53)

Rp (s) =

(

F −GK −MH −G
K Im

)

(5.54)
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Preuve.Si l’on applique la transformée deLaplace à la loi de commande avec retour d’état
basé sur un observateur (5.48), en supposant que les conditions initiales sont nulles, on aura

U(s) = −KX̂(s) + Ur(s) (5.55)

Et compte tenu des expressions (5.7)-(5.8) de la fonction detransfert de l’observateur, on re-
trouve la forme polynomiale (5.52)-(5.50). Autrement, on peut exprimer l’estimée de l’état en
tenant compte de l’équation de loi de commande avec retour d’état basée sur un observateur
(5.44) comm suit

sX̂(s) = FX̂(s) +G
(

−KX̂(s) + Ur(s)
)

−MHX̂(s) +MY (s)

soit

X̂(s) = (sIn − F +GK +MH)−1 (MY (s) +GUr(s))

Et en substituant cette expression dans la loi de de commandeavec retour d’état basée sur un
observateur (5.55), on obtient la loi de commande (5.52) avec

Rr (s) = K (sIn − F +GK +MH)−1M

et

Rp (s) = Im −K (sIn − F +GK +MH)−1G

Ainsi, on retrouve les expressions (5.53) et (5.54) des fonctions de transfert du régulateurRr (s)
etRp (s).

CQFD

La première partie du problème 5.4 est consacrée à l’interprétation polynomiale d’une loi de
commande avec retour d’état basée sur un observateur dans lecas des systèmes monovariables,
on suggère de la faire pour mieux apprécier une telle interprétation.

Remarque 5.15Les fonctions de transfert en boucle ouverte à l’entrée et à la sortie du système
de commande avec retour d’état incorporant un observateur sont respectivement données par

Goe(s) = R(s)G(s) et Gos(s) = G(s)R(s)

avec
G(s) = H (sIn − F )−1G

et
R(s) = K (sIn − F +GK +MH)−1M

Elles permettent d’étudier les performances et la robustesse, notamment les marges de stabilité
du système de commande en entré et en sortie à partir des fonctions de sensibilité associées.
Il faut remarquer que les propriétés de robustesse du système de commande avec retour d’état
et de l’observateur ne sont généralement pas préservées parla commande avec retour d’état
utilisant un observateur. Cet aspect des choses sera particulièrement étudié dans le cadre du
concept de Restauration du Transfert de la Boucle au chapitre 8.
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5.3.3 Paramétrisation des régulateurs stabilisants

Le résultat fondamental suivant permet de caractériser la classe des régulateurs stabilisants à
partir d’une loi de commande avec retour d’état incorporantun observateur. On considérera
pour ce faire un contexte de régulation, i.e.{ur (t)} est une séquence identiquement nulle, pour
se focaliser sur le problème de stabilisation.

Résultat 5.12Considérons la loi de commande avec retour d’état basée sur un observateur
(5.44) avec une séquence{ur (t)} identiquement nulle, la classe des régulateurs stabilisants
sous-jacente est élaborée en y incorporant un filtrage du processus d’innovation de l’observa-
teur comme suit

CREOFI
{

U (s) = −KX̂(s)−Q (s) Ỹ (s) (5.56)

où Q(s) ∈ Rm×p (s) est une fonction de transfert strictement propre et asymptotiquement
stable, communément appelé le paramètre deYoula-Kucera, que l’on peut exprimer à par-
tir de l’une de ses réalisations d’état minimales comme suit

Q (s) =

(

Fs Gs

Hs 0m×p

)

avec V (Fs) ∈ Dsa (5.57)

Preuve.En vertu du résultat 5.11, le régulateur issu de la commande avec retour d’état basé
sur un observateur est décrit par

R (s) =

(

F −GK −MH M
K 0m×p

)

(5.58)

avec

V (F −GK) ∈ Dsa et V (F −MH) ∈ Dsa (5.59)

Par ailleurs, si l’on désigne parxs (t) ∈ Rq l’état associé à la la réalisation d’état(Fs, Gs, Hs),
la loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur et un filtrage de son proces-
sus d’innovation peut être développée comme suit

CRS























































ρx̂ (t) = (F −MH) x̂ (t) +My (t) +Gu (t)

us (t) = y (t)−Hx̂ (t)

ρxs((t) = Fsxs (t) +Gsus (t)

ys (t) = Hsxs (t)

u (t) = −Kx̂ (t)− ys (t)

(5.60)

ou d’une manière équivalente

CRS







ρxrs (t) = (Frs −GrsKrs −MrsHrs)xrs (t) +Mrsy (t)

u (t) = −Krsxrs (t)
(5.61)
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avec

xrs (t) =

(

x̂ (t)
xs (t)

)

(5.62)

Frs =

(

F 0m×q
0q×n Fs

)

, Grs =

(

G
0q×m

)

, Hrs =
(

H 0p×q
)

(5.63)

Krs =
(

K Hs

)

et Mrs =

(

M
Gs

)

(5.64)

Par ailleurs, on montre aisément que le système de commande issu de la classe des régulateurs
stabilisants (5.61)-(5.64) peut être décrit par une réalisation d’état associée au vecteur d’état
du système augmenté du vecteur d’état du filtre de la séquenced’innovation de l’observateur et
de l’erreur d’observation, soit

SCREO































ρ





x (t)
xs (t)
x̃ (t)



 =





F −GK −Hs GK
0q×n Fs GsH
0n×n 0n×q F −MH









x (t)
xs (t)
x̃ (t)





=
(

H 0p×q 0p×n
)





x (t)
xs (t)
x̃ (t)





Le système de commande issu des régulateurs stabilisants est donc bien asymptotiquement
stable puisque son polynôme caractéristique est donné par

Pccreo(s) = det (sIn − F +GK) det (sIn − Fs) det (sIn − F +MH)

= Pccre(s) Pcfil(s) Pcobs(s)

La classe des régulateurs stabilisants est alors donnée par

Rrs (z) =

(

Frs −GrsKrs −MrsHrs Mrs

−Krs 0m×p

)

(5.65)

avec

V (Frs −GrsKrs) ∈ Dsa et V (Frs −MrsHrs) ∈ Dsa (5.66)

CQFD

La seconde partie du problème 5.4 concerne l’élaboration d’une classe de régulateurs stabili-
sants à partir d’une loi de commande avec retour d’état baséesur un observateur dans le cas
des systèmes monovariables, on suggère de le faire pour mieux apprécier la nature du concept
de stabilisation.
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5.3.4 Exemple d’application

On se propose d’étudier le problème d’asservissement de position d’un avion dans le contexte
spécifique d’un mouvement en roulis dont le schéma fonctionnel peut être représenté comme le
montre la figure 5.7. La cascadeACT −→ AVION −→ GYR et REG désignent respecti-
vement le système et le régulateur. Les séquences{c(t)} et {θ(t)} désignent respectivement le
couple effectivement appliqué aux ailerons et l’angle de roulis, alors que les séquences{u(t)}
et{y(t)} représentent le couple à appliquer aux ailerons et la mesurede l’angle de roulis.ACT
(GYR) est un système hydraulique asservi relativement performant (resp. est un gyroscope re-
lativement précis) pour être considéré comme un amplificateur de gain unitaire. Le mouvement
de roulis d’un avion peut être raisonnablement par l’équation différentielle

AMR
{

(ρ2 + 2ζωρ+ ω2) θ(t) = ω2c(t)

AVIONACT

GYR

REG
-

-
- - -

�

y∗(t)
u(t) c(t) θ(t)

y(t)

FIGURE 5.7 – Asservissement de position en roulisLa synthèse d’un tel asservissement peut être effectuée à partir d’une loi de commande avec
retour d’état incorporant un observateur à partir d’une réalisation d’état du système. Pour ce
faire, il suffit de remarquer que la sortie du système et sa dérivée modulo une normalisation
spécifique, soit

x (t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

y(t)
1

ω
ρy(t)

)

constituent des variables d’état du système. En effet, on a bien

ρx1(t) = ρy(t) = ωx2(t)

ρx2(t) =
1

ω
ρ2y(t) = −2ζρy(t)− ωy(t) + ωu(t) = −ωx1(t)− 2ζωx2(t) + ωu(t)

soit

ρ

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

0 ω
−ω −2ζω

)(

x1(t)
x2(t)

)

+

(

0
ω

)

u(t)

Quant à la sortie, elle peut bien se récrire sous la forme

y(t) =
(

1 0
)

(

x1(t)
x2(t)

)

On retrouve ainsi une réalisation d’état minimale du système donnée par

F =

(

0 ω
−ω −2ζ

)

, G =

(

0
ω

)

et H =
(

1 0
)
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Et on vérifie qu’elle correspond bien à la fonction de transfert du système puisque

G (s) = H (sI2 − F )−1G =
HAdj (sI2 − F )G

det (sI2 − F )
=

ω2

s2 + 2ωζs+ ω2

Comme la réalisation d’état du système est minimale, elle est commandable et observable. On
peut donc concevoir un système de commande avec retour d’état incorporant un observateur
permettant de réaliser des performances dynamiques arbitraires modulo l’invariance des zéros
du système par retour d’état, soit

CREO







x̂ (t) = (F −MH) x̂ (t) +Gu (t) +My (t)

u (t) = −Kx̂ (t) + γy∗ (t)

Compte tenu de la propriétéP1 du résultat 5.10, le polynôme caractéristique du système asservi
ainsi conçu est donné par le produit des polynômes caractéristiques du système de commande
avec retour d’état et de l’observateur sous-jacent, soit

Pccreo(s)
∆
= Pccre(s)Pcobs(s) = det (sI2 − F +GK) det (sI2 − F +MH)

et sa fonction de transfert est réduite à celle du système de commande avec retour d’état qui lui
est associé, soit

Gscreo(s) =
HAdj (sI2 − F +GK)G

det (sI2 − F +GK)
γ =

HAdj (sI2 − F )G

det (sI2 − F +GK)
γ = γ

Bσ(s)

Pccre(s)

La détermination des gains de commande avec retour d’état etd’observation sont effectuées
conformément aux performances requises, en l’occurrence une dynamique de poursuite de gain
statique unitaire caractérisée par un mode dominant d’amortissement unitaire et de fréquence
propreω. Pour ce faire, on peut déterminer le gain de commande avec retour d’état de manière
à conférer au système de commande avec retour d’état une dynamique d’un système de second
ordre d’amortissement unitaire et de pulsation propreω dont les zéros sont ceux du système. Le
gainK =

(

k1 k2
)

∈ R1×2 est la solution de l’équation caractéristique

Pccre(s)
∆
= det (sI2 − F +GK) = s2 + 2ωs+ ω2

Et comme

det

(

s −ω
ω + ωk1 s + 2ζω + ωk2

)

= s2 + (2ζω + ωk2) s+
(

ω2 + ω2k1
)

les composantes du gain de commande sont alors respectivement données par

k1 = 0 et k2 = 2 (1− ζ)

Le gainγ permet de conférer un gain statique unitaire à la fonction detransfert du système de
commande avec retour d’état, soit

Gscre(1) = γ
Bσ(1)

Pccre(1)
= 1 =⇒ γ = 1
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Quant au gain d’observation, on peut le déterminer de manière à réaliser une dynamique d’ob-
servation relativement rapide par rapport à la dynamique depoursuite de l’asservissement,
notamment un mode d’amortissement unitaire et de fréquencepropreηω avec η ≥ 2. Le gain

d’observationM =

(

m1

m2

)

∈ R
2×1 est la solution de l’équation caractéristique

Pcobs(s)
∆
= det (sI2 − F +MH) = s2 + 2ηωs+ η2ω2

Et comme

det

(

s+m1 −ω
m2 + ω s+ 2ζω

)

= s2 + (2ζω +m1) s+ 2ζωm1 + ωm2 + ω2

les composantes du gain de commande sont alors respectivement données par

m1 = 2 (η − ζ)ω et m2 =
(

η2 − 4ζη + 4ζ2 − 1
)

ω

On notera que la différence essentielle entre la dynamique du système est de commande de celle
du système concerne l’amortissement qui est passé deζ < 1 à 1. La dynamique du système de
commande avec retour d’état (resp. de l’observateur) est ladynamique dominante du système
de commande (resp. est une dynamique auxiliaire qui permet d’affiner la robustesse en stabilité
par rapport aux erreurs de modélisation inéluctable).

5.3.5 Digression

Permettez-moi une petite digression en guise d’une amicalepensée à mes collègues de la spé-
cialité électronique et physique appliquée de l’ENSICAEN qui ont la culture de la rétroaction.
La figure 5.8 montre le diagramme fonctionnel d’une boucle deverrouillage de phase (BVP)
où y∗(t) et y(t) représentent respectivement le signal d’entrée et le signal de sortie respective-
ment donnés pary∗(t) = r∗ sin(ϕ∗(t)) et y(t) = r sin(ϕ(t)). VCO désigne un oscillateur
qui délivre un signal dont la fréquence est proportionnelleà la tension qui lui est appliquée,
soit ω(t) = γ u(t) avec γ > 0. Cet oscillateur est communément connu sous l’appella-
tion anglophone "Voltage Controlled Oscillator" qui justifie l’acronymeVCO. COP désigne
un comparateur de phase qui délivre un signal proportionnelà l’écart entre la phase du signal
d’entrée et celle du signal de sortie. EtREG désigne un régulateur qui permet de conférer à la
BVP une précision maximale avec une dynamique donnée et une robustesse (resp. insensibilité)
admissible par rapport aux erreurs de modélisation (resp. aux bruits de mesure) inéluctables.

On se propose d’étudier d’une manière progressive la synthèse d’uneBVP pour un signal d’en-
trée de pulsation constante, i.e.ω∗(t) = ω∗ ∀t ≥ 0, à partir du système constitué par la cascade
VCO → CPH décrit par les équations

ρ (ϕ∗(t)) = ω∗(t)

ρ (ω∗(t)) = 0 avec ω∗(0) = ω∗

ρ (ε(t)) = ω∗(t)− γu(t) = ω∗ − γu(t)

que l’on peut récrire sous la forme d’une représentation d’état
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CPH REG VCO- - - -

6

?
u(t)ε(t) y(t)y∗(t)

FIGURE 5.8 – Boucle à verrouillage de phase

BVP







ρxσ(t) = Fσxσ(t) +Gσu(t)

ε(t) = Hσxσ(t)

avec

xσ(t)
∆
=





ε(t)
ω∗(t)
ϕ∗(t)





Fσ =





0 1 0
0 0 0
0 1 0



 , Gσ =





−γ
0
0



 et Hsigma =
(

1 0 0
)

La réalisation d’état(Fσ, Gσ, Hσ) est sous la forme d’une décomposition selon la commmanda-
bilité et l’observabilié, on peut en déduire aisément que les modes associés aux variables d’état
x2(t) etx3(t) ne sont pas commandables et que le mode associé à la variable d’état x3(t) n’est
pas observable. Et comme tous les modes du système sont à l’origine, le système n’est ni sta-
bilisable ni détectable et ne peut donc être utilisé pour la synthèse d’un système de commande.
Cette synthèse peut être néanmoins faite à partir d’un modèle réduit du système que l’on peut
obtenir en éliminant le mode associé à la variable d’étatx3(t). Ce modèle est alors décrit par
la représnetation d’état

SYS
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

ε(t) = Hx(t)

avec

x(t)
∆
=

(

ε(t)
ω∗(t)

)

F =

(

0 1
0 0

)

, G =

(

−γ
0

)

et H =
(

1 0
)

Notons d’abord que la réalisation d’état(F,G,H) n’est pas stabilisable mais son mode non
commandable est stable au sens deLyapunov. On peut donc envisager une commande avec
retour d’état

CRE
{

u(t) = −K x(t) avec K =
(

k1 k2
)
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modulo un découplage des parties commandable et non commandable du système de commande
avec retour d’état décrit par les équations

SCRE
{

ρx(t) = (F −GK) x(t)

ε(t) = Hx(t)

avec

F −GK =

(

γk1 1 + γk2
0 0

)

et H =
(

1 0
)

Ce découplage est réalisé avec un gain de commande avec retour d’état satisafaisant la pro-
priété suivante

k1 =
1

γ
µ < 0 et k2 = −1

γ
,
Cette propriété permet de mettre le mode non commandable du système dans le sous espace
d’inobservabilité du système de commande avec retour d’état. Ce dernier est alors réduit à sa
partie commandable, soit

SCRE
{

ρε(t) = µε(t)

qui est asymptotiquement stable puisqueµ < 0.

Remarque 5.16La fonction de transfert en boucle ouverte du système de commande avec re-
tour d’état est particulièrement donnée par

Go(s) = K (sI2 − F )−1G =
−µ
s

C’est un intégrateur de gain−µ. On aura alors une marge de gain infini, une marge de phase
de90 degrés et une marge du module égale à un. LaBVP ainsi obtenue est robuste du point de
vue de la stabilité pourvu que la pulsation du signal d’entrée soit une constante connue.

Par ailleurs, comme le modèle réduit du système est observable, on peut réaliser une synthèse
de laBVP dans le cas où la pulsationω∗ est inconnue. Pour ce faire, il suffit d’incorporer un
observateur dans la loi de commande avec retour d’état développée ci-dessus comme suit

CREO
{

ρx̂(t) = (F −MH) x̂(t) +Gu(t) +Mε(t)

u(t) = −Kx̂(t)

Le gain d’observation doit être déterminé conformément auxperformances dynamiques re-
quises pour l’estimation des variables d’état. Dans le cas d’une dynamique d’observation ca-
ractérisée par un mode dominant d’amortissementζo et une pulsationωo, le gain d’observation
doit satisfaire la propriété suivante

det (sI2 − F +MH) = s2 + 2ζoωos+ ω2
o

ou d’une manière équivalente

s2 +m1s+m2 = s2 + 2ζoωos+ ω2
o
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soit

M =

[

m1

m2

]

=

[

2ζoωo

ω2
o

]

Remarque 5.17L’observateur considéré fournit une estimation précise conjointe de l’erreur
de phaseε(t) et de la pulsation du signal d’entréeω∗(t). Par ailleurs, compte tenu du résultat
5.10, on peut postuler que la dynamique de laBVP , issue de la loi de commande avec retour
d’état incorporant un observateur, est caractérisée par lemodeµ du système de commande
avec retour d’état et du mode(ζo, ωo) de l’observateur. Et si on souhaite que le modeµ soit
dominant, il suffit de spécifier le mode de l’observateur comme suitωo >> |µ|.

Et pour un bon atterrissage dans le domaine fréquentiel, on invoquerait le résultat 5.11 pour
postuler que la loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur peut se récrire
sous la forme

REG
{

U(s) = R(s)E(s) avec R(s) = −K (sI2 − F +GK +MH)−1M

Et compte tenu des expressions des gains de la commande avec retour d’état et d’observation,
le régulateur peut se mettre sous la forme

R (s) = α
1 + τs

s (1 + βτs)

avec

α =
−µω2

o

(−µ+ 2ωoζo) γ

β =
−µωo

(−µ + 2ωoζo) (−2µζo + ωo)
< 1

τ =
−2µζo + ωo

−µωo

On notera que le régulateur est dotée d’une action intégraleet d’une avance de phase. L’action
intégrale permet de réaliser les performances requises en matière de précision pour une pul-
sation d’entrée constante, alors que l’avance de phase permet d’affiner les performances de la
BVP . Et comme le régulateur est strictement propre, laBVP est naturellement insensible aux
bruits de mesure inéluctables.

5.4 Conclusion

Ce chapitre est une synthèse ingénieur sur le potentiel fondamental de l’approche d’état pour
les systèmes linéaires dans un contexte idéal. Le concept deretour d’état (resp. d’injection de
sortie) est présenté d’une manière progressive et soucieuse de son héritage intrinsèque, notam-
ment la propriété de commandabilité, les modes non commandables et les zéros (resp. la pro-
priété d’observablité et les modes non observables) du système. Les propriétés fondamentales
d’un système de commande avec retour d’état incorporant un observateur sont particulièrement
mises en exergue, en l’occurrence la stabilité et les performances du système de commande sont
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explicitement données par celles de du système de commande avec retour d’état et de l’obser-
vateur sous-jacents. Ces propriétés constituent l’essence d’une meilleure perception d’un ob-
servateur : un capteur logiciel réalisant un filtrage adéquat des bruits de mesure inéluctables.
La synthèse modale est adoptée pour des considérations pédagogiques ; elle est utilisée pour
traiter trois exercises d’illustration. Une attention particulière a été accordée au fait que toutes
des lois de commande avec retour d’état incorporant un observateur peuvent se récrire sous
une forme polynomiale usuelle et que la réciproque est vraiemodulo un filtrage approprié de
la séquence d’innovation de l’observateur. Ces éléments sont au coeur de l’ingénierie des sys-
tèmes qui a été considérablement développée tout au long desdernières décennies.

Le problème 5.5 a été essentiellement conçu pour mettre en évidence les effets des perturbations
sur le comportement d’entrée-sortie d’un système de commande avec retour d’état incorporant
un observateur. Ainsi, on pourrait apprécier les limitations du contexte idéal considéré tout en
motivant le concept de compensation parfaite des perturbations.

5.5 Problèmes

On propose un ensemble de problèmes qui permettent de réaliser une évaluation active des
connaissance acquises tout en offrant une opportunité pours’approprier les concepts de com-
mande avec retour d’état, d’observation par une injection de sortie et de commande avec retour
d’état incorporant un observateur avec éventuellement un filtrage de sa séquence d’innovation.

Problème 5.1Proposer une approche de synthèse d’un système de commande avec retour
d’état (resp. un observateur d’état) dans le cas des systèmes commandables (resp. observables)
en exploitant judicieusement les résultats disponibles sur les propriétés structurelles des sys-
tèmes, notamment l’invariance des modes d’un système par unchangement de base.

Problème 5.2On se propose de découvrir la démarche d’Ackerman pour la détermination du
gain de retour d’état des systèmes monovariables commandables en procédant progressivement
comme suit

1) Montrer que

(F −GK)k = F k − F k−1GK −
k
∑

j=2

F k−jGK (F −GK)j−1

et en déduire que

Pccre(F ) =
(

G FG . . . F n−2G F n−1G
)

































n−1
∑

j=o

αjK (F −GK)n−1−j

n−2
∑

j=o

αjK (F −GK)n−2−j

...
1
∑

j=o

αjK (F −GK)1−j

K
































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2) Montrer que le gainK qui permet d’assigner les modes du système de commande avec
retour est donné par

K =
(

0 . . . 0 1
)

M−1
c Pccre(F )

Problème 5.3Considérons la classe des systèmes linéaires invariants strictement propres et
observables décrits par la représentation d’état

SYS







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

y(t) = Hx(t)

avec

x(t) =

[

xa(t)
xā(t)

]

⇋

(

F =

[

Fa Faā

Fāa Fā

]

, G =

[

Ga

Gā

]

et H =
[

Ip 0
]

)

où {u(t)}t∈R+ ∈ Rm et {y(t)}t∈R+ ∈ Rp représentent respectivement l’entrée et la sortie du
système et{xa(t)}t∈R+ ∈ Rp et {xā(t)}t∈R+ ∈ Rn−p représentent respectivement les parties
accessibles et non accessibles à la mesure du vecteur d’étatdu système. On se propose de mon-
trer que l’on peut toujours effectuer la synthèse d’un observateur d’ordre réduit dans la mesure
où la partie{xa(t)}t∈R+ ∈ Rp du vecteur d’état peut être directement déterminée à partirde
la mesure de la sortie du système.

Remarque. On montre que l’on peut toujours trouver un changement de base conduit à la réali-
sation d’état(F,G,H) donnée ci-dessus pour un système linéaire invariant strictement propre
et observable.

Problème 5.4On se propose de revoir l’interprétation polynomiale d’unecommande avec re-
tour d’état basée sur un observateur et la paramétrisation des régulateurs stabilisants dans le
cas des systèmes monovariables pour mieux apprécier les concepts sous-jacents. Pour ce faire,
on procédera progressivement comme suit.

1) Montrer que les expressions (5.50) et (5.51) des fonctions de transfertRd (s) et Rn (s)
peuvent être simplifiées comme suit

Rd (s) =
det (sIn − F +MH +GK)

det (sIn − F +MH)
(5.67)

et

Rn (s) =
K Adj (sIn − F ) M

det (sIn − F +MH)
(5.68)

2) Montrer que la loi de commande peut se récrire sous la forme

Screo(s)

Pcobs(s)
U(s) +

Rcreo(s)

Pcobs(s)
Y (s) =

Tcobs(s)

Pcobs(s)
Ur(s) (5.69)

avec
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Screo(s) = det (sIn − F +MH +GK) (5.70)

Rcreo(s) = K Adj (sIn − F ) M (5.71)

Tcreo(s) = det (sIn − F +MH) (5.72)

Et en déduire que le polynôme caractéristique du système de commande avec retour d’état
basé sur un observateur est donné par

Pccreo(s) = Aσ(s)Rd(s) +Bσ(s)R(s) = Pcscre(s) Pcobs(s) (5.73)

3) Montrer que l’erreur d’observation en sortie peut se mettresous la forme polynomiale

Ỹ (s) =
Aσ(s)

Pcobs(s)
Y (s)− Bσ(s)

Pcobs(s)
U(s) (5.74)

4) Montrer que la structure de la fonction de transfert de la classe des régulateurs stabili-
sants est donnée par

Rr(s) =
Rn(s)

Rd(s)
=
Rcreo(s)Qd(s) + Aσ(s)Qn(s)

Screo(s)Qd(s)−Bσ(s)Qn(s)
(5.75)

oùQd(s) etQd(s) sont respectivement les polynômes des zéros et des pôles du filtre du
processus d’innovation de l’observateur.

5) En déduire que le polynôme caractéristiquee du système de commande est particulière-
ment donné par

Pccreo(s) = Aσ(s)Rd(s) +Bσ(s)R(s) = Pcscre(s) Pcobs(s) Qd(s) (5.76)

6) Donner un diagramme fonctionnel d’un système de commande stabilisant et préciser les
atouts des régulateurs stabilisants.

Problème 5.5Considérons un système parfaitement décrit par les équations d’état et de sortie

SYS







ρxσ (t) = Fσxσ (t) +Gσu (t) +Gpv (t)

y (t) = Hσxσ (t) + Epv (t)
(5.77)

où (Fσ, Gσ, Hσ) est une réalisation d’état commandable et observable du système, la paire
(Gp, Ep) caractérise les effets des perturbations{v (t)} ∈ R sur l’état et la sortie du système.
On se propose d’effectuer une analyse des performances du système de commande obtenu avec
une loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur donnée par
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CREO







ρx̂σ (t) = (Fσ −MσHσ) x̂σ (t) +Gσu (t) +Mσy (t)

u (t) = −Kσx̂ (t)
(5.78)

où le gain de commandeKσ ∈ R1×nσ et le gain d’observationMσ ∈ Rnσ×1 sont déterminés de
manière à réaliser les performances requises, en l’occurrence

V (Fσ −GσKσ) ⊂ Dsp et V (Fσ −MσHσ) ⊂ Dsp

Pour ce faire, on suggère de procéder progressivement commesuit

1) Donner l’équation de l’erreur d’observation et en déduire la limite de cette erreur d’ob-
servation dans le cas des perturbations du type échelon.

2) Montrer que le système de commande peut être décrit par la réalisation d’état

((

Fσ −GσKσ GσKσ

0 Fσ −MσHσ

)

,

(

Gp

Gp −MσEp

)

,

(

Kσ Kσ

Hσ 0

)

,

(

0
Ep

))

Et en déduire qu’il est asymptotiquement stable.

3) Montrer que les performances d’entré-sortie du système de commande peuvent être dé-
crites comme suit

(

U(s)
Y (s)

)

=

(

RE(s)
RS(s)

)

V (s)

Que représentent les fonctions de transfertRE(s) etRS(s). Préciser les conditions re-
quises pour une compensation parfaite des perturbations dutype harmonique.

Problème 5.6



Chapitre 6

Compensation parfaite des perturbations

Le concept de commande avec retour d’état incorporant un observateur peut être ingénieu-
sement utilisé pour réaliser une compensation admissible des perturbations. Ce chapitre est
consacré à la compensation parfaite des perturbations basée sur une bonne connaissance de
leur modèle générateur. Après un aperçu concis sur la modélisation des perturbations, on for-
mule convenablement le problème de compensation parfaite des perturbations et on présente
deux méthodes de synthèse de systèmes de commande avec retour d’état incorporant un obser-
vateur qui se distinguent essentiellement par le processusde compensation des perturbations
adopté.

• La première est une méthode directe dédiée au cas où toutes les perturbations qui af-
fectent le fonctionnement du système peuvent être ramenéesen entrée. Le processus de
compensation est essentiellement basé sur une estimation précise des perturbations réa-
lisée par un observateur approprié des variables d’état du système et du modèle généra-
teur des perturbations. La synthèse de cet observateur est faisable pourvu que la cascade
constituée du générateur des perturbations et du système soit observable. Une interpré-
tation polynomiale du système de commande permet de recouvrer le concept du modèle
interne des perturbations ; en l’occurrence les pôles marginalement stables du générateur
des perturbations sont des pôles du régulateur.

• La seconde est une méthode indirecte basée sur une pondération fréquentielle adéquate
de la sortie du système. L’estimation des perturbations n’est pas nécessaire et la précision
de l’observateur d’état du système n’est pas vitale pourvu que les pôles marginalement
stables du générateur des perturbations soient des pôles dela pondération considérée
conformément au concept de modèle interne des perturbations. La synthèse du système de
commande est faisable pourvu que la cascade constituée du système et de la pondération
de la sortie soit commandable.

Des problèmes sont proposés pour illustrer les deux processus de compensation des pertur-
bations pour une meilleur perception des perspectives de lade commande avec retour d’état
incorporant un observateur pour l’ingénierie des systèmes, notamment la commande avec re-
tour d’état dynamique incorporant un observateur si besoinest. La synthèse est particulière-
ment faite à partir d’une réalisation d’état du système avecdes pondérations appropriées de
son comportement entrée-sortie : c’est ce qui justifie la nature dynamique du retour d’état. Les
pondérations sont spécifiées dans l’esprit d’une approche systématique de compensation ro-
buste des perturbations relevant du concept du modèle interne des perturbations ([18], [40],
[82], [88], [89])
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6.1 Modélisation des perturbations

Le modélisation des perturbations a été largement étudié ausein des communautés d’automa-
tique et de traitement du signal comme en témoignent les approches rationnelles et efficaces
d’estimation optimale disponibles pour le filtrage, la prédiction et la commande. Ces études ont
été principalement réalisées en interprétant les perturbations comme des séquences détermi-
nistes (resp. des processus stochastiques stationnaires)engendrées à partir (resp. issus de) la
réponse d’un système dynamique à une impulsion d’amplitudedonnée (resp. une séquence de
variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variances finies).

Dans un contexte déterministe,le modèle des perturbations peut être obtenu à partir de la
transformée de Laplace des perturbations que l’on peut écrire comme suit

Z (v(t)) = V (s) = Gp (s) Γ(s) avec Γ(s) = v∆(s) (6.1)

avec

Gp (s) = Diag {Gp1 (s) , . . . ,Gpℓ (s)} et v =







v1
...
vℓ






(6.2)

oùGpi (s) ∈ R (s) et vi ∈ R pour i = 1, ℓ désignent les amplitudes des entrées impulsionelles
associées aux composantes des perturbations. On distinguedeux cas usuels dans la pratique
industrielle, i.e. les perturbations du type échelon et lesperturbations du type harmonique de
pulsationωp connue respectivement décrites par les fonctions de transfert

Gp (s) =
1

s
Iℓ et Gp (s) =

ω2

s2 + ω2
p

Iℓ (6.3)

ou les réalisations d’état(Fp, Gp, Hp, Ep) qui leur sont associées.

Dans un contexte stochastique,le modèle des perturbations est généralement élaboré à partir
d’une approche de modélisation expérimentale conçue en exploitant judicieusement les contri-
butions fondamentales disponibles sur l’identification des systèmes ([40], [41], [52], [57], [61],
[67],[78]). On notera que l’on peut faire l’économie du problème de réalisation en utilisant une
approche d’identification basée sur un modèle d’identification du type réalisation d’état ([52],
[67]). Et dans le cas scalaire, la modélisation peut être réalisée par une analyse spectrale en
supposant que la séquence des perturbations est un processus stochastique stationnaire décrit
par

v (t) = Gp (ρ) γ (t) (6.4)

avec

Gp (jω) = S
({

v(t)
})

(6.5)

où Gp (s) est une fonction de transfert propre dont le module sur l’axeimaginaire est égal au
spectre de la séquence{v((t)}.
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6.2 Formulation du problème

On se propose d’étudier le problème du compensation parfaite des perturbations pour les sys-
tèmes dont le comportement d’entrée-sortie peut être raisonnablement décrit par

SYS







ρxσ(t) = Fσxσ(t) +Gσu(t) +Gvv(t)

y(t) = Hσxσ(t) + Eσu(t) + Evv(t)
(6.6)

avec

MGP







ρxp(t) = Fpxp(t) +Gpδ(t)

v(t) = Hpxp(t) + Epδ(t)
(6.7)

où {u(t)} ∈ Rm et {y(t)} ∈ Rp sont respectivement les séquences d’entrée et de sortie du
système,(Fσ, Gσ, Hσ, Eσ) ∈ Rnσ×nσ×Rnσ×m×Rp×nσ×Rp×m désigne une réalisation d’état
du système associé à son état{x(t)} ∈ Rnσ, {v(t)} ∈ Rℓ représente les perturbations qui
affectent son fonctionnement,(Gv, Ev) ∈ Rnσ×ℓ×Rp×ℓ caractérise les effets des perturbations
sur l’état et la sortie du système et(Fp, Gp, Hp, Ep) ∈ Rnp×np × Rnp×1 × Rℓ×np × Rℓ×1 est
une réalisation d’état du générateur des perturbations associé à son état{xp(t)} ∈ Rnp.

La remarque suivante permet de rappeler une propriété usuelle des générateurs des pertur-
bations et d’introduire quelques notations.

Remarque 6.1Le système et le modèle générateur des perturbations peuvent être décrits comme
suit

Y (s) = Gu(s) U(s) + Gv(s) V (s)

avec

Gu(s)
∆
= Hσ

(

sInσ − Fσ

)−1

Gσ + Eσ =
1

Aσ(s)
Bσ(s)

Gv(s)
∆
= Hσ

(

sInσ − Fσ

)−1

Gv + Ev =
1

Aσ(s)
Bv(s)

Par ailleurs, la fonction de transfert du modèle générateurdes perturbations est donnée par

Gp(s)
∆
= Hp

(

sInp − Fp

)−1

Gp + Ep =
1

Dp(s)
Np(s)

On notera que le modèle générateur des perturbations est marginalement stable, i.e.Dp(s) ∈
Rsu[s]. Le cas usuel des perturbations du type échelon (resp. des perturbations harmoniques)
de la pratique industrielle confortent cet aspect puisque

Dp(s) = s
(

resp. Dp(s) = s2 + ω2
p

)

Le problème du rejet asymptotique des perturbations sera particulièrement considéré dans un
contexte de régulation sans aucune perte de généralité. Il consiste à réaliser les performances
suivantes

RAP
{

lim
k−→∞

y(t) = 0 (6.8)
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Il requiert un ensemble d’hypothèses sur le système et le modèle générateur des perturbations,
en l’occurrence

H1. (Fσ, Gσ, Hσ, Eσ) est minimale

H2. (Fp, Gp, Hp, Ep) est minimale

H3. CZ (Gu(s))
⋂

CP (Gp(s)) = ∅

H1, H2 et H3 sont des hypothèses nécessaires en matière de synthèse des systèmes de com-
mande avec retour d’état réalisant une compensation parfaite des perturbations. On montrera
queH3 est une hypothèse impérative pour l’observabilité (resp. la commandabilité) du modèle
spécifique à la méthode de synthèse adoptée, en l’occurrenceune cascade constituée du modèle
générateur des perturbations et du système (resp. du système et de la pondération de la sortie).

6.3 Méthode directe

La méthode directe a été principalement développée à partird’une lecture acharnée et la-
borieuse des meilleurs supports et ouvrages pédagogiques communément adoptés pour l’en-
seignement de l’automatique ([7], [15], [18], [46], [82]).Si l’on succombait au charme du
concept de retour d’état, on chercherait à réaliser un rejetasymptotique des perturbations avec
une loi de commande avec retour d’état donnée par

CREX
{

u(t) = −Ka xa(t) (6.9)

avec

Ka =
(

Kσ Kp

)

et xa(t) =

(

xσ(t)
xp(t)

)

(6.10)

On présente progressivement le problème de synthèse associé et les solutions de compensation
des perturbations aussi bien dans le cas où les variables d’état sont mesurables que dans le
cas où elles ne le seraient pas. Le modèle de synthèse doit être défini à partir du vecteur d’état
xa(t) ; on précisera sa condition d’admissibilité au moment opportun.

6.3.1 Le problème de synthèse

Une représentation d’état adéquate pour effectuer la synthèse du système de commande avec
retour d’état considéré est obtenue en éliminant tout simplement les perturbations entre les
équations du système (6.6) et du générateur des perturbations (6.7). On obtient le modèle de
synthèse suivant qui n’est autre qu’une réalisation d’étatde la cascade constituée du généra-
teur des perturbations et du système comme le montre la figure6.1.

MSX







ρxa(t) = Faxa(t) +Gau(t)

y(t) = Haxa(t) + Eau(t)
(6.11)

avec

Fa =

(

Fσ GvHp

0 Fp

)

, Ga =

(

Gσ

0

)

, Ha =
(

Hσ EvHp

)

et Ea = Eσ (6.12)
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Ce modèle de synthèse est sous la forme d’une décomposition selon la commandabilité. Compte
tenu de l’hypothèseH1, les modes commandables sont ceux du système, i.e. la paire(Fσ, Gσ),
alors que les modes du générateur des perturbations ne sont pas commandables. La paire
(Fa, Ga) n’est pas stabilisable puisque les modes non commandables ne sont pas asymptoti-
quement stables. La synthèse du système de commande avec retour d’état ne peut être alors
effectuée conformément aux méthodes usuelles, notamment on ne peut pas déterminer un gain
Ka qui permet d’assigner les modes du système de commande avec retour d ’état dans un
domaine de stabilité et de performancesDsp. Dans ce qui suit, on montre que l’on peut déve-
lopper une méthode de synthèse spécifique au cas des modes noncommandables marginalement
stables. On relâcherait ainsi la condition de stabilisabilité des modèles de synthèse intrinsèque
à la commande avec retour d’état.

MGP SYST EME
-

-
-

? ?

? ?

xpo xσo

xp(t) xσ(t)

y(t)

v(t)

u(t)

FIGURE 6.1 – Le système perturbé

6.3.2 Le principe de la méthode

Le système de commande constitué du modèle de synthèse (6.11)-(6.12) en contre réaction avec
la loi de commande avec retour d’état (6.9)-(6.10) est décrit par

SCX























ρ

(

xσ(t)
xp(t)

)

=

(

Fσ −GσKσ GvHp −GσKp

0 Fp

)(

xσ(t)
xp(t)

)

y(t) =
(

Hσ − EσKσ EvHp − EσKp

)

(

xσ(t)
xp(t)

)

(6.13)

Il faut remarquer que les modes du système de commande sont constitués des modes du système
de commande associé à la partie commandable, i.e. le spectrede la matriceFσ − GσKσ que
l’on peut spécifier arbitrairement puisque la paire(Fσ, Gσ) est commandable, et des modes
de la partie non commandable, i.e. le spectre de la matriceFp qui dépend de la nature des
perturbations et sur lequel on ne peut pas agir par la commande. Par ailleurs, la détermina-
tion du gainKσ peut être effectuée indépendamment de celle du gainKp puisqu’il n’a aucune
influence sur la position des modes associés à la partie commandable. Cette remarque suggère
une judicieuse solution en deux étapes.



234

• La première étape consiste à déterminer le gainKp de manière à rendre les perturbations
non observables à partir de la sortie du système de commande avec retour d’état, i.e

E1. GvHp −GσKp = 0 et EvHp − EσKp = 0 (6.14)

• La seconde étape consiste à déterminer le gainKσ de manière à assigner les modes de
la partie commandable dans un domaine de stabilité et de performancesDsp, i.e.

E2. V (Fσ −GσKσ) ⊂ Dsp (6.15)

La première étape permet de découpler la partie commandablede la partie non commandable
du système de commande comme le montrent ses équations d’état et de sortie.

SCX























ρxσ(t) = (Fσ −GσKσ)xσ(t)

ρxp(t) = Fpxp(t)

y(t) = (Hσ − EσKσ)xσ(t)

(6.16)

Quant à la seconde étape, elle permet de garantir la stabilité du système de commande et
conclure la réalisation du rejet asymptotique des perturbations puisque

V (Fσ −GσKσ) ⊂ Dsp =⇒ lim
k−→∞

xσ(t) = 0 =⇒ lim
k−→∞

y(t) = 0

6.3.3 Une solution usuelle

Les conditions 6.14 peuvent être directement satisfaites dans le cas où toutes les perturbations
qui affectent le fonctionnement du système peuvent être ramenées en entrée, soit(Gσ, Eσ) =
(Gv, Ev). En effet, le gainKp = Hp permet de rendre l’état du système de commande insensible
à toutes les variables d’état du générateur des perturbations.

Le problème de compensation asymptotique des perturbations admet donc une solution triviale
dans le cas où les perturbations peuvent être ramenées en entrée du système tout en préservant
la structure bloc diagonale de la matrice d’état du modèle desynthèse (6.11)-(6.12). On effec-
tue pour ce faire le changement de base

CBZ
{ (

xσ(t)
xp(t)

)

=

(

Inσ Tp
0 Inp

)(

zσ(t)
zp(t)

)

(6.17)

⇐⇒

CBZ
{ (

zσ(t)
zp(t)

)

=

(

Inσ −Tp
0 Inp

)(

xσ(t)
xp(t)

)

(6.18)

Cette transformation des variables d’état permet de récrire le modèle de synthèse sous la forme

MSZ























ρza(t) = Fzza(t) +Gz (u(t)− up(t))

up(t) = −Γpzp(t) = −Γpxp(t)

y(t) = Hzza(t) + Ez (u(t)− up(t))

(6.19)
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avec

za(t) =

(

zσ(t)
zp(t)

)

Fz =

(

Fσ FσTp − TpFp +GvHp −GσΓp

0 Fp

)

, Gz =

(

Gσ

0

)

(6.20)

Hz =
(

Hσ HσTp + EvHp − EσΓp

)

et Ez = Eσ

Il apparaît clairement que les perturbations peuvent être ramenées en entrée si et seulement si
le système deSylvester suivant

SYLV







HσTp −EσΓp + EvHp = 0

FσTp − TpFp +GvHp −GσΓp = 0
(6.21)

admet une solution en les matricesTp ∈ Rnσ×np etΓp ∈ Rm×np. L’existence de cette solution
permet d’utiliser la loi de commande avec retour d’état donnée par

CREZ
{

u(t)− up(t) = −Γσzσ(t) (6.22)

ou d’une manière équivalente

CREZ
{

u(t) = −Γσzσ(t)− Γpzp(t) (6.23)

pour réaliser une compensation asymptotique parfaite des perturbations comme l’indiquent les
équations du système de commande sous-jacent, soit

SCZ























ρzσ(t) = (Fσ −GσΓσ) zσ(t)

ρzp(t) = Fpzp(t)

y(t) = (Hσ − EσΓσ) zσ(t)

(6.24)

La détermination du gainΓσ est possible puisque la paire(Fσ, Gσ) est commandable. Compte
tenu du changement de base (6.17) qui permet de ramener les perturbations en entrée, on peut
retrouver la loi de commande avec retour d’état (6.9) à partir de la loi de commande (6.23)
comme suit

Kσ = Γσ et Kp = Γp − ΓσTp (6.25)

Remarque 6.2Le système deSylvester n’admet pas toujours une solution enTp ∈ Rnσ×np et
Γp ∈ Rm×np : c’est ce qui justifie l’hypothèse d’admissibilité du modèle de synthèseH3. Dans
le cas des systèmes strictement propres soumis à des perturbations du type échelon, i.e.Eσ = 0
etFp = Inp, le système deSylvester admet une solution explicite enKp ∈ Rm×np si et seule-
ment si le système(Fσ, Gσ, Hσ) n’admet aucun zéro à l’origine. Cette solution nécessite juste
quelques manipulations algébriques sur le système deSylvester que l’on peut récrire dans ce
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cas comme suit

SYLV







HσTp = −EvHp

(Inσ − Fσ +GσKσ)Tp −GvHp +Gσ (Γp −KσTp) = 0

CommeV (Fσ −GσKσ) ⊂ Dsp, le système ci-dessus peut se mettre sous la forme

SYLV







Tp = (Inσ − Fσ +GσKσ)
−1 (−GσKp +GvHp)

HσTp = Hσ (Inσ − Fσ +GσKσ)
−1 (−GσKp +GvHp) = −EvHp

Et compte tenu du fait que le système n’a aucun zéro à l’origine, on obtient

Kp =
(

Hσ (Inσ − Fσ +GσKσ)
−1Gσ

)−1 (
Hσ (Inσ − Fσ +GσKσ)

−1Gv + Ev

)

Hp

6.3.4 Une solution ingénieur

Les variables d’état du système augmenté ne sont pas toujours mesurables, e.g. la connaissance
des perturbations est beaucoup plus une exception qu’une règle dans la pratique, le problème
de rejet asymptotique ne peut être résolu avec les lois de commande avec retour d’état (6.9) ou
(6.23). On peut toutefois invoquer le principe d’équivalence certitude qui permet de remplacer
les variables d’état par leurs estimées si et seulement si lemodèle de synthèse (6.11)-(6.12) est
détectable. Pour ce faire, on notera d’abord que si le problème (6.8) admet une solution dans le
cas où toutes les variables d’état sont disponibles pour la mesure, alors le modèle de synthèse
(6.19)-(6.20) peut se récrire sous la forme

MSZ







ρza(t) = Fzaza(t) +Gzau(t)

y(t) = Hzaza(t) + Ezau(t)
(6.26)

avec

Fza =

(

Fσ GσΓp

0 Fp

)

, Gza =

(

Gσ

0

)

, Hza =
(

Hσ EσΓp

)

et Eza = Eσ (6.27)

Cette forme permet d’effectuer la synthèse d’un observateur qui réaliserait une estimation
consistante des variables d’état si et seulement si la paire(Hza, Fza) est détectable ou d’une
manière équivalente la paire(Ha, Fa) est détectable puisque les propriétés structurelles d’un
système sont préservées par un changement de base.

La réalisation des performances requises peut être alors faite avec la loi de commande avec
retour d’état utilisant un observateur donnée par

CREOZ































ρẑa(t) = Fzaẑa(t) +Gzau(t) +Mza

(

y(t)− ŷ(t)
)

ŷ(t) = Hzaẑa(t) + Ezau(t)

u(t) = −Kaẑa(t)

(6.28)
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avec

Kza =
(

Γσ Γp

)

et Mza =

(

Mσ

Mp

)

(6.29)

oùΓσ ∈ Rm×nσ etΓp ∈ Rm×np désignent les gains de la loi de commande avec retour d’état
réalisant leRAP dans le cas où les variables d’état sont mesurables etMa ∈ R(nσ+np)×p est
le gain d’observation qui doit être déterminé de manière à satisfaire la propriété de stabilité
asymptotique et de performances.

PSA V (Fza −MzaHza) ⊂ Dsp (6.30)

Cette propriété permet de réaliser une estimation consistante des variables d’état du modèle de
synthèse (6.26)-(6.27), soit

EST C
{

lim
k−→∞

z̃a(t) = 0 avec z̃a(t)
∆
= za(t)− ẑa(t) (6.31)

Le système de commande sous-jacent est alors décrit par les équations

SCREOZ







ρza(t) = (Fza −GzaKza) za(t) +GzaKzaz̃a(t)

ρz̃a(t) = (Fza −MzaHza) z̃a(t)
(6.32)

Compte tenu des structures des matrices(Fza −GzaKza) etGzaKza, le système de commande
(6.32) peut être récrit comme suit

ρ









zσ(t)
zp(t)
z̃σ(t)
z̃p(t)









=









Fσ −GσΓσ 0 GσΓσ GσΓp

0 Fp 0 0
0 0 Fσ −MσHσ (Gσ −MσEσ) Γp

0 0 −MpHσ Fp −MpEσΓp

















zσ(t)
zp(t)
z̃σ(t)
z̃p(t)









Une telle décomposition montre clairement que le système decommande est asymptotiquement
stable pourvu que les propriétés de stabilité (6.31) soientsatisfaites. On retrouve ainsi le théo-
rème de séparation qui représente la légitimité du principed’équivalence certitude.

Remarque 6.3La condition d’admissibilité du modèle de synthèse peut être précisée à partir
des conditions requises pour la synthèse du système de commande, notamment la solvabilité
du système deSylvester pour la détermination du gain du retour d’état et l’observabilité du
modèle de synthèse pour la détermination du gain d’observation, i.e.

(

SYLV admet une solution (Tp, Γp)
)

et
(

(Ha, Fa) est détectable
)

Le système deSylvester admet génériquement une solution pourvu qu’il n’yait pas de simplifi-
cation entre les zéros du système et les pôles du générateur des perturbations ([82]), on retrouve
ainsi l’hypothèseH3. On notera vigoureusement que les hypothèsesH1, H2 etH3 permettent
de conclure l’observabilité du modèle de synthèse conformément aux résultats 3.33 et 3.36.
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6.3.5 Une interprétation polynomiale

Une interprétation importante du concept de rejet asymptotique des perturbations peut être ob-
tenue à partir d’une analyse de la fonction de transfert du régulateur sous-jacent. En effet, la
loi de commande (6.28)-(6.29) peut se mettre sous la forme simplifiée

CREOZ























ρẑσ(t) = (Fσ −GσΓσ) ẑσ(t) +Mσ (y(t)−Hzσẑσ(t))

ρẑp(t) = Fpẑp(t) +Mp (y(t)−Hzσẑσ(t))

u(t) = −Γσ ẑσ(t)− Γpẑp(t)

(6.33)

avec

Hzσ = Hσ −EσΓσ (6.34)

En appliquant la transformée de Laplace à la loi de commande (6.33)-(6.34) ainsi obtenue tout
en considérant que les conditions initiales sont nulles, onobtient

U(s) = −ΓσẐσ(s)− ΓpẐp(s)

avec

Ẑσ(s) = (sInσ − Fσ +GσΓσ +MzσHzσ)
−1MσY (s)

Ẑp(s) = (sInp − Fp)
−1Mp

(

Ip −Hzσ (sInσ − Fσ +GσΓσ +MσHzσ)
−1Mσ

)

Y (s)

ou d’une manière équivalente

U(s) = − (Rcreo(s) +Rcomp(s))Y (s)

avec

Rcreo(s)
∆
= Γσ (sInσ − Fσ +GσΓσ +MσHzσ)

−1Mσ

Rcomp(s)
∆
= Γp (sInp − Fp)

−1Mp

(

Ip −Hzσ (sInσ − Fσ +GσΓσ +MσHzσ)
−1Mσ

)

On notera queRcreo(s) n’est autre que le régulateur issu de la commande avec retourd’état
incorporant un observateur en l’absence des perturbationset queRcomp(s) est la composante
du régulateur qui permet de réaliser la la compensation parfaite des perturbations, comme
l’indique la figure 6.2. Cette composante peut être interprétée comme un filtre réalisant une
estimation consistance des perturbations ramenées en entrée à partir de la sortie du système.

Rappelons que cette interprétation est intrinsèque à la méthode directe dont la viabilité dé-
pend de la possibilité de pouvoir ramener toutes les perturbations en entrée du système et de la
possibilité de concevoir un observateur réalisant une estimation conjointe precise des variables
d’état du sytème et du générateur des perturbations.
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Rcreo(s)

Rcomp(s)

k SYST EME

-

-

- -?

6

k
6

-− +

?

v(t)

y(t)u(t)

FIGURE 6.2 – Système de commande avec rejet asymptotique des perturbations

Remarque 6.4Après quelques manipulations algébriques triviales, on peut récrire la loi de
commande sous la forme

S(s)Dp(s) U(s) = −R(s) Y (s)
avec

S(s)
∆
= det (sInσ − Fσ +GσΓσ +MσHzσ)

R(s)
∆
= Dp(s)R1(s) + ΓpAdj (sInp − Fp)Mp (S(s)Inp −R2(s))

oùR1(s) etR1(s) sont des matrices polynomiales respectivement données par

R1(s)
∆
= ΓσAdj (zInσ − Fσ +GσΓσ +MσHzσ)Mσ

et

R2(s)
∆
= HzσAdj (sInσ − Fσ +GσΓσ +MσHzσ)Mσ

Les pôles du modèle générateur des perturbations sont des pôles du régulateur : on retrouve
le concept du modèle interne des perturbations qui est au coeur des méthodes de synthèse
réalisant une compensation des perturbations ([82]).

Remarque 6.5Bien que le problème de compensation parfaite des perturbations ait été traité
dans un contexte de régulation, on peut en déduire aisément que le système de commande avec
retour unitaire sous-jacent permet de réaliser une précision maximale pour des séquence de
référence de même nature que les perturbations.

6.4 Méthode indirecte

La méthode indirecte est une émanation du concept de modèle interne via une pondération
appropriée de la sortie du système. La pierre d’achoppementde cette méthode est la loi de
commande avec retour d’état utilisant une pondération appropriée de la sortie du système,
avec un observateur d’état du système si besoin est, comme l’indiquent les figures 6.3 et 6.4.
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SYST EME

Kσ

�
��KwPONDER - - -

?

−

v(t)

u(t) y(t)xw(t)

xσ(t)
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6

�

FIGURE 6.3 – Rejet asymptotique des perturbations : cas des variables d’état mesurables

SYST EME

OBSERVAT EUR

Kσ

�
��KwPONDER - - -

�

�-

?

−

v(t)

u(t) y(t)xw(t)

x̂σ(t)

6

--

FIGURE 6.4 – Rejet asymptotique des perturbations : cas des variables d’état non mesurables
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La pondération de la sortie est spécifiée conformément au concept du modèle interne des per-
turbations : les pôles de la pondération sont les mêmes que ceux du modèle générateur des
perturbations. Elle peut être décrit par une réalisation d’état

POND







ρxw(t) = Fwxw(t) +Gwy(t)

yw(t) = xw(t)
(6.35)

La paire (Fw, Gw) est spécifiée en fonction de la nature des perturbations et des conditions
requises pour la synthèse du système de commande avec retourd’état du système incorporant
une pondération de la sortie, i.e. la détermination des gainsKσ ∈ Rm×nσ etKw ∈ Rm×nw.
LeRAP est réalisé pourvu que la matrice d’état de la pondération soit spécifiée de manière à
satisfaire la propriété suivante

SPPS1
{

det (sInw − Fw) = det (sInp − Fp) (6.36)

Quant à la détermination des gains de la loi de commande avec retour d’état sous-jacente, elle
dépend de la propriété de commandabilité de la cascade composée du système et de la pon-
dération de la sortie comme le montre la figure 6.5. La représentation d’état de cette cascade
constitue le modèle de synthèse. On présente dans ce qui suitla méthode indirecte à partir
d’une lecture agréable des enseignements de l’école d’automatique australienne ([4], [40],
[65]) après une lecture laborieuse de l’ouvrage deWonham : le maître à penser du concept de
modèle interne ([82]).

SYSEME PONDER- --

?

v(t)

u(t) xw(t)y(t)

FIGURE 6.5 – Modèle de synthèse

6.4.1 Le modèle de synthèse

Le modèle de synthèse est celui de la cascade composée du système et de la pondération de la
sortie comme le montre la figure 6.5. Il peut être facilement obtenu à partir de leurs équations
d’état respectives, i.e. (6.6) et (6.35), en tenant compte de l’équation de sortie du système, soit

MS







ρxa(t) = Faxa(t) +Gauu(t) +Gavv(t)

y(t) = Haxa(t) + Evv(t) + Eσu(t)
(6.37)

avec

xa(t) =

(

xσ(t)
xw(t)

)

(6.38)
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Fa =

(

Fσ 0
GwHσ Fw

)

, Gau =

(

Gσ

GwEσ

)

, Gav =

(

Gv

GwEv

)

et Ha =
(

Hσ 0
)

(6.39)

Ce modèle peut être utilisé pour la synthèse d’un système de commande avec retour d’état. Dans
le cas d’un assignement arbitraire des modes du système de commande, la condition d’admis-
sibilité du modèle de synthèse est

H3. La paire (Fa, Gau) est commandable

Cette propriété requiert que la pondération et le système soient commandables, autrement leurs
modes non commandables seraient aussi des modes non commandables de la cascade. La spéci-
fication de la pondération doit être alors faite de manière à satisfaire cette exigence de synthèse,
en l’occurrence

SPPS2
{

(Fw, Gw) est commandable (6.40)

Et compte tenu de l’hypothèse d’observabilitéH2 du modèle générateur des perturbations et
des conditions de synthèse (6.36) et (6.40), on peut spécifier la pondération de la sortie comme
suit

SPS
{ (

Fw, Gw, Inw
)

=
(

F T
p , H

T
p , Inp

)

(6.41)

Ainsi la pondération est bien commandable et admet la même configuration des pôles que celle
du modèle générateur des perturbations puisque

(

(Hp, Fw) est observable
)

=⇒
( (

F T
p , H

T
p

)

est commandable
)

et

det
(

sInp − F T
p

)

= det

(

(

sInp − Fp

)T
)

= det
(

sInp − Fp

)

Rappelons que les conditions de commandabilité de la pondération de la sortie et du système
sont nécessaires mais elles ne sont pas suffisantes pour la commandabilité du modèle de syn-
thèse. En effet, la commandabilité de la cascade dépend des éventuelles simplifications entre
les pôles de la pondération de la sortie et les zéros du système comme l’indiquent les résultats
3.33 et 3.36 : c’est la motivation de l’hypothèseH3.

Remarque 6.6Le résultat fondamental sur la décomposition selon l’observabilité à partir de
la sortie du système permet de conclure que les modes de la pondération de la sortie ne sont pas
observables. Et comme ces modes ne sont pas asymptotiquement stables, le modèle de synthèse
n’est pas détectable. C’est pourquoi, l’observation ne porte que sur le système qui est supposé
observable.

6.4.2 Commande avec retour d’état

La loi de commande avec retour d’état incorporant une pondération de la sortie utilisée dans
le système de commande de la figure 6.3 est donnée par
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CRESF
{

u(t) = −Kaxa(t) = −
(

Kσ Kw

)

(

xσ(t)
xw(t)

)

(6.42)

La description du système de commande correspondant est obtenue en éliminant le signal de
commande entre les équations de la loi de commande avec retour d’état incorporant une pon-
dération de la sortie (6.42) et celles du modèle se synthèse (6.37), soit

SCPS







































ρ

(

xσ(t)
xw(t)

)

=

(

Fσ −GσKσ −GσKw

HT
p (Hσ −EσKσ) F T

p −HT
p EσKw

)(

xσ(t)
xw(t)

)

+

(

Gp

HT
p Ev

)

v(t)

y(t) =
(

Hσ − EσKσ −EσKw

)

(

xσ(t)
xw(t)

)

+ Evv(t)

(6.43)

Si le modèle de synthèse est commandable, alors il est possible de déterminer les gains de retour
d’étatKσ et de retour de sortie pondéréeKw de manière à garantir la stabilité asymptotique
du système de commande avec des performances adéquates, soit

SPSCRE V
(

Fσ −GσKσ −GσKw

HT
p (Hσ −EσKσ) F T

p −HT
p EσKw

)

⊂ Dsp (6.44)

où Dsp désigne un domaine de stabilité et de performances spécifiéeà partir du cahier des
charges. Cette synthèse peut être effectuée en adoptant uneapproche modale qui consiste à ré-
soudre, en le gainKa =

(

Kσ Kw

)

∈ R1×na, l’équation algébrique

det
(

sIna − Fa +GaKa

)

=
na
∏

i=1

(

s−mci

)

(6.45)

avec
mci ∈ Dsp pour tout i ∈ [1, na] et na = nσ + np

Le résultat suivant constitue la pierre d’achoppement de laméthode indirecte, en l’occurrence
la compensation parfaite des perturbations.

Résultat 6.1Considérons le système de commande avec retour d’état de la figure 6.3 et suppo-
sons que le système est décrit par les équations (6.6)-(6.7)et que les hypothèseH1, H2 etH3
sont satisfaites. Alors le système de commande réalise une compensation parfaite des pertura-
tions, conformément à l’objectif (6.8), pourvu que la spécification de la pondération de la sortie
et la détermination des gains de retour d’étatKσ et de retour de sortie pondéréeKw) soient
conformes aux exigences d’une synthèse admissible, i.e. les conditions (6.36), (6.40) et (6.44).

Preuve. Compte tenu des conditions (6.36), (6.40) et (6.44), on aura un système de com-
mande asymptotiquement stable. On peut alors en déduire aisément que la réalisation d’état
(

F T
p , H

T
p , Kw

)

de la cascade constituée de la ponsération de la sortie et du gain de retour de
sortie pondérée est minimale. La fonction de transfert correspondante est alors irréductible et
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peut se récrire comme suit

Kw

(

sInp − F T
p

)−1
HT

p = (Dw(s)Inw)
−1Nw(s) = (Dp(s)Ip)

−1Np(s) (6.46)

Il est important de noter à ce niveau que les matrices polynomialesNw(s) et Dp(s)Inp sont
premières entre elles. Cette remarque est la pierre d’achoppement de la preuve. En effet, si l’on
opère parDp(ρ) sur les deux membres de l’équation d’état du système de commande (6.43) en
tenant compte de la vraisemblance entre les entrées impulsionnelles et les conditions initiales,
on obtient

Dp(ρ)ρ

(

xσ(t)
xw(t)

)

=

(

Fσ −GσKσ −GσKw

HT
p (Hσ − EσKσ) F T

p −HT
p EσKf

)

Dp(ρ)

(

xσ(t)
xw(t)

)

Dp(ρ)y(t) =
(

Hσ −EσKσ −EσKw

)

Dp(ρ)

(

xσ(t)
xw(t)

)

La stabilité asymptotique du système de commande permet de conclure aisément que

lim
k−→∞

Dp(ρ)y(t) = 0 et lim
k−→∞

Np(ρ)y(t) = Dp(ρ)xw(t) = 0

Et comme les matricesNp(ρ) et Dp(ρ)Inp sont premiers entre elles, il existe deux matrices
Ep(ρ) etFp(ρ) telles que

Dp(ρ)Ep(ρ) +Np(ρ)Fp(ρ) = Inp

On aura alors la propriété suivante

lim
k−→∞

Ep(ρ) (Dp(ρ)y(t)) + Fp(ρ) (Np(ρ)y(t)) = lim
k−→∞

y(t)

qui permet de conclure

lim
k−→∞

y(t) = 0

CQFD.

6.4.3 Commande avec retour de sortie

Si les variables d’état ne sont pas accessibles à la mesure, on peut utiliser un observateur
comme l’indique la figure 6.4 puisque le système est observable. La loi de commande avec re-
tour d’état incorporant un observateur et une pondération de la sortie utilisée dans le système
de commande de la figure 6.4 est donnée par

CREOPS























ρx̂σ(t) = Fσx̂σ(t) +Gσu(t) +Mσ (y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Hσx̂σ(t) + Eσu(t)

u(t) = −Kσx̂σ(t)−Kwxw(t)

(6.47)
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Comme le système est observable, on peut déterminer le gain d’observationMσ ∈ Rnσ×p de
manière à réaliser une dynamique d’observation conforme aux exigences de stabilité et des
performances requises, i.e.

SPOBS V (Fσ −MσHσ) ⊂ Ds (6.48)

En effet, il existe un gain d’observationMσ ∈ Rnσ×p qui vérifie l’équation

det
(

sInσ − Fσ +MσHσ

)

=
nσ
∏

i=1

(

z −moi

)

(6.49)

avec
moi ∈ Dsp pour tout i ∈ [1, nσ]

Il faut remarquer que l’observation considérée est biaiséeet que le biais est de même nature
que les perturbations comme le montre l’équation de l’erreur d’observation

ρx̃σ(t) = (Fσ −MσHσ) x̃σ(t) + (Gv −MσEv) v(t)

En substituant la loi de commande sous-jacente (6.47) dans l’équation d’état du modèle de syn-
thèse (6.39), on obtient l’équation

ρxa(t) = Faxa(t) +Gau (−Kσx̂σ(t)−Kwxw(t)) +Gavv(t)

que l’on peut récrire en fonction de l’état du système et de l’erreur d’observation associée
comme suit

ρxa(t) = Faxa(t)−GauKσxσ(t)−GauKwxw(t) +GauKσx̃σ(t) +Gavv(t)

Le comportement d’entrée-sortie du système de commande estalors donnée par les équations
d’état et de sortie données ci dessous.

ρ





xσ(t)
xw(t)
x̃σ(t)



 =





Fσ −GσKσ −GσKw GσKσ

HT
p (Hσ − EσKσ) F T

p −HT
p EσKw 0

0 0 Fσ −MσHσ









xσ(t)
xw(t)
x̃σ(t)





+





Gv

HT
p Ev

Gv −MσEv



 v(t)

y(t) =
(

Hσ −EσKσ −EσKw 0
)





xσ(t)
xw(t)
x̃σ(t)



+ Evv(t)

Et compte tenu de la structure de la matrice d’état de ce système de commande, le polynôme
caractéristique correspondant est donné par

Pc(s) = det
(

sIna − Fa +GaKa

)

det
(

sInσ − Fσ +MσHσ

)

(6.50)

On retrouve le théorème de séparation qui stipule que le système de commande est asymptoti-
quement stable si et seulement si le système avec commande avec retour d’état et l’observateur
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sous-jacents sont asymptotiquement stable. Comme les gains de commande avec retour d’état
et d’observation sont déterminés conformément aux performances requises, le système de com-
mande héritera de la même propriété puisquePc(s) ∈ Dsp.

Le résultat suivant montre que l’utilisation d’un observateur ne remet pas en cause les per-
formances du système de commande avec retour d’état sous-jacent an matière de compensation
parfaite des perturbations au sens des performances (6.8).

Résultat 6.2Le système de commande avec retour d’état de la figure 6.4 préserve les perfor-
mances réalisées par le système de commande avec retour d’état incorporant une pondéra-
tion de la sortie sous-jacent, en l’occurrence une compensation parfaite des perturbations au
sens des performances (6.8), pourvu que la synthèse de l’observateur sous-jacent soit effectuée
conformément à la propriété 6.48.

Preuve. Si l’on prend la transformée enz des membres des trois équations de la loi de com-
mande avec retour d’état incorporant un observateur et une pondération de la sortie (6.47) tout
en supposant que les conditions initiales sont nulles, on obtient

U(s) = −KσX̂σ(s)−KwXw(s)

avec
(

sInp − F T
p

)

Xw(s) = HT
p Y (s)

(

sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ

)

X̂σ(s) = −GσKwXw(s) +MσY (s)

Et donc

Xw(s) =
(

sInp − F T
p

)−1

HT
p Y (s)

Xσ(s) =
(

sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ

)−1

MσY (s)

+
(

sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ

)−1

GσKw

(

sInp − F T
p

)−1

HT
p Y (s)

soit

U(s) = −
(

R1(s) +R2(s) +R3(s)
)

Y (s)

avec

R1(s) = Kσ

(

sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ

)−1

Mσ

R2(s) = − Kσ

(

sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ

)−1

GσKw

(

sInp − F T
p

)−1
HT

p

R3(s) = Kw

(

sInp − F T
p

)−1

HT
p
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Et compte tenu de ces expressions, on obtient

U(s) = −R(s)Y (s)

avec

R(s) =
(

Kσ Kw

)

(

sInσ − Fσ +GuσKσ +MσHσ GuσKw

0 sInp − F T
p

)−1(
Mσ

HT
p

)

Le régulateur peut alors se mettre sous la forme

R(s) =
R(s)

S(s)Dp(s)
avec

S(s) = det (sInp − Fσ +GσKσ +MσHσ)

R(s) =
(

Kσ Kw

)

Adj

(

sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ GσKw

0 sInp − F T
p

)(

Mσ

HT
p

)

Il apparaît clairement que la dynamique des perturbations est bien incorporée dans le régula-
teur conformément au concept du modèle interne pour la compensation des perturbations. Le
système de commande réalise les performances requises d’une manière robuste : la compensa-
tion asymptotique des perturbations est satisfaite indépendamment des erreurs de modélisation
pourvu que la stabilité du système de commande soit préservée.

CQFD.

Remarque 6.7Bien que le problème de compensation parfaite des perturbations ait été traité
dans un contexte de régulation, on peut en déduire aisément que le système de commande avec
retour unitaire sous-jacent permet de réaliser une précision maximale pour des séquence de
référence de même nature que les perturbations.

6.5 Le retour d’état dynamique

Les deux méthodes de synthèse considérées ont conduit au même résultat : le rejet asymptotique
des perturbations est faisable pourvu que les pôles du modèle générateur des perturbations
soient des pôles du régulateur. Un tel aspect peut être obtenu directement en procédant à une
pondération adéquate du comportement d’entré-sortie du système comme le montre la figure
6.6.

PONDE SYST EME PONDS- - - -
up(t) u(t) y(t) ys(t)

?

v(t)

FIGURE 6.6 – Pondération du comportement d’entrée-sortie
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On distingue une pondération en entrée et une pondération ensortie dont la spécification est
faite de manière à réaliser un compromis admissible performances-robustesse ([42], [?], [88],
[89]). La synthèse du système de commande est effectuée à partir du modèle correspondant au
comportement entrée-sortie pondéré, soit celui du systèmedynamique constitué successivement
de la pondération en entrée, du système et de la pondération en sortie, comme l’indique la fi-
gure 6.6, que l’on peut respectivement décrire par les représentations d’état suivantes

PONDE







ρxe(t) = Fexe(t) +Geup(t)

u(t) = Hexe(t) + Eeup(t)

SYS







ρxσ(t) = Fσxσ(t) +Gσu(t)

y(t) = Hσxσ(t)
et

PONDS







ρxs(t) = Fsxs(t) +Gsy(t)

yp(t) = Hsxs(t) + Esy(t)

Ce modèle de synthèse peut être alors décrit par les équations d’état et de sortie

MODS







ρxa(t) = Faxa(t) +Gauw(t)

yp(t) = Haxa(t)
(6.51)

où (Fa, Ga, Ha) désigne la réalisation d’état du modèle de synthèse correspondante au vecteur
d’état augmentéxa(t), soit

xa(t) =





xσ(t)
xe(t)
xs(t)



 (6.52)

Fa =





Fσ GσHe 0
0 Fe 0

GsHσ 0 Fs



 , Ga =





GσEe

Ge

0



 et Ha =
(

EsHσ 0 Hs

)

(6.53)

La synthèse est faisable pourvu que la réalisation(Fa, Ga, Ha) soit stabilisable et détectable.
Cette synthèse est naturellement faite à partir de la loi de commande avec retour d’état

up(t) = −Kaxa(t) =
(

Kσ Ke Ks

)





xσ(t)
xe(t)
xs(t)





qui conduit au système de commande avec retour d’état de figure 6.7. Ce dernier peut être na-
turellement décrit par la représentation d’état d’ordrena = nσ + ne + ns donnée par

SCRE







ρxa(t) = (Fa −GaKa) xa(t)

yp(t) = Haxa(t)
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On notera que le système de commande avec retour d’état réalise les performances dyna-
miques requises si le gain de commandeKa est déterminée de manière à satisfaire la propriété
V (Fa −GaKa) ⊂ Dsp.

PONDE SYST EME PONDS- - - -
up(t) u(t) y(t) yp(t)

Ke Kσ Ks

�
��?- �

? ? ?
xe(t) xσ(t) xs(t)

−

?

v(t)

FIGURE 6.7 – Système de commande avec retour d’état dynamique

Les deux remarques suivantes soulignent le caractère dynamique du retour d’état considéré et
sa mise en oeuvre si les variables d’état ne sont pas mesurables.

Remarque 6.8La commande effective du système est un retour dynamique surl’état du sys-
tème donné par

U(s) = −K(s)Xσ(s)
avec

K(s) = (He − EeKe) (sIne
− Fe +GeKe)

−1 (GeKσ +GeKs (sIns
− Fs)

−1GsHσ

)

+ Ee

(

Ks (sIns
− Fs)

−1GsHσ +Kσ

)

Le choix des pondérations d’entrée et de sortie doit se fairede manière à réaliser un modelage
adéquat de la fonction de transfert en boucle ouverte afin de garantir une bonne robustesse en
stabilité du système de commande avec une compensation parfaite des perturbations au sens
des performances (6.8).

Remarque 6.9Si les variables d’état du modèle de synthèse (6.51)-(6.53)ne sont pas acces-
sibles à la mesure, on peut utiliser une loi de commande baséesur un observateur si et seulement
si la paire(Ha, Fa) est détectable, soit
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CREO























ρxs(t) = Fsxs(t) +Gsy(t)

ρx̂a(t) = (Fa −MaMa) x̂a(t) +Gaup(t) +Ma (Esy(t) +Hsxs(t))

up(t) = −Kax̂a(t)

oùMa ∈ Rna×p est le gain d’observation que l’on détermine de manière à réaliser la stabilité
et les performances de l’observateur, en l’occurrence

V (Fa −MaHa) ⊂ Dsp

On montre aisément que la fonction de transfert du régulateur est donnée par

R(s) = Fs(s) Ra(s) Re(s)

oùRa(s) désigne la matrice de transfert du régulateur conçu à partirdu modèle de synthèse
(6.51)-(6.53). La figure 6.8 montre le système de commande correspondant. On réalise aisément
qu’il incorpore bien les dynamiques des pondérations d’entré-sortie considérés et peut ainsi
garantir un rejet de toutes les perturbations dont les dynamiques sont partiellement contenues
dans celles des pondérations.

�
�� Ra(s) We(s) SYST EME

Ws(s)

- - - -

6

�

−

?

v(t)

y(t)u(t)up(t)

yp(t)

FIGURE 6.8 – Système de commande avec pondérations fréquentielles

La loi de commande avec retour d’état dynamique donnée par lafigure 6.7 requiert que la
pondération en entrée soit inversible. Cette condition peut être au travers une mise en oeuvre
appropriée comme l’indique la figure 6.9. Par ailleurs la loide commande avec retour d’état
dynamique incorporant un observateur réalisant une estimation conjointe des variables d’état
du système et des pondérations nécessite que la cascade constituée du système et des pondé-
rations soit détectable. Une telle condition peut être relâchée si le processus d’estimation ne
concerne sur les variables d’état du système comme l’indique la figure 6.10.
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h KsKe

Kσ

- �

6

SYST EMEPONDE PONDS

�

-�

-

� -

−

up(t) yp(t)u(t)
-

�

y(t)

xe(t) xs(t)

xσ(t)

FIGURE 6.9 – Système de commande avec retour d’état dynamique

h KsKe

Kσ

- �
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SYST EMEPONDE PONDS

�

-�

-

� -
up(t) yp(t)u(t) y(t)

−

OBSERV

-

�-

�

xe(t) xs(t)

x̂σ(t)

FIGURE 6.10 – Système de commande avec retour d’état dynamique incorporant un observateur
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6.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au problème de la compensation parfaite des perturbations dont le
modèle générateur est connu en exploitant judicieusement les concepts de commande avec re-
tour d’état incorporant un observateur et du modèle interne. Deux méthodes ont été présentées
pour ce faire modulo un focus sur le retour d’état dynamique.La première est principalement
basée sur une observation précise des perturbations ramenées en entrée alors que la seconde
utilise une pondération de la sortie sous la bénédiction du concept de modèle interne des per-
turbations. Ceci a permis de relâcher les exigences de précision en matière d’observation dans
le contexte de la commande des systèmes et abolir ainsi le conservatisme des idées reçues. Le
retour d’état dynamique a été présenté dans l’esprit d’une synthèse robuste. En effet, la com-
pensation parfaite des perturbations réalisée est robustepar rapport aux inéluctables erreurs
de modélisation.

6.7 Problèmes

Les problèmes suivants permettent de s’approprier des possibilités offertes par les concepts de
commande avec retour d’état et d’observation par injectionde la sortie pour conception de sys-
tèmes de commande réalisant une compensation parfaite des perturbations et/ou une estimation
conjointes des variables d’état du système et du générateurdes perturbations. On se focalisera
sur le cas des systèmes monovariables pour des considérations pédagogiques. Le cas des sys-
tèmes multivariables sera amplement traité dans le cadre d’un ensemble de bureaux d’études
conçus pour développer un savoir faire en la matière sous l’amicale bénédiction deS imulink.

Problème 6.1On se propose d’étudier un problème générique des systèmes d’instrumentation
avancée, en l’occurrence le problème d’estimation conjointe des variables d’état d’un système
et de son entrée en supposant que les modèles du système et du générateur d’entrée sont connus,
notamment des réalisations d’état minimale(Fσ, Gσ, Hσ, Eσ) et(Fe, Ge, He, Ee) de dimensions
respectivesnσ et ne. Le système peut être alors représenté comme le montre la figure 6.11 où
SYS etMGE désignent respectivement le système et le modèle générateur de son entrée{u(t)}
à partir d’une impulsion d’amplitude inconnue{δv(t)} et{y(t)} désigne la mesure de la sortie
du système.

MGE SYS- - -δv(t)
v(t)

y(t)

FIGURE 6.11 – Représentation du système à entrée inconnue

On suggère d’effectuer cette étude dans le cas des systèmes carrés, i.e.(u(t), y(t)) ∈ Rm×Rm,
d’une manière progressive comme suit.

1) Montrer que la cascade composée du système et du modèle générateur de son entrée peut
être décrite par la réalisation d’état

REC
{

F =

(

Fσ GσHe

0 Fe

)

, G =

(

GσEe

Ge

)

, H =
(

Hσ EσHe

)

et E = EσEe
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2) Montrer que la cascade est observable si et seulement si la configuration des pôles du
modèle générateur d’entrée et la configuration des zéros du système sont disjointes, i.e

(

(H,F ) est observable
)

⇐⇒
(

CP (MGE) ∩ CZ (SYS) = ∅
)

3) Proposer un observateur permettant de réaliser un estimation précise conjointe des va-
riables d’état du système et de son entrée en précisant la condition requise pour ce faire.

4) Traiter le cas suivant

Gσ (s) =
ω2
σ

s2 + 2ζσωσ + ω2
σ

et u (t) = αesin (ωet)α(t)

oùav désigne l’amplitude du signal qui est supposée inconnue.

Problème 6.2Considérons le système asservi de la figure 6.12 où le systèmeest décrit par
une réalisation d’état minimale(Fσ, Gσ, Hσ) associé au vecteur d’étatxσ(t) et n’admet aucun
zéro situé sur l’axe imaginaire. Proposer une pondération qui permet de réaliser une poursuite
asymptotique parfaite des séquences de référence harmoniques d’amplitude arbitrairer∗, e.g.
y∗(t) = r∗sin (ωt+ ϕ). On précisera la structure du régulateur qui permet de réaliser une
précision maximale et toutes les conditions requises pour ce faire.

SYS

OBS

Kσ

lKwW (s)n- - - - -

�

�-

−±
u(t) y(t)y∗(t) xw(t)

x̂σ(t)

6 6

-

FIGURE 6.12 – Asservissement réalisant une précision maximale

Problème 6.3La figure 6.13 montre le diagramme fonctionnel d’un asservissement de position
d’une antenne parabolique qui se distingue par une système composé d’une antenne parabo-
lique, d’un moteur à courant continu et d’un capteur. Le moteur à courant continu permet
d’orienter l’antenne par l’intermédiaire d’un engrenage.Le capteur est un transformateur dif-
férentiel à réluctance variable de type rotatif de gain unitaire qui permet de mesurer la position
angulaire de l’antenne.{u(t)} et {τ(t)} désignent respectivement la tension d’induit du mo-
teur et le couple délivré par le moteur,{θ(t)} et {y(t)} désignent respectivement la position
angulaire de l’antenne et sa mesure et{v(t)} représente les perturbations ramenées en entrée
du système, notamment l’effet du vent.
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On se propose de déterminer un régulateur qui permet de conférer à l’asservissement une com-
pensation parfaite des perturbations avec des performances dynamiques caractérisées par un
mode d’amortissement unitaire et de pulsation propreωr. Pour ce faire, on adoptera une syn-
thèse modale en supposant que

H1. Le système considéré peut être raisonnablement décrit par l’équation différentielle

Jρ2y(t) + fρy(t) = u(t) + v(t)

oùJ etf sont respectivement le moment d’inertie et le coefficient defrottement visqueux
de l’ensemble moteur-engrenage-antenne

H2. Les séquences des perturbations et des points de consigne sont du type échelon

MOT EUR ANT ENNE CAPT EUR- -
θ(t) y(t)τ(t)

REGULAT EUR
�

�

y∗(t)

l --

6

v(t)

u(t)

+

FIGURE 6.13 – Asservissement de position d’une antenne parabolique

On suggère d’étudier le problème dans un contexte de régulation et de montrer que le régu-
lateur obtenu peut être aisément utilisé pour traiter le problème d’asservissement de position
considéré. Pour ce faire, on suggère de procéder progressivement comme suit.

1) Montrer que le système peut être décrit par la représentation d’état suivante

MSAP
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

y(t) = Hx(t)
(6.54)

avec

x(t) =

(

xσ(t)
v(t)

)

(6.55)

F =

(

Fσ Gσ

0 0

)

, G =

(

Gσ

0

)

et H =
(

Hσ 0
)

(6.56)

où (Hσ, Hσ, Hσ) est une réalisation d’état du système en absence des perturbations.

2) Supposons que la séquence de points de consigne est identiquement nulle, montrer que la
synthèse du système de commande considéré peut être effectuée à partir de loi de com-
mande
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REG







ρx̂(t) = (F −MH) x̂(t) +Gu(t) + y(t)

u(t) = −Kx̂(t)
(6.57)

avec

Ka =
(

Kσ Kp

)

et Ma =

(

Mσ

Mp

)

(6.58)

où Ka ∈ R1×3 et Ma ∈ R3×1 désignent respectivement les gains de commande avec
retour d’état et d’observation qui seront déterminés à partir d’une synthèse modale dont
on précisera les conditions de faisabilité.

3) Montrer que la loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur considé-
rée (6.57)-(6.58) peut se récrire sous la forme

REG
{

U(s) = − (Rcreo(s) +Rcomp(s)) Y (s) (6.59)

avec

Rcreo(s) = Kσ (sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ)
−1Mσ

Rcomp(s) =
1

s
KpMp

(

1−Hσ (sInσ − Fσ +GσKσ +MσHσ)
−1Mσ

)

(6.60)

4) Supposons que la séquence de points de consigne n’est pas identiquement nulle, montrer
que l’asservissement considéré réaliserait une poursuiteparfaite modulo une modifica-
tion appropriée que l’on précisera dans le cas d’une dynamique de poursuite caractérisée
par une mode dominant d’amortissement unitaire et de pulsation propreωp.

Problème 6.4On se propose de concevoir un asservissement de niveau d’un système hydrau-
lique dont le schéma fonctionnel est donné par la figure 6.14.Le système hydarulique est consti-
tué de deux cuves identiquesCUV1 etCUV2, la première se déversant dans la seconde, munies
chacune d’une vanne et d’une pompe qui fonctionnent avec unecommande manuelle à distance,
soit l’ensembleVAN1, VAN 2, POM1 etPOM2. La vanne permet d’effectuer un remplis-
sage de la cuve alors que la pompe permet de procéder à une vidange de la cuve si besoin est.
L’electrovanneEVA permet de fournir le débit d’eau à l’entrée de la première cuve, alors que
le capteurCAP permet d’effectuer une mesure du niveau dans la seconde cuve. L’électrovanne
est principalement constituée d’un asservissement de débit conçu à partir d’une cascade de sys-
tèmes composée d’un amplificateur de puissance, d’un moteur, d’une vanne et d’un capteur de
débit. Cet asservissement est supposé être bien conçu pour que l’on puisse le considérer comme
un amplificateur de puissance de gain statique unitaire par rapport à la bande passante désirée
de l’asservissement du niveau. On supposera aussi que le capteur peut être raisonnablement
approximés par un amplificateur de gain statique unitaire compte tenu de la bande passante
désirée de l’asservissement du niveau. Les séquences{u(t)} et {q(t)} désignent respective-
ment la tension de commande de l’électrovanne et le débit d’eau qu’elle fournit effectivement,
alors que les séquences{h(t)} et {y(t)} désignent le niveau d’eau dans la seconde cuve et sa
mesure.
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EVA CUV1 CUV2 CAP

POM1 POM2

VAN1 VAN2

REGULAT EUR
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�
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?

? ?

u(t) y(t)q(t) h(t)

y∗(t)

FIGURE 6.14 – Système hydraulique

Les performances requises consistent à maintenir le niveaud’eau dans la seconde cuve dans un
voisinage d’une séquence de référence{y∗(t)} indépendamment des perturbations qui affectent
le fonctionnement du système hydraulique. Les sources des perturbations des niveaux d’eau
dans les cuves sont les vannes de remplissage ainsi que les pompes de vidange, elles peuvent
être considérées dans le pire cas comme une perturbation d’état du type échelon d’amplitude
inconnue. La séquence de référence{y∗(t)} est produite par un modèle générateur comme suit

y∗(t) = G∗(ρ) u∗(t)

où{u∗(t)} est un échelon d’amplitude donnée etG∗(z−1) est la fonction de transfert du modèle
générateur. Ce dernier est particulièrement utilisé pour modeler la dynamique de poursuite de
l’asservissement par rapport à sa dynamique de régulation.Outre la stabilité asymptotique
du système de commande, on cherche à réaliser une précision maximale avec une dynamique
dominante caractérisée par deux modes d’amortissement unitaire et de pulsations propres res-
pectivesωc etωo et une bonne insensibilité par rapport aux bruits inéluctables de mesure.

Montrer que la conception de l’asservissement de position considéré sera réalisée en adop-
tant une approche d’état avec synthèse modale. On motivera les choix de structure du système
de commande et la spécification des paramètres de synthèse.

Problème 6.5Le diagramme fonctionnel de la figure 6.15 représente un asservissement clas-
sique de l’angle de tangage d’un véhicule spatial. L’actionneur est constitué par un asservis-
sement dédié à l’angle de braquage de la tuyère de tangage. Laboucle de retour est constituée
d’une centrale inertielle, qui mesure l’angle de tangage (position du véhicule spatial), et d’un
gyromètre dont la sortie est proportionnelle à la dérivée del’angle de tangage par rapport au
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temps (vitesse angulaire du véhicule spatial). Le bloc de pilotage détermine la commande à ap-
pliquer à la tuyère de tangage en fonction de l’erreur de position actuelle. Il est généralement
réalisé avec un régulateurPID conçu à partir d’une approche fréquentielle qui relève beau-
coup plus de l’art que de l’analytique. Les séquences{u(t)} et{y(t} désignent respectivement
le signal de commande de l’angle de braquage de la tuyère de tangage et l’angle de tangage du
véhicule spatial. Quant aux séquences{va(t)} et {vσ(t)}, elles représentent les perturbations
qui affectent respectivement le fonctionnement de l’actionneur et du véhicule spatial et sont du
type échelon modulo un filtrage.

Bloc
de

pilotage
Actionneur-

u(t)

Centrale
inertielle

Véhicule
spatial

- -

�

-
-

-

?

vσ(t)

?

va(t)

ua(t) y(t)
y∗(t)

ym(t)

ρym(t)

FIGURE 6.15 – Pilotage automatique d’un véhicule spatial

On notera que le système à commander correspondant est constitué de l’actionneur, i.e. la
tuyère de tangage asservie, du véhicule spatial et des capteurs, i.e. la centrale inertielle et du
gyromètre, comme l’indique la figure 6.16 où{v(t)} désigne l’ensemble des perturbations qui
affectent le fonctionnement du système.

Tuyère
de tangage

asservie

Véhicule

spatial

Centrale

inertielle
- - -

-

-

? ??

v(t)

u(t)
y(t)

ρy(t)

FIGURE 6.16 – Le système à commander

On se propose de repenser ce pilotage automatique à la lumière des possibilités offertes par
l’approche d’état en supposant que l’actionneur et la centrale inertielle peuvent être représen-
tés par des amplificateurs de gain unitaire, que le gyromètreest parfaitement décrit par une
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action dérivée de gain unitaire et que que le comportement dynamique du véhicule spatial peut
être raisonnablement approximé par la fonction de transfert

G(s) = αω2

s2 + ω2

oùα etω sont des paramètres qui représentent l’efficacité du pilotage et l’efficacité aérodyna-
mique. Ces paramètres sont déterminés à partir des caractéristiques géométriques et aérody-
namiques du véhicule spatial.

Pour ce faire, on procédera progressivement en étudiant le système de commande décrit par
la figure 6.17 qui se distingue par une commande avec retour d’état incorporant une action
intégrale et un observateur. L’action intégrale est essentiellement motivée par les performances
requises en précision dans le cas des séquences de points de consigne et des perturbations du
type échelon. Quant à l’observateur, il permet de réaliser une estimation admissible de la posi-
tion et de la vitesse de tangage à partir de la mesure de la position de tangage réalisant ainsi
une économie d’un capteur de vitesse. Il est important de remarquer que le système de com-
mande avec retour d’état incorporant une action intégrale décrit par la figure 6.18 n’est autre
que le système de commande avec retour d’état sous-jacent dusystème de commande considéré.

VEHS

OBS

Kσ

lKiIm- - - - -

�

�-

?

−±

v(t)

u(t) y(t)y∗(t) xi(t)

x̂σ(t)

6 6

-

FIGURE 6.17 – Pilote automatique sans capteur de vitesse

On suggère d’adopter une synthèse modale pour la détermination des gains de commande avec
retour d’état et de l’observateur et de focaliser sur des performances dynamiques en régula-
tions (resp. en poursuite) caractérisées par un mode d’amortissement unitaire et de pulsation
propreωr (resp.ωp).

1) Montrer que le système peut être décrit par la représentation d’état suivante

VEHS







ρxσ(t) = Fσxσ(t) +Gσu(t) + Γσv(t)

y(t) = Hσxσ(t) + Eσv(t)
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VEHS

Kσ

nKiIn- - - -

�

6

- -

6

y∗(t) u(t) y(t)xi(t)

xσ(t)

± −
?

v(t)

FIGURE 6.18 – Pilotage automatique avec capteur de vitesse

avec

xσ(t) =

(

y(t)
1

ω
ρy(t)

)

Fσ =

(

0 ω
−ω 0

)

, Gσ =

(

0
αω

)

, Hσ =
(

1 0
)

,

Γσ =

(

γ1
γ2

)

et Eσ = ν

On précisera plus particulièrement la nature des variablesd’état du système et de l’hy-
pothèse faite sur les perturbations et on étudiera la stabilité.

Etudier la stabilité, la commandabilité et l’observabilité du système ?

2) Montrer que l’action intégrale peut être associée au système comme suit

MODS







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t) + Γpv(t) + Γry
∗(t)

y(t) = Hx(t) + Ev(t)

avec

x(t) =

(

xσ(t)
xi(t)

)

F =

(

Fσ 0
−Hσ 0

)

, G =

(

Gσ

0

)

, H =
(

Hσ 0
)

Γ =

(

Γσ

−Eσ

)

, Γr =

(

0
1

)

et E = Eσ

Etudier la stabilité, la commandabilité,l’observabilitéet la détectabilité d’un tel modèle.
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3) Etudier le système de commande de la figure 6.18, compte tenu des performances dyna-
miques dynamiques requises, comme suit

• Donner une réalisation d’état du système de commande

• Déterminer les gainsKσ etKi qui permettent de conférer au système de commande
avec retour d’état incorporant une action intégrale les performances dynamiques
requises.

• Montrer que le pilote automatique réalise bien une erreur statique nulle pour des
séquences de références du type échelon.

4) Etudier le système de commande de la figure 6.17 en utilisant un observateur décrit par

OBS
{

ρx̂σ(t) = (Fσ −MσHσ) x̂σ(t) +Gσu(t) +Mσy(t)

oùMσ désigne le gain d’observation. Pour une meilleur perception des choses, on pro-
pose de procéder comme sut

• Montrer que l’observateur est biaisé et déterminerMσ de manière à réaliser une dy-
namique d’observation caractérisée par un amortissement unitaire et une pulsation
propreωo ≤ ωc.

• Donner une réalisation d’état du système de commande et étudier sa stabilité.
• Montrer que le système de commande réalise bien une erreur statique nulle pour une

séquence de référence du type échelon.
• Montrer que la loi de commande avec retour d’état incorporant un observateur peut

se mettre sous la forme usuelle

ρS(ρ)u(t) +R(ρ)y(t) = T (ρ)y∗(t)

On précisera les expressions des polynômesS(ρ), R(ρ) etT (ρ).

5) Proposer un système de pilotage réalisant les performancesdésirées tout en réalisant
une estimation des perturbations pour des considérations de diagnostic.



Chapitre 7

Asservissements

La figure 7.1 montre un diagramme fonctionnel d’un système asservi qui résulte naturellement
d’une interconnection du type rétroaction de deux systèmesdynamiques qui ne sont autres que
le système et le régulateur.{u(t)} et {y(t)} désignent respectivement les séquence d’entrée
et de sortie du système,{ym(t)} désigne la séquence de sortie mesurée du système,{v(t)} et
{η(t)} représentent respectivement les perturbations de charge qui affectent le fonctionnement
du système et le bruit de mesure inéluctable et{y∗(t)} est la séquence de référence. L’ultime
motivation d’un asservissement est de

maintenir la séquence de sortie du système dans un voisinaged’une séquence de référence
indépendamment des perturbations de charge qui affectent le fonctionnement du système

et des bruits de mesure inéluctables, soit{y(t)} ∈ V ({y∗(t)}) / ({v(t)} , {η(t)})

SYST EMEREGULAT EUR -
-

-

-

??

v(t) η(t)

u(t) ym(t)
yr(t)

FIGURE 7.1 – Diagramme fonctionnel d’un système asservi

Cette motivation est particulièrement décrite par un ensemble de spécifications admissible par
rapport aux propriétés essentielles d’un asservissement et aux exigences de simplicité pour sa
mise en oeuvre. Les propriétés fondamentales d’un asservissement découle naturellement de
l’essence du génie de rétroaction, en l’occurrence la stabilisation, une bonne insensibilité aux
bruits de mesure inéluctables, une compensation des perturbations (resp. une précision) admis-
sible avec une dynamique dominante spécifique et une robustesse raisonnable par rapport aux
erreurs de modélisation inéluctables. Quant aux exigencesde simplicité, elles sont essentielle-
ment réalisées à partir des ressources technologiques disponibles.
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Ce chapitre est essentiellement consacré à une approche fréquentielle pour l’analyse des as-
servissements à partir d’une base appropriée de quantificateurs de performances nominales et
de robustesse en stabilité ([4], [57], [77], [89]). Cette approche est présentée d’une manière
progressive après deux focus concis et précis sur les normesdes systèmes et la stabilité des
systèmes asservis. Une attention particulière est accordée à la problématique d’admissibilité
physique des systèmes à rétroaction, aux erreurs de modélisation non structurées et au mode-
lage des fonctions de sensibilité usuelles des asservissements.

7.1 Normes des systèmes

Les normes des systèmes communément utilisées dans la théorie des systèmes sont les normes
H2 etH∞. Ces normes ont été définies à partir de la normeL2 des signaux que l’on peut rencon-
trer dans l’ingénierie des systèmes, notamment des séquences vectorielles réelles{f(t)}t∈R ∈
Rs dont la normeL2 associée est particulièrement définie par

‖f‖2 =
∫ +∞

−∞

f ∗(t)f(t)dt

On distingue deux ensembles de séquences vectorielles réelles{f(t)}t∈R ∈ Rs de norme finie
selon la configuration des pôles de leurs transformées deLaplace et dont les composantes sont
des fractions rationnelles à coefficients réels, soitF(s) ∈ Cs.

• L’ensembleLs
2 des fonctions complexesF : C −→ C

s de carré sommable sur l’axe
imaginaire.

• L’ensembleHs
2 des fonctions complexesF : C −→ C

s analytiques à l’extérieur du
domaine de stabilitéDs et de carré sommable sur l’axe imaginaire.

On notera que les ensemblesLs
2 et Hs

2 sont des espaces vectoriels deHilbert dont la norme
associée est définie par

‖F‖2 =
(

1

2π

∫ +∞

−∞

F ∗(jω)F (jω) dω

)
1
2

où F (jω) désigne la transformée de fourrier de la séquence{f(t)}t∈R. Dans l’ensembleLs
2,

cette norme peut être exprimée dans le domaine temporel via le théorème deParseval comme
suit

‖F‖2 =

(

1

2π

∫ +∞

−∞

F ∗(jω)F (jω) dω

)
1
2

=

(
∫ +∞

−∞

f ∗(t)f(t)dt

)
1
2

La normeH2 a été naturellement étendue aux systèmes à partir d’une représentation du type
fonction de transfert, soitY (s) = G(s)U(s) avec G(s) ∈ Rp×m (s) pour définir les deux
normes usuelles des systèmes.
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• La normeH2 définie par

‖G(s)‖2 ∆
= sup

σ>0

(

1

2π

∫ +∞

−∞

trace (G∗(σ + jω)G(σ + jω)) dω

)
1
2

On montre aisément que

‖G(s)‖2 =

(

1

2π

∫ +∞

−∞

trace (G∗(jω)G(jω)) dω
)

1
2

• La normeH∞ définie par

‖G(s)‖∞ ∆
= sup
ℜ(s)>0

σmax (G(s))

On montre aisément que

‖G(s)‖∞ = sup
ω∈R

σmax (G(jω))

ce qui n’est autre que la norme induite définie pour toute entrée bornée comme suit

‖G(s)‖∞ = sup
u 6=0

‖G(ρ)u(t)‖2
‖u(t)‖2

= sup
u 6=0

‖y(t)‖2
‖u(t)‖2

puisquey(t) = G(ρ)u(t)

On notera que les systèmes qui ont une normeH2 finie sont décrits par des fonctions de transfert
stables et strictement propres, alors que les systèmes qui ont une normeH∞ finie sont décrits
par des fonctions de transfert stables et propres. On peut alors définir les espaces usuels sui-
vants communément utilisés dans la théorie des systèmes.

• RL2 est l’ensemble des fonctions de transfert strictement propres sans aucun pôle sur
l’axe imaginaire.

• RH2 est l’ensemble des fonctions de transfert strictement propres et stables.

• RL∞ est l’ensemble des fonctions de transfert propres sans aucun pôle sur l’axe imagi-
naire.

• RH∞ est l’ensemble des fonctions de transfert propres et stables.

La normeH2 peut être interprétée comme la puissance de la sortie du système en réponse à un
bruit blanc gaussien de puissance unitaire comme le montre le résultat suivant.

Résultat 7.1Considérons un système décrit par une fonction de transfertG (s) ∈ Cp×m (s).
Alors la puissance de la réponse du système à un bruit blanc gaussien de puissance unitaire est
donnée par

E
{

yT (t)y(t)
}

=
1

2π

∫ +∞

−∞

trace (G∗ (jω)G (jω) dω) = ‖G (s) ‖22
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Preuve.Rappelons d’abord que la réponse du système à un bruit blanc gaussien de puissance
unitaire est donnée par

y(t) =

∫ +∞

−∞

g(τ)u(t− τ)dτ avec E
{

u(t)uT (t− τ)
}

= Imδ(t− τ)

Alors on a

E
{

yT (t)y(t)
}

= E
{

(
∫ +∞

−∞

g(τ)u(t− τ)dτ

)T (∫ +∞

−∞

g(τ̄)u(t− τ̄)dτ̄

)

}

= E
{
∫ +∞

−∞

dτ

∫ +∞

−∞

(

uT (t− τ)gT (τ)g(τ̄ )u(t− τ̄)
)

dτ̄

}

= E
{∫ +∞

−∞

dτ

∫ +∞

−∞

trace
(

u(t− τ̄)uT (t− τ)gT (τ)g(τ̄)
)

dτ̄

}

=

∫ +∞

−∞

dτ

∫ +∞

−∞

trace
(

E
{

u(t− τ̄)uT (t− τ)
}

gT (τ)g(τ̄)
)

dτ̄

=

∫ +∞

−∞

dτ

∫ +∞

−∞

trace
(

gT (τ)g(τ̄)
)

δ(τ − τ̄ )dτ̄

=

∫ +∞

−∞

trace
(

gT (τ)g(τ)
)

dτ

=

∫ +∞

−∞

trace
(

g(τ) gT (τ)
)

dτ

=
1

2π

∫ +∞

−∞

trace (G∗ (jω)G (jω) dω)

CQFD
Par ailleurs, on montre aisément que

‖G(s)‖2 =
(

1

2π

∫ +∞

−∞

n
∑

i=1

σ2
i (G(jω)) dω

)
1
2

La minimisation de la normeH2 correspond ainsi à la minimisation de la somme des carrés de
toutes les valeurs singulières sur toutes les fréquences, alors que la minimisation d’une norme
H∞ corresponds à la minimisation du maximum de la plus grande valeur singulière pour une
fréquence particulière pour laquelle l’amplification est maximale.

La normeH2 d’un système peut être déterminée directement à partir de saréalisation d’état
comme l’indique le résultat suivant.

Résultat 7.2Soit(F,G,H,E) une réalisation d’état de la fonction de transfertG(s) ∈ RH2,
alors sa normeH2 est donnée par

‖G(s)‖22 = trace
(

GTWoG
)

= trace
(

HWcH
T
)

oùWo etWc désignent les grammiens d’observabilité et de commandabilité du système respec-
tivement données par les équations deLyapunov

F TWo +WoF +HTH = 0

et
FWc +WcF

T +GGT = 0
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Preuve.Compte tenu du fait que les grammiens de commandabilité et d’observabilité du sys-
tème sont respectivement donnés par

Wo =

∫ t

o

eF
T tHTHeFtdt et Wc =

∫ t

o

eFtGGT eF
T tdt

et que sa réponse impulsionnelle estg(t) = HeFtG, on a

‖G(s)‖22 = trace

(

1

2π

∫ +∞

−∞

G∗ (jω)G (jω) dω

)

= trace

(
∫ +∞

−∞

g(τ) gT (τ)dτ

)

= trace

(

H

(
∫ +∞

−∞

eFτGGT eF
T τdτ

)

HT

)

= trace
(

HWcH
T
)

Et commetrace
(

∫ +∞

−∞
g(τ) gT (τ)dτ

)

= trace
(

∫ +∞

−∞
gT (τ) g(τ)dτ

)

, on peut en déduire que

‖G(s)‖22 = trace

(
∫ +∞

−∞

gT (τ) g(τ)dτ

)

= trace

(

GT

(
∫ +∞

−∞

eF
T τHTHeFτdτ

)

G

)

= trace
(

GTWoG
)

CQFD

Contrairement à la normeH2, on ne peut pas déterminer analytiquement la normeH∞ d’un
système. Néanmoins, on peut tester si la normeH∞ d’un système est inférieure ou égale à une
borne donnée à partir du résultat suivant

Résultat 7.3Considérons un système décrit par une fonction de transfertG(p) ∈ Rp×m (p),
alors on a

‖G(s)‖∞ < γ ⇐⇒
(

γ2In − G∗(−s)G(s)
)−1 ∈ RL∞

Preuve.On a

‖G(s)‖∞ < γ ⇐⇒ σi (G(jω)) < γ ∀ ω ∈ R et ∀ i ∈ [1, n]

⇐⇒ λi (G∗(jω)G(jω)) < γ2 ∀ ω ∈ R et ∀ i ∈ [1, n]

⇐⇒ λi
(

γ2In − G∗(jω)G(jω)
)

> 0 ∀ ω ∈ R et ∀ i ∈ [1, n]

⇐⇒
(

γ2In − G∗(jω)G(jω)
)

> 0 ∀ ω ∈ R

⇐⇒
(

γ2In − G∗(−s)G(s)
)

n’a pas de zéro sur l’axe imaginaire

⇐⇒
(

γ2In − G∗(−s)G(s)
)−1 ∈ RL∞

CQFD
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Remarque 7.1On peut toujours déterminer numériquement la normeH∞ d’un système à par-
tir de la séquence{σmax (G(jω))}ω≥0, modulo le risque de manquer le vrai maximum. Le ré-
sultats suivant permet de développer un algorithme relativement approprié pour la calcul de la
normeH∞ d’un système.

Résultat 7.4Considérons la matrice Hamiltonienne

H (γ) =

(

F 0
0 −F T

)

−
(

0 G
HT 0

)(

γIp E
ET γIm

)−1(
H 0
0 −GT

)

associée à une réalisation(F,G,H,E) d’ordren. Alors les propositions suivantes sont vraies.

P1. Pour toutγ > σmax (E) on a‖G(s)‖∞ < γ si et seulement siH (γ) n’a pas de valeur
propre sur l’axe imaginaire.

P2. Si H (γ) admet une valeur proprejω sur l’axe imaginaire pourγ > σmax (E), alors
σmax (G(jω)) = γ.

oùG(s) ∈ Rp×m (s) n’est autre que la fonction de transfert du système.

Cette caractérisation spectrale suggère un algorithme de dichotomie pour calculer‖G(s)‖∞
qui consiste à partir d’un encadrement,[γmin, γmax] avec γmin ≥ σmax (E), relativement
grand que l’on affine d’une manière itérative comme suit

E1. On calcule le spectre deH (γ) pourγ =
1

2

(

γmin + γmax

)

E2. SiH (γ) n’admet aucune valeur propre sur l’axe imaginaire, alors onposeγmin = γ,
sinon on poseγmax = γ.

E3. Revenir à l’étapeE1 tant que le résultat n’est pas jugé satisfaisant.

Le résultat suivant permet d’étendre le concept de réponse harmonique aux systèmes multiva-
riables via le concept de valeurs singulières à partir des résultats 2.8 et 2.9.

Résultat 7.5Considérons un système décrit par sa fonction de transfertG(s), alors la propriété
suivante est vraie pour toute entrée non nulle

σmin (G (jω)) ≤ ‖G (jω)U (jω) ‖
‖U (jω) ‖ ≤ σmax (G (jω)) pour ω ∈ R

Ces inégalités montrent clairement que la plupart des propriétés qui concernent le gain pour les
systèmes monovariables peuvent s’étendre aux systèmes multivariables en considérant les va-
leurs singulières minimale et maximale de leur réponse harmonique. En effet, il est possible de
considérer des représentations fréquentielles des valeurs singulières de la réponse harmonique
du système dans la mesure où elles sont des fonctions réellespositives de la pulsation. Il appa-
raît clairement que le gain du système est relativement petit ( resp. grand ) aux pulsations où
σmax (G (jω)) ( resp.σmin (G (jω)) est relativement petite (resp. grande). On notera toutefois
que ces inégalités ne fournissent aucune information explicite sur la phase du système.



267

7.2 Admissibilité physique.

En dépit de la diversité des configurations des systèmes à rétroaction, l’analyse des systèmes
asservis est généralement faite à partir de la configurationstandard donnée par la figure 7.2 qui
se distingue par un retour unitaire, des perturbations en entrée et en sortie et un bruit de me-
sure respectivement désignés par{vu(t)}, {vy(t)} et {η(t)}. On notera que{uσ(t)} et{yσ(t)}
représentent respectivement les séquences effectives d’entrée et de sortie du système.

REG SYSi± i+ i+

i+

- - - -

�?

--

6

? ?

vu(t) vy(t)

yσ(t) y(t)

ym(t)

yr(t) u(t) uσ(t)

η(t)

FIGURE 7.2 – Diagramme fonctionnel d’un asservissement standard

Supposons que le système et le régulateur sont respectivement décrits par les fonctions de trans-

fert G(s) etR(s) et posonsE(s) ∆
= L ({η(t)}), alors le système asservi standard est décrit par

les équations

SAS











































(Ip + G(s)R(s)) Y (s) = G(s)R(s) (Y ∗(s)− E(s)) + G(s)Vu(s) + Vy(s)

(Im +R(s)G(s))U(s) = R(s) (Y ∗(s)− Vy(s)− E(s)) +R(s)G(s)Vu(s)

(Im +R(s)G(s))Uσ(s) = R(s) (Y ∗(s)− Vy(s)− E(s)) + Vu(s)

(Ip + G(s)R(s))E(s) = (Y ∗(s)− Vy(s))− G(s)Vu(s) + G(s)R(s)E(s)

(7.1)

Une question naturelle que l’on pourrait se poser avant de continuer à développer ces équations
est de savoir si toutes les fonctions de transfert du systèmeasservi existent et sont propres. Une
telle question constitue l’essence de l’admissibilité physique du système à rétroaction et n’est
pas propre à la réalisation physique du système et du régulateur comme le montre l’exemple
suivant

G(s) = −s+ 2

s+ 3
et R(s) = 1

qui se distingue par des fonctions de transfert non propres reliant l’entrée à la séquence de réfé-
rence, au bruit de mesure et aux perturbations en sortie et enentrée respectivement données par

−s− 2

5
,
s+ 3

5
, −s− 2

5
et − s− 2

5

Elle peut être étudiée à partir de la configuration donnée parla figure 7.3 où les séquences
d’entrée{w1(t)} et{w2(t)} permettent de regrouper toutes les entrées exogènes du système de
commande, alors que les séquences de sortie{e1(t)} et{e2(t)} permettent de regrouper toutes
les entrées du système et du régulateur.
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SYS

REG l

l --

6
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?

+

∓

w1(t) e1(t)

e2(t) w2(t)

y1(t)

y2(t)

FIGURE 7.3 – Configuration standard d’un système de rétroaction

Il apparaît clairement que ce système à rétroaction est admissible si et seulement si toutes les
fonctions de transfert qui relient ses sorties à ses entréesexistent et sont propres comme le
montre le résultat suivant.

Résultat 7.6PosonsG∞ ∆
= lim

z−→∞
G(s) et R∞ ∆

= lim
z−→∞

R(s), le système à rétroaction de la

figure 7.3 est physiquement admissible si et seulement si la matriceIm +R∞G∞ est inversible.

Preuve.Le système à rétroaction standard est décrit par les équations suivantes
(

Im −R(s)
G(s) Ip

)(

E1(s)
E2(s)

)

=

(

W1(s)
W2(s)

)

Il est donc physiquement admissible si et seulement la matrice
(

Im −R(s)
G(s) Ip

)

est inversible et que son inverse est propre. Et en vertu des développements du paragraphe 2.5
sur l’inversion des systèmes, on peut conclure que ceci est bien le cas si et seulement si la ma-

trice

(

Im −R∞
G∞ Ip

)

est inversible ou d’une manière équivalent la matriceIm + R∞G∞ est

une matrice inversible compte tenu du résultat A.3.
CQFD

Remarque 7.2Si le système et le régulateur sont décrits par deux réalisations d’état, mini-
males ou stabilsables et détectables, respectivement données par

G(s) =
(

Fσ Gσ

Hσ Eσ

)

et R(s) =

(

Fr Gr

Hr Er

)

alors, la condition d’admissibilité d’un système de commande en boucle fermée peut être ainsi
exprimée d’une manière relativement commode, soit

(

Im −Er

Eσ Ip

)

est inversible ⇐⇒ Im + EσEr est inversible

On en déduit naturellement que les systèmes de commande sontphysiquement admissibles
puisque les fonctions de transfert des systèmes sont généralement strictement propres, i.e.
Eσ = 0.
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7.3 Stabilité interne.

L’analyse de la stabilité interne d’un système de commande peut être effectuée à partir de celle
du système à rétroaction de la figure 7.3 en supposant qu’il est physiquement admissible. Cette
hypothèse permet de déterminer aisément sa fonction de transfert comme suit

Gwe (s)
∆
=

(

Im −R(s)
G(s) Ip

)−1

(7.2)

soit

Gwe(s) =

(

(Im +R(s)G(s))−1 −R(s) (Ip + G(s)R(s))−1

G(s) (Im +R(s)G(s))−1 Ip − G(s) (Im +R(s)G(s))−1R(s)

)

(7.3)

=

(

Im −R(s) (Ip + G(s)R(s))−1 G(s) −R(s) (Ip + G(s)R(s))−1

(Ip + G(s)R(s))−1 G(s) (Ip + G(s)R(s))−1

)

(7.4)

Par ailleurs, le système de rétroaction peut être décrit à partir des réalisations d’état (7.2) du
système et du régulateur comme suit

ρ

(

xσ(t)
xr(t)

)

=

(

Fσ 0
0 Fr

)(

xσ(t)
xr(t)

)

+

(

Gσ 0
0 Gr

)(

e1(t)
e2(t)

)

(

y1(t)
y2(t)

)

=

(

Hσ 0
0 Hr

)(

xσ(t)
xr(t)

)

+

(

Eσ 0
0 Er

)(

e1(t)
e2(t)

)

(

Im −Er

Eσ Ip

)(

e1(t)
e2(t)

)

=

(

0 Hr

−Hσ 0

)(

xσ(t)
xr(t)

)

+

(

w1(t)
w2(t)

)

La dernière équation résulte naturellement de la relation triviale entre les variables d’entrée-
sortie

(

y1(t)
y2(t)

)

=

(

0 −Ip
Im 0

)(

e1(t)
e2(t)

)

+

(

0 Ip
−Im 0

)(

w1(t)
w2(t)

)

Et comme le système de rétroaction est supposé être physiquement admissible, on peut détermi-
ner aisément une représentation d’état à partir du vecteur d’état constitué des variables d’état
du système et du régulateur, soit

SAS







ρxsas(t) = Fsasxsas(t) +Gsasusas(t)

ysas(t) = Hsasxσ(t) + Esasusas(t)
(7.5)

avec

xsas(t) =

(

xσ(t)
xr(t)

)

(7.6)
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usas(t) =

(

w1(t)
w2(t)

)

et ysas(t) =

(

e1(t)
e2(t)

)

(7.7)

Fsas =

(

Fσ 0
0 Fr

)

+

(

Gσ 0
0 Gr

)(

Im −Er

Eσ Ip

)−1(
0 Hr

−Hσ 0

)

(7.8)

Gsas =

(

Gσ 0
0 Gr

)(

Im −Er

Eσ Ip

)−1

(7.9)

Hsas =

(

Im −Er

Eσ Ip

)−1(
0 Hr

−Hσ 0

)

(7.10)

Esas =

(

Im −Er

Eσ Ip

)−1

(7.11)

La fonction de transfert du système à rétroaction peut être alors déterminée à partir de sa réa-
lisation d’état(Fsas, Gsas, Hsas, Esas) comme suit

Gwe(s) = Gsas(s) = Hsas (zInsas − Fsas)
−1Gsas + Esas (7.12)

A la lumière du résultat de stabilité interne, on peut postuler que le système à rétroaction de
la figure 7.3 est asymptotiquement stable si et seulement si tous ses modes sont situés dans le
domaine de stabilité asymptotique, i.e.V (Fsas) ⊂ Dsa.

Le résultat suivant caractérise la stabilité interne du système à rétroaction à partir de sa fonc-
tion de transfert.

Résultat 7.7Considérons le système à rétroaction de la figure 7.3 et supposons qu’il est phy-
siquement admissible. Alors il est asymptotiquement stable si et seulement si sa fonction de
transfertGwe (s) ∈ RH∞.

Preuve.Rappelons d’abord que comme le système à rétroaction standard est physiquement ad-
missible, alors la propriété suivante est satisfaite

La matrice

(

Im −Er

Eσ Ip

) (

resp.

(

Im −R(s)
G(s) Ip

))

est inversible

Montrons que la condition est nécessaire. Pour ce faire, supposons que le système à rétroaction
standard est asymptotiquement stable, alors on a

V (Fsas) ∈ Dsa ⇐⇒ Gsas(s) ∈ RH∞ ⇐⇒ Gew(s) ∈ RH∞

Montrons que la condition est suffisante. Pour ce faire, supposons queGwe(s) ∈ RH∞, alors
Gsas(s) ∈ RH∞ modulo un choix judicieux des réalisations d’état du système et du régulateur,
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qui sont utilisées pour élaborer la réalisation d’état du système à rétroaction standard, en l’oc-
currence des réalisations d’état stabilisables et détectables. Ainsi, on peut conclure que tous les
modes du système à rétroaction standard sont situés dans le domaine de stabilité asymptotique ;
i.e.V (Fsas). Et donc le système à rétroaction standard est asymptotiquement stable.

CQFD

Remarque 7.3Il est important de noter que le système à rétroaction est asymptotiquement
stable si et seulement ses quatre fonctions de transfert appartiennent àRH∞. A titre illustratif,
considérons le cas où le système et le régulateur sont décrits par les fonctions de transfert

G(s) = s− 1

s+ 1
et R(s) = − 1

s− 1

On peut déterminer aisément la fonction de transfert du système à rétroaction, soit

(

e1(t)
e2(t)

)

=







s+ 1

s+ 2
− s+ 1

(s− 1)(s+ 2)
s− 1

s+ 2

s+ 1

s+ 2







(

w1(t)
w2(t)

)

La condition requise par la stabilité de ce système n’est pasvérifiée puisque la fonction de
transfert reliant{e1(t)} à {w2(t)} n’est pas stable.

Remarque 7.4La stabilité interne des systèmes interconnectés, e.g. lesasservissements, est
une propriété vitale : elle garantit que toutes les variables internes du système sont bornées
pourvu que tous les signaux externes injectés dans le système soient bornés.

Le résultat suivant montre que la stabilité interne peut être vérifiée relativement simplement
dans certains cas spécifiques.

Résultat 7.8Considérons le système à rétroaction de la figure 7.3. Alors,les propositions sui-
vantes sur sa stabilité interne sont vraies

P1. SiR(s) ∈ RH∞, alors le système à rétroaction est asymptotiquement stable si et seule-
ment si il est physiquement admissible etG(s) (Im +R(s)G(s))−1 ∈ RH∞.

P2. SiG(s) ∈ RH∞, alors le système à rétroaction est asymptotiquement stable si et seule-
ment si il est physiquement admissible etR(s) (Ip + G(s)R(s))−1 ∈ RH∞.

P3. SiG(s) ∈ RH∞ etR(s) ∈ RH∞, alors le système à rétroaction est asymptotiquement
stable si et seulement si(Ip + G(s)R(s))−1 ∈ RH∞.

La preuve de ce résultat peut être aisément établie. A titre indicatif, pour montrer que la condi-
tion de la propositionP1 est suffisante, il suffit d’utiliser le fait que

(Ip + G(s)R(s))−1 = Ip − (Ip + G(s)R(s))−1 G(s)R(s)



272

Le résultat suivant précise les conditions de stabilité interne dans des cas relativement géné-
raux

Résultat 7.9Le système à rétroaction de la figure 7.3 est asymptotiquement stable si et seule-
ment si il est physiquement admissible et que les deux conditions suivantes sont vraies

C1. Le nombre de pôles instables de la fonction de transfertG(s)R(s) est égal à la somme
des nombres de pôles instables des fonctions de transfertG(s) etR(s).

C2. Les zéros de la fonction de transfertdet (Ip + G(s)R(s)) sont situés dans le domaine de
stabilité asymptotique, i.e.(Ip + G(s)R(s))−1 ∈ RH∞.

Preuve.Supposons que le système et le régulateur sont décrits par deux réalisations d’état, mi-
nimales ou stabilsables et détectables(Fσ, Gσ, Hσ, Eσ) et (Fr, Gr, Hr, Er), alors les fonctions
de transfertG(s)R(s) et (Ip + G(s)R(s))−1 sont décrites par les réalisations d’état suivantes

G(s)R(s) =





Fσ GσHr GσEσ

0 Fr Gr

Hσ EσHr EσEr





et

(Ip + G(s)R(s))−1 =

(

Fos Gos

Hos Eos

)

avec

Fos =

(

Fσ GσHr

0 Fr

)

+

(

GσEr

Gr

)

(I − EσEr)
−1 ( Hσ EσHr

)

Gos =

(

GσEr

Gr

)

(I − EσEr)
−1

Hos = (I − EσEr)
−1 ( Hσ EσHr

)

Eos = (I −EσEr)
−1

On peut montrer aisément que les matrices d’étatFsas et Fos sont égales et en déduire que
si le système à rétroaction standard est asymptotiquement stable, i.e.V (Fsas) ⊂ Dsa, alors
V (Fos) ⊂ Dsa et donc(Ip + G(s)R(s))−1 ∈ RH∞. Par ailleurs, si la conditionC2 est vraie,
alors on a(Ip + G(s)R(s))−1 ∈ RH∞ et donc le système de commande standard est asymp-
totiquement stable si et seulement si la réalisation d’état(Fos, Gos, Hos, Eos) est stabilisable et
détectable. Cet argumentaire repose sur le fait que(Fos, Gos, Hos, Eos) est stabilisable et détec-
table si et seulement si la réalisation

((

Fσ GσHr

0 Fr

)

,

(

GσEr

Gr

)

,
(

Hσ EσHr

)

)

est stabilisable et détectable. Et comme les réalisations d’état du système et du régulateur sont
stabilisables et détectables, cette propriété est vraie pourvu que la conditionC2 soit vraie.

CQFD
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Ce dernier résultat permet d’étendre naturellement le théorème deN yquist des systèmes mo-
novariables ([66]) aux systèmes multivariables modulo un bilan des pôles et des zéros de la
fonction de transfert en boucle ouverte et de l’égalité de différence de retour en sortie associée
au système à rétroaction standard.

Résultat 7.10Le système à rétroaction standard (figure 7.3) est asymptotiquement stable si et
seulement si il est physiquement admissible, qu’il n’y a aucune simplification entre les pôles in-
stables du système (resp. du régulateur) et les zéros instables du régulateur (resp. du système) et
que le lieu deN yquist dedet (Ip + G(s)R(s)) entoure l’origine, dans le sens trigonométrique,
un nombre de fois égal au nombre de pôles instables du systèmeet régulateur.

Preuve. Notons d’abord que siG(s) ∆
= Bσ(s)A

−1
σ (s)

(

resp.R(s)
∆
= Br(s)A

−1
r (s)

)

est une

factorisation polynomiale première à droite du système (resp. du régulateur), alors on a

Gwe(s) =

(

Aσ(s) 0
0 Ar(s)

)(

Aσ(s) −Br(s)
Bσ(s) Ar(s)

)−1

(7.13)

et
(

Aσ(s) −Br(s)
Bσ(s) Ar(s)

)

=

(

Im 0
G(s) Ip + G(s)R(s)

)(

Aσ(s) −Br(s)
0 Ar(s)

)

(7.14)

Ainsi, on peut montrer aisément que que la description (7.13) est une factorisation polynomiale
première à droite du système à rétroaction standard et en déduire, en vertu de la factorisation
(7.14), que son polynôme des pôles (resp. des zéros) est donné par

Φ(s) = det (Aσ(s)) det (Ar(s)) det (Ip + G(s)R(s))

(resp. Ψ(s) = det (Aσ(s)) det (Ar(s)))
(7.15)

Par ailleurs, soitDicn le domaine d’instabilité formé par l’intérieur du contour deN yquist et
nσ (resp.nr) le nombre de zéros dedet (Aσ(s)) (resp. det (Ar(s))) situés dansDicn. Compte
tenu que la description (7.13) est une factorisation première, les zéros dedet (Aσ(s)) et de
det (Ar(s)) situés dansDicn ne peuvent être des zéros deΦ(s) situés dansDicn. Et donc tout
zéro deΦ(s) situé dansDicn est manifestement un zéro dedet (Ip + G(s)R(s)) situé dansDicn

et tout pôle dedet (Ip + G(s)R(s)) situé dansDicn est un zéro dedet (Aσ(s)) ou det (Ar(s))
situé dansDicn puisqueΦ(s) est un polynôme. Ainsi, le système à rétroaction standard n’admet
aucun pôle situé dansDicn si et seulement sidet (Ip + G(s)R(s)) admetnσ+nr pôles dansDicn

et tous ses zéros sont situés dansDsa. Et en vertu du critère deN yquist dedet (Ip + G(s)R(s)),
on peut conclure naturellement que le système à rétroactionstandard n’admet aucun pôle dans
Dicn si et seulement si le lieu deN yquist entoure l’origine, dans le sens trigonométrique, un
nombre de fois égal au nombre de pôles instables du système etrégulateur.

CQFD

7.4 Performances nominales.

Reprenons le système à rétroaction standard de la figure 7.2 que l’on peut représenter comme
l’indique la figure et supposons que la condition d’admissibilité physique est satisfaite, les ma-
trices Ip + G(s)R(s) et Im + R(s)G(s) sont inversibles. Alors les équations (7.1) peuvent se
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mettre sous la forme

SCS



























































































Y (s) = (Ip + G(s)R(s))−1 G(s)R(s) (Y ∗(s)− E(s))

+ (Ip + G(s)R(s))−1 G(s)Vu(s) + (Ip + G(s)R(s))−1 Vy(s)

U(s) = (Im +R(s)G(s))−1R(s) (Y ∗(s)− Vy(s)− E(s))

+ (Im +R(s)G(s))−1R(s)G(s)Vu(s)

Uσ(s) = R(s) (Ip + G(s)R(s))−1 (Y ∗(s)− Vy(s)− E(s))

+ (Im +R(s)G(s))−1 Vu(s)

E(s) = (Ip + G(s)R(s))−1 (Y ∗(s)− Vy(s))− G(s) (Im +R(s)G(s))−1 Vu(s)

+ (Ip + G(s)R(s))−1 G(s)R(s)E(s)

(7.16)

SYST EME
DE

COMMANDE
-

-

-

- -

-

-

-

yr(t)

vu(t)

vy(t)

η(t)

y(t)

u(t)

uσ(t)

e(t)

FIGURE 7.4 – Système de commande

7.4.1 Interprétation systémique

Le système à rétroaction est complètement caractérisé par ses fonctions de transfert en boucle
ouverte, ses fonctions de différence de retour et ses fonctions de sensibilité usuelles respective-
ment définies comme suit.

• La fonction de transfert en boucle ouverte en entrée (resp. en sortie) est donnée par

Goe(s)
∆
= R(s) G(s)

(

resp. Gos(s)
∆
= G(s)R(s)

)

C’est la fonction de transfert obtenue en ouvrant la boucle du système de commande en
entrée ( resp. en sortie). On notera que ces fonctions de transfert sont identiques dans le
cas des systèmes monovariables, soit

Go(s)
∆
= R(s) G(s) = G(s)R(s)

• La fonction de différence de retour en entrée (resp. en sortie) est donnée par

Dre(s)
∆
= Im + Goe(s)

(

resp. Drs(s)
∆
= Ip + Gos(s)

)
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C’est la fonction de transfert reliant la différence entre l’entrée et la sortie à l’entrée de
la boucle ouverte en entrée (resp. en sortie) considérée. Onnotera que ces fonctions de

transfert sont identiques dans le cas des systèmes monovariables, soitDr(s)
∆
= 1+Go(s).

• Les fonctions de sensibilité usuelles du système de commande définies par les fonctions
de sensibilité et de sensibilité complémentaire en sortie (resp. en entrée) données par

Ss(s)
∆
= (Ip + Gos(s))

−1 et Ts(s)
∆
= (Ip + Gos(s))

−1 Gos(s)

et
(

resp. Se(s)
∆
= (Im + Goe(s))

−1 et Te(s)
∆
= (Im + Goe(s))

−1 Goe(s)
)

et les produits de la fonction de transfert du régulateur (resp. du système) par les fonc-
tions de sensibilité, soit

RSs(s)
∆
= R(s)Ss(s) et SRe(s)

∆
= Se(s)R(s)

(

resp. GSe(s)
∆
= G(s)Se(s) et SGs(s)

∆
= Ss(s)G(s)

)

Ces fonctions de sensibilité sont reliées entre elles par les relations algébriques

Ss(s) + Ts(s) = Ip ∀ ∈ C (resp. Se(s) + Te(s) = Im ∀ ∈ C)

Ts(s) = Gos(s) (Ip + Gos(s))
−1 et Te(s) = Goe(s) (Im + Goe(s))

−1

RSs(s) = SRe(s) et GSe(s) = SGs(s)

Et compte tenu de ces définitions de fonctions de sensibilitéusuelles, les équations (7.16) du
comportement d’entrée-sortie du système de commande standard peuvent se récrire comme suit

Ysas (s) = Gsas (s)Usas (s) (7.17)

où les séquences{usas (t)} et {ysas (t)} sont respectivement constituées par ses diverses com-
posantes d’entrée et de sortie comme suit

usas (t) =









r (t)
ve (t)
vs (t)
η (t)









et ysas(t) =









y (t)
u (t)
uσ (t)
e (t)









(7.18)

etGsas (s) n’est autre que la fonction de transfer correspondante

Gsas (s)
∆
=









Gsr (s) Gspe (s) Gsps (s) Gsb (s)
Gsrr (s) Gsrpe (s) Gsrps (s) Gsrb (s)
Ges (s) Gepe (s) Geps (s) Geb (s)
Serr (s) Gerpe (s) −Serps (s) Terb (s)









(7.19)

=









Ts (s) SGs (s) Ss (s) −Ts (s)
RSs (s) −Ts (s) −Te (s) −RSs (s)
RSs (s) Se (s) −RSs (s) −RSs (s)
Ss (s) −SGs (s) −Ss (s) Ts (s)









(7.20)
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Cette équation peut être représentée comme l’indiquent lesfigures 7.5 et 7.8 qui mettent en
exergue l’ensemble des fonctions de transfert qui caractérisent complètement le système as-
servi, notamment les effets de la séquence de référence, desperturbations et des bruits de me-
sure sur l’entrée et la sortie du système.
˜

Ts(s)

SsG(s)

Ss(s)

−Ts(s)

j+ j+?

6 6

?
-

-

-

-

-

- y(t)

y∗(t)

vu(t)

vy(t)

η(t)

yr(t)

ype(t)

yps(t)

yb(t)

FIGURE 7.5 – Performances nominales en sortie du système

˜

Les fonctions de sensibilité usuelles constituent ainsi des quantificateurs fréquentiels de perfor-
mances nominales comme l’indiquent les faits suivants.

• La dynamique de poursuite du système asservi est définie à partir de la fonction de trans-
fert

Gsr : {r(t)} 7→ {yr(t)} avec Gsr (s) = Ts (s)

• La dynamique de régulation est définie à partir les fonctionsde transfert

Gspe : {ve(t)} 7→ {ype(t)} avec Gspe (s) = GSe (s)
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RSs(s)

Se(s)

−RSs(s)

−RSs(s)

j+ j+?

6 6

?
-

-

-

-

-

-uσ(t)

r(t)

vu(t)

vy(t)

η(t)η(t)

uσr(t)

uσpe(t)

uσps(t)

uσb(t)

FIGURE 7.6 – Performances nominales en entrée du système

RSs(s)

−Te(s)

−RSs(s)

−RSs(s)

j+ j+?

6 6

?
-

-

-

-

-

- u(t)

r(t)

vu(t)

vy(t)

η(t)

ur(t)

upe(t)

ups(t)

ub(t)

FIGURE 7.7 – Performances nominales en sortie du régulateur

Ss(s)

−SGs(s)

−Ss(s)

Ts(s)

j+ j+?

6 6

?
-

-

-

-

-

- e(t)

r(t)

vu(t)

vy(t)

η(t)

er(t)

epe(t)

eps(t)

eb(t)

FIGURE 7.8 – Performances nominales en poursuite
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et
Gsps : {vs(t)} 7→ {yps(t)} avec Gsps (s) = Ss (s)

• La sensibilité par rapport aux bruits de mesure est définie à partir des fonctions de trans-
fert

Gsb : {η(t)} 7→ {yb(t)} avec Gsb (s) = −Ts (s)

et
Geb : {η(t)} 7→ {uσb(t)} avec Geb (s) = −RSs(s)

• Les fonctions de transfert qui relient l’entrée du système àla séquence de référence et
aux perturbations

Ger : {r(t)} 7→ {uσr(t)} avec Ger (s) = SRe (s) ,

Gepe : {ve(t)} 7→ {uσpe(t)} avec Gepe (s) = Se (s)

et
Geb : {η(t)} 7→ {uσb(t)} avec Geb (s) = −RSs(s)

• Les fonctions de transfert qui relient l’erreur de poursuite à la séquence de référence, aux
perturbations et aux bruits de mesure

Gerr : {r(t)} 7→ {er(t)} avec Gerr (s) = Ss (s) ,

Gerpe : {ve(t)} 7→ {epe(t)} avec Gerpe (s) = −GSe (s) ,

Gerps : {vs(t)} 7→ {eps(t)} avec Gerps (s) = −Ss (s)

et
Gerb : {η(t)} 7→ {eb(t)} avec Gerb (s) = Ts(s)

7.4.2 Recommandations usuelles

Ce bilan des transferts du système de commande nous amène naturellement aux recommanda-
tions suivantes indépendamment des approches de synthèse.

R1. Une bonne réduction des effets des perturbations en sortie (resp. en entrée) sur la sortie
du système requiert que la fonction de sensibilité usuelleSs (s) (resp. GSe (s)) soit rela-
tivement petite, i.e.σmax (Ss (s)) ≤ γs (resp. σmax (GSe (s)) ≤ γe).

R2. Une bonne réduction des effets des perturbations en sortie (resp. en entrée) sur l’entrée
du système requiert que la fonction de sensibilité usuelleSe (s) (resp.RSs (s)) soit re-
lativement petite, i.e.σmax (Se (s)) ≤ γs (resp. σmax (RSs (s)) ≤ γe).

R3. Une bonne réduction des effets des bruits de mesure sur la sortie (resp. l’entrée) du sys-
tème requiert que la fonction de sensibilité usuelleTs (s) (resp.RSs (s)) soit relative-
ment petite, i.e.σmax (Ts (s)) ≤ γs (resp. σmax (RSe (s)) ≤ γe).
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La réduction des effets des perturbations et l’insensibilité aux bruits de mesure ne sont pas des
objectifs antagonistes, comme on pourrait la penser à partir d’une interprétation naive de la
relation entre la fonction de sensibilité et de sensibilitécomplémentaire, puisque les spectres
des perturbations et des bruits de mesure ne concernent pas les mêmes zones de fréquences. En
effet, les spectres des perturbations sont dominants en basses fréquences, alors que les spectres
des bruits de mesure sont dominants en hautes fréquences.

Les trois résultats suivants constituent l’essence d’une meilleure perception des performances
nominales d’un système de commande compte tenu de la différence fondamentale entre les
spectres des perturbations et des bruits de mesure. Le premier résultat met en évidence la rela-
tion entre la fonction de sensibilité et de sensibilité complémentaire.

Résultat 7.11Les fonctions de sensibilité et de sensibilité complémentaire ne peuvent pas être
petites simultanément comme le montrent les propriétés suivantes

|σmax (S(s))− 1| ≤ σmax (T (s)) ≤ σmax (S(s)) + 1

|σmax (T (s))− 1| ≤ σmax (S(s)) ≤ σmax (T (s)) + 1

|σmax (S(s))− σmax (T (s)) | ≤ 1

La preuve de ce résultat peut être aisément faite à partir des propriétés des résultats??, ??,??
et ??sur les valeurs singulières d’une matrice.

Remarque 7.5Le résultat 7.11 stipule que si la fonction de sensibilité est relativement petite
(resp. grande) sur une zone de fréquence donnée, alors la fonction de sensibilité complémen-
taire est relativement grande (resp. petite) sur cette zonede fréquences. On peut toutefois né-
gocier un compromis raisonnable entre une fonction de sensibilité et une fonction de sensibilité
complémentaire relativement petites sur des zones de fréquences disjointes, en l’occurrence les
basses et hautes fréquences.

Le second résultat montre que la petitesse des fonctions de sensibilité (resp. de sensibilité com-
plémentaire) peut être exprimée d’une manière équivalenteà partir des fonction de transfert en
boucle ouverte associées.

Résultat 7.12Considérons un système de commande décrit par les équations7.16 et supposons
qu’il est asymptotiquement stable. Alors les fonctions de sensibilité et de sensibilité complémen-
taires vérifient les propriétés suivantes.

σ̄ (Ss(s)) ≪ 1 ⇐⇒ σ (Gos(s)) ≫ 1

σ̄ (Se(s)) ≪ 1 ⇐⇒ σ (Goe(s)) ≫ 1

et

σ̄ (Ts(s)) ≪ 1 ⇐⇒ σ̄ (Gos(s)) ≪ 1

σ̄ (Te(s)) ≪ 1 ⇐⇒ σ̄ (Goe(s)) ≪ 1
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Preuve.Notons d’abord que les fonctions de transfert en boucle ouverte vérifient les propriétés

σ (Gos(s))− 1 ≤ σ (Ip + Gos(s)) ≤ σ (Gos(s)) + 1

σ (Goe(s))− 1 ≤ σ (Im + Goe(s)) ≤ σ (Goe(s)) + 1

qui permettent d’en déduire que

1

σ (Gos(s)) + 1
≤ σ̄ (So(s)) ≤ 1

σ (Ip + Gos(s))
≤ 1

σ (Gos(s))− 1
si σ (Gos(s)) > 1

1

σ (Goe(s)) + 1
≤ σ̄ (Se(s)) ≤ 1

σ (Ip + Goe(s))
≤ 1

σ (Goe(s))− 1
si σ (Goe(s)) > 1

On retrouve ainsi les propriétés du résultat relatives aux fonctions de sensibilité. Le cas des
fonctions de sensibilité complémentaires peut être traitéde en utilisant une démarche similaire
à celle adoptée pour les fonctions de sensibilité.

CQFD

Le troisième résultat donne des approximations de l’évaluation de la fonction de transfert du
système de commande en basses et en hautes fréquences.

Résultat 7.13Considérons un système de commande décrit par les équations7.16 et suppo-
sons qu’il est asymptotiquement stable. Alors l’évaluation de sa fonction de transfert sur l’axe
imaginaire vérifie les deux propriétés suivantes.

P1. Supposons que(σmax (Gos(jω)) ≫ 1 et σmax (Goe(jω)) ≫ 1) pourω ≥ ωh, alors on a

Gsas (jω) ≈









Gos (jω) G (jω) Im −Gos (jω)
R (jω) −Goe (jω) −R (jω) −R (jω)
R (jω) −Im −R (jω) −R (jω)
Ip −G (jω) −Ip Gos (jω)









P2. Supposons que(σmin (Gos(jω)) ≫ 1 et σmin (Goe(jω)) ≫ 1) pour0 < ω ≤ ωb et que
G(s) etR(s) sont inversibles sur l’axe imaginaire, alors on a

Gsas (jω) ≈









Ip R−1 (jω) G−1os (jω) −Ip
G−1 (jω) −Im −G−1 (jω) −G−1 (jω)
G−1 (jω) −G−1oe (jω) −G−1 (jω) −G−1 (jω)
G−1os (jω) −R−1 (jω) −G−1o (jω) Ip









La preuve de ce résultat est triviale compte tenu du résultat 7.12 modulo des approximations
usuelles et les hypothèses requises sur les fonctions de transfert du système et du régulateur.

Les résultats 7.12 et 7.13 conduisent naturellement aux trois postulats suivants sur le rejet
des perturbations et l’insensibilité aux bruits de mesure.
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P1. Un système de commande réalisant une bonne performances surune zone de fréquences
(0, ωℓ) réalise un rejet des perturbations sur la sortie du système requiert que le gain de
la fonction de transfert de la boucle ouverte en sortie soit relativement large sur toute la
bande de fréquences où les perturbations que l’on peut ramener en sortie du système sont
importantes et que le gain du régulateur soit relativement élevé sur sur toute la bande de
fréquences où les perturbations que l’on peut ramener en entrée du système sont impor-
tantes, soit

σmin (Gos (s)) ≫ 1 et σmin (R (s)) ≫ 1

P2. Un système de commande réalisant une bonne performances surune zone de fréquences
(0, ωℓ) réalise un rejet des perturbations sur l’entrée du système requiert que le gain de
la fonction de transfert de la boucle ouverte en entrée soit relativement large sur toute
la bande de fréquences où les perturbations que l’on peut ramener en entrée du système
sont importantes et que le gain du système soit relativementélevé sur sur toute la bande
de fréquences où les perturbations que l’on peut ramener en sortie du système sont im-
portantes, soit

σmin (Goe (s)) ≫ 1 et σmin (R (s)) ≫ 1

P3. Un système de commande est insensible aux bruits de mesures sur une zone de fréquences
(ωh,∞) requiert que les gains des fonctions de transfert en boucle ouverte soient relati-
vement petits et que le gain du régulateur ait une valeur raisonnable sur toute la bande
de fréquences considéré, soit

σmax (Gos (s)) ≪ 1, σmax (Goe (s)) ≪ 1 et σmax (R (s)) ≤ γ

où le scalaireγ n’est pas grand etωℓ et ωh sont des fréquences spécifiques qui dépendent du
problème de commande considéré et des connaissances disponibles sur les perturbations, les
bruts de mesure et les erreurs de modélisation. La figure 10.11 montre les exigences usuelles
des systèmes de commande.

Ces postulats permettent de mettre en évidence les exigences d’une synthèse d’un système de
commande réalisant une bonne compensation des perturbations et/ou d’une poursuite précise
de séquences de référence avec une insensibilité aux bruitsde mesure inéluctables sur la fonc-
tion de transfert en boucle ouverte.

7.5 Robustesse en stabilité.

Les modèles de commande ne sont qu’une approximation qui, aussi raisonnable qu’elle puisse
être, ne pourrait décrire parfaitement la dynamique du système et l’influence de son environ-
nement. Ce fait conduit naturellement à distingue le système de commande réel du système de
commande nominal qui lui est associé. Le premier est constitué par le système en rétroaction
avec le régulateur comme l’indique la figure 7.10. Le systèmede commande nominal est obtenu
à partir du système de commande réel en supposant que le système est parfaitement décrit par
le modèle de commande comme l’indique la figure 7.11. Une bonne modélisation du système est
donc impérative pour garantir une vraisemblance des performances du système de commande
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FIGURE 7.9 – Gain en boucle ouverte désiré

avec les performances requises.

REGULAT EUR SYST EME- -

�
��+?�

?

v(t)

y(t)u(t)

η(t)

ym(t)

yr(t)

-

-

FIGURE 7.10 – Système de commande

L’élaboration des modèles de commande linéaire des systèmes est généralement effectuée à
partir d’une approche d’identification appropriée en troisphases.

• Une phase de définition de la classe des modèles linéaires compte tenu de la finalité du
problème de modélisation. Cette phase constitue la toile duprocessus de modélisation
que l’on imagine et réalise en exploitant judicieusement les connaissances préalables
sur les processus physiques mis en jeu dans le système et les spécificités des méthodes
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FIGURE 7.11 – Système de commande nominal

de synthèse adoptées. Un savoir faire en matière de traitement du signal est requis pour
réaliser un traitement des données cohérent par rapport auxméthodes d’identification
disponibles et affiner la définition de la classe des modèles si besoin est.

• Une phase de détermination des paramètres du modèle du système à partir des méthodes
d’identification appropriées pour la classe des modèles considérée. Une attention par-
ticulière est réservée au choix du critère d’identificationqui requiert éventuellement
un planning d’expériences spécifiques. Cette phase est généralement aisément réalisée
compte tenu du potentiel d’identification des systèmes disponibles aussi bien dans les en-
vironnementsS ilab etMatlab.

• Une phase de validation du modèle selon un planning expérimental adéquat. On com-
mence d’abord par une validation par rapport aux connaissances préalables qui ont été
particulièrement utilisées lors des étapes précédentes ouétablies lors du traitement des
données, i.e. les réponses impulsionnelle et harmonique. On procède ensuite à une va-
lidation par rapport aux propriétés de qualité de la méthoded’identification adoptée à
partir d’une analyse de correlation ou une analyse spectrale. Et enfin, on réalise une
validation par rapport aux performances requises en imaginant des scenarios de test de
robustesse et des performances dynamiques.

On peut ainsi obtenir une famille de modèles linéaires caractérisée par un modèle nominal et
ses incertitudes que l’on peut désigner comme suit

Fm
∆
= {(G(s), ∆G(s)) /∆G(s) = Wg(s)∆(s)Wd(s) avec ∆(s) ∈ RH∞}

oùWg(s) etWd(s) sont des fonctions de transfert propres et stables connues qui incorporent
une information pertinente sur la dépendance fréquentielle et directionnelle de la fonction de
transfert∆(s). Le modèle d’incertitude

∆G(s) = Wg(s)∆(s)Wd(s) avec ∆(s) ∈ RH∞

est relativement bien approprié aux erreurs de modélisation dites non-structurées par opposi-
tion aux erreurs de modélisation structurées qui portent sur les paramètres du modèle de com-
mande ([42], [89]). La représentation des incertitudes du modèle de commande peut revêtir
plusieurs formes comme l’indiquent les figures 7.12 à 7.17. On distingue les formes additives
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directes et inverses, les formes multiplicatives directeset inverses à l’entrée et à la sortie du
système. Le choix d’une forme ou d’une autre dépend de la connaissance du système et des
propriétés du système de commande que l’on souhaite mettre en évidence. Les formes additives
sont généralement utilisées pour représenter les erreurs de modélisation sur toute la bande de
fréquences. Les formes multiplicatives directes sont généralement utilisées pour représenter les
erreurs de modélisation sur les actionneurs et les capteurs, alors que les formes multiplicatives
inverses sont généralement utilisées pour représenter lesvariations des paramètres du modèle
de commande.

G(s)

∆G(s)

n- -
?

-

- +

FIGURE 7.12 – Système de commande : forme additive directe

G(s)

∆G(s)

�
��- - -
?

�

∓

FIGURE 7.13 – Système de commande : forme additive inverse

G(s)��
��

∆G(s)

?

-

- -- +

FIGURE 7.14 – Système de commande : forme multiplicative directe enentrée
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FIGURE 7.15 – Système de commande : forme multiplicative inverse enentrée
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��

∆G(s)

?
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-- +-

FIGURE 7.16 – Système de commande : forme multiplicative directe ensortie

G(s)

∆G(s)

- �
��-
?

-

�

∓

FIGURE 7.17 – Système de commande : forme multiplicative inverse ensortie
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On peut montrer aisément que les systèmes de commande correspondants aux diverses formes
d’incertitude peuvent se mettre sous la forme d’une rétroaction standard de l’incertitude∆G(s)
(resp. ∆(s)) avec la fonction de transfertΣ(s) (resp. Σw(s)) comme l’indique la figure 7.18.
On notera que la séquence de référence, les perturbations decharge et les bruits de mesure
ont été volontairement occultés puisqu’ils n’ont aucune influence sur la stabilité. La fonction
de transfertΣ(s) n’est autre que la fonction de sensibilité du système de commande compatible
avec le type d’incertitude considéré comme le montre la table 7.1.

G∆ (s)

R (s) ��
��?

�

-

− −��
��

Σ (s)

∆G (s)

?
-

�

⇐⇒

∆G (z)

Σ (z) ��
��?

�

-

− −��
��

Σw (z)

∆ (z)

?
-

�

⇐⇒

FIGURE 7.18 – Système à rétroaction standard pour la robustesse en stabilité

Le résultat fondamental suivant est communément utilisé dans les études de robustesse des sys-
tèmes linéaires asservis sous l’appellation du théorème dupetit gain ([53]), [89]). Il précise la
classe des erreurs de modélisation admissibles en supposant que les incertitudes du modèle de
commande∆(s) sont des fonctions de transfert propres et stables et fournit la valeur maximale
admissible sur leur module.

Résultat 7.14Le système avec rétroaction de la figure 7.18 est stable pour toute fonction de
transfert∆(s) propre, stable et telle que
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Forme d’incertitude Fonction de sensibilitéΣ(s)

Forme additive directe RSs(s) = SeR(s)
Forme additive inverse SsG(s) = GSe(s)

Forme multiplicative directe en entrée Te(s)
Forme multiplicative directe en sortie Ts(s)
Forme multiplicative inverse en entrée Se(s)
Forme multiplicative inverse en sortie Ss(s)

TABLE 7.1 – Quantificateurs de robustesse en stabilité

σmax (∆ (jω)) ≤ 1 pour tout ω ∈ R

si et seulement la fonction de transfertΣw(s) est propre, stable et telle que

σmax (Σw(jω))
∆
= σmax (Wd(jω)Σ(jω)Wg(jω)) < 1 pour tout ω ∈ R

La preuve de ce résultat est disponible dans tous les supports pédagogiques dédiés à stabilité
et la commande robuste ([53]), [89]).

Remarque 7.6La détermination de la fonction de transfertΣ(z) est effectuée modulo de simples
manipulations algébriques. Pour illustrer cette simplicité, considérons le cas d’une incertitude
additive directe où le système de commande réel peut être représenté comme le montre la figure
7.19. On aura alors

(Im +R(s)G(s))Ui(s) = −R(z)Yi(s)

soit

Ui(s) = − (Im +R(s)G(s))−1R(s) = R(s) (Ip + G(s)R(s))−1 Yi(s)

Le système de commande réel peut être alors représenté commele montre la figure 7.18 où la
fonction de transfertΣ(z) est donnée par

Σ(s) = RSs(s) = SsR(s)

Compte tenu de la table 7.1, les résultats 7.12 et 7.13 nous amènent naturellement aux recom-
mandations suivantes sur la robustesse en stabilité par rapport aux différentes formes d’erreurs
de modélisation.

R1. Une bonne robustesse par rapport aux erreurs de modélisation que l’on peut représenter
sous une forme multiplicative inverse en sortie (resp. sousune forme additive inverse)
requiert que la fonction de sensibilité usuelleSs (s) (resp. GSe (s)) soit relativement
petite, i.e.

σmax (Wd (s)Ss (s)Wσ (s)) ≤ 1 (resp. σmax (Wd (s)GSe (s)Wσ (s)) ≤ 1)
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FIGURE 7.19 – Système de commande dans le cas d’une forme additive directe

R2. Une bonne robustesse par rapport aux erreurs de modélisation que l’on peut représenter
sous une forme multiplicative directe en entrée (resp. sousune forme additive directe)
requiert que la fonction de sensibilité usuelleSe (s) (resp.RSs (s)) soit relativement
petite, i.e.

σmax (Wd (s)Se (s)Wσ (s)) ≤ 1 (resp. σmax (Wd (s)RSs (s)Wσ (s)) ≤ 1)

R3. Une bonne robustesse par rapport aux erreurs de modélisation que l’on peut représen-
ter sous une forme multiplicative directe en sortie (resp. sous une forme multiplicative
directe en entrée) requiert que la fonction de sensibilité usuelleTs (s) (resp. Te (s)) soit
relativement petite, i.e.

σmax (Wd (s)Ts (s))Wσ (s) ≤ 1 (resp. σmax (Wd (s) Te (s)Wσ (s)) ≤ 1)

7.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au concept de rétroaction des systèmes linéaires multivariables avec
un souci permanent : apprécier d’une manière rationnelle etefficace la gestion du compromis
entre les performances et la robustesse en stabilité. Les propriétés fondamentales du concept
de rétroaction sont présentées d’une manière progressive et comprehensible après un focus sur
les normes des systèmes qui sont communément utilisées pourl’analyse des performances no-
minales et de robustesse en stabilité des systèmes asservis.

• La notion d’admissibilité physique du système à rétroaction a été introduite au travers de
la question essentielle : qu’est ce qu’un problème de rétroaction bien posé. Des condi-
tions équivalentes d’admissibilité physique d’un systèmede rétroaction ont été données
en fonction de l’approche adoptée, i.e. une approche d’étatou une approche polynomiale.

• La stabilité interne a été dûment étudiée à partir d’un ensemble de résultats fondamen-
taux qui ont été présentés d’une manière concise et précise.Des remarques pertinentes
ont été faites pour mieux apprécier la problématique de stabilité interne des systèmes
linéaires multivariables à rétroaction.
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• Les performances nominales des systèmes à rétroaction ont été définies à partir de leur
dynamique de poursuite et de l’ensemble des fonctions de sensibilité usuelles qui leurs
sont associées. La dynamique de poursuite (resp. les fonctions de sensibilité usuelles)
d’un système asservi constitue (resp. constituent) l’essence de ses performances en pour-
suite (resp. en régulation par rapport aux perturbations etaux bruits de mesure). Le
qualificatif nominal est justifié par le contexte de modélisation idéal dans lequel ces per-
formances ont été définies, i.e. le système est parfaitementdécrit par le modèle de com-
mande.

• Le problème de robustesse en stabilité est particulièrement étudiée dans le cas où le
système est décrit par une famille de modèles définie par un modèle nominal et une incer-
titude non structurée décrite par une fonction de transfertpropre et stable. Il a été établi
que les fonctions de sensibilité usuelles sont des quantificateurs de robustesse en stabilité.

7.7 Problèmes.

Les problèmes proposés ci après permettent de mieux appréhender le concept de normes des
systèmes.

Problème 7.1En utilisant la décomposition en valeurs singulières d’unefonction de transfert,
i.e.

G(s) = U(s)Σ(s)V ∗(s)

montrer que
trace (G∗(s)G(s)) = trace (Σ∗(s)Σ(s))

Problème 7.2Donner les équations d’un système de commande dans le cas d’un régulateur à
deux degrés de libertés, soit

U(s) = Rr(s)Y
∗(s)−Rp(s)Y (s) (7.21)

oùRr(s) (resp.Rp(s)) désigne le composante du régulateur) en régulation (rep. enpoursuite).

Problème 7.3Retrouvez les fonctions de transfertΣ(s) de la table 7.1 en fonction des dif-
férentes représentations des incertitudes du modèle de commande adoptées pour l’étude de
robustesse en stabilité.

Problème 7.4On se propose d’effectuer une analyse ingénieur des performances nominales
des systèmes de commande avec modèle interne que l’on peut représenter comme l’indique la
figure 7.20.
Le système est décrit par

SYS
{

Y (s) = Gu(s)U(s) + Gv(s)V (t)
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FIGURE 7.20 – Système de commande avec modèle interne

oùGu(s) (resp. Gv(s)) désigne la fonction de transfert reliant l’entrée du système (resp. les per-
turbations) à la sortie du système, alors que le filtre de robustification est décrit par les fonction
de transfertF(s) avecF(0)Gu(0) = Im.

On peut ainsi apprécier les propriétés fondamentales qui constituent l’essence de la popula-
rité de la commande avec modèle interne tout en mettant en évidence ses limitations du point
de vue de son applicabilité. Pour ce faire, on suggère de procéder comme suit.

1) Donner la loi de commande avec modèle interne et en déduirela fonction de transfert du
régulateur.

2) Donner les équations du comportement d’entrée-sortie dusystème de commande avec
modèle interne et en déduire les conditions de stabilité et les dynamiques de poursuite et
de régulation sous-jacentes. On précisera la dynamique de régulation dans le cas où les
perturbations peuvent être ramenées en sortie : une hypothèse usuelle pour les fans de la
commande avec modèle.

3) Préciser la classe perturbations que l’on peut rejeter parfaitement ainsi que la classe des
séquences de référence que l’on peut poursuivre parfaitement.

4) Donner les fonctions de sensibilité usuelles du système de commande avec modèle in-
terne et préciser comment specifier la filtre de robustification pour réduire la sensibilité
du système de commande aux bruits de mesure inéluctables.

5) Etablir un bilan ingénieur sur la commande avec modèle interne à partir des résultats
fondamentaux que vous avez obtenu tout au long de cette analyse.



Chapitre 8

Commande linéaire quadratique

La commande optimale est une prouesse du développement des mathématiques pour les sciences
de l’ingénieur à partir des principes du maximum et de programmation dynamique respective-
ment issus des travaux de recherche réalisés au sein des célèbres écoles dePontriaguine et
Bellman ([9], [69]). Cette culture a été judicieusement exploitée parKalman pour initier une
école d’estimation et de commande optimales pour les systèmes linéaires qui se distinguent
par un problème d’optimisation quadratique dans un contexte stochastique approprié ([48],
[49], [50], [51]). Depuis l’école deKalman s’est vigoureusement développée au sein de la
communauté d’automatique autour de la commande linéaire quadratique (LQ), de l’estima-
tion linéaire à variance minimale(VM) et de la commande linéaire quadratique gaussienne
(LQG) qui consiste en une loi de commandeLQ incorporant un estimateur d’état àVM sous
la bénédiction du principe d’équivalence certitude ([4], [8], [11], [42], [55], [72]). Ce poten-
tiel fondamental constitue l’essence de l’ingénierie de commandeLQG qui a été utilisée avec
succès dans de nombreuses applications industrielles ([18]). On notera que la lettreG deLQG
est essentiellement motivée par la nature stochastique desimperfections de modélisation, i.e.
les perturbations d’état et les bruits de mesure.

Dans ce chapitre, on se propose de présenter les bases fondamentales de la commandeLQ en
adoptant une approche déterministe qui consiste à occulterles imperfections de modélisation
pour des considérations purement pédagogiques, i.e. en préservant les performances requises
modulo une synthèse d’un système de commande insensible auximperfections de modélisation.
La structure du modèle des systèmes considérés est alors simplifiée comme suit sans aucune
perte de généralité

MSLQD
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

y(t) = Hx(t)
(8.1)

La commandeLQ (resp. commande linéaire quadratique déterministe (LQD)) consiste à mi-
nimiser au sens d’un horizon glissant, pour la classe des systèmes (8.1), le critère quadratique
suivant

J (u(t)) = lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

(

xT (τ)Qcx(τ) + uT (τ)Rcu(τ)
)

dτ (8.2)

oùQc = QT
c

∆
= HT

c Hc ≥ 0 etRc = RT
c > 0 sont respectivement des matrices de pondération

de l’état et de la commande en supposant que les variables d’état sont mesurables (resp. ne sont
pas mesurables). La synthèse d’un système de commandeLQD requiert donc une estimation
précise des variables d’état du système par un observateurLQ conçu en vertu de la dualité à
partir d’une synthèseLQ.

291
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La présentation de la commandeLQD sera faite d’une manière progressive en quatre temps
avec une attention particulière aux aspects de synthèse pertinents pour l’ingénierie des sys-
tèmes. Le premier temps est consacré à la commandeLQ avec un focus sur les propriétés
remarquables du système de commande sous-jacent. Le deuxième temps est réservé à la com-
mandeLQD avec une attention particulière à l’observateurLQ et la reformulation du pro-
blème de commande sous la forme d’une synthèseH2. Le troisième temps est dédié au problème
de recouvrement du transfert de la boucle (RT B) ouverte du système de commandeLQ en en-
trée (resp. de l’observateurLQ en sortie) du système qui constitue l’essence de la robustesse
intrinsèque à la synthèseLQ. Ceci nous amène naturellement à la commandeLQD/RT B.
Le quatrième temps est consacré aux aspects de synthèse de lacommandeLQD, notamment
l’affinement des performances dynamiques et de la robustesse avec une digression sur la speci-
fication des paramètres de synthèse.

8.1 CommandeLQ
L’étude du problème de commandeLQ est d’abord faite dans le cas d’un horizon fini avec
des remarques pertinentes sur sa faisabilité pour la commande des systèmes. Le résultat fon-
damental correspondant est ensuite étendu au cas d’un horizon infini à partir d’une étude du
comportement asymptotique de la loi de commande à horizon fini. Une analyse vigoureuse du
système de commandeLQ est enfin effectuée pour exhiber ses propriétés vitales pourl’ingénie-
rie des systèmes.

8.1.1 CommandeLQ à horizon fini

Le problème de commandeLQ a été étudié à partir du comportement asymptotique de la loi
de commandeu : τ ∈ [t, t + T ] −→ u(τ) ∈ Rm qui minimise, pour le système (8.1)
en supposant que toutes les variables d’état sont mesurables, le critère quadratique à horizon
infini

J
(

{u(τ)}t∈[t,t+T ]

)

= xT (t + T )Pfx(t+ T ) +

∫ t+T

t

(

xT (τ)Qcx(τ) + uT (τ)Rcu(τ)
)

dτ(8.3)

oùPf = P T
f ≥ 0 est une pondération sur l’état final. Le résultat fondamental suivant donne la

solution de ce problème de commandeLQ tout en précisant la valeur optimale du critère.

Résultat 8.1La séquence de commande{u(τ)}τ∈[t,t+T ] qui minimise le critère quadratique
(8.3), pour le système (8.1) en supposant que toutes les variables d’état sont mesurable, est
donnée par la loi de commande

u(τ) = −K(τ)x(τ) (8.4)

avec

K(τ) = R−1c GTP (τ) (8.5)

−ρP (τ) = P (t)F + F TP (τ)− P (τ)GR−1c GTP (τ) +Qc avec P (T ) = Pf (8.6)
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Quant au minimum du critère quadratique obtenu avec une telle loi de commande, il vaut

J
(

{u(τ)}τ∈[t,t+T ]

)

= xT (t)P (t)x(t (8.7)

Preuve. La preuve est généralement effectuée en invoquant le principe du maximum ou le
principe de programmation dynamique ([9], [69]). Pour des considérations de simplicité, on
effectuera plutôt une justification élégante. Pour ce faire, on notera d’abord que l’équation
(8.6) est uneEDR et que la séquence matricielle{P (τ)}τ∈[t,t+T ] est bien définie pour tout
[t, t+ T ] ⊂ R

+ ([10], [13]). Ensuite, on notera que

∫ t+T

t

d

dτ

(

xT (τ)P (τ)x(τ)
)

dτ =

∫ t+T

t

(

(Fx(τ) +Gu(τ))T P (τ)x(τ) + xT (τ)ρP (τ)x(τ)

+ xT (τ)P (τ) (Fx(τ) +Gu(τ))
)

dτ

= xT (t+ T )P (t+ T )x(t+ T )− xT (t)P (t)x(t)

= J
(

{u(τ)}t∈[t,t+T ]

)

− xT (t)P (t)x(t)

−
∫ t+T

t

(

xT (τ)Qcx(τ) + uT (τ)Rcu(τ)
)

dτ

Et commeP (t+ T ) = Pf , on aura

J
(

{u(τ)}t∈[t,t+T ]

)

= xT (t)P (t)x(t

+

∫ t+T

t

(

(

u(τ)
x(τ)

)T (

Rc GTP (τ)
P (τ)G P (τ)GR−1c GTP (τ)

)(

u(τ)
x(τ)

)

)

dτ

= xT (t)P (t)x(t)

+

∫ t+T

t

(

u(τ) +R−1c GTP (τ)x(τ
)T
Rc

(

u(τ) +R−1c GTP (τ)x(τ)
)

dτ

La minimisation du critère 8.7 est donc bien obtenue avec la séquence de commande donnée
par les équations (8.4)-(8.6). CQFD

Les remarques suivantes permettent de conforter le résultat fondamental de la commandeLQ
tout en précisant quelques expressions usuelles de la séquence matricielle{P (t)}t∈Rn×n .

Remarque 8.1La commandeLQ à horizon fini est généralement utilisée au sens d’un ho-
rizon fuyant. A chaque instantτ , on détermine la commandeu(τ) à partir de la séquence
{u(τ)}τ∈[t,t+T [ qui minimise le critère quadratique (8.3). On aura alors unecommande ave re-
tour d’état stationnaire

u(t) = −Kx(t) avec K = R−1c GTP
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où la matriceP n’est autre que la solution de l’EDR (8.6) à l’instant t, pour le système (8.1) en
supposant que toutes les variables d’état sont mesurables,avecP (t+ T ) = Qf , i.e. la matrice
P (t).

Remarque 8.2Le problème de commande optimale aurait pu être directementdéveloppé pour
les systèmes linéaires variants dans le temps (2.101) pourvu qu’ils soient uniformément com-
mandables. La loi de commande correspondante est alors donnée par

u(t) = −K(t)x(t)

K(t) = R−1c GT (t)P (t)

−ρP (t) = P (t)F (t) + F T (t)P (t)− P (t)G(t)R−1c GT (t)P (t) +Qc

avecP (0) = Po = P T
o . Cette remarque est particulièrement vitale pour la conception des

algorithmes de commande adaptative issus d’une combinaison d’une synthèseLQ et d’un al-
gorithme d’adaptation paramétrique approprié ([45]).

8.1.2 CommandeLQ à horizon infini

Rappelons que le problème de commandeLQ à horizon infini consiste à minimiser le critère
quadratique (8.2) pour le système (8.1) en supposant que toutes les variables d’état sont mesu-
rables. Le résultat fondamental suivant montre que ce problème peut être résolu en étudiant la
convergence des solutions de l’EDR (8.8), i.e. le comportement asymptotique de la séquence
matricielle{P (t)}t∈R+, comme le montre le résultat fondamental suivant

Résultat 8.2Considérons le problème de commandeLQ à horizon infini et supposons que la
réalisation(F,G,Hc) est stabilisable et détectable, alors il admet une solutiondonnée par la
loi de commande avec retour d’état stationnaire

u(t) = −Kx(t) (8.8)

K = R−1c GTPF (8.9)

PF + F TP − PGR−1c GTP +Qc (8.10)

Par ailleurs, le système de commande avec retour d’état correspondant est asymptotiquement
stable, i.e.

V (F −GK) ⊂ Dsa (8.11)

et le coût optimal associé est nul avec

∫ ∞

0

(

xT (t)Qcx(t) + uT (t)Rcu(t)
)

dt = xT (0)Px(0) (8.12)
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Preuve. Notons d’abord que si la séquence matricielle{P (t)}t∈R+ converge, alors on aura
lim

t−→∞
P (t) = P oùP n’est autre qu’une solution de l’EAR (8.10). Et compte tenu du résultat

C.11, on peut conclure queP est une matrice symétrique définie positive et stabilisantepourvu
que l’EDR (8.6) soit initialisée par une matrice symétrique définie positivePo. Par ailleurs,
l’ EAR (8.10) peut se récrire sous la forme

(F −GK)T P + P (F −GK) = −
(

Qc +KTRcK
)

(8.13)

qui n’est autre que l’équation deLyapunov associé au système de commandeLQ et qui permet
d’exprimer aisément le critère quadratique (8.2) comme suit

TJ (u(t)) =

∫ t+T

t

(

xT (τ)Qcx(τ) + uT (τ)Rcu(τ)
)

dτ

=

∫ t+T

t

(

xT (τ)
(

Qc +KTRcK
)

x(τ)
)

dτ

= −
∫ t+T

t

d

dτ

(

xT (τ)Px(τ)
)

dτ

= xT (t)Px(t)− xT (t+ T )Px(t+ T )

On en déduit alors naturellement que le coût optimal est biennul et qu’il vérifie bien la pro-
priété (8.12) en vertu de la stabilité du système de commandeLQ.

CQFD

Remarque 8.3Si la réalisation(F,G,Hc) est stabilisable et détectable, alors on peut montrer
aisément que la fonction

V : x(t) ∈ Rn → V (x(t)) = xT (t)Px(t) ∈ R+

vérifie toute les propriétés d’une fonction deLyapunov pour le système de commandeLQ. Pour
ce faire, on notera que l’équation algébrique deRiccati peut se récrire sous la forme

(F −GK)T P (F −GK)− P = −
(

Qc +KTRcK
)

qui n’est autre que l’équation deLyapunov associé au système de commandeLQ puisqu’elle
admet une solution symétrique, définie positive et stabilisante unique.

8.1.3 Propriétés fondamentales.

Les systèmes de commandeLQ peuvent être représentés par le système à rétroaction de la
figure 8.1 oùGoc(s) est la fonction de transfert en boucle ouverte en entrée du système, soit
Goc (s) = K (sIn − F )−1G, et{ηme(t)}t∈R+ représente toutes les imperfections de modélisa-
tion que l’on peut ramener en entrée du système.
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Goc(s)n --

6

-±ηme(t)

FIGURE 8.1 – Système de commandeLQ

Le résultat fondamental suivant met en exergue les propriétés remarquables d’un système de
commande avec retour d’état intrinsèques à une synthèseLQ.

Résultat 8.3Considérons le système de commandeLQ composé du système (8.1) en boucle
fermée avec la loi de commandeLQ (8.8)-(8.10) et posonsMoc(s) = Hc (sIn − F )−1G. Alors
les propriétés suivantes sont vérifiées pourvu que la réalisation d’état(F,G,Hc) soit stabili-
sable et détectable

P1. L’égalité de différence de retour

(Im + Goc(−s))T Rc (Im + Goc(s)) = Rc + (Moc(−s))T (Moc(s)) (8.14)

est vérifiée pour touts ∈ C.

P2. La fonction de sensibilité du système de commande vérifie larelation suivante

σmax (Sc(jω)) ≤ λmax (Rc)

λmin (Rc)
pour tout ω ∈ R (8.15)

P3. La configuration modale du système de commande peut être obtenue à partir de l’équa-
tion

Pcclq(−s)Pcclq(s)

Pcsys(−s)Pcsys(s)
=

1

det (Rc)
det
(

Rc + (Moc(−s))T (Moc(s))
)

(8.16)

avec

Pcclq(s) = det (sIn − F +GK) et Pcsys(s) = det (sIn − F ) (8.17)

P4. La fonction de transfert en boucle ouverte en entréeGoc(s) admet un retard minimal et
ses zéros sont nécessairement situés dans le domaine de stabilité, soit

KG 6= 0 et CZ (Goc(s)) ⊂ Dsa

Preuve.La propriétéP1 est obtenue à partir d’un ensemble de manipulations algébriques adé-
quates sur l’EAR (8.10)

PF + F TP − PGR−1c GTP +Qc = 0
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On commence par ajouter le terme nulPsIn − sInP au premier membre de l’EAR

P (sIn − F ) + (−sIn − F )T P + PGR−1c GTP = Qc

Ensuite, on multiplie à gauche parGT (−sIn − F )−T et à droite par(sIn − F )−1G, ce qui
donne

GT (−sIn − F )−T PG+GTP (sIn − F )−1G+GT (−sIn − F )−T PGR−1c GTP (sIn − F )−1G

=

GT (−sIn − F )−T Qc (sIn − F )−1G

Enfin on ajouteRc aux deux membres de l’équation obtenue et on factorize le premier membre,
soit

(

Im +GT (−sIn − F )−T PGR−1c

)

Rc

(

Im +R−1c GTP (sIn − F )−1G
)

=

Rc +GT (−sIn − F )−T Qc (sIn − F )−1G

Et puisqueK = R−1c GTP , on aura
(

Im +GT (−sIn − F )−T KT
)

Rc

(

Im +K (sIn − F )−1G
)

=

Rc +GT (−sIn − F )−T Qc (sIn − F )−1G

On retrouve bien l’équation de différence de retour (8.14).

La preuve de la propriétéP2 est triviale puisqueMT
oc(−jω)Moc(−jω) est une forme hermi-

tienne semi-définie positive compte tenu du fait queQc = QT
c ≥ 0 etMT

oc(−jω) = MT
oc(jω).

On aura alors

(Im +Goc(−jω))T Rc (Im +Goc(jω)) ≥ Rc pour tout ω ∈ R

Ce qui permet de retrouver la propriété escomptée compte tenu de l’expression de la fonction de
sensibilité en entrée du système de commandeLQ et de la structure particulière de la matrice
de pondération de la commande, soitRc = ρcIm.

La propriétéP3 est obtenue à partir de quelques manipulations algébriquessans avoir à ré-
soudre l’EAR (8.10). En effet, on a

det
(

(Im +Goc(−s))T Rc (Im +Goc(s))
)

= det
(

Rc +GT (−sIn − F )−T Qc (sIn − F )−1G
)

soit

det
(

(Im +Goc(−s))T (Im +Goc(s))
)

=
det
(

Rc +MT
oc(−s)Moc(s)

)

det (Rc)

Par ailleurs, on a

det (Im +Goc(s)) = det
(

Im +K (sIn − F )−1G
)

= det
(

In + (sIn − F )−1GK
)
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soit

det (Im +Goc(s)) =
det (sIn − F +GK)

det (sIn − F )
=
Pcclq(s)

Pcsys(s)

Ce qui conduit au résultat considéré.

Pour la propriétéP4, la première partie est basée sur la propriété suivante de lafonction
de transfert en boucle ouverte d’un système de commandeLQ

KG = R−1c GTPG > 0 puisque Rc = RT
c > 0 et P = P T > 0

Quant à la seconde partie, c’est une émanation naturelle du théorème du module maximal de
l’analyse complexe (voir [4]).

CQFD

Ces propriétés permettent de faire un ensemble de remarquespour un ingénieur intéressé par
la commandeLQ.

Remarque 8.4La propriétéP1 est l’essence de la propriétéP2 qui constitue le capital d’une
synthèseLQ, en l’occurrence une marge de stabilité maximale dans le casd’une matrice de
pondération diagonale sur la commande. En effet, siRc = ρcIm, alors on peut exprimer la
propriétéP2 comme suit

σmin (Im + Goc (jω)) ≥ 1 pour tout ω ∈ R
+

Dans le cas des systèmes monovariables, cette nouvelle expression stipule que le lieu deN yquist
de la fonction de transfert en boucle ouverte des systèmes decommandeLQ se trouve à l’exté-
rieur d’un cercle de centre le point critique et de rayon unitaire. Ceci correspond à une marge
de module maximale,MM = 1, et donc une marge de gainMG ∈ [1

2
,∞[ et une marge de

phaseMP ≥ π
3
.

Remarque 8.5La propriétéP3 permet de déterminer aisément la configuration modale d’un
système de commandeLQ lorsque la matriceQo (resp.Ro ) est relativement petite puisque

Qc ≈ On =⇒ Ppolq(−s)Ppolq(s) ≈ Ppsys(−s)Ppsys(s)

(

resp. Rc ≈ On =⇒ Pcolq(−s)Pcolq(s) ≈ Pzmoc(−s)Pzmoc(s)
)

où Pzmoc(s) désigne le polynôme des zéros de la fonction de transfertMoc (s). Ainsi, on re-
trouve d’une part les modes stables du système avec des modesstables issus de la réflexion des
modes instables du système par rapport à l’axe imaginaire (resp. les zéros stables de la fonc-
tion de transfertMoc (s) avec des modes stables issus de la réflexion des zéros instables de la
fonction de transfertMoc (s) par rapport à l’axe imaginaire).

Ces configurations modales permettent de comforter notre potentiel de prudence par rapport
aux intuitions fallacieuses, notamment
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I1. La séquence de commande à énergie minimale est identiquement nulle, i.e.

Qc ≈ On =⇒ u(t) = 0 pour tout t

I2. Les systèmes de commande conçus sans aucune préoccupation àl’énergie de commande,
qui est jugée bon marché pour être pénalisée, sont relativement rapides, i.e.

Rc ≈ On =⇒ ∃λ≫ 1 / CM (SCLQ) ⊂ Sλ
∆
= {s ∈ C / ℜ(s) ≤ −λ} ⊂ Dsa

En effet, la première intuition est vraie dans le cas des systèmes asymptotiquement stables.
Dans le cas des systèmes instables, la réflexion des pôles instables peut conduire à un système
de commande relativement rapide qui requiert une énergie relativement importante, e.g. on ne
peut rétablir l’équilibre d’un pendule inversé sans fournir un minimum d’énergie. Quant à la
seconde intuition, elle occulte le cas des systèmes qui admettent des zéros au voisinage de l’axe
imaginaire qui deviennent des modes dominant dans le cas d’une commande bon marché.

Remarque 8.6La propriétéP4 et une expression de la vulnérabilité d’une synthèseLQ, en
l’occurrence les fonctions de transfert en boucle ouverte des systèmes de commandeLQ ex-
hibent manifestement une décroissance de -20 db/décade auxhautes fréquences qui ne favori-
serait pas la robustesse par rapport aux imperfections de modélisation inéluctables, notamment
des modes souples occultés. Cette vulnérabilité de la synthèseLQ est essentiellement due au
fait que les matrices de pondération sont constantes comme l’indique l’expression du critère
quadratique (8.2) en vertu du théorème deParseval, soit

J (u(t)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

(

XT (jω)QcX (jω) + UT (jω)RcU (jω)
)

dω (8.18)

En effet, il apparaît alors clairement que l’on ne peut pas affiner les propriétés fréquentielles
de la commandeLQ avec des matrices de pondération constantes.

Remarque 8.7Une procedure intéressante pour la spécification des paramètres de synthèse a
été proposée parLarminat à partir d’une interprétation énergétique du grammien de comman-
dabilité du système, notamment l’énergie minimale requisepour transférer l’état du système de
l’origine à un état donné ([18]). Elle consiste à réduire lesparamètres de synthèse à un horizon
temporelTc comme suit comme suit

Qc =

(

Tc

∫ ∞

0

(

HeFtG
) (

HeFtG
)T
e−

t
Tc dt

)−1

et Rc = Im

Avec un tel choix des matrices de pondération, tous les modesdu système de commandeLQ
sont situés à gauche de la verticale d’abscisse− 1

Tc
.

8.1.4 Precision maximale.

Le résultat suivant permet de mettre en évidence les meilleures performances réalisables en
régulation sans aucune contrainte sur la commande.
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Résultat 8.4Considérons le problème de commandeLQ avecRc = ρcΛc et supposons que les
matrices d’entrée et de sortieG etH soient de rang plein. Alors on a les propriétés suivantes.

P1. La solution de l’EAR admet une limite lorsque la pondération de la commande est suffi-
samment petite, soit

∃ Po = P T
o ≥ 0 / lim

ρc−→0
P = Po = P T

o ≥ 0

P2. Sim < p alors on aPo = P T
o > 0

P3. Sim = p alors Po = 0 si et seulement si tous les zéros du système sont situés dans le
domaine de stabilité asymptotique, soit

Po = 0 ⇔ CZ (G(s)) ∈ Dsa

P4. Sim > p alorsPo = 0 pourvu qu’il existe une matrice de normalisationN ∈ Rm×p telle
que tous les zéros du système normalisé sont situés dans le domaine de stabilité asympto-
tique, soit

(

∃ N ∈ Rm×p / (CZ (G(s)) ∈ Dsa)
)

=⇒ Po = 0

La preuve de ce résultat a été établi parKwakernaak etS ivan dans ([56]). Elle est occultée
pour des considérations pédagogiques. Les remarques suivantes permettent d’interpréter un tel
résultat.

Remarque 8.8Les propriétésP1 etP2 concernent le coût optimal. La propriétéP1 stipule que
le coût optimal admet une limite lorsque la matrice de pondération de la commande approche
zéro, soit

lim
Rc−→0

J (uopt) =

∫ ∞

o

(

xTopt(t)Qcxopt(t) + uTopt(t)Rcuopt(t)
)

dt = xTo Poxo

où {xopt(t)} et {uopt(t)} désignent les trajectoires d’état et de commande du systèmede com-
mandeLQ. Cette limite peut être interprétée comme une mesure de la précision maximale que
l’on peut obtenir sans aucune contrainte sur l’amplitude dela commande. Quant à la propriété
P2, elle montre qu’il n’est pas possible de réaliser une régulation parfaite, soit

lim
Rc−→0

J (uopt) = xTo Poxo = 0

si le nombre de variables d’entrée est inférieure au nombre de variables de sortie.

Remarque 8.9Les propriétésP3 etP4montrent que la régulation parfaite ne peut être réalisée
que pour les systèmes ayant plus d’entrées que de sorties et dont tous les zéros sont situés dans
le domaine de stabilité.
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8.1.5 Exemples

En guise d’une illustration des propriétés des systèmes de commandeLQ, on traitera deux
exemples.

Le premier exempleconcerne le problème de commande qui minimise le critère quadratique

J (u(t)) =

∫ ∞

0

(

xT (t)Qcx(t) + uT (t)Rcu(t)
)

dt

avec

02 6= Qc =

(

q1 0
0 q2

)

> 0 et Rc = ρ > 0

pour la classe des systèmes harmoniques décrits par l’équation d’état

SH
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

avec

F =

(

0 1
−ω2 −2ζω

)

et G =

(

0
1

)

On notera d’abord que le problème de commandeLQ est faisable, puisque la paire(F,G) est
commandable et que la paire

(√
Q,F

)

est observable. Les systèmes de commandeLQ des sys-
tèmes harmoniques sont alors donnés par l’équation d’état

SCLQ
{

ρx(t) = (F −GK) x(t)

avec
K = GTP

F TP + PF − PGR−1GTP +Q = 0

Et sont asymptotiquement stables, soit

V (F −GK) ⊂ Dsa

L’équation algébrique de Riccati admet une solution symétrique définie positive unique que
l’on notera

P =

(

p11 p12
p21 p22

)

avec p21 = p21

On aura alors

−2ω2p12 − ρ−1p212 + q1 = 0

p11 − 2ζωp12 − ω2p22 − ρ−1p12p22 = 0

2p12 − 4ζωp22 − ρ−1p222 + q2 = 0
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Les première et troisième équations donnent

p12 = −ω2 ±
√

ω4 + ρ−1q1

p22 = −2ζω ±
√

4ζ2ω2 + ρ−1
(

−2ω2 ± 2
√

ω4 + ρ−1q1 + q2

)

Et pour garantir quep22 soit positif, on doit choisir

p12 = −ω2 +
√

ω4 + ρ−1q1

Et donc

p22 = −2ζω +

√

4ζ2ω2 + ρ−1
(

−2ω2 + 2
√

ω4 + ρ−1q1 + q2

)

Ce choix donne

p11 = 2ζωp12 + ω2p22 + ρ−1p12p22

On peut alors déterminer le gain de commande avec retour d’état, soit

K =
(

p12 p22
)

La matrice d’état du système de commande est particulièrement donnée par

F −GK =





0 1

−
√

ω4 + ρ−1q1 −
√

4ζ2ω2 + ρ−1
(

−2ω2 + 2
√

ω4 + ρ−1q1 + q2

)





On notera que les deux modes du système sont bien situés dans le domaine de stabilité asymp-
totique puisque les coefficients de son polynôme caractéristique sont tous positifs, soit

Pccre (s) = s2 +

√

4ζ2ω2 + ρ−1
(

−2ω2 + 2
√

ω4 + ρ−1q1 + q2

)

s+
√

ω4 + ρ−1q1

Et on peut vérifier aisément que lorsqueQc ≈ 02 (resp. lorsqueRc ≈ 0) les pôles du système de
commande sont les pôles du système harmonique si ce dernier est asymptotiquement stable, i.e.
ζ > 0. Autrement, i.e.ζ < 0, les modes du système de commande sont issus d’une réflexion des
pôles du système harmonique par rapport à l’axe imaginaire (resp. les pôles du système sont
infinis)

Par ailleurs, on peut avoir un système bien amorti en choisissant convenablement la matrice de
pondération de l’état, e.g.q1 = 0 et q2 = 4µζ2ω2 avec

√
1 + µ |ζ | ≥ 1, puisque le polynôme

caractéristique sous-jacent est donné par

Pccre (s) = s2 + 2
(

√

1 + µ
)

|ζ |ω s+ ω2
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Le second exempleconcerne le problème de commande qui minimise le critère quadratique

J(u) =

∫ ∞

o

(

y(t)2 + ρcu(t)
2
)

dt avec ρc ≥ 0

pour le système décrit par la réalisation d’état suivante

F =

(

0 1
0 −2

)

, G =

(

0
1

)

et H =
(

1 −1
)

dont la fonction de transfert associée est donnée par

G(s) = −s+ 1

s(s+ 2)

La synthèseLQ est faisable puisque(F,G,H) est une réalisation d’état minimale. La solution
de l’équation algébrique deRiccati associée, soit

PF + F TP − 1

ρc
PGGTP +HTH = 0

est donnée par

P =









1 +
√

1 + 4ρc + 2
√
ρc

√
ρc

√
ρc ρc

(

−2 +

√

4 +
1

ρc
+

2√
ρc

)









On notera que

lim
ρc−→0

P =

(

2 0
0 0

)

6= 0

puisque le système a un zéro à partie réelle positivez1 = 1.

Le gain du retour d’état correspondant est

K =

(

1√
ρc

√

1 + 2
√
ρc√

ρc

)

et les pôles du système de commande avec retour d’état qui en résulte sont donnés par

p1,2 =
1

2

(

−
√

4 +
1

ρc
+

2√
ρc

±
√

4 +
1

ρc
− 2√

ρc

)

On notera que

lim
ρc−→0

p1 = −1 et lim
ρc−→0

p2 = −∞
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8.2 CommandeLQD
Rappelons que le problème de commandeLQD consiste à minimiser le critère quadratique
(8.2) pour le système (8.1) lorsque les variables d’état ne sont pas mesurables. On montre dans
ce qui suit qu’une commandeLQ incorporant un observateur approprié constitue une solution
potentielle de ce problème. Cette solution sera présentée progressivement en trois étapes. La
première étape est réservée à la conception d’un observateur issu d’une synthèseLQ en vertu
de la dualité entre l’observation et la commande. La secondeétape est consacrée au résultat
fondamental sur la commandeLQD avec focus sur la stabilité du système de commande et une
interprétation polynomiale du régulateurLQD. La troisième étape est dédiée à une interpréta-
tionH2 de la commandeLQD qui est vitale pour la culture de robustesse.

8.2.1 ObservateurLQ
Les résultats fondamentaux disponibles sur la commandeLQ suggèrent naturellement un ob-
servateurLQ en vertu du postulat de dualité entre l’observation et la commande qui stipule que

le gain d’une injection par retour de sortie d’un système
est égal à la transposée du gain de commande avec retour d’état de son dual.

Le résultat suivant donne les équations de l’observateurLQ tout en précisant les conditions
requises pour la faisabilité de sa synthèse.

Résultat 8.5Considérons un système décrit par une réalisation d’état(F,G,H) et une syn-
thèseLQ caractérisée par deux matrices de pondérationsRo = RT

o > 0 etQo = GoG
T
o ≥ 0

telles que la réalisation d’état(F,Go, H) est détectable et stabilisable. Alors le système dyna-
mique donné par

OLQ







ρx̂(t) = F x̂(t) +Gu(t) +M (y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Hx̂(t)
(8.19)

avec

M = ΣHTR−1o (8.20)

FΣ+ ΣF T − ΣHTR−1o HΣ+Qo = 0 (8.21)

est un observateurLQ du système dont l’erreur d’observation est exponentiellement nulle.

Preuve.Notons d’abord que compte tenu de la nature de la synthèseLQ considérée, le pro-
blème de commande associée consiste à minimiser le critère quadratique

J(ud(t)) = lim
T→∞

1

T

∫ t+T

t

(

xTd (τ)Qoxd(τ) + uTd (τ)Roud(τ)
)

dτ (8.22)

pour le dual du système considéré, soit

DMSLQ
{

ρxd(t) = Fdxd(t) +Gdud(t)

yd(t) = Hdxd(t)
(8.23)
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oùud(t) ∈ Rp et yd(t) ∈ Rm désignent respectivement l’entrée et la sortie du dual du système
(8.1) et(Fd, Gd, Hd) =

(

F T , HT , GT
)

est une représentation d’état associée à son vecteur
d’étatxd(t) ∈ Rn.

Et en vertu du résultat 8.2, la loi commande associée à la synthèseLQ considérée est don-
née par

ud(t) = −Kdxd(t) (8.24)

Kd = R−1o HPdF
T (8.25)

PdF
T + PdP − PdH

TR−1o HPd + Qo (8.26)

et le système de commandeLQ sous-jacent est asymptotiquement stable, i.e.

V
(

F T −KdH
T
)

⊂ Das

On retrouve les équations de l’observateur (8.19)-(8.21) àpartir du postulat de dualité modulo

un changement de notation, soitΣ
∆
= Pd. Par ailleurs l’observateur est asymptotiquement stable

puisque ses modes sont les mêmes que ceux du système de commandeLQ sous-jacent, soit

V
(

F T −KdH
T
)

= V (F −HM)

Quant à la convergence exponentielle de l’erreur d’observation, elle résulte naturellement de
la stabilité asymptotique de l’observateur et de l’équation de l’erreur d’observation dans le
contexte déterministe considéré, soit

ρx̃(t) = (F −MH) x̃(t)
CQFD

Le résultat 8.5 a permis de mettre en évidence que l’observateur LQ hérite la configuration
modale du système de commandeLQ sous-jacent et donc de sa propriété de stabilité nominale.
Dans ce qui suit, on montrera que cet heritage s’étend naturellement aux propriétés fondamen-
tales du système de commandeLQ à partir d’une analyse du système à rétroaction associé à
l’observateurLQ. Ce système à rétroaction peut être représenté comme le montre la figure 8.2.

Goo (s) est la fonction de transfert obtenue en ouvrant la boucle de l’observateur en sortie du
système, soitGoo (s) = H (sIn − F )−1M , et {ηms(t)} représente toutes les imperfections de
modélisation que l’on peut ramener en sortie du système.

Le résultat suivant précise les propriétés remarquables qu’un observateurLQ hérite naturelle-
ment de la synthèseLQ sous-jacente.

Résultat 8.6Considérons l’observateurLQ et posonsMoo(s) = H (sIn − F )−1Go. Alors les
propriétés suivantes sont satisfaites pourvu que la réalisation d’état(F,G,Ho) soit stabilisable
et détectable.
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Goo(s)n --

6

-±ηms(t)

FIGURE 8.2 – Système de rétroaction de l’observateurLQ

P1. L’égalité de différence de retour pour l’observation(EDRO)

(Ip + Goo(s))Ro (Ip + Goo(−s))T = Ro +Moo(s)MT
oo(−s)

est toujours vérifiée pour touts ∈ C

P2. La fonction de sensibilité de l’observateurLQ vérifie la propriété

σmax (So(jω)) ≤ σmax (Ro)

σmin (Ro)
pour tout ω ∈ R

P3. Les modes de l’observateurLQ peuvent être obtenus à partir de l’équation

Pcolq(−s)Pcolq(s)

Pcsys(−s)Pcsys(s)
=
det (Ro (Moo(s)) (Moo(−s)))

det(Ro)

avec

Ppolq(s) = det (sIn − F +MH) et Ppsys(s) = det (sIn − F )

P4. La fonction de transfert en boucle ouverte en sortieGoo(s) admet un retard minimal et ses
zéros sont nécessairement situés dans le domaine de stabilité, soit

HM 6= 0 et CZ (Goo(s)) ⊂ Dsa

La preuve de ce résultat peut être faite en exploitant judicieusementle concept de dualité à
partir des preuves établies pour les propriétés remarquables d’un système de commandeLQ
données par le résultat 8.3. Les remarques suivantes permettent de mieux apprécier la robus-
tesse de l’observateurLQ et ses performances dynamiques.

Remarque 8.10Les observateursLQ héritent de toutes les propriétés d’une synthèseLQ en
sortie du système, en l’occurrence une marge de robustesse remarquable par rapport aux er-
reurs de modélisation multiplicatives en sortie et une vulnérabilité en hautes fréquences due
à une décroissance de -20 db/décade des valeurs singulièresde leur fonction de transfert en
boucle ouverte en sortie.
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Remarque 8.11La configuration modale d’un observateurLQ est triviale dans le cas où la
matriceQo (resp. la matriceRo) est relativement petite comme l’indiquent les assertionssui-
vantes

Qo ≈ On =⇒ Ppolq(−s)Ppolq(s) ≈ Ppsys(−s)Ppsys(s)

( resp. Ro ≈ On =⇒ Pcolq(−s)Pcolq(s) ≈ Pzmoo(−s)Pzmoo(s) )

où Pzmoc(s) désigne le polynôme des zéros de la fonction de transfertMoo (s). Ainsi, on re-
trouve d’une part les modes stables du système avec des modesstables issus de la réflexion
des modes instables du système par rapport à l’axe imaginaire. (resp. les zéros stables de la
fonction de transfertMoo (s) avec des modes stables issus de la réflexion des modes instables
de la fonction de transfertMoo (s) par rapport à l’axe imaginaire).

Remarque 8.12La spécification des paramètres de synthèse d’un observateur LQ peut être
effectuée à partir du grammien d’observabilité du système comme suit ([18])

Qo = HTH et Ro = To

∫ ∞

0

(

HeFtG
) (

HeFtG
)

dt

Ce choix permet d’avoir une configuration modale, de l’observateurLQ, située à gauche de la

verticale d’abscisse− 1

To
.

Le résultat suivant précise les meilleurs performances d’un observateurLQ et le contexte de
leur faisabilité., i.e. les conditions requises sur le système

Résultat 8.7Considérons le problème de synthèse d’un observateurLQ avecRo = ρoΛo et
supposons que les matrices d’entrée et de sortie sortieG ∈ Rn×m etH ∈ Rp×n soient de rang
plein. Alors on a les propriétés suivantes

P1. La solution de l’EAR admet une limite lorsque la matriceRo est suffisamment petite, soit

∃ Σo = ΣT
o ≥ 0 / lim

ρo−→0
Σ = Σo

P2. Sip < m alors on a
Σo = ΣT

o > 0

P3. Sip = m alorsΣo = 0 si et seulement si les zéros du système sont situés dans le domaine
de stabilité asymptotique, soit

Σo = 0 ⇐⇒
(

det
(

H (sIn − F )−1G
)

= 0 =⇒ s ∈ Dsa

)

P4. Sip > m alorsΣo = 0 pourvu qu’il existe une matrice de normalisationN ∈ Rm×p telle
que les zéros du système normalisé soient situés dans le domaine de stabilité asympto-
tique, soit

(

∃ N ∈ Rm×p / det
(

NH (sIn − F )−1E
)

= 0 =⇒ s ∈ Dsa

)

=⇒ Σo = 0



308

La preuve de ce résultat est relativement laborieuse ([56]) et sera occultée pour des considé-
rations pédagogiques.

Remarque 8.13Les propriétésP1 et P2 stipulent que la matrice de covariance de l’erreur
d’observation, associée à un observateurLQ, admet une limite lorsque la matrice de pondéra-
tionRo est aussi petite que possible et que cette limite n’est pas nulle dans le cas des systèmes
qui ont plus d’entrées que de sorties. Quant aux propriétésP3 et P4, elles stipulent que la
reconstruction parfaite des variables d’état d’un systèmeest faisable avec un observateurLQ
avec une matrice de pondérationRc aussi petite que possible pour les systèmes ayant un nombre
de sortie au moins aussi grand que le nombre de ses entrées et dont la configuration des zéros
est située dans le domaine de stabilité asymptotique.

8.2.2 CommandeLQD
La commandeLQD peut être conçue à partir qu’une commandeLQ incorporant un observa-
teurLQ comme l’indique le résultat suivant. Le choix d’un observateurLQ est motivée par sa
robustesse par rapport aux inéluctables imperfections de modélisation que l’on peut ramener
en sortie du système.

Résultat 8.8Considérons la classe des systèmes que l’on peut raisonnablement décrire par
les équations (8.1) et supposons que les réalisations d’état (F,G,Hc) et (F,Go, H) sont sta-
bilisables et détectables. Alors, on peut élaborer une loi de commandeLQD à partir d’une
combinaison de la loi de commandeLQ avec l’observateurLQ respectivement données par
les résultats 8.2 et 8.5, soit

RLQD







ρx̂(t) = (F −MH) x̂(t) +Gu(t) +My(t)

u(t) = −Kx̂(t)
(8.27)

avec

K = R−1c GTP (8.28)

M = ΣHTR−1o (8.29)

PF + F TP − PGR−1c GTP +Qc = 0 (8.30)

FΣ+ ΣF T − ΣHTR−1o HΣ+Qo = 0 (8.31)

Preuve. Compte tenu du résultat 5.10, le système de commandeLQD est asymptotiquement
stable et sa configuration modale est constituée de l’union des configurations modales du sys-
tème de commandeLQ et de l’observateurLQ sous-jacents. Ainsi, les trajectoires d’état du
système et de l’observateur sont bornées et l’erreur d’observation est exponentiellement nulle.
Par ailleurs, on peut alors exprimer le critère quadratiqueassociée à la commandeLQD en
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fonction de l’état estimée et de l’erreur d’observation puisque

∫ T

0

(

xT (t)Qcx(t) + uT (t)Rcu(t)
)

dt

=
∫ T

0

(

(x̂(t) + x̃(t))T Qc (x̂(t) + x̃(t)) + uT (t)Rcu(t)
)

dt

=
∫ T

0

(

x̂T (τ)Qcx̂(t) + uT (t)Rcu(t)
)

dt +

∫ T

0

(

2x̂T (t)Qcx̃(t) + x̃T (t)Qcx̃(t)
)

dt

Et compte tenu des propriétés de l’observateurLQ, on peut en déduire que la synthèse du
système de commandeLQD peut être naturellement effectuée à partir de la minimisation du
critère quadratique

Ĵ (u(t)) = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

(

x̂T (τ)Qcx̂(t) + uT (t)Rcu(t)
)

dt (8.32)

pour l’observateurLQ (8.19)-(8.21).

Ainsi, on peut concevoir un système de commandeLQD en deux étapes duales et indépen-
dantes sous la bénédiction du principe d’équivalence certitude. La première (resp. seconde)
étape consiste en une synthèse d’un observateur (resp. d’unsystème de commande)LQ avec
une matriceQo = GoG

T
o (resp.Qc = GoG

T
c ) telle que(F,Go, H) (resp.(F,G,Hc) est une

réalisation stabilisable et détectable. On notera que la natureLQ de l’observateur est essen-
tiellement motivée par des considérations de robustesse etque tout observateur assurant une
erreur d’observation exponentiellement nulle peut être utilisé.

CQFD

Les deux remarques suivantes permettent de mettre en évidence le bonus des systèmes de com-
mandeLQD et l’essence de leur vulnérabilité.

Remarque 8.14La fonction de transfert du régulateurLQD est obtenue en appliquant la
transformée deLaplace aux équations (8.27) tout en supposant que les conditions initiales
sont nulles, soit

R(s) = −K (sIn − F +GK +MH)−1M (8.33)

On peut alors postuler que les systèmes de commandeLQD sont insensibles aux bruits de
mesure inéluctables puisque le régulateur sous-jacent eststrictement propre. Et ce postulat
légitime le fait d’avoir occulter les bruits de mesure.

Remarque 8.15La fonction de transfert de la boucle ouverte en entrée (resp. en sortie) du sys-
tème de commandeLQD est donnée par

Goe(s) = R(s)G(s)
(

resp. Gos(s) = G(s)R(s)
)

(8.34)
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oùG(s) etR(s) sont respectivement les fonctions de transfert du système et du régulateurLQD
correspondant. Par ailleurs, la fonction de transfert en boucle ouverte du système de commande
LQD en entréeGoe(s) (resp. en sortieGos(s)) n’est pas identiquement égale à la fonction de
transfert en boucle ouverte du système de commande (resp. del’observateur)LQ en entrée
Goc(s) (resp. en sortieGoo(s)).

On peut alors postuler que les systèmes de commandeLQD n’héritent pas naturellement de la
propriété de robustesse remarquable en entrée (resp. en sortie) du système de commande (resp.
de l’observateur)LQ sous-jacent. Ce postulat est l’essence de la vulnérabilitéd’une synthèse
LQD et l’importance de la spécification des paramètres de synthèse.

8.2.3 Interprétation H2

Compte tenu que fait que les conditions initiales peuvent être interprétées comme une entrée
impulsionnelle, les équations (8.1) peuvent être réécrites comme suit sans aucune incidence sur
les résultats obtenus

MSLQD







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t) + w(t)

y(t) = Hx(t) + v(t)
(8.35)

où {w(t)}t∈R+ et {v(t)}t∈R+ sont des séquences composées par des impulsions d’amplitudes
inconnues, i.e.

w(t) = woδ(t) et v(t) = voδ(t) avec (wo, vo) ∈ R
n × R

p

Et en appliquant la transformée deLaplace aux équations (8.14) du système, on obtient

MSLQD







X(s) = Φ(s)GU(s) + Φ(s)W (s)

Y (s) = HX(s) + V (s)
(8.36)

oùΦ(s) désigne la transformée deLaplace de la matrice de transition du système, i.e.Φ(s) =
(sIn − F )−1. Et comme tenu de la remarque 8.14, on a

U(s) = −R (s)So (s)HΦ(s)W (s)−R (s)So (s)V (s) (8.37)

oùSo (s) désigne la fonction de sensibilité en sortie du système de commandeLQD que l’on
peut représenter comme suit

(

X(s)

U(s)

)

= Tsclqd(s)

(

W (s)

V (s)

)

(8.38)

avec

Gsclqd(s) =

(

(In − Φ(s)GR(s)So(s)H)Φ(s) −Φ(s)GR(s)So(s)

−R(s)So(s)HΦ(s) −R(s)So(s)

)

(8.39)

Le résultat suivant montre que le problème de commandeLQD peut être interprété comme un
problème problème d’optimisationH2.
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Résultat 8.9Le critère quadratique associé au problème de commandeLQD peut se récrire
comme suit

J(u(t)) =
1

2π

∫ +∞

−∞

trace (H(jω)∗H(jω)) dω (8.40)

avec

H(s) =

(

Hc 0
0 Λc

)

Gsclqd(s)

(

Go 0
0 Λo

)T

(8.41)

où les matricesΛc etΛo sont les racines carrés des matrices de pondérationRc etRo, soit

Rc = ΛT
c Λc et Ro = ΛoΛ

T
o

La preuve de ce résultat est trivial. Il suffit de récrire le critère quadratique associé au pro-
blème de commandeLQD sous la forme

J(u(t)) = lim
T−→∞

1

T

∫ T

o

(

(Hcx(t))
T (Λcu(t))

T
)

(

Hcx(t)
Λcu(t)

)

dt (8.42)

et appliquer le théorème deParseval.

Remarque 8.16L’interprétation H2 du problème de commandeLQD montre que la com-
mandeLQD permet de réaliser un bon compromis performances⇌ robustesse en spécifiant
convenablement les paramètres de synthèse correspondants, notamment les matrices de pon-
dération(Qc, Rc) et (Qo, Ro) utilisées pour les synthèsesLQ adoptées pour la conception du
système de commandeLQD.

8.3 CommandeLQD/RT B
Rappelons le postulat de la remarque 8.15 selon lequel les systèmes de commandeLQD n’hé-
ritent pas naturellement de la propriété de robustesse remarquable en entrée (resp. en sortie) du
système de commande (resp. de l’observateur)LQ sous-jacent et pourraient être relativement
vulnérables aux inéluctables erreurs de modélisation si les paramètres de synthèse associés
ne sont pas convenablement spécifiés. Ce problème a été mis enévidence à la fin des années
soixante parKwakernaak qui a montré que les égalités de différence de retour intrinsèques
aux systèmes de commande (resp. aux observateurs)LQ ne sont généralement pas préservées
([54]). Une décennie après,Doyle andStein ont proposé une procedure de synthèse des sys-
tèmes de commandeLQD réalisant unRT B ([19], [24]). Le conceptRT R a été ensuite
développé par de nombreux chercheurs pour asseoir les basesde l’ingénierie de la commande
optimale ([17], [72], [79] [80], [87]). Notons que l’essence d’une telle technique est due aux
théorèmes fondamentaux relatifs aux problèmes de précision maximale et de reconstruction
parfaite établis parKwakernaak ([54]).

Ainsi, la commandeLQD/RT B est une commandeLQD dont les performances sont parti-
culièrement spécifiées à partir d’un modelage adéquat de la fonction de transfert en boucle
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ouverte du système de commandeLQ ou de l’observateurLQ sous-jacent. On distingue deux
synthèses dualesLQD/RT B selon que leRT B doit être réalisé en entrée ou en sortie du sys-
tème, notamment

• RT B en entrée :étant donné un système de commandeLQ, comment choisir les para-
mètres de synthèse duFK pour que la fonction de transfert en boucle ouverte en entrée
du système de commandeLQD correspondant soit semblable à celle du système de com-
mandeLQ, soit

Goe(s) ≈ Goc(s) = KΦ (s)G

• RT B en sortie : étant donné unFK, comment choisir les paramètres de synthèse du
système de commandeLQ pour que la fonction de transfert en boucle ouverte en sortie
du système de commandeLQD correspondant soit semblable à celle duFK, soit

Gos(s) ≈ Goo(s) = HΦ (s)M

Remarque 8.17Le choix d’unRT B en entrée ou en sortie dépend naturellement des perfor-
mances requises. Ces performances sont spécifiées en fonction des connaissances disponibles
sur le système, en l’occurrence les modèles des actionneurset des capteurs. LeRT B en entrée
est naturellement approprié au cas d’une modélisation relativement imparfaite des actionneurs,
alors que leRT B en sortie permet de réduire les imperfections des capteurs.

Remarque 8.18Pour mieux appréhender les propriétés requises pour réaliser unRT B, consi-
dérons le cas des systèmes monovariables décrits par une réalisation d’état (F,G,H,E) de
dimensionn. Le régulateur réalisant exactement unRT B en entrée (resp. en sortie) est donné
par

Rrtbe(s) =
KAdj (sIn − F )G

HAdj (sIn − F )G

(

resp. Rrtbs(s) =
HAdj (sIn − F )M

HAdj (sIn − F )G

)

(8.43)

Ainsi, on peut postuler naturellement qu’un régulateur réalisant exactement leRT B pour les
systèmes monovariables doit impérativement satisfaire les propriétés suivantes

P1. Le régulateur est propre

P2. Les pôles du régulateur sont les zéros du système

Et compte tenu de la propriété de la fonction de transfert en boucle ouverte du système de
commande (resp. de l’observateur)LQ, la propriétéP1 du régulateur requiert que le système
ait un retard minimal, i.e.HG 6= 0. Quant à la propriétéP2, qui est intrinsèque à la réalisation
exacte duRT B, elle requiert que tous les zéros du système soient situés dans le domaine de
stabilité asymptotique. Autrement le système de commande (resp. de l’observateur)LQ est
instable.
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8.3.1 RT B en entrée

La synthèse d’un système de commandeLQD peut être effectuée de manière à recouvrer la
fonction de transfert en boucle ouverte du système de commandeLQ en entrée par une syn-
thèse appropriée de l’observateurLQ comme le montre le résultat fondamental suivant

Résultat 8.10Considérons le problème de commandeLQD et supposons quep ≥ m et que
la fonction de transfertH (sIn − F )−1G du système n’ait aucun zéro à partie réelle positive.
Si les paramètres de synthèse de l’observateurLQ sont spécifiées comme suit

Qo = GGT et Ro = ρoΛo

alors il est possible de réaliser unRT B en entrée pourvu que e scalaireρo soit suffisamment
petit, i.e.

lim
ρo −→ 0

R(s)G(s) = Goc(s)

est vérifiée pour touts ∈ C. La configuration modale de l’observateurLQ résultant est donnée
par les zéros du système modulo des modes à l’infini.

Preuve. La preuve de ce résultat sera faite dans le cas où le nombre d’entrées est égal au
nombre de sorties, soitm = p, pour des considérations de simplicité. Notons d’abord quela
classe des systèmes considérée est conforme aux exigences du résultat 8.7 sur la reconstruction
parfaite de l’état du système et donc la matrice de covariance de l’erreur d’observation vérifie
la propriété suivante

lim
ρo −→ 0

Σ = 0n

Et en utilisant les équations du gain d’observation et de l’EAR qui lui est associée au sein du
résultat 8.5, on obtient

lim
ρo −→ 0

ΣHTR−1o HΣ = GGT =MRoM
T

Il apparaît clairement que la solution de l’EAR et le gain d’observation doivent satisfaire les
propriétés suivantes lorsqueρo −→ 0

Σ =
√
ρo Σ̄ avec Σ̄HTΛ−1o HΣ̄ = GGT

et

M =
1√
ρo
GWoΛ

− 1
2

o avec WoW
T
o = Im

Par ailleurs, si l’on pose

φσ(s) = (sIn − F )−1 et φc(s) = (sIn − F +GK)−1

on aura

φc(s) = φσ(s) (In +GKφσ(s))
−1

La FT BO du système de commandeLQD peut alors se récrire comme suit
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Goe(s) = K
(

φc(s)
−1 +MH

)−1
MHφσ(s)G

= Kφc(s) (In +MHφc(s))
−1MHφσ(s)G

= Kφc(s)M (Ip +Hφc(s)M)−1Hφσ(s)G

La dernière expression a été obtenue par application du résultat A.5. Et compte tenu du com-
portement asymptotique du gain d’observation et de la relation qui relieφc(s) à φσ(s), on peut
développer le comportement asymptotique de laFT BO en entrée du système de commande
LQD comme suit

lim
ρo −→ 0

Goe(s) = Kφc(s)GWoΛ
− 1

2
o

(

Hφc(s)GWo (Λo)
− 1

2

)−1

Hφσ(s)G

= Kφc(s)G (Hφc(s)G)
−1Hφσ(s)G

= Kφσ(s) (In +GKφσ(s))
−1G

(

Hφσ(s) (In +GKφσ(s))
−1G

)−1
Hφσ(s)G

= Kφσ(s)G (In +Kφσ(s)G)
−1 (Hφσ(s)G (In +Kφσ(s)G)

−1)−1HΦ(s)G

= Kφσ(s)G

La dernière partie du résultat, relative à la configuration modale du système de commande
LQD réalisant unLT R en entrée, découle naturellement de la remarque 8.11 sur la configu-
ration modale de l’observateurLQ compte tenu de la classe des systèmes considérée.

CQFD

Remarque 8.19Le RT B en entrée peut être réalisé en spécifiant les paramètres de synthèse
de l’observateurLQ comme suit

Ro = Ip et Qo = Qor + qo G
TG avec Qor = QT

or ≥ 0 et qo −→ ∞

On retrouve la procédureRT B proposée parDoyle andStein ([23]) qui est plus appropriée
pour des considérations numériques.

Remarque 8.20La nature de la classe des systèmes, en l’occurrence un nombre de sorties
supérieur ou égal au nombre d’entrées et des zéros situés dans le domaine de stabilité, s’impose
par les conditions requises pour la reconstruction parfaite des variables d’état du système par
les observateursLQ.

Remarque 8.21Le RT B en entrée conduit inéluctablement à un observateur du type grand
gain qui aura raison de la propriété naturelle d’insensibilité aux bruits des systèmes de com-
mandeLQD. Le spécification du paramètre de synthèseρo (resp. ouqo) doit être faite avec
prudence à partir d’une procedure appropriée au sens d’un compromis performance-robustesse
admissible, en l’occurrence unRT B partiel sur la bande passante du système de commande.
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Remarque 8.22La configuration modale de l’observateurLQ réalisant unLT R en entrée
peut être obtenue en développant l’expression de son polynôme caractéristique comme suit

det (sIn − F +MH) = det
(

sIn − F +GWoR
− 1

2
o H

)

= det
(

(sIn − F )
(

In + (sIn − F )−1GWoR
− 1

2
o H

))

= det (sIn − F ) det
(

Ip +H (sIn − F )−1GWoR
− 1

2
o

)

Et compte tenu de la spécification des paramètres de synthèsede l’observateurLQ, on a

det (sIn − F +MH) = lim
ρo −→ 0

(

1√
ρo

)p

det
(

Λ
− 1

2
o

)

det (Wo) det (sIn − F ) det (G (s))

Et comme le produit polynomialdet (sIn − F ) det (G (s)) n’est autre que le polynôme des zéros
du système, on en déduit naturellement que les modes de l’observateurLQ tendent vers les zéros
du système modulo des modes à l’infini. On retrouve naturellement le résultat escompté.

8.3.2 RT B en sortie

Le résultat fondamental suivant montre que la synthèse d’unsystème de commandeLQD peut
être effectuée de manière à recouvrer laFT BO de l’observateurLQ en sortie par une synthèse
appropriée du système de commandeLQ.

Résultat 8.11Considérons le problème de commande optimaleLQD et supposons quem ≥ p
et que la fonction de transfertH (sIn − F )−1G du système n’ait aucun zéro à partie réelle
positive. Si les paramètres de synthèse du système de commandeLQ sont spécifiés comme suit

Qc = HTH et Rc = ρcΛc

alors il est possible de réaliser unRT B en sortie pourvu que le scalaireρc soit suffisamment
petit, soit

lim
ρc −→ 0

G(s)R(s) = Goo(s)

est vérifiée pour touts ∈ C. La configuration modale du système de commandeLQ résultant
est donnée par les zéros du système modulo des modes à l’infini.

Preuve.Comme dans le cas duRT B en entrée, la preuve de ce résultat sera faite dans le cas où
le nombre d’entrées est égal au nombre de sorties. Notons d’abord que la classe des systèmes
considérée est conforme aux exigences du résultat 8.4 sur laprécision maximale réalisée par
un système de commandeLQ qui stipule que

lim
ρc −→ 0

P = 0

Et en utilisant les equations du gain de commande avec retourd’état et de l’EAR qui lui est
associée au sein du résultat 8.2, on obtient

lim
ρc −→ 0

PGR−1c GTP = HTH = KTRcK
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La solution de l’EAR et le gain du retour d’état doivent alors satisfaire les propriétés suivantes
lorsqueρc −→ 0

P =
√
ρc P̄ avec P̄GΛ−1c GT P̄ = HTH

et

K =
1√
ρc

Λ
− 1

2
c WcH avec WcW

T
c = Ip

Par ailleurs, si l’on pose

φσ(s) = (sIn − F )−1 et φo(s) = (sIn − F +MH)−1

on aura
φo(s) = φσ(s) (In +MHφsys(s))

−1

La FT BO du système de commandeLQD peut alors se récrire comme suit

Gos(s) = Hφσ(s)G K (sIn − F +GK +MH)−1M

= Hφσ(s)G K
(

φo(s)
−1 +GK

)−1
M

= Hφσ(s)G Kφo(s) (In +GKφo(s))
−1M

= Hφσ(s)G (Im +Kφo(s)G)
−1Kφo(s)M

La dernière expression a été obtenue par application du résultat A.5. Et compte tenu du compor-
tement asymptotique du gain du retour d’état et de la relation qui relieφo(s) à φσ(s), on peut
développer le comportement asymptotique de laFT BO en sortie du système de commande
LQD comme suit

lim
ρo −→ 0

Gos(s) = Hφσ(s)G (Kφo(s)G)
−1Kφo(s)M

= Hφσ(s)G (Hφo(s)G)
−1Hφo(s)M

= Hφσ(s)G
(

Hφσ(s) (In +MHφσ(s))
−1G

)−1 (
Hφσ(s) (In +MHφσ(s))

−1M
)

= Hφσ(s)G
(

(Im +Hφσ(s)M)−1Hφσ(s)G
)−1 (

(In +Hφσ(s)M)−1Hφσ(s)M
)

= Hφσ(s)M

La dernière partie du résultat, relative à la configuration modale du système de commande
LQD réalisant unLT R en entrée, découle naturellement de la remarque 8.5 sur la configura-
tion modale du système de commandeLQ compte tenu de la classe des systèmes considérée.

CQFD

Remarque 8.23LeRT B en sortie peut être réalisé en spécifiant les paramètres de synthèse du
système de commandeLQ comme suit

Rc = Im et Qc = Qcr + qo G
TG avec Qcr = QT

cr ≥ 0 et qc −→ ∞
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On retrouve la procédureRT B proposée parDoyle andStein ([23]) qui est plus appropriée
pour des considérations numériques.

Remarque 8.24La nature de la classe des systèmes, en l’occurrence un nombre d’entrées su-
périeur ou égal au nombre sorties et des zéros situés dans le domaine de stabilité, s’impose par
les conditions requises pour la précision maximale des systèmes de commandeLQ.

Remarque 8.25LeRT B en sortie conduit inéluctablement à un système de commande du type
grand gain qui aura raison de la propriété naturelle d’insensibilité aux bruits des systèmes de
commandeLQD. Le spécification du paramètre de synthèseρc (resp. ouqc) doit être faite avec
prudence à partir d’une procedure appropriée au sens d’un compromis performance-robustesse
admissible, en l’occurrence unRT B partiel sur la bande passante du système de commande.

8.4 SynthèseLQD
Les remarques faites sur la synthèseLQ sont relativement prudentes pour envisager une syn-
thèseLQD sans comforter les propriétés attractives de la synthèseLQ et développer une pro-
cedure adéquate pour la spécification des paramètres de synthèse à partir des performances
requises. Dans ce qui suit, on propose de traiter ces aspectspar une modification judicieuse de
la nature des pondérations.

8.4.1 Performances dynamiques

La conception de systèmes de commande (resp. d’observateurs)LQ réalisant des performances
dynamiques arbitraires n’est pas faisable tant que le problème de spécification des paramètres
de synthèse est encore ouvert. En effet, on ne peut pas encorerépondre aisément à la question
suivante

Comment spécifier les matrices de pondération d’une synthèseLQ réalisant
une dynamique de régulation arbitraire tout en préservant ses propriétés de robustesse?

Plusieurs études ont été consacrées à cette question sous une formulation admissible qui consiste
en la détermination des matrices de pondérations de manièreà assigner les modes du système
de commandeLQ dans un secteur donné du domaine de stabilité, i.e.

Sλ
∆
= {s ∈ C / ℜ (s) ≤ −λ < 0} (8.44)

Cette propriété peut être obtenue en introduisant une pondération du type exponentielle dans le
critèreLQ comme le montre le résultat suivant

Résultat 8.12Considérons une synthèseLQ qui consiste à minimiser le critère quadratique

J(u(t)) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

e2λt
(

x(t)TQpx(t) + u(t)TRpu(t)
)

dt (8.45)

avec
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λ > 0, Rp = RT
p > 0 et Qp = HT

p Hp ≥ 0 (8.46)

pour la classe des systèmes (8.1) et supposons que

HSLQP (F,G,Hp) est une réalisation minimale

Alors la loi de commande commande qui réalise cette optimisation est particulièrement donnée
par

REGLQ















u(t) = −Kλx(t)

Kλ = R−1GTPλ

(F + λIn)
T Pλ + Pλ (F + λIn)− PλGR

−1
p GTPλ +Qp = 0

(8.47)

Par ailleurs les modes du systèmes de commande résultat sontsitués dans le secteurSλ du do-
maine de stabilité, et sa fonction de sensibilité en entrée vérifie la propriété

σmax (Sc (jω)) ≤ λmax (Rc)

λmin (Rc)
pour tout ω ∈ R (8.48)

La preuve de ce résultat est un excellent exercice sur la commandeLQ que nous proposons de
réaliser progressivement en quatre étapes.

La premiere étape constitue les préliminairesrequis pour ce faire, en l’occurrence les deux
résultats suivants

Résultat 8.13(F + λIn, G,H) est une réalisation d’état minimale pour toutλ ∈ R si et seule-
ment si(F,G,H) est est une réalisation minimale.

Résultat 8.14SoientQ1 = HT
1 H1 etQ2 = HT

2 H2 deux matrices symétriques et définies non
négatives telles queQ1 ≤ Q2, alors la pire(H2, F ) est observable pourvu que la paire(H1, F )
est observable.

Les démonstrations de ces résultats peuvent être aisément faites en utilisant les résultats fonda-
mentaux sur la commandabilité et l’observabilité des systèmes. Montrons d’abord que

(F, G) est commandable⇐⇒ (F + λIn, G) est commandable

en utilisant la propriété de commandabilté qui se prête le mieux pour ce faire, soit

(F, G) est commandable⇐⇒
(

vT eFtG = 0 pour tout t ⇐⇒ v = 0
)

⇐⇒
(

vT e(F+λIn)tG pour tout t ⇐⇒ v = 0
)

⇐⇒ (F + λIn, G) est commandable
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Montrons ensuite que

(H, F ) est observable⇐⇒ (H, F + λIn) est observable

en utilisant la propriété d’observabilité qui se prête le mieux pour ce faire, soit

(H, F ) est commandable⇐⇒
(

HeFtv = 0 pour tout t ⇐⇒ v = 0
)

⇐⇒
(

He(F+λIn)tv = 0 pour tout t ⇐⇒ v = 0
)

⇐⇒ (H, F + λIn) est observable

Pour la preuve du résultat 8.14, rappelons d’abord que(H1, F ) est observable si et seulement
si H1v 6= 0 pour tout v ∈ Vdf où Vdf désigne l’ensemble des vecteur propres à droite de la
matrice d’étatF . On aura alors

vTHT
1 H1v = vTQ1v 6= 0 pour tout v ∈ Vdf

Et compte tenu de l’inégalitéQ1 ≤ Q2, on aura

vTHT
2 H2v = vTQ2v ≥ vTQ1v 6= 0 pour tout v ∈ Vdf

et doncH2v 6= 0 pour tout v ∈ Vdf , soit(H2, F ) est observable.

La deuxième étape concerne l’obtention de loi de commandeà partir d’un recouvrement
du contexte de la synthèseLQ. Pour ce faire, il suffit d’effectuer le changement de variable
adéquat suivant

x̄(t) = eλtx(t) et ū(t) = eλtu(t)

tout en remarquant que l’équation d’état du système associéest donnée par

ρx̄(t) = λ eλtx(t) + eλtρx(t)

= λ eλtx(t) + eλt (Fx(t) +Gu(t))

= λ eλtx(t) + F eλtx(t) +G eλtu(t)

= (F + λIn) x̄(t) +Gū(t)

On peut alors reformuler le problème de commande comme un problème de régulationLQ
standard, en l’occurrence la minimisation du critère quadratique

J(u(t)) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

(

x̄T (t)Qpx̄(t) + ūT (t)Rpū(t)
)

dt (8.49)

pour le système décrit par

ρx̄(t) = (F + λIn) x̄(t) +Gū(t) (8.50)

Et comme(F, G) est commandable et(Hp, F ) est observable, on peut en déduire à la lumière
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de la première question que(F + λIn, G) est commandable et(Hp, F + λIn) est observable.
On dispose ainsi de la condition requise par une synthèseLQ standard, soit(F + λIn, G, Hp)
est une réalisation d’état minimale. On retrouve ainsi la loi de commande 8.47 où l’indiceλ
est volontairement utilisé pour mettre en évidence le fait que cette loi de commande dépend du
paramètreλ.

La troisième étape est une analyse de la stabilité exponentielle du système de commande en
adoptant une approche deLyapunnov. Pour ce faire, considérons la fonctionV : Rn → R+

définie par

V (x(t)) = xT (t)Pλx(t)

on aura

ρ (V (x(t))) = (ρx(t))T Pλx(t) + xT (t)Pλ (ρx(t))

= xT (t)
(

(F −GKλ)
TPλ + Pλ(F −GKλ)

)

x(t)

= −xT (t) (Qp + 2λPλ) x(t)− xT (t)
(

PλGR
−1
p GTPλ

)

x(t)

≤ −2λxT (t)Pλx(t)

≤ −2λV (x(t))

V : Rn → R+ est donc une fonction deLyapunov satisfaisant la propriété

ρ (V (x(t))) ≤ −2λV (x(t))

Cette propriété permet de conclure que le système de commande est bien exponentiellement
stable, i.e. la trajectoire d’état du système converge exponentiellement vers l’origine avec un
taux de convergence égal àλ, soit

∃γ > 0 / ‖x(t)‖ ≤ γe−λt

On peut alors en déduire naturellement que tous les modes du système de commandeLG sont
situés dans le domaine de stabilité et de performances définipar

Dsp = {s ∈ C /Re (s) < −λ}

La quatrième étape est consacrée à la robustesseNotons d’abord que l’équation algébrique
deRiccati associée à la fonction coût peut se récrire sous la forme

F TPλ + PλF − PλGR
−1
p GTPλ + 2λPλ +Qp = 0

Et si l’on prend la dérivée partielle rapport à la variableλ, on obtient l’équation

∂Pλ

∂λ

(

F + λIn −GR−1p GTPλ

)

+
(

F + λIn −GR−1p GTPλ

)T ∂Pλ

∂λ
+ 2Pλ = 0

qui n’est autre qu’une équation deLyapunov du système de commandeLQ. Et comme ce sys-
tème de commande est asymptotiquement stable, on peut conclure que

∂Pλ

∂λ
est une matrice symétrique définie positive
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Ceci permet de conclure queλ1 > λ2 =⇒ Pλ1 − Pλ2 > 0 puisquePλ > 0.

Et notons ensuite que l’équation algébrique deRiccati associée à la loi de commande (8.47)
peut se récrire sous la forme

F TPλ + PλF − PλGR
−1
p GTPλ + (Qp + 2λPλ) = 0

ou d’une manière équivalente

F TP + PF − PGR−1c GTP +Qc = 0 avec Qc = Qp + 2λPλ et Rc = Rp (8.51)

En effet, compte tenu du fait que la matrice de pondération d’état peut être factorisée comme
suit Qc = HT

c Hc et queQc = HT
c Hc ≥ Qp = HT

p Hp, on peut conclure que(Hc, F ) est
observable car(Hp, F ) est observable à la lumière du second résultat 8.14. On peut alors
conclure que l’équation algébrique deRiccati (8.51) admet une solution unique symétrique et
définie positiveP puisque(F, G) est commandable et(Hc, F ) est observable. Et commePλ

est une solution triviale de cette équation, on peut en déduire queP = Pλ sous la bénédiction
de l’unicité de la solution. Ceci permet de conclure que le système de commandeLQ considéré
est bien doté de la robustesse remarquable intrinsèque à la synthèseLQ.

CQFD

8.4.2 Robustesse en stabilité

Les systèmes de commandeLQ se distinguent par une marge de module maximale qui leur
confère une bonne robustesse en stabilité par rapport aux erreurs de modélisation multipli-
catives en entrée. Cette remarquable propriété doit être toutefois considérée avec prudence
compte tenu des faits suivants

F1. La marge de module est relativement réduite lorsqu’un observateur est utilisé pour re-
construire les variables d’état du système. Ceci constitueun défi pour la synthèseLQD
en dépit des résultats fondamentaux sur leRT B. En effet, la faisabilité duRT B est ré-
duite aux systèmes carrés dont tous les zéros sont situés dans le domaine de stabilité et
des performances en vertu des résultats 8.10 et 8.11. Par ailleurs, leRT B est réalisé au
détriment de la propriété d’insensibilité aux bruits de mesures inéluctables comme l’in-
diquent les remarques 8.18 et 8.21.

F2. La vulnérabilité des systèmes de commandeLQ dans le domaine des hautes fréquences
intrinsèque à la structure de leur fonction de transfert en boucle ouverte en entrée, i.e. un
retard minimal. Ainsi, les systèmes de commandeLQ ne sont pas robustes par rapport
aux erreurs de modélisation qui sont essentiellement dominantes en hautes fréquences
comme l’indique la remarque 8.6. Et cette vulnérabilité estintrinsèque au cas des ma-
trices de pondérations constantes.

Ainsi, la synthèseLQD doit être absolument confortée par un développement méthodologique
conformément aux exigences de l’ingénierie es systèmes. Deux recommandations peuvent être
faites à partir des différentes remarques sur la synthèseLQ et les systèmes de commandeLQD
([72], [79]). La première recommandation est une réalisation partielle duRT B par rapport
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aux performances dynamiques requises. Elle permet de pallier une compensation des zéros du
système, qui pourrait être néfaste si ces derniers ne sont pas situés dans le domaine de sta-
bilité et performances, et préserver l’insensibilité naturelle aux bruits de mesure des systèmes
de commandeLQD. La seconde recommandation est une pondération dynamique appropriée
du comportement d’entrée-sortie du système pour rehausserleur robustesse au voisinage des
fréquences cruciales des imperfections de modélisation dusystème.

La réalisation d’unRT B partiel en entrée (resp. en sortie) est obtenue en spécifiantconve-
nablement les paramètres de synthèse de l’observateur (rep. du système de commande)LQ
conformément à la remarque 8.23 (resp. 8.19). Quant à la pondération dynamique du compor-
tement d’entrée-sortie du système, elle permet de comforter la synthèseLQ par des pondéra-
tions fréquentielles comme il a été suggéré par la remarque 8.6.

Rappelons que la gestion des pondérations fréquentielles conduit naturellement au concept
de retour d’état dynamique développé au chapitre 5 dont la synthèse peut être effectuée en mi-
nimisant le critère quadratique

J(u(t)) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

(

yTp (t)yp(t) + uTp (t)up(t)
)

dt (8.52)

où {up(t)} et {yp(t)} désignent les séquences d’entrée-sortie pondérées respectivement don-
nées par

yp(t) = Ws(ρ)y(t) et up(t) = W−1
e (ρ)u(t) (8.53)

avec

Qc(s)
∆
= WT

s (s)Ws (s) ≥ 0 et Rc(s)
∆
=
(

We (s)WT
e (s)

)−1
> 0 (8.54)

Remarque 8.26Compte tenu du théorème deParseval, le critère quadratique (8.52) peut se
récrire comme suit

J (U (jω)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

(

Y ∗ (jω)Qc (jω)Y (jω) + U∗ (jω)Rc (jω)U (jω)
)

dω (8.55)

oùQc (jω) = H∗c (jω)Hc (jω) ≥ 0 etRc (jω) = R∗c (jω) > 0 constituent bien des pondéra-
tions fréquentielles, compte tenu des expressions (8.53) et (8.54), qui permettraient de se foca-
liser sur les domaines de fréquences pertinents par rapportà la problématique de commande
considérée.

On recouvre ainsi un problème de commandeLQ pour la cascadePE → SYS → PS où
SYS est le système etPE etPS sont des systèmes dynamiques dont les fonctions de transfert
sont respectivement données parWe (s) etWs (s). Cette cascade peut être décrite à partir des
représentations d’état de ses composantes comme il a été fait pour la commande avec retour
d’état dynamique au chapitre 6 qui conduisent à la représentation d’état (6.51)-(6.53). Et si les
pondérations sont spécifiées de manière à ce que la réalisation d’état associe, i.e.(Fa, Ga, Ha),
est stabilisable et détectable, alors on peut réaliser une synthèseLQ (resp.LQD) avec des
pondérations fréquentielles à la lumière du résultat 8.2 (resp. résultat 8.5).
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La loi de commandeLQ est donnée par

CLQPF















up(t) = −Kaxa(t) = −Kσxσ(t)−Kexe(t)−Ksxs(t)

Ka = GT
aPa

FaPa + PaF
T
a − PaGaG

T
aPa +HT

a Ha = 0

Alors que la loi de commandeLQD est donnée par

CREO























































































ρxs(t) = Fsxs(t) +Gsy(t)

ρx̂a (t) = (Fa −MaHa) x̂a (t) +Gaup (t) +Ma (Esy(t) +Hsxs(t))

up (t) = −Kax̂a (t)

Ka = GT
aPa

Ma = ΣaH
T
a

FaPa + PaF
T
a − PaGaG

T
aPa +HT

a Ha = 0

FaΣa + ΣaF
T
a − ΣaH

T
a HaΣa +HT

a Ha = 0

Comme pour la commande avec retour d’état dynamique, la fonction de transfert du régulateur
est donnée par

R(s) = Ws(s) Ra(s)We(s)

oùRa(s) désigne la fonction de transfert du régulateur conçu à partir du système pondéré. On
réalise aisément que le système de commande sous-jacent réalise une compensation parfaite
des perturbations dont les dynamiques dont les dynamiques sont partiellement contenues dans
celles des pondérations. Rappelons néanmoins que l’ultimemotivation des pondérations fré-
quentielles est de réaliser un modelage adéquat des fonctions de sensibilité usuelles du système
de commande. Le choix des pondérations d’entréeWe (s) et de sortieWs (s), dont les degrés
relatifs sont respectivement désignés pardre et drs, doit se faire en tenant compte des aspects
suivants.

• La robustesse de synthèseLQ concerne l’entrée du système pondéré, i.e.up(t), et pour-
rait se propager à l’entrée du système, i.e.u(t), pourvu que la bande passante de la pon-
dération en entrée soit relativement large par rapport à celle du système de commande
LQ.

• La fonction de transfertWe (s) (resp.Ws (s) ) de la pondération en entrée (resp. en sor-
tie) introduit un accroissement de20dre dB/décade (resp.20drs dB/décade ) dans la
pente de décroissance des valeurs singulières de la fonction de transfert en boucle ou-
verte du système de commandeLQ qui est favorable à sa robustesse par rapport aux
imperfections de modélisation.
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• Les fonctions de transfertWe (s) et Ws (s) peuvent être spécifiées à partir les modèles
générateurs des perturbations (resp. de la séquence de consigne) pour réaliser une com-
pensation parfaite des perturbations de charge (resp. une précision maximale) en vertu
du principe du modèle interne développé au chapitre 6.

8.5 Conclusion

Ce chapitre est un tour d’horizon motivé sur la commandeLQ en adoptant une approche dé-
terministe issue d’une lecture ingénieur de la littérature, en l’occurrence les ouvrages pédago-
giques adoptés pour l’enseignement d’automatique dans lesprestigieuses écoles d’ingénieurs.
L’approche déterministe permet de s’approprier des résultats fondamentaux disponibles sans
avoir une bonne perception des processus stochastiques. Cepotentiel fondamental est essen-
tiellement développé en tirant le meilleur profit de la dualité observation⇌ commande par
rapport à une synthèseLQ qui a permis de concevoir un observateurLQ.

Une attention particulière a été accordée à la faisabilité d’une commandeLQ incorporant
un observateurLQ que l’on désigne par commandeLQD pour se remémorer la simplicité
du concept de dualité dans un contexte déterministe. On distingues trois leviers pour une syn-
thèseLQD candidate à l’ingénierie des systèmes. Le premier levier est une interprétationH2

d’une synthèseLQD pour mettre en évidence la possibilité d’un compromis performances⇌
robustesse admissible. Le deuxième levier concerne la possibilité de préserver les propriétés de
robustesse intrinsèque à la commande (resp. de l’observation) LQ en effectuant unRT B en
entrée (resp. en sortie). Le troisième levier relève de la possibilité d’affiner les performances
dynamiques (resp. La robustesse par rapport aux erreurs de modélisation) en utilisant des pon-
dérations temporelles (resp. fréquentielles). Ces leviers montrent clairement que la spécifica-
tion des pondérations est donc vitale pour une synthèseLQ soucieuse de l’ingénierie des sys-
tèmes. Cette spécification est est généralement effectuée par une procedure élaborée en tirant
le meilleur profit des études méthodologiques consacrées à la synthèseLQ et des possibilités
offertes par les système de conception assistée par ordinateur disponibles.

8.6 Problèmes

On propose ci-après un ensemble de problèmes en guise d’une auto évaluation des connais-
sances acquises sur la synthèseLQ à partir d’une lecture attentive de ce chapitre.

Problème 8.1Etablir un mémo ingénieur sur la conception des systèmes de commandeLQD.

Problème 8.2On se propose d’étudier le problème de commandeLQ qui minimise le critère
quadratique

J(u) =

∫ ∞

o

(

xT (t)Qcx(t) + uT (t)Rcu(t)
)

dt

avec

Qc =

(

1 0
0 µ2

)

=

(

1 0
0 µ

)T (

1 0
0 µ

)

≥ 0 et Rc = 1
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pour les systèmes décrits par la réalisation d’état

F =

(

0 1
0 0

)

, G =

(

0
1

)

et H =
(

1 0
)

Après avoir vérifié que le problème de synthèse est bien faisable, établir la loi de commande
LQ et préciser les performances dynamiques du système de commande sous-jacent.

Problème 8.3Determiner la loi de commande optimale au sens de la minimisation du critère

J(u(t)) =

∫ ∞

o

(

xT (t)Qx(t) + 2xT (t)Su(t) + uT (t)Ru(t)
)

dt

pour la classe des systèmes commandables décrits par

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t)

oùQ = QT ≥ 0, R = RT > 0 S est une matrice satisfaisant la conditionQ − SR−1ST ≥ 0.
On utilisera pour ce faire l’identité suivante

xT (t)Qx(t) + 2xT (t)Sx(t) + uT (t)Ru(t)

=
(

u(t) +R−1STx(t)
)T
R
(

u(t) +R−1STx(t)
)

+ xT (t)
(

Q− SR−1ST
)

x(t)

Problème 8.4Montrer que la séquence de commande{u(t)}t∈[to,tf ] qui minimise le critère
quadratique (8.3) pour les systèmes (8.1) lorsque la matrice de pondération de l’état est iden-
tiquement nulle,e.g.Qc = 0, et que la matrice de pondération de l’état final est infinie, i.e.
λmin (Pf) −→ ∞, est donnée par la loi de commande avec retour d’état

u(t) = −K(t)x(t)

avec

K(t) = R−1c GT (S(t))−1

ρS(t) = S(t)F T + FS(t)−GR−1c GT avec S(tf) = 0

En déduire que le minimum du critère quadratique obtenue avec une telle loi de commande vaut

J∗(u) = xT (to) (S(to))
−1 x(to)

Pour ce faire, rappelons que

ρ
(

(P (t))−1
)

= (P (t))−1 ρ (P (t)) (P (t))−1
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Problème 8.5Considérons la classe des systèmes dont le comportement d’entrée-sortie est dé-
crit par la représentation d’état partiel

SYS







A(ρ)z(t) = u(t)

y(t) = B(ρ)z(t)
(8.56)

où z(t) désigne l’état partiel du système etA(ρ) etB(ρ) sont deux polynômes premiers entre
eux respectivement donnés par

A(ρ) = ρn + a1ρ
n−1 + . . .+ an−1ρ+ an

B(ρ) = b1ρ
n−1 + . . .+ bn−1ρ+ bn avec B(0) 6= 0

On se propose de concevoir un système de commande avec modèlede référence sur l’état par-
tiel qui consiste à réaliser la propriété suivante

PERF
{

lim
t−→∞

z(t)− z∗(t) = 0 (8.57)

où {z∗(t)} désigne une séquence d’état partiel de référence que l’on peut spécifier à partir
d’une séquence de référence de sortie{y∗(t)} comme suit

z∗(t) = βy∗(t) avec y∗(t) = G∗(ρ)u∗(t) (8.58)

où la fonction de transfertG∗(s) représente le modèle de référence sur l’état partiel,{u∗(t)}
désigne la séquence de points de consigne etβ est un scalaire essentiellement introduit pour
garantir une dynamique de poursuite de gain statique unitaire.

On demande d’effectuer cette synthèse progressivement en utilisant les variables suivantes dont
on précisera la nature au moment opportun

ERPES











eu(t)
∆
= u(t)− A(ρ)βy∗(t)

ey(t)
∆
= y(t)− B(ρ)βy∗(t)

(8.59)

1) Montrer que le système peut être décrit par la représentation d’état

SYS







ρx(t) = Fx(t) + Geu(t)

ey(t) = Hx(t)
(8.60)

où (F,G,H) est une réalisation d’état minimale du système.
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3) Montrer le système de commande avec modèle de référence sur l’état partiel peut être
conçu à partir d’une synthèseLQD qui minimise le critère quadratique

MREPLQG
{

J (eu(t)) = lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

(

(ey(τ))
2 + λ (eu(τ))

2) dτ (8.61)

où λ est un scalaire non négatif que l’on spécifiera en fonction des performances dyna-
miques requises en régulation.

4) Montrer que la loi de commande avec modèle de référence sur l’état partiel peut se mettre
sous la forme polynomiale

REG
{

S(ρ)

Po(ρ)
u(t) +

R(ρ)

Po(ρ)
y(t) =

T (ρ)

Po(ρ)
y∗(t) (8.62)

On précisera les expressions des polynômesR(ρ), S(ρ), T (ρ) etPo(ρ).

5) Montrer que{eu(t)} et {ey(t)} peuvent être interprétées comme des quantificateurs de
performances du système de commande avec modèle de référence considéré et préciser
comment déterminer le scalaireβ.

Problème 8.6On se propose de concevoir un asservissement réalisant une erreur statique nulle
dans le cas des séquences de référence de type échelon pour les systèmes carrés, i.e. autant d’en-
trées que de sorties, décrits par une réalisation d’état minimale(Fσ, Gσ, Hσ) et qui n’admettent
pas de pôles ou de zéros à l’origine. Pour ce faire, on suggèred’incorporer un intégrateur à
l’entrée du système et de procéder progressivement à la lumière du principe du modèle interne.

1) Montrer que la cascade constituée de l’intégrateur et du système peut être décrite par la
représentation d’état

INT SYS
{

ρx(t) = Fx(t) +Gρu(t)

y(t) = Hx(t)
(8.63)

avec

x(t) =

(

xσ(t)
u(t)

)

(8.64)

F =

(

Fσ Gσ

0 0

)

, G =

(

0
Im

)

et H =
(

Hσ 0
)

(8.65)

Préciser toutes les propriétés qui caractérisent la classedes systèmes considérée et en
déduire que la réalisation d’état(F,G,H) est minimale.

2) Montrer que le problème d’asservissement considéré peut être ramené à un problème de
régulation associé au modèle suivant

MREG
{

ρz(t) = Fz(t) +Gρu(t)

e(t) = Hz(t)
(8.66)
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où(F,G,H) est la réalisation d’état (8.65) ete(t) est l’erreur de poursuite de l’asservis-

sement, i.e.e(t)
∆
= y(t)− y∗(t), alorsz(t) est un vecteur d’état approprié donné par

z(t) =

(

xσ(t)− Γey
∗(t)

u(t) + Γ∗y∗(t)

)

(8.67)

avec

Γe = F−1GΓ∗ et Γ∗ =
(

HF−1G
)−1

(8.68)

On motivera le choix du changement des variables d’état adopté et on précisera que les
performances de précision requises, i.e. une erreur statique nulle, sont bien réalisées.

3) En déduire que la loi de commande peut se récrire sous la formesuivante

CRE
{

(ρIm +Wσ) u(t) = −Kσxσ(t) + Γy∗(t) (8.69)

On précisera les expressions des matricesWσ, Kσ et Γ tout en appréciant la nature de
retour d’état dynamique de la loi de commande.

Indication. L’observabilité de la paire(H,F ) pourrait être étudiée en remarquant que la ma-
trice d’observabilité sous-jacente peut se mettre sous la forme

O (H,F ) =























0 Im

O(Hσ, Fσ) 0

HσF
n
σ 0

...
...

HσF
n+p−2
σ 0























(

Fσ Gσ

Hσ 0

)

et que la matrice
(

Fσ Gσ

Hσ 0

)

est régulière si le système n’admet aucun zéro à l’origine puisque

(

Fσ Gσ

Hσ 0

)

=

(

In 0
0 Im

)(

−Fσ Gσ

−Hσ 0

)(

−In 0
0 Im

)

Problème 8.7Considérons le système de commandeLQ composé d’un système décrit par
l’équation d’état (8.1) satisfaisant l’hypothèseHC et du régulateurLQ donné par les équations
(8.8)-(8.10). On demande d’étudier la stabilité de ce système de commande en en adoptant une
approche deLyapunov.

Indication. On peut montrer queV : x(t) ∈ Rn → V (x(t)) = xT (t)Px(t) ∈ R+ véri-
fie toutes les propriétés d’une fonction deLyapunov.
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Problème 8.8On se propose de mettre en exergue le problèmeRT B à partir d’un simple exer-
cice de calcul de fonctions de transfert en ouvrant la boucledu système de commandeLQD
de la figure 8.3 aux points1, 2, 3 et 4 ; que l’on désignera respectivement parGo1(s), Go2(s),
Go3(s) etGo4(s). Pour ce faire, on suggère de procéder comme suit.

H

i Mφ(s)

G

i

SYS

����

K

i−
6

-

?

w(t) v(t)

?

?

?

-

6

×3

+ ±×
4

× ×
21

u(t) y(t)

FIGURE 8.3 – Système de commandeLQD

1) Determiner les fonctions de transfert en boucle ouverteGo1(s), Go2(s), Go3(s) etGo4(s).

2) Justifier pourquoi les expressions deGo3(s) et Go4(s) sont relativement simples par rap-
port eux expression deGo1(s) etGo2(s).

3) Préciser les limitations d’un système de commande qui permet de réaliser parfaitement
unRT B. Comment exploiter judicieusement le résultats fondamentaux sur leRT B ?

Problème 8.9Montrer que le polynôme caractéristique d’un système de commandeLQ réali-
sant unRT B en sortie est donné par

det (sIn − F +GK) = lim
ρc −→ 0

(

1√
ρc

)p

det
(

R
− 1

2
c

)

det (Wc) det (sIn − F ) det (G (s))

oùWc est une matrice unitaire, i.e.WcW
T
c = Ip. Et préciser sa configuration modale.
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Problème 8.10Considérons la classe des systèmes commandables et observables sans aucun
zéro en zéro soumis à des perturbations en échelon dont le comportement dynamique peut être
raisonnablement décrit par

SYS







ρxσ(t) = Fσxσ(t) +Gσu(t) + Γσv(t)

y(t) = Hσxσ(t) + Eσv(t)

où {xσ(t)} ∈ Rn, {u(t)} ∈ Rp, {y(t)} ∈ Rp et {v(t)} ∈ Rm représentent respectivement
l’état, l’entrée, la sortie du système et les perturbations, Fσ ∈ Rn×n,Gσ ∈ Rn×p,Hσ ∈ Rp×n,
Γσ ∈ Rn×m etEσ ∈ Rp×m sont respectivement les matrices d’état, d’entrée et de sortie. On se
propose de concevoir un asservissement dont le diagramme fonctionnel est donné par la figure
8.4 pour des séquence de référence{y∗(t)} ∈ Rp du type échelon en adoptant une synthèse
LQD réalisant les specifications suivantes.

S1 Une poursuite parfaite caractérisée par un mode d’amortissement unitaire et de pulsa-
tion propreωp.

S2 Des performances dynamiques caractérisées par des modes situés dans le domaine

Dsp = {µ ∈ C /Re (µ) < −ωr}

S3 Une insensibilité aux bruits de mesure et une robustesse admissible en stabilité

SYST EME

Kσ

��
��

Ki

∫

��
��

- - - -

�

- -
e(t)

v(t)

y∗(t) u(t) y(t)xi(t)

x̂(t)

± −

OBSERVAT EUR

6

-

?

�

6

FIGURE 8.4 – Commande avec retour de sortie incorporant une action intégrale

Pour ce faire, on suggère de procéder progressivement conformément à la démarche proposée
ci-dessous en motivant rigoureusement les solutions adoptées.
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1) Motiver le choix des diverses composantes du système de commande.

2) Donner les fonctions de transfert du système par rapport à son entrée et aux perturba-
tions qui affectent son fonctionnement et préciser commentdéterminer les configurations
des modes, des pôles et des zéros correspondants.

3) Montrer que l’interconnection de l’intégrateur au systèmepeut être être décrite par la
représentation d’état

SYSAI







ρx(t) = Fx(t) +Gu(t) + Γw(t)

y(t) = Hx(t) + Ew(t)

avec

x(t) =

(

xσ(t)
xi(t)

)

et w(t) =

(

v(t)
y∗(t)

)

F =

(

Fσ 0n×p
−Hσ 0p

)

, G =

(

Gσ

0p

)

, Γ =

(

Γσ 0nσ×p

−Γσ Ip

)

H =
(

Hσ 0p
)

et E =
(

Eσ 0p
)

4) Montrer que(F,G) est commandable et(H,F ) n’est pas observable.

5) Considérons le système de commande avec retour d’état incorporant une action intégrale
de la figure 8.5 que l’on désignera parSCREAI.

SYST EME

Kσ

��
��

Ki

∫

��
��

- - - -

?

�

6

- -

6

e(t)

v(t)

y∗(t) u(t) y(t)xi(t)

x(t)

± −

FIGURE 8.5 – Commande avec retour d’état incorporant une action intégrale

Montrer que ce système de commande avec retour d’état est décrit par

SCREAI







ρx(t) = Fscrex(t) + Γscrew(t)

y(t) = Hscrex(t) + Escrew(t)
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avec

Fscre =

(

Fσ −GσKσ −GσKi

−Hσ 0p

)

, Γscre = Γ, Hscre = H et Escre = E

Et en déduire que la propriété suivante est vraie

SCREAI est asymptotiquent stable =⇒ lim
t−→∞

e(t) = 0

6) Déterminer les gainsKσ et Ki en adoptant une synthèseLQ. On précisera le critère
quadratique sous-jacent et toute hypothèse éventuelle pour avoir une synthèse faisable.

7) Proposer un observateur asymptotique compatible avec les performances dynamiques re-
quises. On précisera les conditions requises pour ce faire.

8) Etudier la stabilité du système de commande de la figure 8.4 etla convergence de son er-
reur de poursuite dans le cas où le gain de commande avec retour d’étatK =

(

Kσ Ki

)

,
et le gain d’observationM sont déterminés conformément aux synthèses considérées.

9) Spécifier un générateur de la séquence de référence compatible avec les performances
requises en poursuite.

10) Montrer que la loi de commande avec retour d’état estimé peutse mettre sous la forme
usuelle

REG
{

S(s)

Po(s)
sU(s) +

R(s)

Po(s)
Y (s) =

T (s)

Po(s)
Y ∗(s)

Donner les expressions des polynômesS(s),R(s), T (s) etPo(s) ainsi que la fonction de
transfert du régulateur sous-jacent.

11) Etudier la sensibilité aux bruits de mesure du système de commande est insensible aux
bruits de mesure

12) Préciser les principales motivations du titre de ce problème.

Indication. Pour la deuxième question, la propriété de commandabilité pourrait être traitée en
utilisant la décomposition suivante de la matrice de commandabilité du système avec action
intégrale

C (Fa, Ga) =

(

F G
−H 0

)(

0 C(F,G) F nG . . . F n+p−2G
Ip 0 0 . . . 0

)

et que la matrice
(

F G
−H 0

)

=

(

−In 0
0 −Ip

)(

−F −G
H 0

)

est régulière si le système n’admet aucun zéro à l’origine.
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Problème 8.11Un système de commande constitué d’un système réel positif en rétroaction
avec un régulateur strictement réel positif exhibe une excellente robustesse par rapport aux
incertitudes paramétriques et/ou erreurs de modélisationinéluctables. On se propose de conce-
voir un régulateurLQD strictement réel positif pour la classe des systèmes décrits par une
réalisation minimale(F,G,H) satisfaisant les propriétés suivantes

CPSYS
{ ∃Q = QT ≥ 0 / F + F T = −Q

G = HT
(8.70)

Pour ce faire, on suggère de procéder progressivement commesuit.

1) Découvrir ce qu’est un système (strictement) réel positif :on donnera les définitions et les
résultats fondamentaux de caractérisation des systèmes réels positifs et strictement réel
positifs.

2) Montrer que les systèmes décrits par une réalisation d’étatminimale satisfaisant les
conditions 8.70 sont bien réels positifs.

3) Donner la loi de commandeLQD et préciser les conditions requises pour a faisabilité.

4) Montrer que si les matrices de pondérationQc etRc et de covarianceQo etRo sont telles
que

RSPCON



















Qo = Q +GR−1c GT

Ro = Rc

Q̄c
∆
= Qc −GR−1c GT > 0

(8.71)

alors le régulateurLQD précédemment élaboré est strictement réel positif.

5) Citer une application pertinente de ce type de synthèse.
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Chapitre 9

Estimation linéaire quadratique

Considérons la classe des systèmes linéaires invariants dans le temps dont le comportement
dynamique est décrit par les équations d’état et de sortie

MEO
{

ρx(t) = Fx(t) +Gu(t) + Γw(t)

y(t) = Hx(t) + v(t)
(9.1)

où {x(t)} ∈ Rn, {u(t)} ∈ Rm et {y(t)} ∈ Rp représentent respectivement l’état, l’entrée et
la sortie du système,F ∈ Rn×n, G ∈ Rn×m, Γ ∈ Rn×q etH ∈ Rp×n sont respectivement
les matrices d’état, d’entrée et de sortie,{w(t)} ∈ Rq×1 et {v(t)} ∈ Rp×1 sont respective-
ment des bruits blancs mutuellement indépendants de matrices de covarianceQe = QT

e ≥ 0 et
Ro = RT

o > 0, soit

E
{(

w(t)
v(t)

)

(

wT (t− τ) vT (t− τ)
)

}

=

(

Qe 0
0 Ro

)

δ(τ) (9.2)

et x(to) est une variable aléatoire indépendante des perturbationsd’état de moyennexo et de
matrice de covarianceΣo = ΣT

o ≥ 0, soit

E {x(to)} = xo et E
{

(x(to)− xo) (x(to)− xo)
T
}

= Σo (9.3)

Remarque 9.1La classe des systèmes considérée peut être décrite par une représentation du
type fonction de transfert comme suit

Y (s) = G (s) W (s) + Ip V (s) avec G (s) = H (sIn − F ) Γ ∈ Rp×q (s)

Par ailleurs, la matrice de covariance des perturbations d’état peut être exprimée en fonction
de celle de l’entrée des perturbations d’état comme suit

E
{

(Ew(t)) (Ew(t− τ))T
}

= EQeE
T δ(τ)

∆
= Qoδ(τ)

∆
= GoG

T
o δ(τ)

Le problème d’estimation à variance minimale consiste à élaborer un système dynamique li-
néaire dont la trajectoire d’état, que l’on désignera par{x̂(t)}t∈R+ , minimise la variance de
l’erreur d’estimation, soit le critère quadratique suivant
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J (x̂(t)) = E
{

(x(t)− x̂(t))T Qes(t) (x(t)− x̂(t))
}

(9.4)

oùQes(t) = QT
es(t) ≥ 0 pour tout t. Il a été résolu durant les années soixante parKalman et

Bucy ([51]) en supposant que

HFKB
{

(F,Go, H)est une réalisation d’état stabilisable et détectable (9.5)

Depuis cette contribution sur l’estimation à variance minimale, connue sous l’appellationFKB
pour un hommage à ses auteurs, a été judicieusement exploitée pour développer une ingénierie
des systèmes à haute valeur ajoutée comme en témoignent les nombreuses applications indus-
trielles réussies allant de la sûreté de fonctionnement et la conduite des systèmes dynamiques à
la prédiction financière. Ces applications ont été réalisées à partir d’un large spectre de métho-
dologies d’estimation optimale spécifiques allant de la sûreté de fonctionnement et la conduite
des systèmes dynamiques à la prédiction financière. Des outils d’analyse, de synthèse et de mise
en oeuvre suffisamment puissants ont été développés pour ce faire. On notera que l’hypothèse
HFKB est raisonnable dans la mesure où la paire(H,F ) est détectable et que la matrice
Go est un paramètre de synthèse que l’on peut toujours spécifierde manière à ce que la paire
(F,Go) soit stabilisable, i.e.Go = G.

Ce chapitre est consacré à l’estimation optimale et ses applications en deux parties après un
résultat fondamental de vulgarisation du calcul différentiel stochastique. L’estimation optimale
est présentée dans la première partie d’une manière compréhensible en accordant une attention
particulière aux résultats fondamentaux disponibles et aux conditions requises pour réaliser
une reconstruction parfaite des variables d’état des systèmes linéaires. La seconde partie est
dédiée aux applications usuelles de l’estimation optimale, notamment le filtrage des signaux,
l’identification en temps réel des systèmes et la commandeLQG.

9.1 Préliminaires.

Le problème d’estimation optimale considéré a été principalement développé dans un contexte
stochastique approprié. Le résultat fondamental suivant permet de simplifier le calcul diffé-
rentiel stochastique en le ramenant à un calcul differential sur le comportement des processus
stochastiques en moyenne.

Résultat 9.1Considérons le système linéaire d’équations différentielles stochastiques

ρx(t) = A(t)x(t) + ν(t)

où {ν(t)} est un bruit blanc caractérisé par une moyenne nulle et une matrice ce covariance
Q(t) = QT (t) ≥ 0 etx(to) est une variable aléatoire indépendante de{ν(t)} de moyennexo,
de covarianceΩo = ΩT

o ≥ 0 et dont le moment d’ordre deux estMo =MT
o ≥ 0. Et posons

xm(t)
∆
= E {x(t)}

Ω(t)
∆
= E

{

(x(t)− xm(t)) (x(t)− xm(t))
T
}
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et

J (to, tf)
∆
= E

{

xT (t)Wfx(t) +

∫ tf

to

xT (t)W (t)x(t)dt

}

oùW (t) = W T (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [to, tf ] etWf = W T
f ≥ 0. Alors les propriétés suivantes

sont vraies.

P1. La moyenne et la covariance de la solution du système différentiel stochastique considéré
sont respectivement données par les équations différentielles

ρxm(t) = A(t)xm(t) avec xm(to) = xo

et
ρΩ(t) = A(t)Ω(t) + Ω(t)AT (t) +Q(t) avec Ω(to) = Ωo

P2. La fonction coûtJ (to, tf) considérée est donnée par

J (to, tf) = trace

(

W (to)Mo +

∫ tf

to

Q(t)W (t)dt

)

avec
−ρW (t) = AT (t)W (t) +W (t)A(t) +W (t) avecW (tf) = Wf

La preuve de ce résultat est un excellent exercice sur le calcul différentiel stochastique qui
requiert de bonnes connaissances sur les processus stochastiques que l’on peut acquérir agréa-
blement à partir des ouvrages [6], [55] et [68]. La remarque suivante est une indication vitale
pour un tel exercice.

Remarque 9.2Les matricesΩ(t) etW (t) sont respectivement données par

Ω(t) =

∫ t

to

φ(t, τ)Q(τ)φT (t, τ)dτ + φT (t, to)Ωoφ(t, to)

et

W (t) =

∫ tf

t

φT (τ, t)W(τ)φ(τ, t)dτ + φT (tf , t)Wfφ(tf , t)

où φ(t, τ) est la matrice de transition du système stochastique considéré, soit la solution de
l’équation différentielle matricielle

ρφ(t, τ) = A(t)φ(t, τ) avec φ(τ, τ) = In ∀τ ∈ R

9.2 Estimation optimale

Kalman etBucy ont résolu le problème d’estimation à variance minimaleen deux temps. Ils ont
d’abord montré que l’estimation optimale à variance minimale est faisable avec un estimateur
linéaire dont le gain a été ensuite déterminé de manière à réaliser la minimisation requise du
critère quadratique 9.4 tout en garantissant la stabilité asymptotique de l’estimateur. Une telle
démarche a été confortée par le résultat suivant.
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Résultat 9.2Supposons que(H,F ) est détectable et(F,Go) est stabilisable, alors l’estimation
optimale peut être réalisée par le système dynamique décritpar les équations

ρx̂(t) = F x̂(t) +Gu(t) +M(t) (y(t)− ŷ(t)) (9.6)

avec

M(t) = ΣHTR−1o (9.7)

ρΣ(t) = FΣ(t) + Σ(t)F T − Σ(t)HTR−1o HTΣ(t) +Qo(t) (9.8)

On ne fera pas une preuve rigoureuse de ce résultat mais on donnera trois postulats pour
pouvoir la faire en admettant la partie relative à la structure de l’estimateur. i.e l’équation
(9.6).

Le premier postulat stipule que les propriétés de l’estimateur d’état (9.6) peuvent être étudiées
à partir de l’analyse de l’équation différentielle stochastique de l’erreur d’estimation associée,
soit

ρx̃(t) = (F −M(t)H) x̃(t) + Ew(t)−M(t)v(t) (9.9)

En vertu du résultat 9.1, on peut en déduire aisément que le comportement de l’erreur d’esti-
mation est décrit par

ρx̃m(t) = (F −M(t)H) x̃m(t) (9.10)

avec

ρΣ(t) = (F −M(t)H) Σ(t) + Σ(t) (F −M(t)H)T +Qo +M(t)RoM
T (t) (9.11)

On notera que l’équation différentielle de la matrice de covariance de l’erreur d’estimation
(9.11) peut se récrire comme suit

ρΣ(t) = FΣ(t) + Σ(t)F T +Qo

−
(

M(t)HΣ(t) + Σ(t)HTMT (t)−M(t)RoM
T (t)

)

(9.12)

Cette forme permet de mettre en évidence les diverses composantes de l’erreur d’estimation.
Les deux premiers termes représentent la propagation de de l’erreur d’estimation à travers la
dynamique du système. Le troisième terme représente l’augmentation de l’erreur d’observation
due aux perturbations d’état du système. Le dernier terme représente la réduction de l’erreur
d’estimation due aux mesures considérées et dépend naturellement du gain d’estimation.
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Le second postulatstipule qu’un estimateur qui minimise la matrice de covariance de l’er-
reur d’estimation minimise le critère quadratique (9.4) indépendamment de la matrice de pon-
dération pourvu qu’il réalise une convergence de la moyennede l’erreur d’observation vers
l’origine. Ce postulat émane naturellement du fait que que le critère quadratique 9.4 peut être
exprimé en fonction de la matrice de covariance de l’erreur d’estimation

J (x̂(t)) = E
{

x̃T (t)Qes(t)x̃(t)
}

= E
{

x̃Tm(t)Qes(t)x̃m(t)
}

+ trace (Σ(t)Qes(t))

et de la propriété algébrique

A ≤ B =⇒ trace (AW ) ≤ trace (BW ) pour tout W ≥ 0

Le troisième postulat concerne la minimisation de la matrice de covariance de l’erreur d’es-
timation qui peut être réalisée à la lumière du résultat suivant

Résultat 9.3Soient{Σ(t)} et{Σ̄(t)} les solutions des équations différentielles

ρΣ(t) = FΣ(t) + Σ(t)F T +Qo −
(

M(t)HΣ(t) + Σ(t)HTMT (t)−M(t)RoM
T (t)

)

et

ρΣ̄(t) = F Σ̄(t) + Σ̄(t)F T +Qo − Σ̄(t)HTR−1o HΣ̄(t)

avecΣ(0) = Σ̄(0) = Σo. Supposons queΣo = ΣT
o ≥ 0, alors on a

Σ(t)− Σ̄(t) ≥ 0 pout tout t et Σ(t) = Σ̄(t) pour M(t) = Σ(t)HTR−1o

Preuve.Compte tenu des équations différentielles matricielles considérées, on a

ρ
(

Σ(t)− Σ̄(t)
)

= F
(

Σ(t)− Σ̄(t)
)

+
(

Σ(t)− Σ̄(t)
)

F T −M(t)HΣ(t)

−Σ(t)HTMT (t) +M(t)RoM
T (t) + Σ̄(t)HTR−1o HΣ̄(t)

= (F −M(t)H)
(

Σ(t)− Σ̄(t)
)

+
(

Σ(t)− Σ̄(t)
)

(F −M(t)H)T

+
(

M(t)− Σ̄(t)HTR−1o

)

Ro

(

M(t)− Σ̄(t)HTR−1o

)T

Et en vertu du résultat 9.1, on en déduit aisément que

Σ(t)− Σ̄(t) =

∫ t

o

ψ (t, τ)
(

M(τ)− Σ̄(τ)HTR−1o

)

Ro

(

M(τ)− Σ̄(τ)HTR−1o

)T
ψT (t, τ) dτ

où{ψ (t, τ)} n’est autre que la solution de l’équation différentielle

ρψ (t, τ) = (F −M(t)H)ψ (t, τ) avec ψ (t, t) = In
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Ceci conduit naturellement au résultat escompté puisque

∫ t

o

ψ (t, τ)
(

M(τ) − Σ̄(τ)HTR−1o

)

Ro

(

M(τ)− Σ̄(τ)HTR−1o

)T
ψT (t, τ) dτ ≥ 0

CQFD

Ces trois postulats corroborent le résultat 9.2 qui n’est autre qu’une version non stationnaire
duFKB qui est beaucoup plus appropriée au cas des systèmes linéaires variants dans le temps
(2.101) comme l’indique le résultat suivant.

Résultat 9.4Considérons la classe des systèmes linéaires variants dansle temps (2.101) et po-
sonsQ(t) = Go(t)G

T
o (t). Si la réalisation d’état(F (t), Go(t), H(t)), oùQ(t) = Go(t)G

T
o (t)

est uniformément commandable et observable, alors on peut réaliser une estimation à variance
minimale des variables d’état du système avec le peut être réalisée par leFKB donné par les
équations

ρx̂(t) = F (t)x̂(t) +G(t)u(t) +M(t) (y(t)− ŷ(t)) (9.13)

avec

M(t) = Σ(t)HT (t)R−1o (t) (9.14)

ρΣ(t) = F (t)Σ(t) + Σ(t)F T (t)− Σ(t)HT (t)R−1o (t)H(t)Σ(t) +Qo(t) (9.15)

Le résultat suivant donne leFKB pour les systèmes linéaires invariants soumis à des pertur-
bations d’état et des bruits de mesure décrits par des processus stochastiques stationnaires.

Résultat 9.5Considérons la classe des systèmes (9.1)-(9.3) et supposons que la réalisation
d’état (F,Go, H) est stabilisable et détectable, alors l’estimation optimale peut être réalisée
par le système dynamique décrit par les équations

ρx̂(t) = F x̂(t) +Gu(t) +M (y(t)− ŷ(t)) (9.16)

avec

M = ΣHTR−1o (9.17)

0 = FΣ + ΣF T − ΣHTR−1o HΣ+Qo (9.18)

Preuve.La preuve de ce résultat découle naturellement du résultat C.12 et du fait que l’EAR
(9.18) peut se récrire sous la forme

(F −MH) Σ + Σ (F −MH)T = −
(

Qo +MRoM
T
)

Cette équation n’est autre que l’équation deLyapunov associé auFKB puisque la solutionΣ
est unique et définie positive.

CQFD

Et en guise d’une belle conclusion, leFKB est doté d’une capacité de filtrage adéquate comme
le stipule le résultat fondamental suivant.
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Résultat 9.6LeFKB stationnaire (9.16)-(9.18) réalise les propriétés statistiques suivantes

E
{

x̃(t)x̂T (t)
}

= 0

E
{

ỹ(t)x̂T (t)
}

= 0 avec ỹ(t) = y(t)− ŷ(t)

E
{

ỹ(t)ỹT (t− τ)
}

= Roδ(τ)

La preuve de ce résultat découle naturellement du contexte stochastique considéré, i.e. les pro-
priétés des bruits d’état et de mesure, et de l’objectif d’estimation réalisée, i.e. la minimisation
de la variance de l’erreur d’estimation.

Remarque 9.3Les équations duFKB sont les mêmes que celles de l’observateursLQ modulo
des contextes de synthèses différents qui justifient l’interprétation des matricesQo etRo comme
des matrices de covariance des perturbations d’état et des bruits de mesure dans le cas duFKB
et des paramètres de synthèse dans le cas de l’observateurLQ. On peut alors postuler natu-
rellement que leFKB hérite de tous les propriétés de l’observateurLQ que nous rappelons
d’une manière concise.

• Une marge de module maximale qui constitue l’essence de l’excellente robustesse des
FKB par rapport aux erreurs de modélisation multiplicatives ensortie du système, i.e.
la fonction de sensibilité de l’observateurLQ vérifie la propriété

σmax (So(jω)) ≤ σmax (Ro)

σmin (Ro)
pour tout ω ∈ R

• Une vulnérabilité en hautes fréquences due à la structure dela fonction de transfert en
boucle ouverte en sortie, i.e. la fonction de transfertGoo(s) admet un retard minimal
puisqueHM 6= 0

• Une reconstruction parfaite des variables d’état du système pourvu que sa fonction de
transfertG (s) ∈ Rp×q admette un nombre de sorties au moins aussi grand au nombre de
ses entrées et tous ses zéros sont situés dans le domaine de stabilité asymptotique, i.e.

p ≥ q et CZ (Gsw (s)) ∈ Dsa

• Des performances dynamiques au gré des matrices de covariance des perturbations
d’état et des bruits de mesure, i.e.(Qo, Ro).

9.3 Applications

L’estimation optimale s’est imposée aux sciences et technologies de l’information et des télé-
communications comme en témoignent le nombre considérablede ses applications industrielles.
Dans ce qui suit, on considère trois applications principales allant du filtrage à commandeLQG
avec une ? sur l’identification en temps réel des systèmes.
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9.3.1 Filtrage

L’estimation optimale peut être naturellement utilisée pour réaliser une reconstruction consis-
tante de la vitesse et de l’accélération à partir des mesuresde position d’un système newtonien
donné par les équations d’état et de sortie

SN







ρx(t) = Fx(t) +Gγ(t)

y(t) = Hx(t) + η(t)
(9.19)

avec

x(t) =





p(t)
v(t)
a(t)



 , F =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 , G =





0
0
1



 et H =
(

1 0 0
)

(9.20)

où{p(t)}, {v(t)} et{a(t)} désignent respectivement la position, la vitesse et l’acceleration du
centre d’inertie d’un mobile donné,{γ(t)} (resp.{η(t)}) est un bruit banc de moyenne nulle
et de varianceσ2

γ (resp.σ2
η ) qui représente la méconnaissance de la nature des variations de

l’accélération (resp. le bruit de mesure inéluctable).

Comme{γ(t)} et {η(t)} sont des sequences indépendantes puisque le bruit de mesureest es-
sentiellement différent des variations de l’accélérationet que la réalisation d’état du système
newtonien est minimale, leFKB qui lui est associé est donné par

FKBSN



































ρx̂(t) = (F −MH) x̂(t) +My(t)

M =
1

σ2
η

ΣHT

0 = FΣ+ ΣF T − 1

σ2
η

ΣHTHΣ+ σ2
γI3

(9.21)

Outre la vitesse et l’accélération qui sont respectivementla dérivée première et la dérivée se-
conde de la position, lePK réalise une estimation optimale de la position dont la précision
dépend de la valeur choisie pour la variance de l’entrée canoniqueσ2

η.

Remarque 9.4Les applications relevant de la poursuite d’un véhicule spatial requièrent ses
mesures d’azimut que l’on peut determiner à partir de la connaissance de sa vitesse et son
accélération. Ces variables sont communément obtenues parune estimation optimale à partir
d’un modèle générateur approprié de l’azimut du véhicule spatial. Et cette estimation optimale
est communément réalisée par unFKB.

9.3.2 Identification

L’estimation optimale peut être utilisée pour l’identification en temps réel des systèmes li-
néaires à partir d’une représentation prédictive de leur comportement d’entrée-sortie, notam-
ment l’équation différentielle

A (ρ) y(t) = B (ρ) u(t) + v(t) (9.22)
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avec

A (ρ) = ρna + a1ρ
na−1 + . . .+ ana−1ρ+ ana

B (ρ) = boρ
na + b1ρ

na−1 + . . .+ bnb−1ρ+ bnb

(9.23)

où {v(t)} est un processus stochastique stationnaire de moyenne nulle et de variance finie qui
représente les effets des perturbations et du bruit de mesure. Et si l’on réalise un filtrage du
comportement d’entrée-sortie comme suit

F (ρ) yf(t) = y(t), F (ρ) uf(t) = u(t) et F (ρ) vf (t) = v(t) (9.24)

oùF (ρ) ∈ Rsa[ρ]. Le système (9.22) peut alors se récrire comme suit

F (ρ) (A (ρ) yf(t)− B (ρ) uf(t)− vf (t)) = 0

soit

A (ρ) yf(t) = B (ρ) uf(t) + vf (t) + ν(t) avec F (ρ) ν(t) = 0 (9.25)

Et comme les paramètres du système sont invariants dans le temps, le système (9.22)-(9.23)
peut se récrire sous la forme

MAP







ρθ(t) = 0 avec θ(0) = θ

ρnayf = φT
f (t)θ(t) + vf (t) + ν(t)

(9.26)

avec

φf (t) =



























ρna−1yf(t)
...

ρyf(t)
yf(t)

ρnbuf(t)
...

ρuf(t)
uf(t)



























et θ =



























a1
...

ana−1
ana
bo
...

bnb−1
bnb



























(9.27)

Remarque 9.5Le filtrage est essentiellement motivé par la déterminationdes dérivées succes-
sives des séquences d’entrée-sortie, i.e. les séquences{ρnayf(t)} et {φf(t)} . Il se distingue
des autres solutions par sa simplicité et son efficacité dansla pratique de l’identification des
systèmes. En effet, on peut spécifier aisément le filtre conformément aux conditions requises par
la causalité, les performances dynamiques requises, pour système que l’on cherche à concevoir
à partir du modèle recherché, et des conditions de précisionrequises par leFKB. L’ordre du
filtre soit être supérieur ou égal à celui du système et sa bande passante doit être comparable
à celles des performances dynamiques requises en régulation. Et comme{ν(t)} est asymptoti-
quement nulle puisque le filtre doit être stable, le meilleurmodelage du filtre est celui qui réalise
un blanchiment de{vf (t)}.
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Le résultat suivant montre que l’identification de la classedes systèmes considérée est faisable
modulo un choix approprié de la séquence d’entrée{u(t)} du système, notamment une sé-
quence binaire pseudo-aléatoire de moyenne nulle et d’amplitude raisonnable par rapport à la
linéarité du système au sein de ses domaines de fonctionnement.

Résultat 9.7Considérons la classe des systèmes linéaires dont le comportement d’entré-sortie
peut se récrire sous la forme (9.26)-(9.27) et supposons que{vf (t)} est un bruit blanc de va-
riance unitaire et que la séquence d’entrée est telle que

0 < ϕminInp ≤
∫ t+T

t

φf (τ)φ
T
f (τ) dτ ≤ ϕmaxInp <∞ (9.28)

Alors, on peut réaliser une identification en temps réel de ces systèmes à partir de l’algorithme
d’adaptation paramétrique donné par

MIT R























ρθ̂(t) = Σ(t)φf (t) εf (t)

ρΣ(t) = − Σ(t)φf (t)φ
T
f (t)Σ(t)

εf (t) = yf (t)− φT
f (t) θ̂ (t)

(9.29)

où
{

θ̂ (t)
}

∈ Rnp×1 n’est autre que le vecteur des paramètres estimés à l’instant courant.

La preuve de ce résultat est trivial puisque l’algorithme d’identification n’est autre que leFKB
associé au modèle d’estimation(9.26)− (9.27) avec une matrice de covariance des perturba-
tions d’état identiquement nulle puisque les paramètres sont constants. Quant à la condition
9.28, ce n’est autre que propriété d’observabilité uniforme du système(9.26)− (9.27).

Remarque 9.6L’hypothèse faite sur l’erreur de modélisation filtrée{vf (t)} est essentiellement
motivée par des considérations fondamentales. On peut la relâcher dans le cas oùE

{

v2f (t)
}

=
σ2
o en procédant à une normalisation des données sans aucune incidence sur leFKB modulo

une modification des données filtrées en données filtrées et normalisées, i.e.
(

φf(t) −→ φfn(t) =
φf(t)

σo

)

et

(

εf(t) −→ εfn(t) =
εf (t)

σo

)

Le résultat suivant precise les propriétés de convergence du FKB pour l’estimation des para-
mètres (9.29) dans le cas où la séquence{vf (t)} est identiquement nulle.

Résultat 9.8Considérons la classe des systèmes décrits par les équations (9.26)-(9.27) et uni-
formément observable, i.e{φf (t)} vérifie la propriété (9.28) et supposons que{vf (t)} est
identiquement nulle. Alors leFKB (9.29) est doté des propriétés suivantes
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

































































































P1. Σ−1 (t) ≥ Σ−1 (0) pour tout t ≥ 0

P2. {Σ (t)φ (t)} ∈ L2

P3. {Σ (t)} converge

P4. Σ−1 (t) θ̂(t) = Σ−1 (0) θ̂(0) pour tout t ≥ 0

P5. {Σ (t)φ (t)} ∈ L2

P5.
{

θ̂ (t)
}

converge

P6.

∫ (n+1)T

nT

φ (τ)φT (τ) dτ ≥ δInp > 0 =⇒ lim
t−→∞

θ̂ (t) = θ

La preuve de ce résultat est un fructueux exercice d’estimation que l’on recommande à faire
(voir le problème 9.5).

Remarque 9.7L’estimation optimale peut être utilisée pour l’identification en temps réel des
systèmes linéaires variants dan le temps décrits par les équations

MAP







ρθ(t) = Fθ(t) +Gθσ + Ew(t) avec θ(0) = θ

ρnayf = φT
f (t)θ(t) + vf (t)

(9.30)

où
(

F,G, φT
f (t)

)

est une réalisation d’état de la dynamique des paramètres dusystème et
{Γw(t)} et vf (t) désigne les perturbations qui affectent les variations de paramètres et les
bruits de mesure qui sont supposés être des bruits blancs indépendants de moyenne nulle et de
matrice de covarianceQo etσ2

o . En effet, une telle identification en temps réel peut être réalisée
par l’algorithme d"adaptation paramétrique

MIT R































ρθ̂(t) = F θ̂(t) + Gθσ + Σ(t)φfn (t) εfn (t)

ρΣ(t) = FΣ(t) + Σ(t)F T − Σ(t)φfn (t)φ
T
fn (t) Σ(t) +Qo

εfn (t) = yfn (t)− φT
fn (t) θ̂ (t)

(9.31)

pourvu que le système soit uniformément observable.

9.3.3 CommandeLQG
Le problème de commandeLQG consiste à déterminer la loi de commande qui minimise, sous
la contrainte donnée par le représentation d’état du système (9.1)-(9.3), le critère quadratique
suivant
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J(u) = E
{

lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

(

xT (τ)Qcx(τ) + uT (τ)Rcu(τ)
)

dτ

}

(9.32)

oùQc
∆
= HT

c Hc ≥ 0 etRc = RT
c > 0 sont respectivement les matrices de pondération sur l’état

et la commande du système. Ce problème a été d’abord résolu en1960 parKalman dans le cas
où les mesures des variables d’état sont disponibles (resp.ne sont pas nécessairement dispo-
nibles) en supposant que la réalisation d’état(F,G,Hc) est stabilisable et détectable (resp. les
réalisations d’état(F,G,Hc) eu(F,Go, H) sont stabilisables et détectables). Les solutions pro-
posées ont été ensuite présentées d’une manière compréhensible et dûment développées dans
les ouvrages pédagogiques adoptés dans les prestigieuses écoles d’ingénieurs ([4], [8], [11],
[42], [55], [72]). L’appellation LQG a été réservée au cas où toutes les variables d’état sont
mesurables, alors que la solution issue du cas où les variables d’état ne sont pas nécessaire-
ment mesurables est communément appelée commandeLQ.

Les résultats suivants donnent les lois de commandeLQ et LQG dans le contexte stochas-
tique considéré.

Résultat 9.9La loi de commande qui minimise le critère quadratique (9.32) pour la classe des
systèmes (9.1)-(9.3), lorsque la réalisation d’état(F,G,Hc) est stabilisable et détectable et que
toutes les mesures des variables d’état sont disponibles, est donnée par

RLQ















u(t) = −Kx̂(t)
K = R−1c GTP

PF + F TP − PGR−1c GTP +Qc = 0

(9.33)

Par ailleurs, le critère quadratique optimal correspondant est donnée par

J (uopt(t)) = trace

(

Qo lim
T→∞

1

T

∫ t+T

t

P (τ)dτ

)

(9.34)

Résultat 9.10La loi de commande qui minimise le critère quadratique (9.32) pour la classe des
systèmes (9.1)-(9.3), lorsque les réalisations d’état(F,G,Hc) eu(F,Go, H) sont stabilisables
et détectables et que l’on ne dispose pas de toutes les mesures des variables d’état, est donnée
par

RLQG























































ρx̂(t) = F x̂(t) +Gu(t) +M (y(t)−Hx̂(t))

u(t) = −Kx̂(t)
K = R−1c GTP

M = ΣHTR−1o

PF + F TP − PGR−1c GTP +Qc = 0

FΣ+ ΣF T − ΣHTR−1o HΣ+Qo = 0

(9.35)
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Les preuvesde ces résultats peuvent être faites en utilisant la démarche adoptée dans le
contexte déterministe au chapitre 8 après avoir proprementappliqué le résultat 9.1. C’est un
excellent exercice de vulgarisation du calcul différentiel stochastique avec une bonne révision
sur la commandeLQD. La remarque suivante constitue l’essence de la vraisemblance des lois
de commandeLQG etLQD.

Remarque 9.8On montre que la loi de commande optimale à horizon fini (8.4)-(8.6) minimise
la fonction de coût

J (u(t)) = E
{

xT (t+ T )Pfx (t + T ) +

∫ t+T

t

(

xT (τ)Qcx (τ) + uT (τ)Rcu (τ)
)

dτ

}

pour les systèmes dynamiques (9.1)-(9.3) en supposant que les variables d’état sont mesurables
modulo une expression appropriée du minimum de la fonction coût, soit

JT (u(t)) = trace

(

P (t)Mo +

∫ t+T

t

QoP (τ)dτ

)

On retrouve naturellement l’expression de la fonction coûtdans un contexte déterministe puisque

(

Qo = 0
)

et
(

Mo = E{x(t)xT (t)} = xox
T
o

)

=⇒ J∗ (u(t)) = trace
(

P (t)x (t) xT (t)
)

Pour mieux apprécier le résultat 9.10, on peut peut le justifier en exploitant les propriétés sta-
tistiques duFKB. En effet, on a

E
{

xT (t)Qcx(t) + uT (t)Rcu(t)
}

= E
{

(x̂(t) + x̃(t))T Qc (x̂(t) + x̃(t)) + u(t)TRcu(t)
}

= E
{

x̂T (t)Qcx̂(t) + uT (t)Rcu(t)
}

+ E
{

x̂T (t)Qcx̃(t) + x̃T (t)Qcx̂(t) + x̃T (t)Qcx̃(t)
}

Et puisque

E
{

x̂(t)Qcx̃
T (t)

}

= E
{

x̃(t)Qcx̂
T (t)

}

= 0

et

E
{

x̃T (t)Qcx̃(t)
}

= trace
(

QcE
{

x̃(t)x̃T (t)
})

= trace (QcΣ)

on aura

E
{

xT (t)Qcx(t) + uT (t)Rcu(t)
}

= E
{

x̂T (t)Qcx̂(t) + uT (t)Rcu(t)
}

+ trace (QcΣ)

Et comme l’erreur d’estimation d’état est indépendante de la séquence de commande du sys-
tème et que l’erreur d’estimation de sortie est une séquenced’innovation caractérisée par une
moyenne nulle et une matrice de covarianceRo qui est indépendante de la séquence d’état
estimée{x̂(t)}, la synthèse du système de commandeLQG peut être effectuée en deux étapes
duales et indépendantes.
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E1. Synthèse d’un estimateur optimal au sens de la minimisation de la variance de l’erreur
d’estimation, soit

Vo(x̂(t)) = E
{

x̃T (t)Qcx̃(t)
}

Cet estimateur n’est autre que leFKB pourvu que l’hypothèse la réalisation d’état
(F,Go, H) soit stabilisable et détectable.

E2. Synthèse d’un système de commande avec retour d’état qui minimise le critère quadra-
tique

Ĵ(u(t)) = E
{

lim
T→∞

1

T

∫ t+T

t

(

x̂T (τ)Qcx̂(τ) + uT (τ)Rcu(τ)
)

dτ

}

pour leFKB donné par

ρx̂(t) = F x̂(t) +Gu(t) +M (y(t)−Hx̂(t))

Cette synthèse est réalisée par une approcheLQ pourvu que la réalisation d’état(F,G,Hc)
soit stabilisable et détectable.

Ainsi, on peut postuler que les systèmes de commandeLQG héritent de toutes les propriétés
et interprétations des systèmes de commandeLQD que nous rappelons d’une manière concise.

• Une insensibilité aux bruits de mesure puisque le régulateur LQG est strictement propre.

• Une perte de la remarquable propriété du systèmes de commande LQ (resp. duFKB)
sous-jacent, notamment la marge de module maximale en entrée (resp. en sortie). Cette
propriété peut être toutefois préservée en réalisant unRT B en entrée (resp. en sortie).

• La faisabilité duRT B en entrée (resp. en sortie) est réduite au cas des systèmes ayant
au moins autant d’entrée (resp. de sorties) que de sortie (resp. que d’entrées) et dont tous
les zéros sont situés dans la domaine de stabilité et de performances conformément aux
exigences de précision maximale (resp. de reconstruction parfaite des variables d’état du
système)

• Des performances dynamiques modulo une spécification adéquate des paramètres de syn-
thèse, notamment les matrices de pondération et de covariance, i.e.(Qo, Ro) et (Qo, Ro).

9.4 Conclusion

Ce chapitre est une présentation compréhensive du problèmed’estimation à variance mini-
male et des résultats fondamentaux sous-jacents à partir des contributions fondamentales de
Kalman etBucy. Elle permet de découvrir leFKB d’une manière progressive à partir d’un
estimateur linéaire de structure usuelle en utilisant judicieusement le principe d’équivalence
certaine conformément aux résultats techniques 9.1 et 9.3.La version stationnaire duFKB a
été obtenue à partir du résultat C.12 de convergence de la solution de l’EDR vers la solution



349

de l’EAR sous-jacente. Une attention particulière a été réservée aux propriétés fondamen-
tales duFKB stationnaire, en l’occurrence la robustesse intrinsèque en sortie du système et la
configuration des zéros de laMT BO en sortie. Un résultat fondamental sur la reconstruction
parfaite a été présenté avec des remarques pertinentes pourmettre en exergue les limitations
intrinsèques à la nature du système, notamment la configuration des zéros et le nombre de ses
sorties par rapport au nombre des entrées relatives aux perturbations d’état.

9.5 Problèmes

Un ensemble de problèmes est proposé ci après pour permettreà un lecteur potentiel de réaliser
une auto évaluation de ses connaissances sur la synthèse d’un estimateur optimal.

Problème 9.1Pour mieux appréhender les résultats fondamentaux sur leFKB, on suggère de
traiter les questions suivantes pour une entrée identiquement nulle.

• Préciser le contexte de synthèse d’un estimateur optimal ausens de la minimisation de
la variance d’erreur d’estimation, notamment le modèle de synthèse et les performances
requises avec toutes les hypothèse requises.

• Donner les équations usuelles duFKB et préciser ses propriétés remarquables d’un
point de vue ingénieur ?

• Préciser les propriétés de reconstruction parfaite dans lecas des systèmes où le nombre
de sorties est égal au nombre des entrées relatives aux perturbations d’état.

Problème 9.2On se propose d’étudier le problème d’estimation d’état pour la classe des sys-
tèmes monovariables dont le comportement d’entrée-sortieest décrit par

SYS
{

A(ρ)y(t) = B(ρ)u(t) + C(ρ)γ(t) (9.36)

où{u(t)} et{y(t)} sont respectivement l’entrée et la sortie du système,{γ(t)} est une séquence
de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variance finieσ2 etA(ρ), B(ρ)
etC(ρ) sont des polynômes respectivement donnés par

A(ρ) = ρ3 + a1ρ
2 + a2ρ+ a3

B(ρ) = b1ρ
2 + b2ρ+ b3

C(ρ) = ρ3 + c1ρ
2 + c2ρ+ c3

Pour ce faire, on demande de procéder d’une manière progressive en supposant queC(ρ) ∈
Rsa(ρ).
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1) Montrer que le système peut se mettre sous la forme de la représentation d’état

SYS







ρx(t) = F x(t) +G u(t) + E γ(t)

y(t) = H x(t) + γ(t)
(9.37)

avec

F =





−a1 1 0
−a2 0 1
−a3 0 0



 , G =





b1
b2
b3



 , E =





c1 − a1
c2 − a2
c3 − a3



 et H =
(

1 0 0
)

en choisissant convenablement les variables d’étatx1(t), x2(t) etx3(t) qui constituent le
vecteur d’étatx(t) ∈ R3.

2) Proposer un estimateur d’état consistant, i.e. qui réaliseune erreur d’estimation d’état
asymptotiquement nulle. En déduire un estimateur d’état pour les systèmes stables soumis
à des perturbations en sortie.

Problème 9.3On se propose d’étudier le problème d’estimation pour la classe des proces-
sus stochastiques stationnaires dont les modèles générateurs sont décrits par la représentation
d’état

MGS







ρx(t) = Fx(t) +Gγ(t)

y(t) = Hx(t) + Eγ(t)

où {x(t)} ∈ Rn et {y(t)} ∈ Rp désignent respectivement l’état et la sortie du système,
{γ(t)} ∈ Rp est une séquence de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de
matrice de covarianceΓo = ΓT

o > 0 qui n’est autre que l’entrée du système,(F,G,H,E) est
une réalisation d’état minimale du modèle générateur avec une matriceE inversible.

Pour ce faire, on demande de procéder d’une manière progressive pour mieux appréhender
le problème d’estimation d’état des systèmes.

1) Montrer que la configuration des pôles (resp. des zéros) du modèle générateur des pro-
cessus stochastiques stationnaires est donnée par

CP (G (z)) = {s ∈ C / det (sIn − F ) = 0}

(

resp. CZ (G (s)) =
{

s ∈ C / det
(

sIn − F +GE−1H
)

= 0
})

Rappeler les propriétés élémentaires des modèles générateurs de processus stochastiques
stationnaires.

2) Retrouver la configuration des zéros d’un modèle générateurde processus stochastiques
stationnaires à partir de la configuration des pôles du modèle inverse.
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3) Proposer un observateur d’état qui permet de reconstruire asymptotiquement l’état du
système, i.e. qui réalise une erreur d’estimation d’état asymptotiquement nulle. On pré-
cisera la configuration des modes d’un tel observateur par rapport aux zéros du modèle
générateur.

Problème 9.4On se propose d’étudier la convergence de la version stationnaire duFKB
donné par les équations (9.16)-(9.18) en en adoptant une approche deLapunov ; on notera
qu’une telle étude est une démonstration du résultat 9.5.

Indication. La solution de l’EARE (9.18) peut être utilisée pour définir une fonction deLyapunov
pour leFKB.

Problème 9.5On se propose de faire une démonstration du résultat 9.8 en utilisant les indica-
tions suivantes où

B ∆
= {e1, . . . . . . , enp} est la base canonique deRnp

θ̃(t)
∆
= θ̂(t)− θ

V (t)
∆
= θ̃T (t)Σ−1(t)θ̃(t)

I1.
ρ
(

Σ(t)Σ−1(t)
)

= 0 pour tout t =⇒ ρΣ−1(t) = φf (t)φ
T
f (t) avec Σ−1(0) > 0

I2. ∫ t

0

Σ(τ)φf (τ)φ
T
f (τ) Σ(τ)dτ ≤ Σ(0)

I3.
vTρΣ−1(t) v ≤ 0 pour tout v =

np
∑

i=1

αiei avec αi ∈ R pour i ∈ [1, n]

I4.
ρ
(

Σ(t)θ̃(t)
)

= 0 pour tout t

I5.
θ̃T (t)Σ−1(0)θ̃(t) = V (t) ≤ V (0)pour tout t

I6.
Σ−1 ((k + 1)T ) = Σ−1 (0) +

k
∑

i=0

∫ (i+1)T

iT

φf (τ)φ
T
f (τ) dτ

Problème 9.6Considérons la classe des systèmes dont le comportement d’entrée-sortie peut
être décrit par le modèle que l’on peut récrire sous la forme

SYS







ρθ(t) = 0 avec θ(0) = θ

σ(t) = φT (t)θ(t)
(9.38)

avec
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0 < γminInp ≤
∫ t+T

t

φ (τ)φT (τ) dτ ≤ γmaxInp <∞ (9.39)

où {σ(t)} ∈ R ( resp. φ(t) ∈ Rnp) est une fonction continue de la sortie (resp. est composé
par des fonctions continue du comportement d’entrée-sortie) du système etθ ∈ Rnp est consti-
tuée des paramètres du système. On se propose d’étudier le problème d’identification en temps
réel des paramètres du système en supposant que les séquences {σ(t)} et {φ(t)} sont bornées
et connues à chaque instant à partir de l’algorithme d’adaptation paramétrique donné par

AAP







ρθ̂(t) = Pφ (t) e(t) avec P = P T > 0

e(t) = y(t)− φT (t) θ̂(t)

(9.40)

Pour ce faire, on précisera la nature de l’adaptation paramétrique considérée et on montera
qu’elle est dotée des propriétés de convergence suivantes































P1.
({

θ̂ (t)
}

,
{

ρθ̂ (t)
}

, {e (t)}
)

∈ L3
∞

P2.
({

ρθ̂ (t)
}

, {e (t)}
)

∈ L2
2

P3.
{

θ̃ (t)
}

converge exponentiellement vers l’origine

Problème 9.7On se propose d’étudier le problème d’identification aux moindres carrés des
systèmes linéaires décrits par l’équation différentielle(9.22)-(9.23) et dont le modèle généra-
teur des perturbations est connu, soit

G (ρ) v(t) = F (ρ) δi(t) (9.41)

où δi(t) est une impulsion d’amplitude finie inconnue. Pour ce faire,on suggère de découvrir
progressivement le concept des moindres carrés comme suit en supposant que l’ordre du mo-
dèle générateur des perturbations est égal à celui du système, i.e.na = ng = nf .

1) Montrer que le système peut se mettre sous la forme

MID







ρθ(t) = 0 avec θ(0) = θ

y(t) = φT
f (t)θ(t) + η(t)

(9.42)

avec

φf(t) =



























ρna−1yf(t)
...

ρyf (t)
yf(t)

ρnbuf(t)
...

ρuf(t)
uf(t)



























et θ =



























f1 − a1
...

fnf−1 − ana−1
fnf − ana

bo
...

bnb−1
bnb



























(9.43)
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2) L’estimateur des moindres carrés, i.e.{θ̂(t)}, minimise le critère quadratique

J
(

θ̂(t)
)

=

∫ t

0

e−λ(t−τ) (τ) (y (τ)− ŷ (t, τ))2 dτ avec λ ≥ 0 (9.44)

où ŷ (t, τ) désigne la sortie d’un modèle du système à l’instantτ ≤ t issu de modèle
estimé à l’instantt, soit

e (t, τ) = y (τ)− ŷ (t, τ) avec ŷ (t, τ) = φT
f (t) θ̂ (t) (9.45)

Montrer que si la séquence d’entrée est choisie de manière à satisfaite la propriété (9.28),
alors l’estimateur des moindres carrés est donné par

θ̂ (t) =

(
∫ t

0

e−λ(t−τ)φ (τ)φT (τ) dτ

)−1 ∫ t

0

w (τ)φ (τ) y (τ) dτ (9.46)

3) Montrer que l’identification d’un système aux moindres carrés peut être réalisée en temps
réel par l’algorithme d’adaptation paramétrique donné par

AAP























ρθ̂(t) = P (t)φf (t) ε(t)

ρP (t) = −P (t)φf (t)φ
T
f (t)P (t) + λP (t)

ε(t) = y(t)− φT
f (t) θ̂(t)

(9.47)

avecP (0) = P T (0) ≥ poInp > 0.

5) Montrer que l’algorithme d’adaptation paramétrique (9.47) vérifie les propriétés sui-
vantes















































P1. µminInp ≤ P (t) c ≤ µmax

P2.
({

θ̂ (t)
}

,
{

ρθ̂ (t)
}

, {ε (t)}
)

∈ L3
∞

P3.
({

ρθ̂ (t)
}

, {ε (t)}
)

∈ L2
2

P4.
{

θ̃ (t)
}

converge exponentiellement vers l’origine
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Chapitre 10

Commande robuste

La commande robuste a été développée d’une manière vigoureuse tout au long des quatre der-
nières décennies comme en témoignent les fructueuses contributions fondamentales et les réa-
lisations industrielles qui y ont été consacrées. Issue d’un bilan pragmatique de l’apport de
l’automatique aux sciences de l’ingénieur en 1980, elle se distingue par un contexte d’analyse
et de synthèse soucieux des exigences d’une ingénierie des systèmes à haute valeur ajoutée. La
formulation du problème de commande est effectuée à partir d’une représentation unifiée du
modèle de synthèse du système de commande et des spécifications de ses performances, en uti-
lisant éventuellement les connaissances disponibles sur les incertitudes du modèle de synthèse.
Cette formulation est issue d’une combinaison judicieuse de l’approche d’état et l’approche
fréquentielle. L’approche fréquentielle est motivée par des considérations de simplicité de spé-
cification des performances requises, en l’occurrence un modelage adéquat des fonctions de
sensibilité usuelles du système de commande ou de sa fonction de transfert en boucle ouverte.
Quant à l’approche d’état, elle est essentiellement privilégiée par l’efficacité des méthodes
d’analyse et de synthèse sous-jacentes.

Ce chapitre est une présentation concise des synthèsesH2 et H∞ en adoptant une approche
d’état. Ces synthèses constituent un complément naturel dela synthèseLQD développée au
chapitre 8 en vue d’une agréable introduction à la commande robuste. Cette introduction a
été principalement rédigée à partir d’un ouvrage, élaboré par trois artisans de la commande
robuste, qui est utilisé dans les prestigieuses écoles d’ingénieurs ([89]) et des documents péda-
gogiques utilisés par des collègues pour l’enseignement decommande robuste à SupAero ([1]),
Supelec([25], [26]), l’ENSICAEN ([74]) et dans le cadre de formations continues par des in-
génieurs qui ont succombé au charme de la commande robuste ([30]). Le choix des documents
pédagogiques a été essentiellement motivé par le dévouement à la formation par la recherche
de mes collègues et néanmoins amis que j’ai eu le plaisir de rencontrer au sein du groupe de
commande robuste. Ce dévouement est corroboré par l’excellent exercise pédagogique réalisé
pour la rédaction des documents pour une lecture agréable. Je n’ai pas résisté au plaisir de
remémorer l’ambiance amicale et solidaire des réunions du groupe de commande robuste.

Les synthèsesH2 etH∞ seront présentées d’une manière concise et précise après ladéfinition
des problèmes de commande optimale sous-jacents à partir duconcept de problème standard
en la matière. Une attention particulière est accordée au modelage des fonctions de sensibilité
usuelles et de la fonction de transfert en boucle ouverte dessystèmes de commande et aux al-
gorithmes de commande robuste. Les démonstrations des résultats fondamentaux n’ont pas été
reprises ; elles sont rédigées d’une manière élégante dans cette oeuvre pédagogique de Zhou,
Doyle et Glover ([89]) que nous recommandons vivement à celles et ceux qui souhaitent déve-
lopper et/ou comforter leur potentiel d’ingénierie des systèmes.

355
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10.1 Une histoire de l’automatique

La synthèseH∞ a été initialement introduite d’un bilan décevant sur la synthèseH2, en l’oc-
currence la fragilité de la robustesse des systèmes de commandeLQG par rapport aux erreurs
de modélisation inéluctables ([19], [73]), la sensibilitédes systèmes de commandeLQG/LT R
aux bruits de mesures inéluctables ([24], [79]), la nature intégrale du problème d’optimisation
H2 et l’inadéquation des processus stochastiques pour la modélisation des perturbations ([84]).
Elle a été d’abord développée en adoptant une approche entrée-sortie dans le cadre d’une col-
laboration fructueuse entre des mathématiciens intéressés par la théorie des opérateurs et des
automaticiens attachés à l’approche fréquentielle ([35],[85]). L’enthousiasme des premiers
résultats obtenus pour les systèmes monovariables fut relativement grand pour permettre au
pionnier de la synthèseH∞ de prôner la fin de l’approche d’état. Cet enthousiasme n’a duré
que le temps de s’apercevoir que l’extension de ces résultats au cas des systèmes multivariables
n’est point trivial. Cette extension a été réalisée d’une manière élégante par les braves élèves
de l’école d’automatique deKalman en exploitant judicieusement le potentiel fundamental de
l’approche d’état pour conforter l’approche entrée-sortie ([20], [33],[34], [36]).

La synthèseH2, qui a été reléguée aux oubliettes en dépit d’une recherche méthodologique
acharnée dont les bases fondamentales ont été présentées auchapitre 8, a été réhabilitée par
une synthèseH∞ basée sur une approche d’état ([22], [38]). La relation entre les synthèsesH2

etH∞ a été particulièrement mise en évidence au sein d’une école d’automatique soucieuse de
la simplicité requise pour une ingénierie des systèmes ambitieuse. Cette simplicité est le fruit
d’une exploitation ingénieuse de l’élégance fondamentalede l’approche d’état et de l’ingénie-
rie de l’approche fréquentielle, en l’occurrence la simplicité de spécification des performances
au travers du concept de modelage fréquentiel.

Les synthèsesH2 et H∞ ont été ensuite confortées en tirant le meilleur profit des possibili-
tés offertes par l’optimisation convexe dans un contexte caractérisé par des contraintes du type
inégalités matricielles linéaires ([5], [12], [37]). C’est l’essence de l’approcheLMI qui a
été vigoureusement développée comme en témoignent les résultats fondamentaux disponibles et
l’ingénierie de commande robuste attestée par des applications industrielles réussies ([27]). On
notera que les exigences de faisabilité de l’approcheLMI ne sont pas toujours bien connues à
priori comme c’est le cas pour l’approche d’état basée sur larésolution d’équations deRiccati.
Il est donc prudent de ne pas succomber au postulat selon lequel l’approcheLMI a permis de
relâcher les hypothèses de synthèse intrinsèques à la synthèseH∞ au travers d’une résolution
des équations deRiccati, notamment des hypothèses relatives au rang de certaines matrices.
En effet, les conditions de rang ne sont pas nécessaires pourla faisabilité d’une l’approche
LMI modulo une réduction en matière d’optimalité.

........ Et depuis que les hirondelles de l’approche d’étatet de l’approche fréquentielle célèbrent
ensemble les fêtes de l’automatique au diapason d’une musique composée dans des espaces
de culture scientifique favorables à la rigueur mathématique, l’ingénierie des systèmes s’est
pleinement émancipée. Ces fêtes ont été corroborées par la formation d’une génération d’ingé-
nieurs et de docteurs en automatique qui ont participé activement aux prouesses technologiques
de la commande robuste, notamment le pilotageH∞ d’Ariane 5 et des Véhicules Spatiaux de
Transfert Automatique (Automated Transfer Vehicule). Cesprouesses technologiques sont is-
sues d’une collaboration scientifique fructueuse entre desgroupes de recherche reconnus en
automatique et des entreprises soucieuses d’une ingénierie des systèmes à haute valeur ajou-
tée, notamment ASTRIUM, EADS-Airbus, aerospatiale, CNES,EDF, PSA et Thalès.
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10.2 Transformation linéaire fractionnaire

Le concept de transformation linéaire fractionnaire (T LF) a été principalement introduit pour
formuler convenablement les problèmes de modélisation, d’observation et de commande des
systèmes dynamiques (incertains) en exploitant judicieusement le fait que toute expression ra-
tionnelle peut se récrire naturellement sous forme d’une combinaison adéquate deT LF ([20],
[21]). Comme tout concept générique, laT LF se distingue par une définition et des propriétés
fondamentales qui seront présentées dans ce qui suit.

Définition 10.1 SoientM ∈ C(n1+n2)×(m1+m2) une matrice partitionnée comme suit

M =

(

M11 M12

M21 M22

)

et∆i ∈ Cm2×n2 and∆s ∈ Cm1×n1. Alors, on peut définir uneT LF inférieure par rapport à
∆i par l’applicationFi (M, •) : Cn2×m2 7→ C

n1×m1 avec

Fi (M,∆i) =M11 +M12∆i (In2 −M22∆i)
−1M21

pourvu que la matriceIn2 −M22∆i soit inversible. De même, on peut définir uneT LF supé-
rieure par rapport à∆s par l’applicationFs (M, •) : Cn1×m1 7→ Cn2×m2 avec

Fs (M,∆s) =M22 +M21∆s (Im1 −M11∆s)
−1M12

pourvu que la matriceIm1 −M11∆s soit inversible. Les argumentsM et∆, i.e.∆i ou∆s, sont
respectivement appelés matrice des coefficients et paramètre de laT LF .

Remarque 10.1Fi (M, 0) etFe (M, 0) sont bien définies pour toutM et donc toute applica-

tion qui n’est pas définie à l’origine ne peut être exprimée sous forme d’uneT LF , i.e.
1

s
n’est

pas uneT LF en s.

M

∆s

∆i

M

- -

-

� - -

-

�

ws(t) zs(t)

us(t)υs(t)

ui(t) υi(t)

wi(t) zi(t)

FIGURE 10.1 – Transformation linéaires fractionnaires inférieure et supérieure
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Le qualificatif inférieure (resp. supérieure) de laT LF est particulièrement motivé par le dia-
gramme fonctionnel deFi (M,∆i) (resp. Fs (M,∆s)) donnée par la figure 10.1. LaT LF
inférieure est caractérisée par les équations

T LF i











(

Zi

Υi

)

=

(

M11 M12

M21 M22

)(

Wi

Ui

)

Ui = ∆iΥi

alors que laT LF supérieure est caractérisée par les équations

T LFs











(

Υs

Zs

)

=

(

M11 M12

M21 M22

)(

Us

Ws

)

Us = ∆sΥs

On utilisera généralement le termeT LF sans qualificatif pour se référer aussi bien au cas
d’uneT LF inférieure qu’au cas d’uneT LF supérieure : la distinction se fera naturellement
par le contexte considéré. Quant à l’expression utilisée, elle s’imposera naturellement par des
considérations de commodité par rapport au problème considéré modulo une attention à la
compatibilité des dimensions.

La signification physique d’uneT LF dans les problèmes relevant de la commande des sys-
tème est évidente. SiM(s) est une fonction de transfert propre, laT LF Fi (M(s),∆i(s))
(resp. Fs (M(s),∆s(s))) n’est autre que la fonction de transfert de l’opérateur{wi(t)} 7→
{zi(t)} (resp. {ws(t)} 7→ {zs(t)}) oùM(s) représente le modèle de synthèse et∆i(s) (resp.
∆s(s)) représente le régulateur (resp. son incertitude). Ceci justifie pourquoi laT LF infé-

rieure est principalement utilisée dans la synthèse des systèmes de commande, alors que la
T LF supérieure est essentiellement utilisée dans l’analyse derobustesse.

Le résultat suivant précise les conditions d’admissibilité physique desT LF dans le contexte
de la théorie des systèmes.

Résultat 10.1On notera que laT LF Fi (M(s),∆i(s)) (resp. Fs (M(s),∆s(s))) est physi-
quement admissible si et seulement si la matrice

(In2 −M22(s)∆i(s)) (resp. (Im1 −M11(s)∆s(s)))

est inversible.

La preuve de ce résultat découle naturellement de la définition d’uneT LF . Le résultat suivant
donne les propriétés usuelles du contexte général desT LFs.

Résultat 10.2Soient

M(s) =

(

M11(s) M12(s)
M21(s) M22(s)

)

et R(s)

des fonctions de transfert etG(s) = Fi (M(s),R(s)). Alors on a
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P1. G(s) est propre siM(s) etR(s) sont propres et telles que

det
(

lim
s−→∞

(In2 −M22(s)R(s))
)

6= 0

P2. Si M12(s) et M21(s) sont respectivement de rang plein en colonnes et en lignes dans
Rp(s), alors on a

Fi (M(s),R1(s)) = Fi (M(s),R2(s)) =⇒ R1(s) = R2(s)

P3. SiM(s) etG(s) sont propres,M12(s) etM21(s) sont des matrices carrées et inversibles
pour presque tout s,

det
(

lim
s−→∞

M(s)
)

6= 0 et det

(

lim
s−→∞

(

M(s)−
(

G(s) 0
0 0

)))

6= 0

alorsR(s) est propre etR(s) = Fs (M−1(s),G(s)).

Preuve.La propriétéP1 résulte naturellement de la condition d’admissibilité physique de la
T LF inférieureFi (M(s),R(s)). La propriétéP2 découle de l’identité

Fi (M(s),R1(s))− Fi (M(s),R2(s))

=

M12(s) (Im2 −R2(s)M22(s))
−1 (R1(s)−R2(s)) (In2 −M22(s)R1(s))

−1M21(s)

Quant à la propositionP3, il suffit de montrer que laT LF supérieureFs (M−1(s),G(s)) est
physiquement admissible et propre. PosonsH(s) = M−1(s), qui est propre, on aura

R(s) = Fs (H(s),G(s)) = H22(s) +H21(s)G(s) (Im1 −H11(s)G(s))−1H12(s)

La T LF supérieure est bien définie et propre puisque

lim
s−→∞

det (Im1 −H11(s)G(s)) = lim
s−→∞

det

(

Im1 −
(

Im1 0
)

M−1(s)

(

Im1

0

)

G(s)
)

= lim
s−→∞

det

(

M−1(s)

(

M(s)−
(

G(s) 0
0 0

)))

6= 0

Et il en est de même pourFi (M(s),R(s)) comme le montre les manipulations algébriques
suivantes

(Im1 −M22(s)R(s)) = (Im1 −M22(s)H22(s))−M22(s)H21(s)G(s) (Im1 −H11(s)G(s))−1H12(s)

= M21(s)H12(s) +M21(s)H11(s)G(s) (Im1 −H11(s)G(s))−1H12(s)

= M21(s) (Im1 −H11(s)G(s))−1H12(s)

Par ailleurs, det (Im1 −M22(s)R(s)) 6= 0 puisqueM21(s) est inversible et on montre aisé-
ment queH−112 (s) =

(

M21(s)−M22(s)M
−1
12 (s)M11(s)

)

. Ainsi lesT LF sont bien définies
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et on a bienFi (M(s),R(s)) = G(s) en effectuant les substitutions requises pourR(s) et
Im1 −M22(s)R(s).

Remarque 10.2Le résultat ci dessus stipule que sous certaines conditions, uneT LF de fonc-
tions de transfert est une application bijective entre deuxensembles de matrices rationnelles
propres. Ainsi, étant donné deux fonctions de transfert propresM(s) et N (s) de dimensions
compatibles et satisfaisant les conditions requises par lapropriétéP3, il existe une fonction
de transfert propre uniqueR(s) telle queFi (M(s),R(s)) = N (s). Et en plus, le système à
rétroaction est physiquement admissible.

Remarque 10.3Une interprétation de la propriétéP3 peut être suggérée à partir des signaux
mis en jeu dans le système à rétroaction de la figure 10.2 en supposant qu’il est physiquement
admissible. On aura alors

(

Z(s)
Υ(s)

)

= M(s)

(

W (s)
U(s)

)

et U(s) = R(s)Υ(s)

soit

Z(s) = Fi (M(s),R(s))W (s) = G(s)W (s)

Et donc
(

W (s)
U(s)

)

= M−1(s)

(

Z(s)
Υ(s)

)

et Z(s) = G(s)W (s)

On aura alors

U(s) = Fs

(

M−1(s),G(s)
)

Υ(s)

soit

R(s) = Fs

(

M−1(s),G(s)
)

M−1(s)

G(s)

R(s)

M(s)

- -

-

� - -

-

�

υ(t) u(t)

w(t)z(t)

u(t) υ(t)

w(t) z(t)

FIGURE 10.2 – Interprétation de la propriétéP3
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On distingue cinq propriétés fondamentales qui constituent le potentiel desT LFs aussi bien
pour l’analyse que pour la synthèse des systèmes dynamiques. Ces propriétés sont établies en
utilisant les résultats d’inversion matricielle A.5 et A.6.

P1. La composition desT LFs, en l’occurrence toute interconnection deT LFs est une
T LF , que l’on peut exprimer comme suit : étant donné trois matrices complexesM,
N etR, on montre aisément qu’il existe une matrice complexeP telle que

Fi (M,Fi (G,R)) = Fi (P,R) (10.1)

Et si l’on partitione les matricesP, M etN comme suit

P =

(

P11 P12

P21 P22

)

, M =

(

M11 M12

M21 M22

)

et N =

(

N11 N12

N21 N22

)

(10.2)

Alors on peut déterminer aisément la matriceP en fonction des matricesM etN , i.e.

P11 = M11 +M12N11 (I −M22N11)
−1M21 (10.3)

P12 = M12 (I −G11M22)
−1N12 (10.4)

P21 = N21 (I −M22N11)
−1M21 (10.5)

P22 = N22 +N21M22 (I −N11M22)
−1N12 (10.6)

Des expressions similaires peuvent être établies pour le cas d’uneT LF supérieure, en
l’occurrence étant donné trois matrices complexesM, N et∆, on montre aisément qu’il
existe une matrice complexeP telle que

Fs (M,Fs (N ,∆)) = Fs (P,∆) (10.7)

P2. La relation entre lesT LF inférieure et supérieure que l’on peut exprimer comme suit :
étant donné deux matrices complexesM etR, il existe une matrice complexeN telle que

Fi (M,R) = Fs (N ,R) (10.8)

Et cette matriceN est donnée par

N =

(

0 I
I 0

)

M
(

0 I
I 0

)

(10.9)

P3. L’inverse d’uneT LF que l’on peut exprimer come suit : si laT LF est inversible, alors
son inverse peut se mettre sous une formeT LF .

(Fi (M,R))−1 = Fi (N ,R) (10.10)

avec

N =

(

M−111 −M−111 M12

M21M
−1
11 M22 −M21M

−1
11 M12

)

(10.11)
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P4. L’expression d’uneT LF en fonction de l’inverse de son paramètre. Supposons que le
paramètre d’uneT LF est inversible, alors on a

Fi (M,R) = Fi

(

N ,R−1
)

(10.12)

avec

N =

(

M11 −M12M
−1
22 M21 −M12M

−1
22

M−122 M21 M−122

)

(10.13)

P5. Le produit deRedheffer, dit produit étoilé, de deux matrices complexes a permis de recou-
vrer toutes les interconnections des systèmes et généraliser le conceptT LF . Considérons
deux matrices complexesM etP partitionnées comme suit

M =

(

M11 M12

M21 M22

)

et P =

(

P11 P12

P21 P22

)

de manière à ce queM22P11 soit une matrice bien définie et carrée et supposons que
I −M22P11 est une matrice inversible. Alors le produit étoilé des matricesM etP par
rapport à la partition considérée est défini par

S (M,P) =

(

Fi (M, P11) M12 (I − P11M22)
−1 P12

P21 (I −M22P11)
−1M21 Fs (P,M22)

)

(10.14)

Le choix d’une partition compatible est naturellement suggéré par le contexte et apparaît
clairement dans le diagramme fonctionnel comme le montre lafigure 10.3. Dans le cas où
les arguments du produit étoilé sont des fonctions de transfert M(s) etP(s), le produit
étoilé n’est autre que la fonction de transfert de l’opérateur

(

w(t)
ŵ(t)

)

7→
(

z(t)
ẑ(t)

)

On notera que si l’une des matrices n’est pas partitionnée, alors le bloc qui lui asso-
cié n’aurait pas d’entrées externes et de sorties. Ceci correspond à une interconnection
maximale qui justifie naturellement la convention suivante.

S (M,P)
∆
= Fi (M,P) et S (M,P)

∆
= Fs (P,M) (10.15)

L’ordre des matrices dans la dernière équation est du au faitque la dimension du para-
mètres d’uneT LF est relativement petite par rapport à celle de sa matrice descoeffi-
cients.
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M(s)

P(s)

-

-

XXXXXXXXXXXX������������

- -

--

ŵ(t) ẑ(t)

w(t) z(t)

FIGURE 10.3 – Diagramme fonctionnel du produit étoiléM∗R

10.3 Formulation du problème standard.

Les problèmes de synthèse d’un système de commande peuvent être considérés comme des pro-
blèmes d’optimisationH2 ouH∞ modulo des formulations appropriées. Le problème standard
d’automatique se distingue par un système standard, i.e. que l’on peut décrire par la fonc-
tion de transfertG(s) ∈ R

(mw+mu)×(pz+pυ) (s) du système à commander et des performances
requises, en rétroaction avec un régulateur, i.e. la fonction de transfertR(s) ∈ Rmu×pυ (s),
comme l’indique le diagramme fonctionnel de la figure 10.4.{w(t)} ∈ Rmw représente les
séquences d’entrée relevant des performances requises en poursuite et des imperfections du
modèle, i.e. les perturbations qui affectent le fonctionnement du système et les bruits de mesure
inéluctables,{z(t)} ∈ R

pz représente les séquences d’erreur qui constituent des quantificateurs
appropriés des performances requises en régulation,{u(t)} ∈ Rmu est la commande du sys-
tème et{υ(t)} ∈ Rpυ désigne les mesures disponibles pour la détermination de lacommande
du système, e.g.

υ(t)
∆
=







−ym(t)

em(t)
∆
= y∗(t)− ym(t)

,

où {ym(t)} ∈ Rpy (resp. {y∗(t)} ∈ Rpy) désigne la mesure (resp. la séquence de référence)
de la sortie du système. L’absence du comparateur usuel des asservissements classiques est
intégré dans la fonction de transfertG(s), si besoin est.

G(s)

R(s)

-

- -

�

w(t) z(t)

u(t) υ(t)

FIGURE 10.4 – Forme standard

Et compte tenu des dimensions des entrées et des sorties du système standard, la fonction de
transfertG(s) peut être partitionnée comme suit
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G(s) =
(

Gzw(s) Gzu(s)
Gυw(s) Gυu(s)

)

∈ R
(mw+mu)×(pz+pυ) (s) (10.16)

avec

Gzw(s) ∈ Rpz×mw (s) , Gzu(s) ∈ Rpz×mu (s)

Gυw(s) ∈ Rpυ×mw (s) et Gυu(s) ∈ Rpυ×mu (s)
(10.17)

Une telle partition permet de déterminer aisément une réalisation d’état appropriée du système
standard, soit

G(s) =
(

F G
H E

)

∆
=





F Gw Gu

Hz Ezw Ezu

Hυ Eυw Eυu



 (10.18)

Le système de commande standard peut être alors décrit par les équations suivantes

SCS



















(

Z(s)
Υ(s)

)

=

(

Gzw(s) Gzu(s)
Gυw(s) Gυu(s)

)(

W (s)
U(s)

)

U(s) = R(s)Υ(s)

(10.19)

La fonction de transfert en boucle fermée de l’opérateurw(t) 7→ z(t) est donnée par laT LF

Fi (G(s),R(s)) = Gzw(s)− Gzu(s)R(s) (Ipυ + Gυu(s)R(s))−1 Gυw(s)
∆
= Gbf

zw(s) (10.20)

Remarque 10.4Un problème de commande est bien posé pourvu que les quantificateurs de
performances dépendent de toutes les composantes de la commande, i.e.mu ≤ pz, et qu’il y ait
au moins autant de mesures que d’entrées exogènes, i.e.mw ≥ pυ. La matrice d’entrée E peut
être alors partitionnée comme suit

E
∆
=





Ezw11 Ezw12 Ezu1

Ezw21
Ezw22

Ezu2

Eυw1 Eυw2 Eυu





avec

Ezw11 ∈ R
(pz−mu)×(mw−pυ), Ezw12 ∈ R

(pz−mu)×pυ , Ezw21 ∈ R
mu×(mw−pυ), Ezw22 ∈ R

mu×pυ

Ezu1
∈ R

(pz−mu)×mu , Ezu2
∈ R

mu×mu , Eυw1
∈ R

pυ×(mw−pυ), Eυw2
∈ R

pυ×pυ et Eυu ∈ R
pυ×mu

Le problème de synthèse consiste à déterminer la classe des régulateurs réalisables et stabili-
sant qui réalises les performances requises, en l’occurrence la minimisation de la normeH2

(resp.H∞) de la fonction de transfertGbf
zw(s) = Fi (G(s),R(s)) dans un contexte de com-

mande optimale. La synthèse requiert une hypothèse standard qui est nécessaire et suffisante
pour la stabilité interne du système de commande standard, soit

HS1. (F,Gu, Hυ) est stabilisable et détectable

Cette hypothèse est particulièrement justifiée par le résultat remarquable de stabilisation d’un
système standard donné par le postulat suivant.



365

Résultat 10.3Considérons le problème de commande standard, le régulateur R(s) stabilise le
système standardG(s) si et seulement si il stabilise sa composanteGυu(s)

La preuve de ce résultat est donnée dans la plupart des ouvrages sur la commande robuste,
e.g. [33]. On recommande de la lire attentivement pour mieuxapprécier l’essence du résultat
de stabilisation du système standard d’une manière élégante.

Par ailleurs, on peut simplifier les problèmes de commandeH2 etH∞ pourvu que l’on puisse
se ramener à un système standard satisfaisant les hypothèses suivantes

HS2. Ezw = 0pz×mw
et Eυu = 0pυ×mu

HS3. ET
zuHz = 0mu×n et GwE

T
υw = 0nσ×pυ

HS4. ET
zuEzu = Imu

et EυwE
T
υw = Ipυ

Ceci est faisable, modulo une série de transformations adéquates, à partir d’une spécification
adéquate des performances requises et des interactions entre les perturbations d’état et de sor-
tie. Ces hypothèses structurelles sont nécessaires pour avoir un régulateur propre.

On notera queHS2 stipule que les fonctions de transfertGzw(s) et Gυw(s) sont strictement
propres : une hypothèse impérative dans le cas d’une synthèseH2. Dans le contexte d’une syn-
thèseH∞, HS2 n’est pas vitale d’un point de vue fondamental mais elle est très appréciable
du point de vue de la simplicité des équations du régulateur.HS3 est une hypothèse usuelle
dans le cas d’une synthèseH2, la première (resp. la seconde) partie, i.e.ET

zuHz = 0mu×n

(resp.GwE
T
υw = 0n×pυ) stipule qu’il n’y a pas de termes croisés dans la fonction coût asso-

ciée (resp. les perturbations d’état et les perturbations de sortie sont décorrélées). L’hypothèse
HS4 est nécessaire pour la propreté du régulateur et peut être obtenue par une normalisation
appropriée des signaux d’entrée-sortie. Et comme cette normalisation n’est pas vitale pour la
synthèse, l’hypothèseHS4 peut être légèrement modifiée comme suit

HS4. ET
zuEzu

∆
= Rzu > 0 et EυwE

T
υw

∆
= Rυw

La définition suivante, qui sera utilisée tout au long de ce chapitre, est justifiée par des consi-
dérations de réalisation du régulateur.

Définition 10.2 Un régulateur est dit admissible s’il est propre et stabilise le système standard.

Par ailleurs, comme les synthèsesH2 et H∞ sont réalisées en adoptant une approche d’état
pour la détermination de la classe des régulateurs admissibles par rapport aux hypothèses re-
quises pour leur faisabilité, elles sont basées sur deux équations deRiccati respectivement
associées à la commande avec retour d’état et l’injection desortie intrinsèques au régulateur.
Les hypothèses suivantes complètent l’hypothèse standardHS1 en vue d’assurer l’existence
desSSDPS des équations deRiccati.

HS5. rang

(

F − jωI Gu

Hz Ezu

)

= n+mu pour tout ω ∈ R

HS6. rang

(

F − jωI Gw

Hυ Eυw

)

= n+ pυ pour tout ω ∈ R
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L’hypothèseHS5 (resp.HS6) stipule que la fonction de transfertGzu(s) (resp. Gυu(s)) n’ad-
met aucun zéro sur l’axe imaginaire. Et siHS3 est satisfaite, alorsHS5 etHS6 peuvent être
remplacées par l’hypothèse suivante.

HS7. (F,Gw, Hυ) est stabilisable et détectable

à la lumière de la remarque C.5.

10.4 Le bouquet de problèmes standards

On dispose d’une base de cinq problèmes de commande standards que l’on peut utiliser ju-
dicieusement pour élaborer un problème de commande standard admissible par rapport aux
spécifications d’un système de commande donné.

Le premier problème consiste en une régulation des perturbations que l’on peut ramener en
sortie comme l’indique la figure 10.5 où le quantificateur de performance considéré est

z(t) = −Ws (ρ) υ(t) (10.21)

Gσ(s)

Wp(s)

h −Ipυ

−Ws(s)

R(s)

- -?-

�

- --

+

z(t)w(t)

u(t) υ(t)

FIGURE 10.5 – Exemple 1

Le système standard sous-jacent est alors donné par

G (s) =

(

Ws (s)Wp (s) Ws (s)Gσ (s)
−Wp (s) −Gσ (s)

)

(10.22)

Et comme tenu des équations d’entrée-sortie du système de commande considéré, on peut véri-
fier aisément que

Z(s) = Ws (s)Ss (s)Wp (s)W (s) = T LF
(

G (s) ,R (s)
)

W (s) (10.23)

On peut donc envisager une synthèse qui minimise la fonctionde coût suivante

‖Ws (s)Ss (s)Ww (s)‖∞ (10.24)
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Le deuxième problème consiste en une régulation des perturbations que l’on peut ramener
en sortie avec une robustesse par rapport aux erreurs de modélisation additives directes comme
l’indique la figure 10.6 où le quantificateur de performance est donné par

z(t)
∆
=

(

z1(t)
z2(t)

)

=

(

−Ws (ρ) υ(t)
−Wrs (ρ) u(t)

)

(10.25)

Gσ(s)

Wp(s)

i −Ipυ(s)

−Ws(s)

−Wrs(s)

R(s)

- -?-

�

-

-

-

-

-

+

z2(t)

z1(t)

u(t)

w(t)

υ(t)

FIGURE 10.6 – Exemple 2

Le système standard sous-jacent est donné par

G (s) =





Ws (s)Wp (s) Ws (s)Gσ (s)
0pυ×mw

−Wrs (s)
−Wp (s) −Gσ (s)



 (10.26)

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du système de commande considéré, on peut véri-
fier aisément

Z(s) =

(

Ws (s)Ss (s)Wp (s)
Wrs (s)RSs (s)Wp (s)

)

W (s) = T LF
(

G (s) ,R (s)
)

W (s) (10.27)

On peut donc envisager une synthèse qui minimise la fonctionde coût suivante

∥

∥

∥

∥

(

Ws (s)Ss (s)Wp (s)
Wrs (s)RSs (s)Wp (s)

)∥

∥

∥

∥

∞

(10.28)

Le troisième problème consiste en une poursuite d’une séquence de référence avec une ro-
bustesse par rapport aux erreurs de modélisation multiplicatives en entrée comme l’indique la
figure 10.7 où le quantificateur de performance est donné par

z(t)
∆
=

(

z1(t)
z2(t)

)

=

(

Ws (ρ) υ(t)
Wsc (ρ) y(t)

)

(10.29)
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Gσ(s)

Wr(s)

i Ipυ

Ws(s)

Wsc(s)

R(s)

- -?-

�

-

-

-

-

-

±

z2(t)

z1(t)

u(t) υ(t)

w(t)

FIGURE 10.7 – Exemple 3

Le système standard sous-jacent est donné par

G (s) =





Ws (s)Wr (s) −Ws (s)Gσ (s)
0pυ Wsc (s)Gσ (s)

Wr(s) −Gσ (s)



 (10.30)

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du système de commande considéré, on peut véri-
fier aisément que

Z(s) =

(

Ws (s)Ss (s)Wr (s)
Wsc (s)Ts (s)Wr (s)

)

W (s) = T LF
(

G (s) ,R (s)
)

W (s) (10.31)

On peut donc envisager une synthèse qui minimise la fonctionde coût suivante

∥

∥

∥

∥

(

Ws (s)Ss (s)Wr (s)
Wsc (s)Ssc (s)Wr (s)

)∥

∥

∥

∥

∞

(10.32)

Le quatrième problème consiste en une insensibilité aux bruits de mesure en entréeavec une
robustesse par rapport aux erreurs de modélisation additives et multiplicatives directes en en-
trée comme l’indique la figure 10.8 où le quantificateur de performance est donné par

z(t)
∆
=





z1(t)
z2(t)
z3(t)



 =





−Ws (ρ) υ(t)
−Wsc (ρ) y(t)
−Wrs (ρ) u(t)



 (10.33)

Le système standard sous-jacent est donné par

Gs (s) =









Ws (s)Ww (s) Ws (s)Gσ (s)
0pυ −Wsc (s)Gσ (s)
0pυ −Wrs (s)

−Ww (s) −Gσ (s)









(10.34)
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−Wrs(s)

Gσ(s)

Wb(s)

−Ipυ

−Ws(s)

−Wsc(s)

R(s)

i- -?-

�

- -

+

w(t)

u(t) υ(t)

-

y(t)

- -

-

-

z3(t)

z2(t)

z1(t)

FIGURE 10.8 – Exemple 4

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du système de commande, on peut vérifier aisé-
ment que

Z(s) =





Ws (s)Ss (s)Wb (s)
Wsc (s)Ts (s)Wb (s)

Wrs (s)RSs (s)Wb (s)



W (s) = T LF
(

G (s) ,R (s)
)

W (s) (10.35)

On peut donc envisager une synthèse qui minimise la fonctionde coût suivante

∥

∥

∥

∥

∥

∥





Ws (s)Ss (s)Wb (s)
Ws (s) Ts (s)Wb (s)

Wrs (s)RSs (s)Wb (s)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

(10.36)

Le cinquième problème consiste en une insensibilité aux bruits de mesure avec une robustesse
par rapport aux erreurs de modélisation additives et multiplicatives directes en entrée comme
l’indique la figure 10.9 où le quantificateur de performance est donné par

z(t)
∆
=

(

z1(t)
z2(t)

)

=

(

−W1 (ρ) yσ(t)
−W2 (ρ) uσ(t)

)

(10.37)

Le système standard sous-jacent est donné par

G (s) =





0pυ×mb
W1 (s)Gσ (s)Wp (s) −W1 (s)Gσ (s)

0mu×mb
W2 (s)Wp (s) −W2 (s)

−Wb (s) Gσ (s)Wp (s) −Gσ (s)



 (10.38)
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Wp(s)

Gσ(s) −Ipυ

R(s)

i i- - -

-

- ?

Wr(s)-

?

−W1(s)

−W2(s)

-

-

-

- z2(t)

z1(t)

+∓

u(t)

wp(t)

wb(t)

uσ(t) yσ(t)

�

υ(t)

FIGURE 10.9 – Exemple 5

Et compte tenu des équations d’entrée-sortie du système de commande, on peut établir aisément
que

Z(s) =

(

W1 (s) Ts (s)Wb (s) W1 (s)GSe (s)Wp (s)

W2 (s)RSs (s)Wb (s) W2 (s)Se (s)Wp (s)

)

(

Wb(s)
Wp(s)

)

= T LF
(

G (s) ,R (s)
)

W (s) (10.39)

On peut donc envisager une synthèse qui minimise la fonctionde coût suivante

∥

∥

∥

∥

∥

(

W1 (s) Ts (s)Wb (s) W1 (s)GSe (s)Wp (s)

W2 (s)RSs (s)Wb (s) W2 (s)Se (s)Wp (s)

)∥

∥

∥

∥

∥

∞

(10.40)

Remarque 10.5Les cinq problèmes considérés ont permis d’illustrer le postulat selon lequel
les performances d’un système de commande avec retour unitaires peuvent être convenable-
ment définies au travers d’un modelage approprié (d’une partie) de ses fonctions de sensibilité
usuelles conformément aux recommandations données au chapitre 7. On montrera à la fin de
chapitre que ce postulat peut être étendu naturellement auxproblèmes d’asservissement qui re-
quièrent des structures plus élaborées, en l’occurrence des système de commande à deux degrés
de liberté.

Par ailleurs, le retour unitaire est particulièrement mis en exergue par le bloc de fonction de
transfert±Ipυ . On montera à la fin du chapitre que ce bloc peut être utilisé pour fixer une par-
tie du régulateur en vue de réaliser une compensation parfaite des perturbations, si besoin est,
conformément au concept de modèle interne développé au chapitre 6.

On notera que l’on peut envisager une synthèseH2 au lieu d’une synthèseH∞. Le choix de
la synthèseH∞ est essentiellement motivée par la possibilité d’affinement des performances
et de la robustesse du système de commande en exploitant judicieusement des informations
adéquate relevant de la modélisation du système à commander.
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10.5 SynthèseH2

La synthèseH2 concerne la classe des systèmes standards qui satisfont leshypothèsesHS1,
HS2, HS4, HS5 etHS6. L’hypothèseHS3 n’est pas cruciale pour la faisabilité d’une syn-
thèseH2 et sa présence permet de remplacer les hypothèsesHS5 etHS6 par l’hypothèseHS7.
On retrouve ainsi les hypothèses conventionnelles d’une synthèseLQD, en l’occurrenceHS1,
HS2,HS3, HS4 etHS7, où l’hypothèseHS3 est impérative pour les propriétés de robustesse
remarquables du système de commandeLQ et de l’observateurLQ. Et compte tenu du résultat
??qui stipule que la synthèseLQD est une synthèseH2 spécifique, on considère que la synthèse
H2 a été d’ores déjà amplement développée au chapitre 8 et on se contentera dans ce chapitre
de présenter d’une manière concise le résultat fondamentalsur la synthèseH2 standard qui a
été vigoureusement développé dans [89].

La commandeH2 concerne la classe des systèmes standards (10.16)-(10.18)satisfaisants les
hypothèsesHS1, HS2, HS4, HS5 et HS6 modulo une hypothèseHS4 sans normalisation
des signaux d’entrée-sortie. Quant au problème de commandeH2 standard, on peut le formu-
ler naturellement comme suit.

Déterminer un régulateur admissibleR (s)
qui minimise la normeH2 de la fonction de transfert en boucle ferméeGbf

zw (s), soit

‖Gbf
zw(s)‖2 =

√

1

2π

∫ ∞

−∞

trace
((

Gbf
zw (jω)

)∗

Gbf
zw (jω)

)

(10.41)

Le résultat fondamental suivant précise les propriétés fondamentales qui permettent de conclure
la faisabilité du problème standard de commandeH∞ à partir des matrices hamiltoniennes

Hcre =

(
(

F −GuR
−1
zuE

T
zuHz

)

−GuR
−1
zuG

T
u

−HT
z

(

Ipz −EzuR
−1
zuE

T
zu

)

Hz −
(

F −GuR
−1
zuE

T
zuHz

)T

)

(10.42)

et

His =

(
(

F −GuE
T
υwR

−1
υwHυ

)T −HT
υ R
−1
υwHυ

−Gw

(

Imw
−ET

υwR
−1
υwEυw

)

GT
w −

(

F −GuE
T
υwR

−1
υwHυ

)

)

(10.43)

Résultat 10.4Considérons la classe des systèmes (10.16)-(10.18) satisfaisants les hypothèses
HS1, HS2, HS4, HS5 et posons

Rk (s) =

(

Fk In
Hzk 0

)

et Rm (s) =

(

Fm Gwm

In 0

)

(10.44)

avec

K
∆
= −R−1zu

(

GT
uPcre + ET

zuHz

)

, Fk
∆
= F +GuK et Hzk

∆
= Hz + EzuK (10.45)

M
∆
= −

(

ΣisH
T
υ +GuE

T
υw

)

R−1υw, Fm
∆
= F +MHυ et Gwm

∆
= Gw +MEυw (10.46)

où la matricePcre (resp.Σis) n’est autre que laSSDPS de l’équation algébrique deRiccati
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associée à la matrice hamiltonienneHcre (resp.His). Alors, le problème de commande optimale
H2 admet une solution unique donnée par le régulateur optimal

R(s) =

(

F +GuK +MHυ −M
K 0

)

(10.47)

Et la valeur minimale du scalaireγ est donnée par

γmin =

√

trace (GT
wPcreGw)

2 + trace (RzuMΣisMT ) (10.48)

La preuve de ce résultat est effectuée d’une manière laborieuse et néanmoins compréhensible
dans [88].

Remarque 10.6Les deux équations algébriques deRiccati associées à la commandeH2 stan-
dard sont respectivement données par

(

F −GuR
−1
zuE

T
zuHz

)

Pcre +
(

F −GuR
−1
zuE

T
zuHz

)T
Pcre − PcreGuR

−1
zuG

T
uPcre

+ HT
z

(

Ipz − EzuR
−1
zuE

T
zu

)

Hz = 0

Σis

(

F −GwE
T
υwR

−1
υwHυ

)T
+
(

F −GwE
T
υwR

−1
υwHυ

)

Σis − ΣisH
T
υ R
−1
υwHυΣis

+ Gw

(

Imw
− ET

υwR
−1
υwEυw

)

GT
w = 0

(10.49)

Remarque 10.7Le régulateur optimal est strictement propre et son ordre est égal à celui du
modèle de synthèseG (s). Il peut être mis en oeuvre sous la forme d’une commande avec retour
d’état incorporant un observateur comme suit

RH2







ρx̂(t) = (F +GuK +MHυ) x̂(t)−My(t)

u(t) = Kx̂(t)
(10.50)

Dans le cas particulier oùET
zuHz = EυwG

T
u , les équations algébriques deRiccati se simpli-

fient comme suit

PcreF + F TPcre − PcreGuR
−1
zuG

T
uPcre +HT

z R
−1
υwHz = 0

ΣisF
T + FΣis − ΣisH

T
υ R
−1
zwHυΣis +GwG

T
w = 0

(10.51)

Par ailleurs ; si toutes les variables d’état sont disponibles à la mesure, alors l’observateur n’est
plus nécessaire et le régulateur se réduit à la loi de commande avec retour d’étatu(t) = Kx(t).

10.6 SynthèseH∞

Contrairement au problème standard d’optimisationH2 qui admet une solution unique que
l’on peut obtenir en résolvant deux équations algébriques de Riccati, le problème standard
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d’optimisationH∞ est relativement complexe dans la mesure où il admet plusieurs solutions
et requiert des procedures itératives appropriées ([38]).Pour contourner cette complexité fon-
damentale, il est recommandé de se contenter d’une synthèseH∞ sous-optimale soucieuse des
exigences de l’ingénierie des systèmes, en l’occurrence unbon compromis entre la simplicité
algorithmique et les performances dynamiques que l’on peutformuler naturellement comme
suit :

Etant donné un scalaireγ > 0,
déterminer tous les régulateurs admissiblesR(s), modulo leur existence,

satisfaisant la propriété‖Gbf
zw (s) ‖∞ < γ.

Remarque 10.8L’existence des régulateurs admissibles requiert une spécification adéquate du
scalaireγ, notammentγ ≥ γmin oùγmin n’est autre que la valeur minimale de‖Gbf

zw (s) ‖∞.

Dans ce qui suit, on présence d’une manière concise trois résultats fondamentaux sur la com-
mandeH∞ issus d’une approche d’état. Ces résultats constituent un potential fondamental
de synthèseH∞ pour tout ingénieur soucieux du développement des sciencesde l’ingénieur.
Rappelons que la commandeH∞ concerne la classe des systèmes standards décrits par la re-
présentation d’état

SYS























ρx(t) = Fx(t) +Gww(t) +Guu(t)

z(t) = Hzx(t) + Ezww(t) + Ezuu(t)

υ(t) = Hυx(t) + Eυww(t) + Eυuu(t)

(10.52)

10.6.1 Synthèse usuelle

Considérons le système de régulation usuelle de la figure 10.10 où{ve(t)} et{vs(t)} désignent
les perturbations qui affectent le fonctionnement du système en entrée et en sortie et supposons
qu’il est physiquement admissible. Alors, le système de commande est décrit par les équations

SCS
{ (

Υ(s)
U(s)

)

=

(

−Ss(s) −GSe(s)
−RSs(s) −Te(s)

)(

Vs(s)
Ve(s)

)

(10.53)

Les recommandations du chapitre sur la synthèse d’un système de commande, qui stipulent que
les fonctions de sensibilité usuelles doivent relativement petites, conduisent naturellement au
problème de commande suivant : déterminer un régulateur admissibleR(s) qui assure, pour
un scalaireγ ≥ 0 donné, la propriété suivante

∥

∥

∥

∥

(

Ss(s) GSe(s)
RSs(s) Te(s)

)∥

∥

∥

∥

∞

< γ (10.54)

et donc

‖Ss(s)‖∞ < γ, ‖GSe(s)‖∞ < γ, ‖RSs(s)‖∞ < γ et ‖Te(s)‖∞ < γ (10.55)
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Gσ(s)

R(s) l

l --

6

� �
?

+

−

ve(t) uσ(t)

υ(t) vs(t)

yσ(t)

u(t)

FIGURE 10.10 – Système de régulation usuelle

que l’on peut interpréter comme un quantificateur de performance trivial dans la mesure où il
constitue un compromis naturel entre l’évolution de la sortie et celle de la commande du sys-
tème par rapport aux perturbations qui affectent son fonctionnement aussi bien en entrée qu’en
sortie.

Ce problème de commande n’offre aucune possibilité d’affinement des performances dyna-
miques du système de commande ou de sa robustesse en stabilité sur des bandes de fréquences
spécifiques. Néanmoins, il admet une solution remarquable comme l’indique le résultat suivant

Résultat 10.5Considérons le système de commande de la figure 10.10 et supposons que(F,G,H)
est une réalisation d’état minimale de la fonction de transfert du systèmeGσ(s). Alors, la va-
leur minimal du scalaireγ pour laquelle il existe un régulateur admissibleR(s) réalisant la
propriété 10.55 est donnée par

γmin =
√

1 + λsup (ΣisPcre) (10.56)

oùΣis etPcre sont les solutions des deux équations deRiccati respectivement données par

FPcre + F TPcre − PcreGG
TPcre +HTH = 0

ΣisF
T + FΣis − ΣisH

THΣis +GGT = 0
(10.57)

Par ailleurs, pour toutγ ≥ γmin, il existe un régulateur admissible unique décrit par la réali-
sation d’état(Fr, Gr, Hr) donnée par

Fr = F −GGTPcre + γ2 (In + ΣisPcre − γ2In)
−1

ΣisH
TH

Gr = −γ2 (In + ΣisPcre − γ2In)
−1

ΣisH
T

Hr = GTPcre

(10.58)

La preuve de ce résultat est donnée dans [39]. Le qualificatif usuelle de la synthèse est par-
ticulièrement motivé par le fait que la valeur minimale du scalaire γ peut être préalablement
déterminée contrairement au résultats de synthèse qui seront présentés ultérieurement.
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Cette synthèse usuelle peut être préalablement confortée par un modelage en boucle ouverte
du système à commander en vue d’affiner les performances nominales et la robustesse du sys-
tème de commande. Ce modelage a été initialement préconisé par McFarlane etGlover ([28],
[29]) à partir de deux pondérations fréquentiellesWe(s) etWs(s) respectivement placées en
amont et en aval du système comme le montre la figure 10.11. Il est réalisé selon une démarche
rationnelle en deux étapes.

Gσ(s)

Rw(s)

We(s) Ws(s)-

�

- -

↑↓

Rw(s)We(s) Ws(s)

Gσ(s)

�

-

� �

FIGURE 10.11 – "Open loop shapping"

La première étape consiste à spécifier les pondérationsWe(s) etWs(s), en vertu des postu-
latsP1,P2 etP3 donnés au paragraphe 7.4.2, pour la fonction de transfert dusystème pondéré

Gp(s)
∆
= We(s)G(s)Ws(s)

au lieu de la fonction de transfert en boucle ouverte en sortie (resp. en entrée) du système
de commande, i.e.Goe(s) (resp. Gos(s)). Les conditions de grands gains en basses fréquences
(resp. de petits gains en hautes fréquences) peuvent être satisfaites par une action intégrale
(resp. une action de filtrage passe-bas) que l’on peut introduire naturellement à partir des pon-
dérations. La bande passante désirée, i.e.ω ∈ R / σmax (Gp(jω)) ≤ 1, peut être aisément
obtenue en ajustant le gain de l’une des pondérations considérées. Par ailleurs, on peut ajuster
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la pente au voisinage de la fréquence de passage à0db en introduisant une avance de phase
adéquate via les pondérations.

La deuxième étape consiste en la détermination d’un régulateur admissible à partir de la
synthèse usuelle appliquée au système pondéré, i.e.Gp(s). On aura alors

∥

∥

∥

∥

(

Sp(s) Sp(s)Gp(s)
Rp(s)Sp(s) Rp(s)Sp(s)G(s)

)∥

∥

∥

∥

∞

< γ

avec

Sp(s) =
(

Ipp + Gp(s)Rp(s)
)−1

Ceci nous amène naturellement au régulateur que l’on doit mettre en rétroaction avec le sys-
tème, soit

R(s) = Ws(s)Rp(s)We(s)

On peut ainsi tirer le meilleur profit de l’approche fréquentielle classique tout en incorporant
des actions appropriées pour la compensation parfaite des perturbations dont les pôles du mo-
dèle générateur sont connus et l’insensibilité aux bruits de mesure inéluctables.

Remarque 10.9Compte tenu des performances réalisées pour le système pondéré, on montre
aisément que le modelage effectué sur la fonction de transfert du système pondéré est semblable
au modelage réalisé à posteriori avec la fonction de transfert en boucle ouverte du système de
commande pourvu que les valeurs deγ relativement faibles, e.g.2 ≤ γ ≤ 3. Et comme la
valeur minimale deγ peut être préalablement déterminée, soit avant le calcul durégulateur, on
peut l’utiliser pour vérifier si la spécification des pondérations est convenable par rapport à la
vraisemblance des modelages à priori et à posteriori.

10.6.2 Synthèse standard

Le problème de commandeH∞ standard concerne la classe des systèmes standards satisfaisant
les hypothèsesHS1, HS2,HS3,HS4 etHS7. L’appellation synthèse standard est motivée par
le fait que la classe de systèmes standards recouvre la plupart des problèmes de commande. Le
résultat fondamental suivant précise les propriétés fondamentales qui permettent de conclure
la faisabilité du problème standard de commandeH∞ à partir des matrices hamiltonnienes

Hcre =

(

F γ−2GwG
T
w −GuG

T
u

−HT
z Hz −F T

)

(10.59)

et

His =

(

F T γ−2HT
z Hz −HT

υ Hυ

−GwG
T
w −F

)

(10.60)

Résultat 10.6Considérons le problème de commande sous optimale décrit par la représenta-
tion d’état (10.52) et satisfaisant les hypothèsesHS1, HS2,HS3,HS4 etHS7, alors il existe
un régulateur admissibleR(s) tel que‖Gbf

zu (s) ‖∞ < γ si et seulement si les trois propriétés
suivantes sont satisfaites.
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P1. Hcre ∈ dom (Ric) et Pcre
∆
= Ric (Hcre) ≥ 0

P2. His ∈ dom (Ric) et Σis
∆
= Ric (Hins) ≥ 0

P3. ̺ (PcreΣis) < γ2

Remarque 10.10Les propriétésP1 etP2 stipulent que les équations algébriques deRiccatti
associées aux matrices hamiltoniennesHcre etHis admettent desSSDPS , soit

P1. L’équation algébrique deRiccati

F TPcre + PcreF + Pcre

(

γ−2GwG
T
w −GuG

T
u

)

P +HT
z Hz = 0

admet une solution définie positivePcre = P T
cre ≥ 0 et stabilisante, i.e.

V
(

F +
(

γ−2GwG
T
w −GuG

T
u

)

Pcre

)

⊂ Dsa

P2. L’équation algébrique deRiccati

FΣis + ΣisF
T + Σis

(

γ−2HT
z Hz −HT

υ Hυ

)

Σis +GwG
T
1 = 0

admet une solution définie positiveΣis = ΣT
is ≥ 0 et stabilisante, i.e.

V
(

F + Σis

(

γ−2HT
z Hz −HT

υHυ

))

⊂ Dsa

Remarque 10.11Une procedure itérative a été proposée pour déterminer le gain H∞ optimal
γopt, modulo une précision donnée, en utilisant un processus de dichotomie, qui est connu dans
la littérature de commandeH∞ sous l’appellationγ-itération. Elle consiste à réaliser les étapes
suivantes.

E1. Initialiser le processus de dichotomie avec un intervalle[γmin, γmax] contenantγopt.

E2. Tant que la longueur de l’intervalle[γmin, γmax] est supérieure à la précision requise,
tester si toutes les propriétésP1, P2 etP3 sont satisfaites au point médian

γ =
1

2

(

γmin + γmax

)

Et si oui, éliminer la moitié droite de l’intervalle en posant γmax = γ. Autrement, éliminer
la moitié gauche en posantγmin = γ.

Le résultat fondamental suivant caractérise la classe de régulateurs admissibles par rapport au
problème de commandeH∞ sous-optimal.

Résultat 10.7Considérons le problème de commande sous optimale et supposons que les pro-
priétésP1, P2 etP3 du résultat 10.6 sont vraies, alors la classe des régulateurs admissibles
H∞ sous-optimaux est donnée par l’ensemble des fonctions de transfert donné par

Ra(s) = Fi (Ga(s),Qa(s))
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oùQ(s) est une fonction de transfert stable telle queQ(s)‖∞ < γ et

Ga(s) =





Fc −ΓΣisH
T
υ ΓGu

−GT
uPcre 0mu×pυ Imu

−Hυ Ipυ 0pυ×mu





avec

Γ =
(

In − γ−2PcreΣis

)−1

Fc = F + γ−2GwG
T
wPcre −GuG

T
uPcre − ΓΣisH

T
υHυ

Ga(s)

Q(s)

-

- -

�

y(t) u(t)

Parmi cette famille de régulateurs, on distingue lerégulateur central qui correspond à la spé-
cification trivialeQ(s) = 0 ; il est donné par

Rc(s) =

(

Fc −ΓΣisH
T
υ

−GT
uPcre 0

)

(10.61)

Remarque 10.12Le régulateur central est strictement propre et son ordre est égal à l’ordre du
modèle de synthèseG (s). Il peut être mis en oeuvre sous la forme d’une commande avec retour
d’état incorporant un observateur comme suit

REGC























ρx̂(t) = F x̂(t) +Guu(t) + ΓΣisH
T
υ (υ(t)−Hυx̂(t)) +Gwŵ(t)

ŵ(t) = γ−2GT
wPcrex̂(t)

u(t) = Hcx̂(t)

(10.62)

L’observateur d’état du régulateur central et leFK diffèrent par le terme additionnelGwŵ(t) ;
la séquence{ŵ(t)} peut être interprétée comme une estimée des perturbations dans le cas le
plus défavorable : le pire cas. Et comme le gain d’observation dépend du gain de commande
avec retour d’état, le régulateur central n’hérite pas de laséparation des synthèses du système
de commande avec retour d’état et de l’observateur du filtre deKalman intrinsèque à la com-
mandeLQD. Le régulateur central peut toutefois tendre asymptotiquement vers un régulateur
LQD pourvu que le scalaireγ tends vers l’infini, i.e.

lim
γ→∞

Rc (s) = Rlqd (s) (10.63)
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10.6.3 Synthèse générale

On peut étendre le problème de la commandeH∞ à la classe des systèmes standards satisfai-
santsHS1,HS4,HS5 etHS6 qui est relativement large par rapport à la classe des systèmes
considérée pour la synthèse standard. Le résultat fondamental suivant précise les propriétés
fondamentales qui permettent de conclure la faisabilité duproblème de commandeH∞ à partir
des matrices hamiltoniennes

Hcre =

(

F 0
−HT

z Hz −F T

)

−
(

Gzw Gzu

−HT
z Ezw −HT

z Ezu

)

R−1cre

(

ET
zwHz GT

w

ET
zuHz GT

u

)

(10.64)

et

His =

(

F T 0
−GwG

T
w −F

)

−
(

HT
w HT

υ

−GwE
T
zw −GwE

T
υw

)

R−1is

(

EzwG
T
w Hz

EυwG
T
w Hυ

)

(10.65)

où les matricesRcre etRis sont des matrices respectivement données par

Rcre =

(

ET
zwEzw − γ2Imw

ET
zwEzu

ET
zuEzw ET

zuEzu

)

et Ris =

(

EzwE
T
zw − γ2Ipz EzwE

T
υw

EυwE
T
zw EυwE

T
υw

)

(10.66)

Les gains du retour d’état et d’injection de sortie associéssont respectivement donnés par les
expressions

K
∆
=

(

Kw

Ku

)

= −R−1cre

(

ET
zwHz +GT

wPcre

ET
zuHz +GT

uPcre

)

(10.67)

M
∆
=
(

Mz Mυ

)

= −
(

GwE
T
zw + ΣisH

T
z GwE

T
υw + ΣisH

T
υ

)

R−1is (10.68)

Et commemw ≥ pυ etpz ≥ mu, les matricesKw etMz peuvent être décomposées comme suit

Kw
∆
=

(

Kw1

Kw2

)

et Mz
∆
=
(

Mz1 Mz2

)

(10.69)

Remarque 10.13Compte tenu du fait quepz ≥ mu etpυ ≤ mw, nous avons adopté la partition
matricielle

( × KT

MT E

)

∆
=









× KT
w1 KT

w2 Ku

MT
z1 Ezw11 Ezw12 0(pz−mu)×mu

MT
z2 Ezw21 Ezw22 Imu

MT
υ 0pυ×(mw−pυ) Ipυ 0pυ×mu









qui est faisable sipz > mu et pυ < mw. Dans le caspz = mu ( resp. pυ = mw ) les matrices
Ezw11 etEzw12 ( resp. Ezw12 et Ezw22) disparaissent.

Les deux résultats suivants précisent les conditions d’existence d’un régulateur admissible qui
réalise les performances requises d’un système de commandesous-optimalH∞ et donne la
classe des régulateurs sous-optimauxH∞ pour la classe des systèmes standards considérée.
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Résultat 10.8Considérons le système décrit par la description (10.52) etsatisfaisant les hy-
pothèsesHS1,HS4,HS5 etHS6. Alors, il existe un régulateur admissible satisfaisant lapro-
priété

‖F (G(s),R(s)) ‖∞ < γ

si et seulement si les propriétés suivantes sont vraies.

P1. Le scalaireγ doit être convenablement spécifié, i.e.

γ > max
(

σmax

(

Ezw11
Ezw12

)

, σmax

(

ET
zw11

ET
zw21

))

P2. L’équation algébrique deRiccati associée à la commande avec retour d’état admet une
SSDPS solution, soit

Hcre ∈ dom (Ric) avec Pcre
∆
= Ric (Hcre) ≥ 0

P3. L’équation algébrique deRiccati associée à l’injection de sortie admet uneSSDPS
solution, soit

Hins ∈ dom (Ric) avec Σis
∆
= Ric (Hins) ≥ 0

P4. ̺ (PcreΣis) < γ2

Résultat 10.9Considérons le système décrit par la description (10.52) etsupposons que toutes
les propriétésP1, P2, P3 etP4 du résultat 10.8 soient vraies. Alors, la classe des régulateurs
admissiblesR (s) satisfaisant la propriété

‖F (G (s) ,R (s)) ‖∞ < γ

sont données par

R (s) = Fℓ

(

Ḡ (s) , Q̄ (s)
)

pour Q̄ (s) ∈ RH∞ / ‖Q̄ (s) ‖ < γ (10.70)

avec

Ḡ (s) =





F̄ Ḡ1 Ḡ2

H̄1 Ē11 Ē12

H̄2 Ē21 0



 (10.71)

où la matriceĒ est constituée comme suit

Ē11 = −Ezw21E
T
zw11

(

γ2I(pz−mu) −Ezw11E
T
zw11

)−1
Ezw12 −Ezw22

Ē12Ē
T
12 = Imu

− Ezw21

(

γ2I(mw−pυ) − ET
zw11

Ezw11

)−1
ET

zw21

ĒT
21Ē21 = Ipυ − ET

zw12

(

γ2I(pz−mu) −Ezw11E
T
zw11

)−1
Ezw12

(10.72)

et
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Γ = (In − γ−2ΣisPcre)
−1

Ḡ2 = Γ (Gu +Mz2) Ē12

H̄2 = −Ē21 (Hυ +Kw2)

Ḡ1 = −ΓMυw + Ḡ2Ē
−1
12 Ē11

H̄1 = Ku + Ē11Ē
−1
21 H̄2

F̄ = F +GK + Ḡ1Ē
−1
21 H̄2

(10.73)

La preuve de ce résultat est effectuée d’une manière laborieuse et néanmoins compréhensible
dans [88]. Elle permet d’acquérir une maîtrise de la synthèseH∞ que l’on peut exploiter judi-
cieusement lors des formulation des problèmes de commandeH∞.

Les remarques suivantes constituent un complément du résultat fondamental 10.9 qui permet
de l’utiliser convenablement et de montrer qu’il est possible de relâcher les hypothèses structu-
rellesHS2 etHS4.

Remarque 10.14Le gainH∞ optimalγopt peut être déterminé en utilisant la procedure itéra-
tive donnée dans la remarque 10.11.

Remarque 10.15On distingue trois problèmes de commandeH∞ qui se distinguent par les
matricesEzu etEυw.

• Le premier concerne le casEzu = Imu
où les matricesEzw11,Ezw12 etEzu1 n’existeraient

pas. La condition associée à la propriétéP1 du résultat 10.8 se simplifie comme suit

γ > max (σmax (Ezw21))

Et les expressions des matricesĒ11, Ē12 et Ē21 du résultat 10.9 deviennent

Ē11 = −Ezw22 , Ē12Ē
T
12 = Imu

− γ−2Ezw21E
T
zw21

et ĒT
21Ē21 = Ipυ

• Le deuxième concerne le casEυw = Ipυ où les matricesEzw11, Ezw21 etEyw1 n’existe-
raient pas. La condition associée à la propriétéP1 du résultat 10.8 se simplifie comme
suit

γ > max (σmax (Ezw12))

Et les expressions des matricesĒ11, Ē12 et Ē21 du résultat 10.9 deviennent

Ē11 = −Ezw22 , Ē12Ē
T
12 = Imu

et ĒT
21Ē21 = Ipυ − γ−2ET

zw12
Ezw12
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• Le troisième concerne le casEzu = Imu
et Eυw = Ipυ où les matricesEzw11, Ezw21,

Eυw1, Ezw11, Ezw21 etEυw1 n’existeraient pas. La condition associée à la propriétéP1
du résultat 10.8 est supprimée et les expressions des matricesĒ11, Ē12 et Ē21 du résultat
10.9 deviennent

Ē11 = −Ezw22 , Ē12Ē
T
12 = Imu

et ĒT
21Ē21 = Ipυ

Remarque 10.16Considérons le système de commande standard dont le diagramme fonction-
nel peut être représenté comme le montre la figure 10.12 où{zp(t)} ∈ Rpz , {υp(t)} ∈ Rpυ ,
{wp(t)} ∈ Rmw , {up(t)} ∈ Rmu.

Gp(s)

Rp(s)

-

- -

�

wp(t) zp(t)

up(t) υp(t)

FIGURE 10.12 – Forme standard

On se propose de réaliser une synthèseH∞ sous optimale à partir du résultat?? en supposant
que le système standard correspondant est décrit par la réalisation d’état

R
(mw+mu)×(pz+pυ) (s) ∋ G(s) =

(

Fp Gp

Hp Ep

)

∆
=





Fp Gpw Gpu

Hpz Epzw Epzu

Hpυ Epυw Epυu





où la matriceEpzu (resp. la matriceEpυw) est de rang (colonne) (resp. (ligne)) plein. Pour ce
faire, il suffit de procéder à une normalisation des matricesEpzu etEpυw en procédant à leur
factorisation à partir des décompositions en valeurs singulières comme suit

Epzu = Uzu

(

0(pz−mu)×mu

Imu

)

Vzu et Epυw = Vυw
(

0pυ×(mw−pυ) Ipυ
)

Uυw

où Uzu ∈ Rpz×pz et Uυw ∈ Rmw×mw sont des matrices unitaires etVzu ∈ Rpz×pz et Vυw ∈
Rmw×mw sont des matrices régulières. En effet, si l’on pose

zp = Uzuz, υp = Vυwυ, wp = UT
zuw et up = Vzuu

on aura

R(s) = VzuRp(s)Vυw
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G(s) =
(

UT
zu 0
0 V −1υw

)

Gp(s)

(

UT
υw 0
0 V −1zu

)

=







Fpσ GpwU
T
υw GpuV

−1
zu

UT
zuHpz UT

zuEpzwU
T
υw UT

zuEpzuV
−1
zu

V −1υw Hpυ V −1υw EpυwU
T
zu V −1υw EpυuV

−1
zu







=





F Gw Gu

Hz Ezw Ezu

Hυ Eυw Eυu





=

(

F G
H E

)

avec

Ezu =

(

0(pz−mu)×mu

Imu

)

et Eυw(s) =
(

0pυ×(mw−pυ) Ipυ
)

On recouvre bien le contexte de synthèse du résultat 10.9. Par ailleurs, on a

‖Fℓ (Gp (s) ,Rp (s)) ‖∞ = ‖UzuFℓ (Gp (s) ,Rp (s))Uυw‖∞ = ‖Fℓ (G (s) ,R (s)) ‖∞

et

Rp(s) = V −1zu R(s)V −1υw

Remarque 10.17Supposons queR (s) est un régulateurH∞ sous optimal avecEυu = 0. Alors
R (s) (Imu

+ EυuR (s))−1 est un régulateurH∞ sous optimal avecEυu 6= 0. Ce postulat est
essentiellement justifié par le fait que si

G (s) = Gs (s) +

(

0pz×mw
0pz×mu

0pυ×mw
Eυu

)

et R (s) = Rs (s) (Imu
+ EpwR (s))−1

alors

Fℓ (Gs (s) ,Rs (s)) = Fℓ (G (s) ,R (s))

10.7 Sensibilité mixte.

Les recommandations du chapitre 7 sur les performances nominales et la robustesse en stabilité
suggèrent de réduire autant que possible les fonctions de sensibilité usuelles en vue de réaliser
les spécifications usuelles d’un système de commande, notamment

σmax (Ss (ωj)) ≤ γs (resp. σmax (Ts (ωj)) ≤ γsc) (10.74)

pour réaliser un rejet des perturbations que l’on peut ramener en sortie du système (resp. une
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robustesse en stabilité par rapport aux incertitudes multiplicatives directes en sortie). La réduc-
tion des fonctions de sensibilité usuelles doit être faite dans des bandes de fréquences appro-
priées, notamment les basses (resp. hautes) fréquences pour les perturbations de charge (resp.
les bruits de mesure) et des bandes de fréquences spécifiquespour les erreurs de modélisation.
Ceci nous amène au concept de modelage des fonctions de sensibilité usuelles, communément
connu sous l’appellation "loop shapping". Ce dernier consiste à utiliser des pondérations fré-
quentielles appropriées pour incorporer les connaissances disponibles sur les spectres de la
séquence de référence, des perturbations, des bruits de mesure et des erreurs de modélisation
dans la formulation du problème. Les objectifs (10.74) deviennent alors

σmax (Ws (ωj)Ss (ωj)) ≤ γsp (resp. σmax (Wsc (ωj)Ts (ωj)) ≤ γscp) (10.75)

oùWs (s) (resp.Wsc (s)) désigne une fonction de pondération proprement spécifiée par rap-
port au spectre des perturbations (resp. des bruits de mesure).

Outre une harmonisation des composantes des différents signaux mis en jeu dans le système
de commande, le concept de pondération fréquentielle permet de se focaliser sur une zone de
fréquences spécifique par rapport aux spectres des différentes entrées exogènes. Ainsi, on peut
spécifier convenablement les performances requises en exploitant convenablement les connais-
sances disponibles sur la séquence de référence, les perturbations et les bruits de mesure. Les
pondérationsWpe (s), Wps (s) etWb (s) sont essentiellement utilisées pour refléter les spectres
des perturbations et des bruits de mesure. Les pondérationsWs (s) et We (s) sont principa-
lement utilisées pour modeler les fonctions de sensibilitéusuellesSs (s) et RSs (s) avec une
éventuelle contrainte sur l’amplitude de la commande. Quant à la pondérationWr (s), elle per-
met de modeler la dynamique de poursuite en utilisant un régulateur à deux degrés de liberté
si besoin est.

La spécification des pondérations n’est pas trivial, elle requiert un savoir faire acquis par la
pratique et que l’on peut initier en étudiant tous les problèmes traités dans les ouvrages pé-
dagogiques, notamment [77] et [89]. Dans le cas des objectifs de commande (10.75),Ws(s)
(resp.Wsc(s)) est une fonction de pondération donnée du type passe-haut (resp. passe bas)
qui permet de réaliser l’atténuation désirée pour la fonction de sensibilité (resp. de sensibilité
complémentaire) et que l’on peut spécifier comme suit

Ws(s) = Ws(s)Ipυ

(

resp.Wsc(s) = Wsc(s)Imu

)

avec

Ws(s) =









1

µs

s+ ωb

s









−→









1

µs

s+ ωb

s+ εsωb

















resp. Wsc(s) =







s+
ωb

µsc

ωbc






−→







s+
ωb

µsc

εscs+ ωbc






−→







s+
ωb

k
√
µs

k
√
εscs+ ωb







k








Ces problèmes de commande ne sont bien posés d’un point de vuepratique dans la mesure où
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ils se focalisent sur une seule fonction de sensibilité usuelle et qu’ils requièrent des hypothèses
relativement restrictives sur la classe des systèmes à commander, en l’occurrence tous les zéros
du système sont situés dans le domaine de stabilité. Les objectifs correspondants peuvent être
toutefois impliqués par la réduction d’une matrice composée de deux, trois ou quatre fonctions
de sensibilité usuelles, que l’on peut formuler sous la forme d’un problème standard. Ceci nous
amène naturellement au concept de sensibilité mixte permetde réaliser un modelage de la fonc-
tion de sensibilité avec une, deux ou trois autres fonction de sensibilité usuelle du système de
commande. On donne ci-dessous les deux problèmes de commandeH∞ remarquables relevant
du concept de sensibilité mixte

• Le premier problème concerne la recherche d’un régulateur admissible qui réalise la pro-
priété suivante

∥

∥

∥

∥

(

Ws(s)S(s)Ww(s)
Wrs(s)RS(s)Ww(s)

)∥

∥

∥

∥

∞

< γ

et donc

‖Ws(s)S(s)Ww(s)‖∞ < γ et ‖Wrs(s)RS(s)Ww(s)‖∞ < γ

• Le second problème concerne la recherche d’un régulateur admissible qui réalise la pro-
priété suivante

∥

∥

∥

∥

(

Ws(s)S(s)Ww(s)
Wsc(s)T (s)Ww(s)

)∥

∥

∥

∥

∞

< γ

et donc

‖Ws(s)S(s)Ww(s)‖∞ < γ et ‖Wsc(s)T (s)Ww(s)‖∞ < γ

où Ws(s), Wrs(s) et Wsc(s) sont des pondérations appropriées des fonctions de sensibilité
usuellesS(s), RS(s) etT (s), alors que la pondérationWw(s) n’est autre qu’un modèle géné-
rateur de la séquence{w(t)}.

Compte tenu de l’approche systémique présentée au chapitre7, on peut dire que le problème
de sensibilité mixteS/RS (resp. S/T ), peut être obtenu à partir d’une formulation adéquate
d’un problème de rejet des perturbations ramenées en sortiedu système (resp. de poursuite
d’une séquence de référence) avec une insensibilité du système de commande par rapport aux
bruits de mesure en entrée (resp. en sortie) ou une robustesse par rapport aux erreurs de modé-
lisation additives directes (resp. multiplicatives directes en sortie) ; comme le montre la figure
10.6 (resp. la figure 10.7). Il est important de noter que le concept de sensibilité mixteS/RS
(resp. S/T ) n’est pas relativement versatile pour réaliser un bon compromis performances-
robustesse ([77]). En effet, il engendre naturellement unesimplification des pôles du système
par les zéros du régulateur qui limite les performances dynamiques du système de commande
dans le cas des systèmes relativement lents et/ou flexibles.Cette problématique a été rigoureu-
sement étudiée dans [75] où le résultat principal est donné ci-dessous.

Résultat 10.10Considérons le problème de sensibilité mixteS/RS pour la classe des sys-
tèmes standards satisfaisant les hypothèsesH1 à H6 et supposons que les pondérationsWs(s)
et Wrs(s) sont stables et admettent des inverses stables. Alors le système de commandeH∞
sous-optimal associé exhibe les propriétés de simplification pôles-zéros suivantes
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• Chaque pôle stable du système, i.e. de la fonction de transfert Gυu(s), est un zéro de
transmission du régulateur i.e. de la fonction de transfertR(s).

• Si pi est un pôle instable du système, alors−pTi est un pôle de la fonction de sensibilité
So.

• Chaque pôle deWs(s) est un pôle du régulateur et chaque pôle deWrs(s) es un zéro de
transmission du régulateurR(s).

Pour pallier cette simplification des pôles et des zéros, il suffit de conforter la fonction coût
en incorporant une ou deux autres fonctions de sensibilité usuelles dans la fonction coût. Ceci
nous amène naturellement au concert de sensibilité généralisée que l’on peut présenter à partir
des trois problèmes de commande standard donnés ci-dessous.

• Le premier problème concerne la recherche d’un régulateur admissible qui réalise la pro-
priété suivante

∥

∥

∥

∥

∥

∥





Ws(s)Ss(s)Ww(s)
Wrs(s)RSs(s)Ww(s)
Wsc(s)Ts(s)Ww(s)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

< γ

et donc

‖Ws(s)Ss(s)Ww(s)‖∞ < γ, ‖Wrs(s)RSs(s)Ww(s)‖∞ < γ

et ‖Wsc(s)Ts(s)Ww(s)‖∞ < γ

• Le second problème concerne la recherche d’un régulateur admissible qui réalise la pro-
priété suivante

∥

∥

∥

∥

∥

∥





Ws(s)Se(s)Ww(s)
Wgs(s)GSe(s)Ww(s)
Wsc(s)Te(s)Ww(s)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

< γ

et donc

‖Ws(s)Se(s)Ww(s)‖∞ < γ, ‖Wgs(s)GSe(s)Ww(s)‖∞ < γ,

et ‖Wsc(s)Te(s)Ww(s)‖∞ < γ

• Le troisième problème concerne la recherche d’un régulateur admissible qui réalise la
propriété suivante

∥

∥

∥

∥

∥

( Ws(s)Ss(s)Wd(s) Wgs(s)SG(s)Wd(s)

Wrs(s)RSs(s)Wd(s) Wsc(s)Te(s)Wd(s)

)∥

∥

∥

∥

∥

∞

< γ

et donc

‖Ws(s)Ss(s)Wd(s)‖∞ < γ, ‖Wgs(s)SG(s)Wd(s)‖∞ < γ,

‖Wgs(s)SG(s)Wd(s)‖∞ < γ et ‖Wgs(s)SG(s)Wd(s)‖∞ < γ

où Ws(s), Wrs(s) et Wsc(s) sont des pondérations appropriées des fonctions de sensibilité
usuellesS(s), RS(s) etT (s), alors queWw(s) peut être interprété comme un modèle généra-
teur des perturbations.
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10.8 Eléments de synthèse

Le contexte de synthèseH2 et H∞ considéré a été utilisé dans de nombreuses études allant
de la régulation industrielle au pilotage des véhicules spatiaux en passant par des problèmes
de conduite de procédés industriels. Ces études ont été essentiellement réalisées dans le cadre
de collaborations fructueuses entre les prestigieux centre de recherche en automatique et des
centres de développement technologiques dans tous les secteurs industriels. Plusieurs exemples
ont été traités d’une manière compréhensible dans des ouvrages pédagogiques ([1], [25], [26],
[30], [74], [77]). On se propose, dans ce qui suit de mettre enexergue quatre aspects de syn-
thèse intrinsèques aux synthèsesH2 etH∞.

La détermination d’une réalisation d’état minimale du modèle de synthèse standardà
partir de sa fonction de transfert n’est pas faisable par lesalgorithmes de réalisation dispo-
nibles. En effet, ces algorithmes ne tiennent pas compte de l’apparition répétée de la fonction
de transfert du système au sein du modèle de synthèse standard ; ils procèdent à une duplication
des modes du système qui conduit naturellement à une réalisation d’état non minimale.

Pour pallier ce problème, on effectue une décomposition de la fonction de transfert du mo-
dèle de synthèse standard en un produit de fonctions de transfert où la fonction de transfert et
les pondérations n’apparaissent qu’une seule fois avant deprocéder à une multiplication des
réalisations (voir paragraphe 2.5). On obtient ainsi une réalisation d’état minimale du modèle
de synthèse standard pourvu que les réalisations d’état du système et des pondérations soient
minimales. Pour illustrer cette démarche, considérons le cas du premier problème de sensibilité
mixte généralisée avec une pondérationWw (s) = I, la fonction de transfert du modèle de
synthèse standard peut être décomposée comme suit

G (s) =









Ws(s) −Ws(s)G(s)
0 Wrs(s)
0 Wsc(s)Gσ(s)
I −Gσ(s)









= diag {Ws(s),Wrs(s),Wsc(s), I}









I −Gσ(s)
0 I
0 Gσ(s)
I −Gσ(s)









= diag {Ws(s),Wrs(s),Wsc(s), I}









I 0 −I
0 I 0
0 0 I
I 0 −I













I 0
0 I
0 Gσ(s)





Et si l’on considère les réalisations d’état minimales pourle système à commander et les pon-
dérations

Gσ(s) =

(

Fσ Gσ

Hσ Eσ

)

Ws(s) =

(

Fws Gws

Hws Ews

)

, Wrs(s) =

(

Fwrs Gwrs

Hwrs Ewrs

)

et Wsc(s) =

(

Fwsc Gwsc

Hwsc Ewsc

)

,
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alors on aura

diag {Fws, Fwrs, Fwt, I} =





diag (Fws, Fwrs, Fwt) diag (Gws, Gwrs, Gwt) 0
diag (Hws, Hwrs, Hwt) diag (Ews, Ewrs, Ewt) I

0 0 I









I 0
0 I
0 Gσ(s)



 =









Fg 0 Gg

0 I 0
0 0 I
Hg 0 Gg









Et en vertu des règles multiplication des réalisations, on obtient

G(s) = diag {Ws(s),Wrs(s),Wsc(s), I}













Fg 0 Gg

−Hg I −Eg

0 0 I
Hg 0 Eg

−Hg 0 −Eg













=

























Fg 0 0 0 0 Gg

−GwsHg Fws 0 0 Gws −GwsEg

0 0 Fwrs 0 0 Gwrs

GwscHg 0 0 Fwsc 0 GwscEg

−EwsHg Hws 0 0 Ews −EwsEg

0 0 Hwrs 0 0 Ewrs

EwscHg 0 0 Hwsc 0 EwscEg

−Hg 0 0 0 I −Eg

























(10.76)

Cette réalisation du système standard est bien minimale et son ordre n’est autre que la somme
de l’ordre du système et des ordres des pondérations fréquentielles considérées, soit

ngs = nσ + nws
+ nws

+ nws

On peut ainsi utiliser cette réalisation comme un modèle de synthèseH2 et H∞ d’un sys-
tème de commande en fonction des spécifications requises, enl’occurrence une réduction des
perturbations (resp. une insensibilité aux bruits de mesure) admissible avec les performances
dynamiques désirées.

Une spécification des fonctions pondérations soucieusedes spécifications requises du sys-
tème de commande et de la faisabilité de sa synthèse, i.e. la satisfaction des hypothèses stan-
dardsHS1 àHS6. Cette spécification n’est pas triviale, elle requiert une lecture attentive de la
littérature pour une meilleure perception des performances admissibles des systèmes de com-
mande linéaire. Cette perception est vitale pour une inscription dans l’ordre des architectes
des systèmes de commande susceptibles de contribuer au développement d’une ingénierie des
systèmes à haute valeur ajoutée.

Une lecture assidue de la littérature nous enseigne que l’onne peut pas façonner arbitrairement
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le comportement d’un système de commande, en l’occurrence une réduction des performances
dynamiques et de robustesse lorsque le système admet des pôles (resp. des zéros) situés dans
le demi plan complexe de droite et relativement éloignées (resp. proches) de l’axe imaginaire
([36], [40], [76], [77], [86], [89]). Ainsi, on ne peut pas négocier un compromis performances-
robustesse admissible sans acquérir un potentiel fondamental pour avoir l’habilité requise pour
ce faire. Le résultat le plus populaire concerne l’intégrale de sensibilité deBode.

Résultat 10.11Considérons un système de commande dont la fonction de transfert en boucle
ouverte en sortie admetnpi pôles instables et son degré relatif est supérieur ou égal à 2, alors
le système de commande est asymptotiquement stable si

∫ ∞

0

Ln (det (S(jω))) dω =

npi
∑

i=1

∫ ∞

0

Ln (det (S(jω))) dω = π

npi
∑

i=1

Re (pi)

La preuve de ce résultat faite d’une manière élégante dans [36] en exploitant judicieusement
les résultats de l’analyse complexe ; elle a été reprise dansla littérature relevant des limitations
des performances et de robustesse.

En vertu de ce résultat, on peut postuler qu’une réduction dela fonction de sensibilité d’un
système de commande en basses fréquences est naturellementaccompagnée par son augmenta-
tion en hautes fréquences. La spécification des pondérations doit être conforme à ce phénomène
naturel de la fonction de sensibilité d’un système de commande. Une étude particulière a été
réservée à la satisfaction de la condition de rangHS4, qui est impérative pour avoir un régu-
lateur propre ([64]). Elle préconise d’utiliser une pondération impropre si besoin est dans les
limites intrinsèques à la mise en oeuvre du régulateur.

Par ailleurs, compte tenu de la réalisation minimale (10.76) du modèle de synthèse standard as-
socié au premier problème de sensibilité mixte généraliséeavec une pondérationWw (s) = I,
on peut en déduire aisément que

Gυw(s) = Ip

Les modes deWs(s), Wrs(s) etWsc(s) sont des modes non observables de (Hυ, F )

et

Ezu =





−GwsHg

Gwrs

GwscEg





Les conditions de synthèseH∞ requièrent alors des contraintes sur les pondérations et lesys-
tème à commander, en l’occurrenceWs(s) ∈ RH∞, Wrs(s) ∈ RH∞ etWsc(s) ∈ RH∞, en
vertu de l’hypothèseHS1, et que tout pôle deGσ(s) est un zéro deGυw(s). Par ailleurs, comme
Gυu(s) est strictement propre, i.e.Eυu = 0, l’hypothèseHS4 n’est satisfaite que siEwrc est de
rang plein ou que le produitWsc(s)Gσ(s) est strictement propre. Ces contraintes réduisent la
faisabilité de la synthèseH∞ aux systèmes qui n’admettent aucun pôle sur l’axe imaginaire et
ne permettent pas d’incorporer naturellement une action intégrale dans la synthèse du système
de commande au travers des pondérations fréquentielles.
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On ne peut pas incorporer une action intégraledans une synthèseH2 ouH∞ à partir d’une
spécification appropriée des fonctions pondérations en vertu du concept de modèle interne, en
l’occurrence une pondération en entrée avec un pôle à l’origine. En effet, cette spécification
n’est point soucieuse des hypothèses de synthèse, notamment Wu(s) ∈ RH∞, et justifie une
spécification communément utilisée dans la pratique de la commande robuste

Wu(s) =
1

s+ ε
avec 0 < ε≪ 1

qui permet de réduire directement la fonction de sensibilité du système de commande en basses
fréquences.

Néanmoins, on peut postuler qu’il est toujours possible incorporer une action intégrale dans
une synthèseH2 ouH∞ à partir d’une structure appropriée du régulateur. Ce postulat peut être
illustrée en considérant le système de commande de la figure 10.19, qui décrit un problème de
sensibilité mixteS/T pourvu queWi(s) = −Ipυ , où la fonction de transfert du régulateur est
donnée par

R(s) = Rw(s)Wi(s)

Il apparaît clairement qu’un tel régulateur admet une action intégrale pourvu que le paramètre
de synthèseWi(s) est spécifié comme suit

Wi(s) =
s+ λ

s
Ipυ avec λ > 0

Gσ(s)

Wr(s)

i Wi(s)

Ws(s)

Wsc(s)

Rw(s)

- -?-

�

-

-

-

-

-

±

z2(t)

z1(t)

u(t) υ(t)

w(t)

FIGURE 10.13 – Sensibilité mixteS/T avec action intégrale

Le problème d’asservissement peut être formulé sous la forme d’un problème standard défini à
partir des variables suivantes

w(t)
∆
=





δp(t)
δc(t)
γ(t)



 , υ(t)
∆
=

(

ur(t)
ym(t)

)

et z(t)
∆
=

(

z1(t)
z2(t)

)

=

(

We (ρ) e(t)
W2 (ρ)u(t)

)

(10.77)



391

dont le modèle de synthèse standard est donné par

G (s) =









We(s)Gp(s)Wp(s) −We (s)Mr (s)Wc (s) 0 −We (s)Gσ (s)
0 0 0Wu (s) 0
0 Mr (s)Wc (s) 0 0

Gp (s)Wp (s) 0 Wb (s) Gσ (s)









(10.78)

On recouvre ainsi le problem d’automatique standard que l’on peut étudier à partir du poten-
tiel fondamental offert par le contexte de synthèsesH2 et H∞, en l’occurrence les résultats
10.5,10.6,10.7, 10.8 et 10.9.

AsservissementsH2 et H∞ . Les synthèsesH2 etH∞ considérées sont réduites à la concep-
tion des systèmes de commande avec retour unitaire qui ne sont pas bien appropriés pour des
problèmes d’asservissement où les dynamiques de poursuiteet de régulation doivent être fon-
damentalement indépendantes. Néanmoins, le contexte de problème de commande standard est
relativement versatile pour formuler convenablement des problèmes d’asservissement qui sont
naturellement réalisés par un système de commande à deux degrés de liberté. Ces systèmes
de commande se distinguent essentiellement, des systèmes de commande avec retour unitaire,
par le fait que les mesures de la sortie et de la séquence de référence entrent séparément dans
le bloc du régulateur, comme le montre la figure 10.14.Gσ(s) (resp. Gp(s)) est la fonction de
transfert du modèle du système (resp. des perturbations) etR(s) est la fonction de transfert
du régulateur.Wd(s) (resp.Wb(s)) est la fonction de transfert qui représente le spectre des
perturbations (resp. des bruits de mesure) etMr(s) (resp.Wc(s)) est la fonction de trans-
fert qui représente les performances requises en poursuite(resp. le spectre des consignes ) et
We(s) (resp.Wu(s)) est la fonction de transfert qui représente le spectre désiré de l’erreur de
poursuite de l’asservissement (resp. du signal de commande).

R (s) Gσ (s)

Gp (s)

Mr (s)

Wr (s)

Wb (s)

Wp (s)

We (s)

Wu (s)

j j

j

-

-

-

-

-

-

-

-

- - - -

�

? ?

-

-

-

ur(t)

ym(t)

wp(t)

wr(t)

wb(t)

z1(t)

z2(t)

u(t) y(t)
+ ±

+

yr(t)

FIGURE 10.14 – Problème d’asservissement standard

Le problème d’asservissement peut être formulé sous la forme d’un problème standard défini à
partir des variables suivantes

w(t)
∆
=





δp(t)
δc(t)
γ(t)



 , υ(t)
∆
=

(

ur(t)
ym(t)

)

et z(t)
∆
=

(

z1(t)
z2(t)

)

=

(

We (ρ) e(t)
W2 (ρ)u(t)

)

(10.79)
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dont le modèle de synthèse standard est donné par

G (s) =









We(s)Gp(s)Wp(s) −We (s)Mr (s)Wc (s) 0 −We (s)Gσ (s)
0 0 0Wu (s) 0
0 Mr (s)Wc (s) 0 0

Gp (s)Wp (s) 0 Wb (s) Gσ (s)









(10.80)

On recouvre ainsi le problem d’automatique standard que l’on peut étudier à partir du poten-
tiel fondamental offert par le contexte de synthèsesH2 et H∞, en l’occurrence les résultats
10.5,10.6,10.7, 10.8 et 10.9.

10.9 Conclusion

Ce chapitre est un panorama sur les synthèsesH2 etH∞ qui a été élaboré en adoptant une ap-
proche d’état pour la détermination de la classe des régulateurs admissibles réalisant les per-
formances requises. Ce panorama a été conçu comme un complément du chapitre 8(resp. 9)
sur la synthèseLQD (resp. LQG) pour le conforter et comme une découverte guidée de la
commande robuste à partir d’une lecture ingénieur des célèbres ouvrages pédagogiques en la
matière. Rappelons que l’ultime motivation de ce chapitre est de permettre aux (élèves) ingé-
nieurs d’effectuer une lecture agréable de la littérature sur la commande robuste pour partici-
per activement à cette révolution continue des sciences et technologies de l’information.

Une attention particulière a été accordée à la formulation de problème standard et au concept
de loop shaping qui constituent l’essence de la synthèseH∞, à la vraisemblance entre les syn-
thèsesH2 etLQD et aux relations entre les synthèsesH∞ etH2. Les résultats fondamentaux
des synthèsesH2 et H∞ ont été présentés d’une manière concise sans preuves car elles sont
rédigées d’une manière agréable dans les ouvrages pédagogiques. Cette attention est confortée
par des remarques pertinentes pour mieux apprécier les conditions de faisabilité d’une synthèse
H∞ (resp.H2).

On envisage de conforter ce chapitre dans une prochaine édition par des résultats fondamentaux
sur la robustesse par rapports aux erreurs de modélisation non structurée avec un panorama
sur sur l’approcheLMI et un ensemble d’applications pour une meilleure perception des pro-
blématiques de synthèse considérées. En attendant, nous recommandons une lecture attentive
des ouvrages [30], [74] et [77].

10.10 Problèmes

On propose un ensemble de problèmes qui permettent de réaliser une évaluation active des
connaissances acquises sur la commande robuste, allant de la formulation du problème de
commande standard à la mise en oeuvre de l’algorithme de commande.

Problème 10.1Montrer que le termeE +W∆W T peut être exprimée sous une formeT LF
pourvu que la matriceE soit inversible.

Problème 10.2Montrer que le système à rétroaction de la figure 10.15 peut être mis sous la
formeT LF
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−Wrs(s)

Gσ(s)

Wb(s)

Ipυ

−Ws(s)

−Wsc(s)

R(s)

i- -?-

�

- -

±

r(t)

u(t) υ(t)

-

y(t)

- -

-

-

z3(t)

z2(t)

z1(t)

FIGURE 10.15 – Exemple de système à rétroaction

Problème 10.3Considérons le système mécanique décrit par l’équation différentielle

(

Aoρ
2 + A1ρ+ A2

)

ym(t) = Bou(t)

oùAo,A1, A2 etBo sont des matrices réelles de dimensions compatibles. On se propose d’éta-
blir une formeT LF de ce système lorsque la matriceAo est soumise à une incertitude∆. Pour
ce faire, on suggère de procéder comme suit

1) Donner un diagramme fonctionnel du système qui fait apparaître l’incertitude∆ sur la
matriceAo d’une manière unique.

2) En déduire une formeT LF du système.

Problème 10.4Soient(Fm, Gm, Hm, Em) et(Fp, Gp, Hp, Ep) deux réalisations d’état des fonc-
tions de transfertM(s) etP(s). Déterminer la réalisation d’état du produit étoiléM(s)⋆P(s)
pour une partition compatible donnée.

Problème 10.5Montrer que l’objectif d’une compensation parfaite des perturbations ramenées
en entrée avec une robustesse par rapport aux erreurs de modélisation multiplicatives inverses
en sortie peut être formulé sous un problème standard de sensibilité mixte que l’on précisera.

Problème 10.6Montrer que les fonction de sensibilitéSs(s), Ts(s), RSs(s) etGSe(s) peuvent
se mettre sous une formeT LF inférieureFi (M(s),R(s)).
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Problème 10.7On se propose de montrer que le problème de commandeLQD est un problème
de commandeH2 particulier conformément au résultat 8.9. Pour ce faire, onsuggère de procé-
der d’une manière progressive comme suit.

1) Rappeler d’une manière concise le problème de commandeLQD et montrer qu’il peut
être formulé sous la forme d’un problème de commande standard comme l’indique la fi-
gure 10.16.

2) Donner une preuve de résultat 8.9.

3) Retrouver les équations du régulateutLQD à partir du résultat fondamental de synthèse
H2.

H

√
Qc

√
Rc

Φ(s)gG

√
Qo

√
Ro

g

-

-

- - -?

?−

+

z1(t)

z2(t)

υ(t)

y(t)

δ(t)

δ(t)

u(t)

-

--

-

-

-

w(t)

η(t)

FIGURE 10.16 – ProblèmeLQD standard

Problème 10.8Considérons le problème de sensibilité mixteS/RS et supposons que les sys-
tème à commander et les pondérations polynomiales sont décrits par les réalisations d’état
minimales données par

G(s) =
(

F G
H 0

)

,

Ws(s) =

(

Fws Gws

Hws Ews

)

,Wrs(s) =

(

Fwrs Gwrs

Hwrs Ewrs

)

et Wrs(s) = I

Montrer que le système standard est donnée par

G(s) =

















Fws GwsH 0 Gws 0
0 F 0 0 G
0 0 Fwrs 0 −Gwrs

Hws EwsH 0 Ews 0
0 0 Hwrs 0 Ewrs

0 H 0 I 0

















(10.81)

On précisera si ce modèle vérifie les hypothèses requises pour une synthèseH∞.
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Problème 10.9On se propose d’étudier le problème de synthèse d’un systèmede commande
dont le diagramme fonctionnel est donné par la figure 10.17 où{v(t)} et {yr(t)} désignent
respectivement les perturbations et la séquence de référence désirée de la sortie du système.

SYS

W1(s)

W2(s)

Wp(s)

Wr(s)

i

-

--

-

-

?-

-

-

REG �
�

u(t)

wp(t)

wr(t)

υ(t)

z1(t)
yr(t)

z2(t)

vm(t)

±

FIGURE 10.17 – Système de commande standard avec des perturbationsmesurables

Pour ce faire, on suggère d’adopter une synthèseH∞ et de procéder d’une manière progressive
comme suit.

1) Préciser la connaissance remarquable requise par ce système de commande et les fonc-
tions de transfer du système et du régulateur.

2) Préciser les composantes du problème de commande standard sous-jacent tout en moti-
vant le pourquoi des pondérationsW1(s) etW2(s) et des modèles générateursWp(s) et
Wr(s).

3) Proposer un régulateur réalisant une précision maximale etpréciser les hypothèses re-
quises pour la faisabilité de la synthèse.

Problème 10.10On se propose d’étudier le problème de synthèse d’un asservissement dont le
diagramme fonctionnel est donné par la figure 10.18 où{v(t)} et {yr(t)} désignent respecti-
vement les perturbations et la séquence de référence désirée de la sortie du système. Pour ce
faire, on suggère d’adopter une synthèseH∞ et de procéder d’une manière progressive comme
suit.

1) Préciser la nature du système de commande et les fonctions detransfer du système et du
régulateur.

2) Préciser les composantes du problème d’asservissement standard sous-jacent tout en mo-
tivant le pourquoi des pondérationsW1(s) etW2(s) et des modèles générateursWp(s)
etWb(s).
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3) Proposer un régulateur réalisant une poursuite admissibleet préciser les hypothèses re-
quise pour la faisabilité de la synthèse.

Wp (s)

REG SYST EME j-

-

-

j Wb (s)

Wu (s) We (s)

6
- -

-
-

��?

- - ��

∓

+

wp(t)

z2(t) z1(t)

y(t)

e(t)

yr(t)

u(t)

wb(t)

ym(t)

FIGURE 10.18 – Asservissement standard

Problème 10.11On se propose de montrer que l’on peut incorporer une action intégrale dans
une synthèseH2 et H∞, modulo une formulation appropriée du problème de commandeen
vertu du concept du modèle interne, au travers d’un problèmede régulation dans le cas où
toutes les perturbations sont du type échelon et peuvent être ramenées en sortie du système.
L’ultime motivation du système de commande est de réaliser une compensation parfaite des
perturbations avec une sequence de commande admissible parrapport aux contraintes inéluc-
tables des actionneurs. Pour ce faire, on suggère d’adopterune synthèseH∞ et de procéder
d’une manière progressive comme suit.

1) Rappeler le concept de modèle interne et préciser la structure du régulateur dans la cas
du problème de régulation considéré.

2) Montrer que le problème de régulation peut être formulé comme un problème standard
de synthèseH∞ à partir du système de commande de la figure 10.19. On motiveratoutes
les composantes du système de commande par rapport aux performances requises et on
précisera comment spécifier les pondérations et le générateur des perturbations.

3) Proposer un régulateur réalisant les performances requises.
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FIGURE 10.19 – Système de commande incorporant une action intégrale
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Chapitre 11

Conclusion

L’automatique a atteint un niveau de maturité pour répondreaux exigences d’une ingénierie
des systèmes à haute valeur ajoutée comme en témoigne la révolution acharnée et continue
des sciences et technologies de l’information et des communications. Des conceptions assistées
par ordinateur ont été développées pour réaliser toutes lesétapes de la synthèse d’un système
de commande, en l’occurrence l’identification d’un modèle de commande et sa validation, la
synthèse de régulateurs en fonction des performances requises, l’analyse de la robustesse et
des performances du système de commande et la mise en oeuvre du régulateur retenu sur un
système embarqué. Elles sont utilisées aussi bien comme unebase d’apprentissage de l’automa-
tique que comme des stations de travail pour des ingénieurs soucieux de tirer le meilleur profit
de cette discipline de la modélisation, de l’identificationet de la commande des systèmes dy-
namiques que constitue l’automatique. La recherche fondamentale sur la théorie des systèmes
a été accompagnée par un développement vigoureux d’une recherche méthodologique essen-
tiellement réalisée dans le cadre de collaborations fructueuses entre les prestigieux centre de
recherche en automatique et des centres de développement technologiques dans tous les sec-
teurs industriels. Outre les belles réalisations des activités de recherche en automatique, cette
collaboration a permis de former une génération de docteursingénieurs capables d’élaborer
des méthodologies de synthèse rationnelles et efficaces quiont favorisé la réalisation de bons
compromis performances-robustesse et performances-simplicité.

Cet ouvrage est issu d’une laborieuse compilation d’un ensemble de documents pédagogiques
qui ont été réalisés pour l’enseignement d’automatique linéaire au sein des Ecoles d’Ingé-
nieurs en exploitant judicieusement les connaissances élémentaires requises pour y accéder.
Ces connaissances ont été confortées par une présentation concise et précise des préliminaires
mathématiques en guise d’une remise à niveau pour les élèvesqui ont été admis sur titre. Ces
préliminaires mathématiques sont consacrés aux résultatsd’algèbre linéaire qui se sont révélés
imposés à la théorie des systèmes. Ces connaissances ne figurent plus dans les programmes des
Instituts Universitaires de Technologie dont les lauréatsconstituent un bon vivier des élèves
admis sur titre.

Cette judicieuse compilation est essentiellement consacrée aux bases fondamentales des sys-
tèmes linéaires en adoptant une approche d’état soutenue par des interprétations fréquentielles
et physiques pertinentes qui justifie le titre de l’ouvrage.Les concepts et résultats fondamentaux
ont été présentées d’une manière rigoureuse à partir d’une lecture ingénieur des ouvrages péda-
gogiques rédigés par des enseignants-chercheurs qui ont participé activement aux contributions
fondamentales et méthodologiques et leurs réalisations autravers d’un ensemble d’applications
industrielles réussies. Outre l’acquisition d’un potentiel de connaissances qui permet d’effec-
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tuer une lecture agréable de la littérature disponible pourinitier une activité de recherche en
automatique, il offre une opportunité aux ingénieurs de développer et conforter leur savoir faire
en automatique industrielle pour relever les défis d’une ingénierie des systèmes de plus en plus
exigeante en matière de performances dynamiques.

Chacun des chapitres de cet ouvrage est une synthèse compréhensible sur les contributions
fondamentales réalisées pour une problématique particulière des systèmes linéaires, en l’oc-
currence la représentation, la structure, la stabilité, Les observateurs avec injection de sortie
et les systèmes de commande avec retour d’état, la compensation des perturbations et la pour-
suite parfaite des séquences de référence, les asservissements, la commande linéaire quadra-
tique, l’estimation à variance minimale et la commande robuste. La rédaction de ces chapitres
constitue un investissement pédagogique soucieux des exigences de l’ingénierie des systèmes, en
l’occurrence une compensation des perturbations (resp. une précision maximale) avec une dy-
namique de régulation donnée et une robustesse admissible en stabilité par rapport aux erreurs
de modélisation inéluctables. Nous énumérons ci-après lesaspects d’analyse et de synthèse re-
marquables qui ont été privilégiés.

• Les atouts de la représentation d’état et de la matrice système par rapport aux représen-
tations polynomiales ont été particulièrement mis en exergue avec une attention parti-
culière au passage d’une réalisation d’état aux autres représentations et deux focus sur
le problème de réalisation, i.e. le passage d’une fonction de transfert à une réalisation
d’état, et la linéarisation des systèmes dynamiques avec une illustration au travers d’un
ensemble de systèmes approprié.

• Les propriétés structurelles, notamment l’observabilitéet la détectabilté (resp. la com-
mandablité et la stabilisabilité), sont agréablement introduites à partir du concept d’in-
jection de sortie (resp. du concept de commande avec retour d’état) en exploitant ju-
dicieusement la pluralité de la représentation d’état, la dualité entre la commande et
l’observation des systèmes et les grammiens d’observabilité et de commandabilité. Elles
conduisent naturellement à une interprétation physique pertinente des modes (resp. des
des zéros) d’un système donné à partir des trajectoires d’état du système autonome sous-
jacent (resp. la classe des séquences d’entrée qui conduisent à des trajectoires de sortie
identiquement nulles).

• Le concept de stabilité externe (resp. interne) des systèmes linéaires a été présenté d’une
manière progressive à partir de leurs réponse impulsionnelle (resp. matrices de transi-
tion) avec un focus sur la vraisemblance (resp. la nuance) entre la stabilité externe (rep.
interne) et la stabilitéEBSB. Les résultats fondamentaux ont été confortés par l’approche
de stabilité au sens deLyapunov pour élaborer des procédures efficaces pour l’analyse
de stabilité des systèmes de commande et de convergence des algorithmes d’estimation
(d’adaptation) paramétrique. Un panorama sur le concept depassivité a été réalisé pour
une meilleur perception des systèmes positifs avec des interprétations physiques perti-
nentes de la passivité.

• Une meilleure perception des concepts de commande avec retour d’état et d’estimation
avec injection de sortie et une approche systemique pour l’analyse des systèmes asservis
à partir de ses fonctions de sensibilité usuelles qui constituent des quantificateurs de per-
formances nominales et la robustesse en stabilité.
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• Une contribution à l’ingénierie de la commandeLQD à partir d’un affinement admis-
sible de la robustesse en stabilité et des performances dynamiques du système de com-
mande sous-jacent. La robustesse en stabilité est particulièrement rehaussée par des pon-
dérations fréquentiellea appropriées dont la spécification est réalisée conformément aux
résultats fondamentaux sur leRT B. L’affinent des performance dynamiques est naturel-
lement réalisée par un assignement des modes du système de commande dans un domaine

de stabilité et de performances donnée parDsp
∆
= {µ ∈ C / ℜ (µ) ≤ −λ} où le scalaire

λ désigne la partie réelle du mode dominant désiré.

• Une introduction motivée à la commande robuste à partir du concept du problème stan-
dard d’automatique et des résultats fondamentaux disponibles sur les synthèsesH2 et
H∞. Une attention particulière est accordée à la formulation du problème standard, au
modelage de la fonction de transfert en boucle ouverte et desfonctions de sensibilité
usuelles d’un système de commande, à la vraisemblance entreles synthèsesH2 etLQD
et aux relations entre les synthèsesH2 etH∞.

L’ultime ambition de cet ouvrage est de montrer que tout élève ingénieur, soucieux du dévelop-
pement des sciences de l’ingénieur, peut acquérir les connaissances intrinsèques au potentiel
fondamental de l’automatique linéaire modulo une bonne motivation. Pour ce faire, il suffit de
contempler les ingénieuses réalisations industrielles relevant de la théorie des systèmes dans
tous les domaines, en l’occurrence la conduite des procédésindustriels, la gestion optimale
des ressources énergétiques et hydrauliques, la maintenance préventive, la sécurité routière, le
pilotage des véhicules, la chirurgie non évasive, les télécommunications ... Il est important de
noter que cet ouvrage est nécessaire pour acquérir les basesfondamentales de l’automatique
mais il n’est pas suffisant pour pour s’approprier des compétences requises pour participer aux
innovations de l’ingénierie des systèmes. Un investissement supplémentaire est nécessaire pour
se forger un savoir faire sous la bénédiction de la culture dutravail, notamment

♠ Lire attentivement les célèbres ouvrages pédagogiques de commande robuste, en l’occur-
rence [27], [77] et [89]. C’est une belle opportunité pour apprécier les démonstrations
élégantes des résultats fondamentaux de ce chapitre et la demarche adoptée pour traiter
les exemples d’application.

♠ Elaborer des méthodologies spécifiques de commande de procédés en exploitant judicieu-
sement toutes les connaissances disponibles sur ces procédés, notamment les modèles
disponibles et la nature des erreurs de modélisation qui leurs sont associées et des per-
turbations qui affectent leur fonctionnement.

♠ Développer des logiciels efficaces disponibles, e.g.S ilab pour ne citer que les logiciels
en libre service, pour concevoir un contexte de simulation réaliste par rapport aux pro-
blèmes rencontrées dans las applications industrielles.

♠ Suivre les activités de recherche fondamentales et méthodologiques sur la commande ro-
buste et leurs réalisations au sein des directions des etudes et de recherche soucieuses de
l’ingénierie des systèmes au sein de l’industrie, e.g. AIRBUS, AREVA, AEROSPATIAL,
CNES, EDF et PSA pour ne citer que les industriels qui ont été impliqués dans des colla-
borations fructueuses en automatique avec les laboratoires de recherche en France.
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Annexe A

Calcul matriciel

La théorie des systèmes a été principalement développée à partir du potentiel de l’algèbre li-
néaire qui est disponible dans d’excellents ouvrages aussibien d’un point de vue pédagogique
et d’un point de vue fondamental. Dans ce chapitre, on présente d’une manière concise tous les
aspects algébriques qui se sont avérés vitaux pour le développement de la théorie des systèmes
et de l’ingénierie des systèmes à haute valuer ajoutée qui lui est associée. Les définitions sont
présentées au moment opportun par rapport aux résultats quiy sont concernés. Les principaux
résultats sont particulièrement mis en exergue avec des remarques pertinentes si besoin est. Une
attention particulière a été réservée aux outils algébriques des sciences de l’ingénieur, en l’oc-
currence ceux qui ont été utilisés pour l’analyse de la robustesse en stabilité et en performance
des asservissements et de la synthèse des systèmes de commande et de filtrage.

A.1 Généralités

Pour traiter d’une manière unifiée les matrices réelles et complexes, on désignera parFnl×nc

l’ensemble des matrices de dimensionnl×nc dont les éléments sont des nombres réels, i.e.F =
R, ou des nombres complexes, i.e.F = C. Ainsi, une matriceM ∈ Fnl×nc est particulièrement
représentée à partir de ses éléments indexésmij ∈ F comme suit

M = [mij ]

où i ∈ [1, nl] et j ∈ [1, nc] sont respectivement l’indice de ligne et l’indice de colonne comme
le montre la forme suivante

M =















m11 . . . m1j . . . a1nc

...
...

...
mi1 . . . mij . . . ainc

...
...

...
mnl1 . . . mnlj . . . mnlnc















Les lignes de la matrice A sont respectivement données par les covecteurs

mli =
(

mi1 . . . mij . . . minc

)

pour i ∈ [1, nl]

alors que les colonnes de la matrice A sont respectivement données par les vecteurs
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mcj =















m1j
...
mij

...
anlj















pour j ∈ [1, nc]

On distingue deux fonctions matricielles propres aux matrices carrées, i.e.nl = nc = n, en
l’occurrence la trace et le déterminant.

La trace d’une matrice est une fonction, i.e.trace : Fn×n 7→ F, définie par

trace (M) =

n
∑

i=1

mii (A.1)

et vérifie la propriété suivante pour deux matricesA etB deFn×n et deux scalairesα etβ deF
donnés.

trace (αA+ βB) = α trace (A) + β trace (B)

Le déterminant d’une matrice est une fonction, i.e.det : A ∈ Fn×n 7→ det (A) ∈ F, que
l’on évalue par récurrence à partir d’un développement suivant une ligne i ou une colonne j de
la matrice en utilisant le fait que le déterminant d’une matrice scalaire est égal à ce scalaire,
i.e.det (a11) = a11. Le développement selon la ligne i est donné par

det (A) =
n
∑

j=1

aij (−1)i+j det (Aij) (A.2)

alors que le développement selon la colonne j est donné par

det (A) =
n
∑

i=1

aij (−1)i+j det (Aij) (A.3)

Aij ∈ F(m−1)×(n−1) est la sous-matrice deA ∈ Fn×n obtenue en supprimant la ligne i et la
colonne j de la matriceA, µij = det (Aij) (respγij = (−1)i+j det (Aij)) est appelé mineur
(resp. cofacteur) de l’élémentaij et la matrice des cofacteurs[γij] est appelée comatrice. On
notera que la comatrice, que l’on désigne parCom (A), vérifie la propriété usuelle

det (A) In = A (Com (A))T = (Com (A))T A (A.4)

qui permet d’en déduire naturellement l’axiome suivant

det (A) 6= 0 ⇐⇒ A

(

1

det (A)
(Com (A))T

)

=

(

1

det (A)
(Com (A))T

)

A = In

On notera que la notion de mineur n’est pas spécifique aux matrice carrées, elle peut être définie
pour des matrices rectangulaires comme suit.
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Les mineurs d’une matrice ne sont autres que les déterminants de l’ensemble de ses sous-
matrices carrées. Plus précisément, on appelle mineur d’ordre k d’une matriceA ∈ Fm×n, le
déterminant d’une sous-matrice carrée de taille k obtenue en supprimant m – k lignes et n – k
colonnes de la matrice A, ce que l’on peut noterAI,J oùI(resp.J) est une partie de k éléments
de {1, . . . , m (resp. n)}. Par ailleurs, un mineur est dit principal si les partiesI et J qui lui
sont associées sont égales. Et si la partie I est de la forme{1, . . . , k}, on dira que le mineur
principal est dominant.

Par ailleurs, l’ensembleFn est un espace vectoriel sur le corpsF dans lequel on peut défi-
nir un ensemble indexé de k vecteurs comme suit

Vk = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ F
n avec k ≤ n

Cet ensemble permet de définir des notions vitales telles quela génération de sous-espaces,
l’indépendance (resp. la dépendance) linéaire, les bases d’un sous-espace et les sous-espaces
orthogonaux.

L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs deVk est donné par

G (Vk) =

{

x ∈ F
n / x =

k
∑

i=1

αivi avecαi ∈ F

}

La notationG (Vk) est essentiellement motivée par le fait que cet ensemble n’est autre que
le sous-espace engendré par les vecteurs deVk. On notera que l’ensemble engendré par les
colonnes (resp. les lignes) d’une matriceM est un sous-espace que l’on désignera parC (M)
(resp.L (M)).

Les vecteurs deVk sont linéairement indépendantssi et seulement si la propriété suivante
est vérifiée

k
∑

i=1

αivi = 0 =⇒ αi = 0 pour i ∈ [1, k]

Autrement, les vecteurs deVk sont linéairement dépendants.

Vk est une base du sous-espaceE si et seulement si les vecteurs de cette base sont linéairement
indépendants et engendrent le sous-espaceE , soitE = G (Vk). On notera qu’un sous-espaceE
a une infinité de bases et que toutes ces bases ont le même nombre d’éléments appelé dimension
du sous-espaceE et désigné pardim (E). On notera que

dim (E) = k ≤ n = dim (Fn)

Les vecteurs deVk sont mutuellement orthogonaux(resp. orthonormaux ) si la propriété
suivante est vraie

v∗i vj = 0 pour tout i 6= j

(

resp. v∗i vj = δij =

{

1 si i = j
0 autrement

)

Le complément orthogonal d’un sous-espace vectorielE ⊂ Fn est défini comme suit

E⊥ ∆
= {x ∈ F / x∗v = 0 pour tout v ∈ E}
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On en déduit naturellement que pour tout sous-espaceE ⊂ Fn, on a

E ∩ E⊥ = {0} , E ∪ E⊥ = R
n et

(

E⊥
)⊥

= E

Et on notera qu’il est toujours possible de compléter une baseVk d’un sous-espaceE ⊂ Fn en
vue de former une baseVn deFn.

A.2 Opérations matricielles.

On se focalisera sur cinq opérations matricielles élémentaires, notamment le produit matriciel,
le produit et la somme deKronecker, la transposition et la transconjugaison et l’inversion.

Le produit matriciel usuel d’une matriceA ∈ F
m×n par une matriceB ∈ F

n×p est donné
par

AB =

[

n
∑

k=1

aikbkj

]

∈ F
m×p

Il requiert que le nombre de lignes de la matriceA et le nombre de colonnes de la matriceB
soient égaux et peut se récrire comme suit

AB =
[

alibcj

]

=

n
∑

i=1

acibli

La première égalité est triviale, alors que la seconde égalité découle d’une décomposition des
matrices A et B comme suit

A =
(

ac1 0 . . . 0
)

+ . . . . . .+
(

0 . . . 0 acn
)

et

B =











bl1
0
...
0











+ . . . . . .+











0
...
0
bln











On notera que le produit matriciel n’est pas une opération commutative, i.e.BA 6= AB, dans
le cas général, et que

trace (AB) = trace (BA)

Transposition et transconjugaison.La notion de transposition résulte naturellement du pro-
duit scalaire. La transposée de la matriceA ∈ Fm×n n’est autre que la matriceAT ∈ Fn×m

satisfaisant l’équation

< x,Ay > = < ATx, y > pour (x, y) ∈ F
n × F

m

On aura alors
A = [aij ] ⇐⇒ AT = [aji]

Quant à la notion de transconjugaison, elle a été particulièrement introduite dans le cas des
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matrices complexes : la transconjuguée d’une matriceM ∈ Cm×n, que l’on noteraM∗ ∈
Fn×m, est la transposée de la matrice conjuguée de la matriceM ∈ Cm×n, soit

M∗ =M
T
avec M = [m̄ji]

Ces notions permettent d’introduire naturellement les classes de matrices symétriques, antisy-
métriques, hermitiennes et antihermitiennes.

• Une matriceM ∈ Fn×n est dite symétrique (resp. antisymétrique) si elle est égale à
sa transposée, soitMT = M (resp. si elle est égale à l’opposée de sa transposée, soit
MT = −M).

• Une matriceM ∈ Cn×n est dite hermitienne (resp. antihermitienne) si elle est égale à
sa transjuguée, soitM∗ = M (resp. si elle est égale à l’opposée de sa transjuguée, soit
M∗ = −M).

Par ailleurs, on distingue quatre axiomes de la transconjugaison que l’on peut vérifier aisé-
ment.

A1. (A+B)∗ = A∗ +B∗

A2. (A∗)T =
(

AT
)∗

= A

A3. (A∗)T =
(

AT
)∗

= A

A4. (AB)∗ = B∗A∗

A5. trace (A∗) = trace (A)

Le produit de Kronecker d’une matriceA ∈ Fm×n par une matriceB ∈ Fn×p est donnée par

A⊗B
∆
=















a11B . . . a1jB . . . a1nB
...

...
...

ai1B . . . aijB . . . ainB
...

...
...

am1B . . . amjB . . . amnB















∈ C
mp×nq (A.5)

La somme deKronecker de deux matrices carrésA ∈ Cn×n etB ∈ Cm×m est définie à partir
du produit deKronecker comme suit

A⊕ B
∆
= (A⊗ Im) + (In ⊗B) ∈ C

nm×nm (A.6)

On distingue quatre axiomes remarquables du produit deKroneker pour des matrices A, B, C
et D de dimensions appropriées et un scalaireα.

A1. (A⊗ B)∗ = A∗ ⊗ B∗

A2. A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗ B)⊗ C
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A3. (A⊗ B) (C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

A4. (A+B)⊗ (C +D) = (A⊗ C) + (A⊗D) + (B ⊗ C) + (B ⊗D)

Outre le fait de généraliser la multiplication par un scalaire donné qui en toute rigueur doit
s’écrire

αA = α⊗ A

le produit deKronecker est particulièrement utilisé pour transformer une équation linéaire ma-
tricielle en un système d’équations linéaires comme l’indique le résultat suivant.

Résultat A.1Soient trois matricesA ∈ Fk×m, B ∈ Fn×p etC ∈ Fk×p, l’équation linéaire ma-
tricielle

AXB = C (A.7)

oùX ∈ Fm×n est l’inconnue. Cette équation est équivalente au système d’équations linéaires

(

BT ⊗ A
)

vec (X) = vec (C) (A.8)

oùvec (X) etvec (C) désignent les vecteurs formés en enfilant respectivement les colonnes des
matrices X et C, soit

vec (X) =















xc1
...
xcj
...
xcn















∈ C
mn et vec (C) =















cc1
...
ccj
...
ccn















∈ C
kp (A.9)

Preuve. On notera d’abord que

C = AXB = AX
(

AXb1 . . . AXbj . . . AXbp
)

où bj ∈∈ Fn désigne la jème colonne de la matriceB. La jème colonne de la matriceC est
alors donnée par

cj = AXbj = A (Xbj) = A

(

n
∑

i=1

xibij

)

=

n
∑

i=1

bijAxi

soit

cj =
(

b1jA . . . bijA . . . bnjA
)

cov (X)

Et si l’on empile les colonnes de la matriceC, on trouve bien

vec (C) = vec (AXB) =
(

BT ⊗ A
)

vec (X)

CQFD



411

Inversion. Une matrice carréeA ∈ Fn×n admet une inverse, que l’on désignera parA−1 ∈
Fn×n, si la propriété suivante est vraie

AA−1 = A−1A = In

On dispose de deux axiomes remarquables qui permettent de simplifier le calcul en supposant
que les inverses requises existent.

A1. (AB)−1 = B−1A−1

A2. (A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1

Par ailleurs, le concept d’inversion permet d’introduire plusieurs types de matrices carrées is-
sus du concept d’inversion, en l’occurrence

• Une matrice carrée est régulière si elle est inversible. Autrement, elle est singulière.

• Une matrice carréeA est orthogonale ou unitaire siA−1 = A∗, soitA∗A = AA∗ = In.

• Une matrice carréeA est involutive siA−1 = A, soitA2 = In

Remarque A.1Le calcul de l’inverse d’une matrice peut être effectué en utilisant la propriété
(A.4) de la comatrice, soit

A−1 =
1

det (A)

(

Com (A)
)T

On retrouve alors le fait qu’une matrice carrée est régulière si et seulement si son déterminant
n’est pas nul.

A.3 Déterminants et lemmes d’inversion.

Considérons les matrices carrées constituées par quatre blocsA = {Aij}(i,j)∈[1,2]×[1,2] oùA11

etA22 sont des matrices carrées, on peut en déduire naturellment les deux faits suivants.

F1. SiA11 est régulière, alors la matriceA peut être décomposée comme suit
(

A11 A12

A21 A22

)

=

(

I 0
A21A

−1
11 I

)(

A11 0
0 ∆11

)(

I A−111 A12

0 I

)

avec

∆11 = A22 − A21A
−1
11 A12

et on peut conclure que la matriceA est régulière si et seulement si la matrice∆11 est
régulière. Dans ce dernier cas, l’inverse de la matriceA est donnée par

(

A11 A12

A21 A22

)−1

=

(

A−111 + A−111 A12∆
−1
11 A21A

−1
11 −A−111 A12∆

−1
11

−∆−111 A21A
−1
11 ∆−111

)
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F2. SiA22 est régulière, alors la matriceA peut être décomposée comme suit

(

A11 A12

A21 A22

)

=

(

I A12A
−1
22

0 I

)(

∆22 0
0 A22

)(

I 0
A−122 A21 I

)

avec

∆22 = A11 − A12A
−1
22 A21

et on peut conclure que la matriceA est régulière si et seulement si la matrice∆22 est
régulière. Dans ce dernier cas, l’inverse de la matriceA est donnée par

(

A11 A12

A21 A22

)−1

=

(

∆−122 −∆−122 A12A
−1
22

−A−122 A21∆
−1
22 A−122 + A−122 A21∆

−1
22 A12A

−1
22

)

La matrice∆11 (resp.∆22) est appelée le complément deSchur de la matriceA11 (resp.A22)
dans la matriceA.

Ces faits constituent l’essence de deux ensembles de résultats. Le premier ensemble est consti-
tué de trois résultats sur le calcul des déterminants des matrices partitionées.

Résultat A.2SoitA une matrice carrée de dimensionn +m que l’on peut partitioner comme
suit

A =

(

A11 A12

A21 A22

)

oùA11 etA22 sont des matrices carrées de dimensions respectives n et m, alors on a

det (A11) 6= 0 =⇒ det (A) = det (A11) det
(

A22 − A21A
−1
11 A12

)

et
det (A22) 6= 0 =⇒ det (A) = det (A22) det

(

A11 − A12A
−1
22 A21

)

Résultat A.3Soient deux matricesA ∈ Fn×m etB ∈ Fm×n, on a

det

(

Im B
−A In

)

= det (In + AB) = det (Im +BA)

Résultat A.4Soient des matricesA ∈ Fn×n, B ∈ Cn×m, C ∈ Fm×n etD ∈ Cm×m, alors on
aura

det

(

A B
0 D

)

= det (A) det (D) = det

(

A 0
C D

)

On notera que les résultats A.3 et A.4 ont été naturellement obtenus à partir du résultat A.2.

Le deuxième ensemble de résultats est consacré aux lemmes d’inversion matriciel communé-
ment utilisés dans la théorie des systèmes.
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Résultat A.5Soient deux matricesA ∈ Fn×m etB ∈ Cm×n telles que les matrices(In + AB)
et (Im +BA) sont régulières. Alors l’identité usuelle

(In + AB)−1A = A (Im +BA)−1

est toujours vérifiée.

Résultat A.6SoientA ∈ Fn×n, B ∈ Fn×m, C ∈ Fm×m etD ∈ Fm×n des matrices complexes
et supposons queA etC sont régulières, alors l’identité usuelle

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B
(

DA−1B + C−1
)−1

DA−1

est toujours vérifiée.

A.4 Transformation linéaire.

Soit une transformationT : x ∈ Fn 7→ T (x) ∈ Fm etBn = {e1, . . . , en} etBm = {v1, . . . , vm}
deux bases deFn etFm. Alors on peut exprimer les vecteursx etT (x) à partir de leur coordon-
nées dans les basesBn etBm comme suit

[x]Bn
=

n
∑

i=1

xiei et [y]Bm
= T (x) =

n
∑

i=1

yivi

Et siT est une transformation linéaire, on aura

T (x) = T

(

n
∑

i=1

xkek

)

=

n
∑

i=1

xiA (ei)

Ainsi une transformation linéaire est complètement caractérisée par l’image de la baseBn

sous-jacente, soit
T (Bn) = {T (e1) , . . . , T (en)}

que l’on peut exprimer dans la baseBm sous la forme

T (ei) =

n
∑

k=1

akivk pour i ∈ [1, n]

On aura donc

T (x) =

n
∑

i=1

xi

(

n
∑

k=1

akivi

)

=

m
∑

k=1

(

n
∑

i=1

akixi

)

vk =

m
∑

k=1

ykvk

soit














y1
...
yi
...
ym















=















a11 . . . a1j . . . a1n
...

...
...

ai1 . . . aij . . . ain
...

...
...

am1 . . . amj . . . ann





























x1
...
xi
...
xn














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Il apparaît clairement qu’une transformation linéaire estessentiellement une transformation
matriciellex 7→ y = Ax oùA et une matrice dont les colonnes sont constituées par les vecteurs
de l’image de la matriceA, soit

A = [aij] =
(

T (e1) . . . T (ej) . . . T (en)
)

Cette transformation matricielle peut être judicieusement interprétée comme une application
linéaireA : Fn 7→ Fm à laquelle on peut associer deux sous-espaces vectoriels. Le premier
sous-espace est le noyeau de la matriceA ∈ Fm×n, que l’on noteN (A), défini par

N (A) = {x ∈ F
n / Ax = 0} ⊂ F

n

Cette définition montre clairement que le noyau d’une matrice peut être interprété comme le
sous-espace orthogonal à ses lignes. Le second sous-espaceest l’image de la matriceA ∈
F
m×n, que l’on noteI (A), définie par

I (A) = {y ∈ F
m / y = Ax avec x ∈ F

n} ⊂ F
m

Cette définition permet de postuler que l’image d’une matrice n’est autre que le sous-espace
engendré par ses colonnes. Par ailleurs, on peut en déduire aisément que les dimensions des
sous-espacesN (A) etI (A) vérifient les propriétés suivantes

P1. dim (N (A)) + dim (I (A)) = n

et
P2. dim

(

I (A)
)

= dim
(

(N (A))⊥
)

Et compte tenu de ces propriétés, on peut associer deux nombres à une matrice donnéeA ∈
Fm×n, en l’occurrence le rang en colonnes et le rang en lignes respectivement donnés par

rangc (A) = dim (I (A))

et
rangℓ (A) = n− dim (N (A)) = dim (I (A∗))

On notera querangc (A) est le nombre de colonnes linéairement indépendantes de la matrice
A, alorsrangl (A) est le nombre de ses lignes linéairement indépendantes. Et compte tenu du
fait que le nombre de colonnes indépendantes d’une matrice est égal au nombre de ses lignes
indépendantes, i.e.rangl (A) = rangc (A), on peut définirle rang d’une matrice, que l’on no-
terarang (A), comme le nombre maximal de colonnes ou de lignes linéairement indépendantes
que l’on peut extraire de cette matrice, soit

rang (A) = dim (I (A)) = dim (N (A∗))

On distingue quatre propriétés fondamentales du rang d’unematrice qui sont satisfaites pour
toutes les matricesA ∈ Fm×n et B ∈ Fn×p et deux matrices régulièresRd ∈ Fn×n et
Rg ∈ Fm×m.

P1. rang (A) + rang (B)− n ≤ rang (AB) ≤ min (rang (A) , rang (B))

P2. rang (A+B) ≤ rang (A) + rang (B)

P3. rang (A∗) = rang (A)
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P4. rang (AA∗) = rang (A∗A)

P5. rang (ARd) = rang (RgA) = rang (A)

Les propositions suivantes donnent respectivement les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une application linéaireA : Fn 7→ Fm soit injective, i.e. tout élément deFm est l’image
d’au plus un élément deFn, ou surjective, i.e. chaque élément deFm est l’image d’au moins u
élément deFn.

P1. A est une application injective si et seulement si les colonnes de la matrice A sont linéai-
rement indépendantes, soitN (A) = {0}.

P2. A est une application surjective si et seulement si les colonnes de la matriceA engendrent
l’ensembleFm, soitC (A) = Fm.

Le concept de transformation linéaire permet d’introduirenaturellement la notion desous-
espace invariantpar un endomorphismeA : Fn 7→ Fn : Un sous-espaceE est dit invariant
par rapport à une application linéaireA : Fn 7→ Fn si son image par cette application est une
partie de lui-même, soit

A (S) ⊂ S ⇐⇒ Ax ∈ E pour tout x ∈ E

Par ailleurs, la pluralité du concept de base conduit naturellement à la question de passage
d’une base à une autre. Pour mieux apprécier la problématique sous-jacente, considérons deux
basesB = {e1, . . . , en} etB = {e1, . . . , en} de l’espace vectorielFn. Tout vecteurx ∈ Fn peut
être exprimé à partir deses coordonnéesaussi bien dans la baseB que dans la baseB comme
suit

[x]B =

n
∑

k=1

xkek et [x]B =

n
∑

i=1

xiei

Et comme chaque vecteur de la baseB peut s’exprimer à partir de ses coordonnées dans la
baseB comme suit

[ek]B =
n
∑

i=1

pikei

on peut élaborer aisément la relation entre les coordonnéesdu vecteurx dans les deux bases,
soit















x1
...
xi
...
xn















=















p11 . . . p1j . . . p1n
...

...
...

pi1 . . . pij . . . pin
...

...
...

pn1 . . . pmj . . . pnn





























x1
...
xi
...
xn















Ainsi le passage de la baseB à la baseB est réalisé par une transformation linéaire caractérisée
par la matriceP = [pij ] ∈ Fn×n dont les colonnes sont constituées par les coordonnées des
vecteurs de la baseB dans la baseB. Pour mieux apprécier les choses, on peut exprimer la
relation de passage d’une base à une autre comme suit

[x]B = [P ]B→B [x]B

Il est important de noter que la matrice de passage est régulière par construction compte tenu
des propriétés d’une base.
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A.5 Equivalence et similitude.

Les concepts d’équivalence et de similitude ont été particulièrement utilisés pour simplifier
l’analyse et la synthèse des systèmes.

A ∈ F
m×n etB ∈ F

m×n sont deux matrices équivalentes s’il existent deux matrices régulières
Ta ∈ Fm×m etTb ∈ Fn×n telles que

B = TaATb

Les deux matrices sont dites semblables siTa = T−1b , soit il existe une matriceT ∈ F
n×n telle

que
B = TATb

On distingue deux formes remarquables d’une matrice donnée. La première est la forme de
Smith, que l’on désignera parS, qui découle du résultat suivant

Résultat A.7Pour toute matriceA ∈ Fm×n de rangr, il existe deux matrices régulièresP ∈
Fm×m etQ ∈ Fn×n telles que

A = PSQ avec S =

(

Ir 0
0 0

)

Ainsi toute matrice est équivalente à sa forme deSmithS.

La seconde est la forme deSchur, que l’on désigne parH, qui est issue du résultat suivant.

Résultat A.8Pour toute matriceA ∈ Fm×n, il existe une matrice unitaireU ∈ Fm×n et une
matrice triangulaire supérieureH ∈ Fm×m tel que

A = UHU∗ avec H =











H11 H12 . . . H1m

0 H22 . . . H2m
...

.. . . ..
...

0 . . . 0 Hmm











où lesHii pour i ∈ [1, m] sont soit des blocs réels de dimension1× 1 ou des blocs réels de
dimension2× 2 avec des valeurs propres complexes. Ainsi toute matrice estsemblable à sa
forme deSchur réelleH.

On notera que la décomposition deSmith de la matriceA peut se récrire sous la forme

A = PSQ = P

(

Ir 0
0 0

)

Q =

(

P

(

Ir
0

))

((

Ir 0
)

Q
)

ou d’une manière équivalente

A = FG avec F = P

(

Ir
0

)

et G =
(

Ir 0
)

Q

Et compte tenu du fait queF ∗AG∗ = F ∗FGG∗ = (F ∗F ) (GG∗), on en déduit naturellement
que la matriceF ∗AG∗ ∈ F

r×r est de rang plein. Cette propriété justifie l’appellation defac-
torisation de rang maximalA = FG qui a été particulièrement introduite à partir du résultat
suivant.
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Résultat A.9Pour toute matriceA ∈ Fm×n de rangr, il existent deux matricesF ∈ Fm×r et
R ∈ Fr×n de rang plein telles que

A = FG

A.6 Valeurs propres et valeurs singulières.

Les valeurs propres d’une matriceA ∈ Fn×n sont les scalaires qui vérifient son équation ca-
ractéristique, soit

det (λIn −A) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0

L’équation caractéristique admetn racines qui constituent le spectre de la matrice A, soit

V(A) = {λ1, λ2, . . . , λn} avec det(λiIn − A) = 0 pour i ∈ [1, n]

Le rayon spectrald’une matrice est la plus grande valeur prise par les modulesde ses valeurs
propres, i.e.

ρ (A) = max
i∈[1,n]

| λi (A) |

Les valeurs propres d’une matriceA sont liées aux directions invariantes par la transformation
linéaire associée à cette matrice. A chaque valeur propreλi, il correspond un vecteur propre à
droitevdi et un vecteur propre à gauchevgi respectivement définis par

Avdi = λivdi et vTgiA = λiv
T
gi

On distingue cinq propriétés spectrales qui permettent de calculer aisément les valeurs propres
des matrices pour toute matrice régulièreT .

P1. V (A∗) = V (A) = V (TAT−1)

P2. trace (A) =
n
∑

i=1

λi (A) et det (A) =
n
∏

i=1

λi (A)

P3. λi
(

αAk
)

= α (λi (A))
k pour i ∈ [1, n]

P4. λi (A + αIn) = λi (A) + α pour i ∈ [1, n]

P5. V
(

A−1
)

=

{

1

λ1 (A)
,

1

λ2 (A)
, . . . ,

1

λn (A)

}

Les deux résultats fondamentaux suivants constituent l’essence de la factorisation spectrale
d’une matrice. Le premier résultat est le théorème deCayley-Hamilton
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Résultat A.10Toute matriceA ∈ Fn×n est une solution de sa propre équation caractéristique,
soit

An + a1A
n−1 + a2A

n−2 + . . .+ an−1A+ anIn = 0

On aura donc

An = −
n−1
∑

k=o

an−kA
k

Le second résultat concerne la décomposition spectrale d’une matrice dans le cas général, i.e.
des valeurs propres multiples dansF.

Résultat A.11Pour toute matriceA ∈ Fn×n, il existe une matrice régulièreT ∈ Fn×n et une
matrice bloc diagonaleJ ∈ Fn×n tel que

T−1AT = J = diag {J1 , J2 , . . . , Jℓ}

avec

Ji = diag {Ji1 , Ji2 , . . . , Jiki}

Jij =















λi 1
λi 1

. . . . . .
λi 1

λi















où les matricesJij ∈ Fnij×nij désignent les blocs de Jordan associés à la valeur propreλi
d’ordre de multiplicitémi, on a alors

ℓ
∑

i=1

mi = n avec mi =

ki
∑

j=1

nij

Remarque A.2La matrice de transformationT ∈ Cn×n est particulièrement donnée par

T =
[

T1 . . . Ti . . . Tℓ
]

avec

Ti =
[

Ti1 . . . , Tij . . . Tiki
]

Tij =
[

Tij1 . . . Tijk . . . Tijki
]

où Tij1 pour (i, j) ∈ [1, ℓ] × [1, ki] et Tijk pour (i, j, k) ∈ [1, ℓ] × [1, ki] × [2, nij ] sont
respectivement les vecteurs propres et les vecteurs propres généralisées associés à la valeur
propreλi. Ils sont donnés par les équations linéaires

ATij1 = λiTij1

et
(A− λiIn)Tijk = Tij(k−1) pour k ∈ [2, nij ]
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Les deux définitions usuelles suivantes sont spécifiques auxcas des valeurs propres multiples.

• Soitλ une valeur propre de la matriceA ∈ R
n×n de multiplicitém ≤ n, tout vecteur non

nul v satisfaisant la propriété

(A− λI) v = 0 pour tout k ∈ [1, n]

est dit vecteur propre généralisé de la matriceA.

• Une valeur propre multipleλi est dite non défective si la matriceJi ∈ Cmi×mi qui lui est
associé est diagonale, soit

Ji = λiImi
=⇒ nij = 1 pour tout (i, j) ∈ [1, ℓ]× [1, ki]

En d’autres termes, il lui correspond exactementmi vecteurs propres.

• Une matrice est dite cyclique si les matricesJi ∈ Cmi×mi , associées aux différentes va-
leurs propresλi pour i ∈ [1, ℓ], qui constituent sa forme de Jordan sont des blocs de
Jordan, soit

Ji =















λi 1
λi 1

. . . . . .
λi 1

λi















∈ Cmi×mi

Compte tenu du résultat relatif à la décomposition spectrale d’une matrice, l’assertion suivante
est vraie

(

A est une matrice cyclique
)

⇐⇒
(

ki = 1 pour tout i ∈ [1, ℓ]
)

Rappelons queki désigne le nombre de blocs de Jordan associés à la valeur propre λi d’ordre
de multiplicitémi.

Remarque A.3Un sous-espace A invariant est essentiellement un sous-espace propre de la ma-
triceA. En effet, considérons un sous-espaceE 6= {0}, alors la proposition suivante est vraie

E est un sous− espace invariant =⇒ il existe v ∈ E et λ ∈ F / Av = λv

On distingueE1 = {v} etEm {v1, v2, . . . , vm} deux sous-espaces propres respectivement consti-
tués d’un vecteur propre associé à une valeur propre simpleλ et du vecteur propre et vecteurs
propres généralisés associés à une valeur propre multipleµ d’ordre de multiplicitém, on aura

Av = λv et Avi = µvi + vi−1 pour i ∈ [1, m] avec vo = 0

Par ailleurs,Ek = {vi pour tout i ∈ [1, k] avec k ≤ n} est un sous-espace A invariant, alors
queE j

k = {vi pour tout i ∈ [1, j − 1] ∪ [j + 1, k] avec k ≤ n} n’est pas un sous-espace A in-
variant.
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Remarque A.4Si les valeurs propres de la matriceA sont distinctes, alors la matriceJ n’est
autre que la matrice diagonaleΛ = diag {λi} et les matricesT et T−1 sont particulièrement
données par

T =
(

V1 . . . Vi . . . Vn
)

et T−1 =
(

W1 . . . Wi . . . Wn

)T

où Vi etWi sont respectivement les vecteurs propres à droite et à gauche associés à la valeur
propreλi. On notera que la matriceJ pourrait être diagonale même dans le cas où les valeurs
propres ne sont pas simples, e.g. le cas oùA est une matrice hermitienne.

Le résultat suivant permet de mieux percevoir le cas des valeurs propres complexes multiples.

Résultat A.12Pour toute matriceA ∈ R2n×2n telle que

V (A) = {α1 + jβ1, α1 + jβ1 . . . . . . , αn + jβn, αn + jβn} ⊂ C

où(αi, β1) ∈ R×R∗, il existe une matrice régulièreP ∈ R2n×2n telle que la propriétés suivante
est satisfaite

A = PWP−1 + PNP−1 avec W = diag

{(

αk βk
βk αk

)}

oùN est une matrice nilpotente d’ordrek ≤ 2n qui commute avec la matriceW .

Avant de présenter les résultats basés sur les valeurs singulières, rappelons que les valeurs sin-
gulières d’une matriceA ∈ Fm×n sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice
A∗A si m > n ou de la matriceAA∗ si n ≤ m. Ainsi une matrice de rangr admetr valeurs
singulières positives qui sont généralement notéesσi (A) et ordonnées dans le sens décroissant.
On aura alors

σi (A) =
√

λi (AA∗) =
√

λi (A∗A)

et
σmax (A) = σ1 (A) ≥ σ2 (A) ≥ . . . ≥ σr (A) = σmin (A) > 0

Le résultat suivant donne une décomposition en valeurs singulières d’une matrice complexe.

Résultat A.13Toute matriceA ∈ Fm×n de rangr ≤ ℓ
∆
= min(p,m) peut être décomposée en

valeurs singulières comme suit

A = V ΣW ∗ avec Σ =











(

Σℓ

0

)

si p ≥ m

(

Σℓ 0
)

si p < m

oùΣℓ ∈ Fℓ×ℓ est une matrice diagonale composée des valeurs singulièresde la matriceA, soit

Σℓ = Diag (σ1, . . . , σℓ) avec σi = 0 pour i > r

etV ∈ Fp×p etW ∈ Fm×m sont des matrices unitaires satisfaisant les propriétés suivantes

AU = Y Σ et A∗Y = UΣ∗
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Remarque A.5PosonsW
∆
=
(

w1 . . . wi . . . wm

)

et V
∆
=
(

v1 . . . vi . . . vp
)

, on
peut verifier aisément que les relations suivantes sont vraies

Awi = σivi et A
∗vi = σiwi

et donc
A∗Awi = σ2

iwi et AA
∗vi = σ2

i vi

Ainsi, les vecteurs{wi}i∈[1,m]

(

resp. {vi}i∈[1,p]
)

forment une des base orthonormale deR
m

(resp. Rp) à partir des vecteurs propres de la matriceA∗A ( resp. AA∗) associés aux valeurs
propres{σ2

i }i∈[1,ℓ] ; ils constituent les vecteurs singuliers en entrée (resp. en sortie) de la matrice
A.

Remarque A.6Les valeurs singulières d’une matrice contiennent une information métrique sur
la transformation linéaire sous-jacente. En effet, la boule unité est transformée en un ellipsoïde
dont les longueurs des axes principaux sont égales au doubledes valeurs singulières de la ma-
trice de transformation, soit

E = {y ∈ F
p / y = Ax avec x ∈ F

m / ‖x‖ = 1}

Cette information métrique sera particulièrement mise en exergue à la fin du paragraphe sur
les normes.

A.7 Exponentielle d’une matrice

L’exponentielle d’une matrice est définie naturellement à partir de la série convergente

eA = In + A +
1

2
A2 + . . . +

1

k!
Ak + . . . =

∞
∑

k=0

1

k!
Ak

Elle vérifie les propriétés usuelles suivantes que nous recommandons de prouver en guise d’un
bon exercise d’algèbre.

P1. e0n = In

P2. AeA = eAA

P3. λ ∈ V (A) =⇒ eλ ∈ V
(

eA
)

P4. eA(t+τ) = eAteAτ pour tout (t, τ) ∈ R2

P5. e(A+B)t = eAteBt ⇐⇒ AB = BA

P6.
[

eAt
]−1

= e−At pour tout t ∈ R

P7. ρeAt = AeAt = eAtA pour tout t ∈ R
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P8. L
(

eAtα(t)
)

= (sIn − A)−1

Par ailleurs, on notera que la matrice(zIn −A) ∈ Cn×n est inversible puisque son détermi-
nant, qui n’est autre que le polynôme caractéristique de la matriceA, n’est pas nul. Le résultat
suivant donne un algorithme pour calculer(zIn −A)−1 qui est communément appelée matrice
résolvante associée à la matriceA ∈ R

n×n.

Résultat A.14La matrice résolvante associée à une matriceA ∈ Rn×n est donnée par

(sIn − A)−1 =
1

det (sIn −A)
Adj (sIn − A)

avec

det (sIn −A) = aos
n + a1s

n−1 + . . .+ an−1s+ an

et

Adj (sIn − A) = A1s
n−1 + A2s

n−2 + A3s
n−3 + . . .+ An−1s+ An

où{ak}k∈[0,n] et{Ak}k∈[1,n] sont respectivement données par les algorithmes suivants

ao = 1 et ak = − 1

k!
trace(MkA) pour k∈ [1, n]

avec

Mo = 0n et Mk =Mk−1A+ ak−1In pour k∈ [1, n]

et

Ak =

k−1
∑

i=o

aiA
k−i−1 pour k ∈ [1, n]

A.8 Matrices définies positives ou non négatives.

Le concept de matrices définies positives ou non négatives a été particulièrement introduit pour
des considérations d’ordre dans les ensembles de matrices.

Une matriceA ∈ Fn×n est définie positive (resp. non négative), i.e.A > 0 (resp.A ≥ 0),
si x∗Ax > 0 (resp.x∗Ax ≥ 0) pour tout0 6= x ∈ Fn

Remarque A.7Commex∗Ax = (x∗Ax)∗ = x∗A∗x, les matrices définies positives ou non
négatives sont supposées être hermitiennes.

On accordera une attention particulière à cinq résultats sur les matrices hermitiennes définies
positives ou non négatives qui ont été vitales pour la théorie des systèmes. Le premier résultat
est une conséquence naturelle de la factorisation spectrale sous-jacente.



423

Résultat A.15Toute matrice hermitienne définie non négativeA ∈ Fn×n peut être décomposée
comme suit

A = UΛU∗ avec Λ = diag {λi} et λi ≥ 0

où lesλi pour i ∈ [1, n] ne sont autres que les valeurs propres deA et U est une matrice
unitaire deFn×n dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres deA.

Cette factorisation permet de déterminer aisément la racine carrée d’une matrice hermitienne
définie positive ou non négative, en l’occurrence

√
A = U

√
Λ U∗ avec

√
Λ = diag

{

√

λi

}

Le deuxième résultat est une décomposition usuelle des matrices hermitiennes définies non né-
gatives.

Résultat A.16SoitA ∈ Fn×n une matrice hermitienne définie non négative de rangr, alors il
existe une matriceE ∈ Fm×n avecm ≥ r telle queA = E∗E.

On notera que cette décomposition matricielle n’est pas unique comme le montre le troisième
résultat.

Résultat A.17Soient deux matricesB ∈ Fm×n etC ∈ Fp×n avecm ≥ p telles queB∗B =
C∗C, alors il existe une matriceU ∈ F

m×p telle queU∗U = Ip etB = UC.

Preuve. SoientV1 etV2 deux matrices unitaires telles que

B = V1

(

B1

0

)

et C = V2

(

C1

0

)

oùB1 etC1 sont de rang plein en lignes. AlorsB1 et C1 ont le même nombre de lignes et la

matriceV3
∆
= B1C

∗
1 (C1C

∗
1)
−1 vérifie V3V ∗3 = I puisqueB∗B = C∗C. Et doncV3 est une

matrice unitaire etV ∗3 B1 = C1. La matriceU est donc définie comme suit

U = V1

(

V3 0
0 V4

)

V ∗2

avec une matrice unitaireV4.
CQFD

Le quatrième résultat donne une condition nécessaire et suffisante pour que la différence entre
deux matrices hermitiennes définies positives soit définie positive.

Résultat A.18Considérons deux matrices hermitiennesA ∈ R
n×n etB ∈ R

n×n. Alors on a
A > B si et seulement siρ (BA−1) < 1.
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Preuve. Notons d’abord que puisqueA > B, on a aura

I −A−
1
2BA−

1
2 = I −A−

1
2

(

BA−1
)

A
1
2 > 0

et comme les matricesA−
1
2BA−

1
2 etBA−1 sont semblables, elles ont les mêmes valeurs propres,

soit
λi

(

A−
1
2BA−

1
2

)

= λi
(

BA−1
)

pour tout i ∈ [1, n]

On aura donc

0 < I − A−
1
2BA−

1
2 ⇐⇒ ρ

(

A−
1
2BA−

1
2

)

⇐⇒ ρ
(

BA−1
)

< 1

CQFD

Le cinquième résultat est consacré à deux propriétés usuelles du complément deShur qui se
sont avérées fondamentales pour la robustesse des systèmeslinéaires.

Résultat A.19Soit une matrice hermitienneA ∈ Fn×n que l’on peut partitioner comme suit

A =

(

A11 A12

A∗12 A22

)

Alors on a les propriétés suivantes.

P1. A est définie positive si et seulement siA22 etA11−A12A
−1
22 A

∗
12 sont des matrices hermi-

tiennes définies positives

P2. A est définie positive si et seulement siA11 etA22−A12A
−1
11 A

∗
12 sont des matrices hermi-

tiennes définies positives

Preuve.Pour prouver la propriétéP1, il suffit de remarquer que

(

A22 > 0 et A11 − A12A
−1
22 A

∗
12 > 0

)

⇐⇒
(

A11 −A12A
−1
22 A

∗
12 A12

A∗12 A22

)

> 0

et
(

I A12A
−1
22

0 I

)(

A11 − A12A
−1
22 A

∗
12 A12

A∗12 A22

)(

I 0
A−122 A

∗
12 I

)

=

(

A11 A12

A∗12 A22

)

Et on procède de la même manière pour prouver la propriétéP2.
CQFD

Le sixième résultat est une propriété naturelle des bases del’espace vectorielFn

Résultat A.20Soit une baseB = {e1, . . . , en} ⊂ Fn, alors on les propriétés suivantes.

eie
∗
i ≥ 0 pour tout i ∈ [1, n] et

n
∑

i=1

eie
∗
i > 0
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Preuve.La première propriété est triviale puisqueeie∗i est une matrice symétrique de rang un.
Quant à la seconde propriété, elle découle naturellement dufait que

n
∑

i=1

eie
∗
i =

(

e1 . . . e1 . . . en

)















e∗1
...
e∗i
...
e∗n















et Rang
(

e1 . . . e1 . . . en
)

= n

CQFD

A.9 Normes.

SoitV un espace vectoriel sur le corpsF. La fonctionν : V −→ R+ est une norme surV si
elle vérifie les propriétés suivantes.

P1. Positivité stricte
ν (x) = 0 =⇒ x = 0

P2. Homogénéité

ν (αx) =| α | ν (x) pour tout x ∈ V et pour tout α ∈ K

P3. Inégalité triangulaire

ν (x+ y) ≤ ν (x) + ν (y) pour tout (x , y) ∈ V × V

Par ailleurs, une normeν1 (.) surV est dite multiplicative si elle vérifie la propriété

ν (xy) ≤ ν (x) ν (y)

Et deux normesν1 (.) et ν2 (.) surV sont dites équivalentes si on peut trouver deux scalairesα
etβ tels que

α ν1 (x) ≤ ν2 (x) ≤ β ν1 (x)

On donne ci-dessous les exemples de normes considérées dansla théorie des systèmes.

• Les normes deHölder sur l’espace vectorielFn définies par

‖x‖p =
(

n
∑

i=1

| xi |p
)

1
p

pour 1 ≤ p ≤ ∞

On distingue plus particulièrement la norme de la somme des modules, la norme eucli-
dienne et la norme du maximum respectivement définies par
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‖x‖1 =
n
∑

i=1

| xi |

‖x‖2 =
(

n
∑

i=1

| xi |2
)

1
2

=
√
xTx

et

‖x‖∞ = lim
p−→∞

‖x‖p = max
1≤i≤n

| xi |

Remarque A.8Les normes deHölder sur l’espace vectorielFn ont plus particulièrement
les propriétés d’équivalence suivantes

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ √
n ‖x‖2

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ √
n ‖x‖∞

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ √
n ‖x‖∞

et vérifient l’inégalité deHölder qui stipule que pour tout couple(p, q) de réels supérieurs
ou égaux à un tels que

1

p
+

1

q
= 1

la propriété suivante est vraie

| x∗y | ≤ ‖x‖p ‖x‖q pour tout (x, y) ∈ F
n × F

n

• Les normes deHölder sur l’espace vectorielFm×n définies par

‖x‖(p) =
(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

| aij |p
)

1
p

pour 1 ≤ p ≤ ∞

On distingue plus particulièrement la norme de la somme des modules, la norme eucli-
dienne et la norme du maximum respectivement définies par

‖A‖(1) =
m
∑

i=1

n
∑

j=1

| aij |

‖A‖(2) =
(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

| aij |2
) 1

2

=
√

trace (A∗A) =
√

trace (AA∗)

et

‖A‖(∞) = lim
p−→∞

‖A‖(p) = max
1≤i≤m

max
1≤j≤n

| aij |= max
(i,j)∈[1,m]×[1,n]

| aij |

On vérifie aisément les propriétés suivantes sur les normes deHölder sur l’espace vec-
toriel Fm×n
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P1. Pour tout couple de matricesA ∈ Fm×n etB ∈ Fn×p, les propriétés suivantes sont
satisfaites

‖AB‖(p) ≤ ‖A‖(p) ‖B‖(p) pour tout p fini

et

‖AB‖(∞) ≤ n
(

‖A‖(∞) ‖B‖(∞)

)

P2. La norme sur l’ensemble des matrices carrées de dimensionn définie par

‖A‖ = n‖A‖(∞)

est multiplicative.

P3. Les normes multiplicatives sur l’ensemble des matrices carrées sont minorées par
le rayon spectral, soit

‖A‖ ≥ ρ (A) = | λmax (A) |

Remarque A.9Le rayon spectral d’une matrice ne constitue pas une norme dans le cas
des matrices non hermitiennes, e.g.

A =

(

0 1
0 0

)

6= 02 =⇒ ρ (A) = 0

• Les normes matricielles induites définies pour les matricesen tant que transformations
linéairesA : Fn 7→ Fm. En effet, comme toute transformation linéaire de dimension
finie est bornée, i.e.

∃α ∈ R+ / ‖Ax‖ ≥ α ‖x‖ pour tout x ∈ F
n

on peut définir une norme de matrices induite par deux normesν1 ( . ) et ν2 ( . ) comme
suit

‖A‖ν1,ν2 = inf
{

α ∈ R+ / ν1 (Ax) ≤ α ν2 (x) pour tout x ∈ F
n
}

Cette norme matricielle induite‖ . ‖ν1,ν2 est dite compatible avec les normes vectorielles
ν1 ( . ) et ν2 ( . ). Lorsqueν1 ( . ) et ν2 ( . ) sont des normes deHölder, i.e.ν1 ( . ) =
‖ . ‖p et ν2 ( . ) = ‖ . ‖q, la norme induite correspondante sera notée‖ . ‖p,q . Si en
plusp = q, alors la norme induite correspondante sera notée‖ . ‖p. Les normes induite
usuelles sont données par

‖A‖1 = max
1≤j≤n

(

m
∑

i=1

| aij |
)

= max
1≤j≤

(‖cj‖1)

‖A‖2 = max
1≤i≤n

(λi (A
∗A)) = σmax(A)

et
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‖A‖∞ = max
1≤i≤m

(

n
∑

j=1

| aij |
)

= max
1≤i≤n

(

‖ℓTj ‖1
)

= ‖A∗‖1

où ℓi et cj désignent respectivement la jème ligne et la ième colonne dela matriceA.

On montre aisément que pour toute matriceA, on a

‖A‖2 ≤ ‖A‖1 ‖A‖∞

et que toute norme matricielle induite est multiplicative,i.e. pour tout couple de matrice
de matrices(A,B) de produit compatible, on a

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

Par ailleurs, il existe un ensemble de relations d’équivalence entre les normes matricielles
et les normes matricielles induites associées pour une matriceA ∈ Cm×n.

• La norme deF robenius d’une matriceA définie par

‖A‖F =
√

trace (A∗A) =

√

∑

i

σ2
i (A)

Comme il a été mentionné au paragraphe sur les valeurs propres et valeurs singulières d’une
matrice, les valeurs singulières contiennent une information métrique sur la transformation li-
néaire sous-jacente. Cette information métrique est particulièrement mise en exergue par les
résultats suivants.

Résultat A.21On distingue deux propriétés remarquables des valeurs singulières

σmax(A) = max
‖x‖=1

‖Ax‖ = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

et

σmin(A) = min
‖x‖=1

‖Ax‖ = min
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

où ‖.‖ désigne la norme euclidienne. On peut alors en déduire naturellement la propriété fon-
damentale suivante

σmin(A) ≤ ‖Ax‖
‖x‖ ≤ σmax(A) pour tout x 6= 0

Résultat A.22La valeur singulière maximale d’une matrice complexe est une norme induite
par la norme euclidienne qui est communément connue sous l’appellation de norme spectrale,
soit

‖A‖2 = σmax(A)
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On distingue quatre résultats qui constituent l’essence des outils d’analyse et de synthèse des
systèmes assservis. Le premier concerne deux paires d’inégalités remarquables sur les valeurs
singulières maximales et minimales d’une matrice donnée.

Résultat A.23Pour toute matriceA ∈ F
n×n, on a

σmax (A)− 1 ≤ σmax (A+ In) ≤ σmax (A) + 1 (A.10)

et

σmax (A) ≤ σmax (A + In) + σmax (In) = σmax (A + In) + 1 (A.11)

Preuve.Considérons d’abord les inégalités A.10. Comme la valeur singulière maximale est une
norme, elle vérifie l’inégalité triangulaire

σmax (A + In) ≤ σmax (A) + σmax (In)

qui permet de déduire naturellement l’inégalité de droite puisqueσmax (In) = 1. Par ailleurs,
commeA = A + In − In pour toute matriceA, on aura

σmax (A) ≤ σmax (A + In) + σmax (In) = σmax (A + In) + 1

qui permet de déduire naturellement l’inégalité de gauche puisqueσmax (In) = 1. Considérons
ensuite les inégalités A.11 et deux vecteursw ∈ Fn et v ∈ Fn tels que

‖ (A+ In)w‖
‖w‖ = σmin (A+ In) et

‖ (A+ In) v‖
‖v‖ = σmin (A)

alors on aura

‖ (A+ In)w‖ = ‖Aw + w‖ ≥ ‖Aw‖ − ‖w‖
et

σmin (A+ In) ≤
‖ (A+ In) v‖

‖v‖ = σmin (A) + 1

Ces propriétés permettent d’établir aisément les inégalités A.11. CQFD

Le deuxième résultat montre que la perturbation des valeurssingulières d’une matrice per-
turbée est au plus égale à la valeur singulière maximale de lamatrice perturbatrice, i.e. la
norme de la perturbation.

Résultat A.24Soient deux matrices complexesA etP de dimensionm× n, alors la propriété
suivante est vraie pour touti ∈ [1, min(m,n)].

σi(A)− σmax(P ) ≤ σi(A+ P ) ≤ σi(A) + σmax(P )
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Le troisième résultat donne une interprétation de la valeursingulière minimale d’une matrice,
en l’occurrence la plus petite norme d’une matrice perturbatrice qui rend singulière la matrice
perturbée.

Résultat A.25Soient deux matrices complexesA etP de dimensionm×m, alors la propriété
suivante est vraie

det (A+ P ) = 0 =⇒ σmax(P ) ≥ σmin(A)

ou d’une manière équivalente

σmax(P ) < σmin(A) =⇒ det (A+ P ) 6= 0

On peut alors en déduite naturellement que pour toute matrice complexeA ∈ Fn×n, on a

σmin(A) = min
P∈Fn×n

{σmax(P ) / det(A + P ) = 0}

Le dernier résultat n’est autre que la propriété de dilatation contraction qui est au coeur de la
synthèseH∞.

Résultat A.26Soient deux matricesA ∈ Fm×n, B ∈ Fp×n et C ∈ Fm×p , alors la propriété
suivante est vraie

max (σmax(A), σmax(B)) ≤
∥

∥

∥

∥

[

A
B

]∥

∥

∥

∥

≤
√
2max (σmax(A), σmax(B))

et

max (σmax(A), σmax(C)) ≤ ‖
[

A C
]

‖ ≤
√
2max (σmax(A), σmax(C))

σmax

((

A
B

))

≤ σmax(A) + σmax(B)

σmax

((

A C
))

≤ σmax(A) + σmax(C)

A.10 Inverses généralisées et pseudo-inverses.

Soit une matriceA ∈ Fm×n de rang plein . Une matriceA−1d ∈ Fn×m (resp.A−1g ∈ Fn×m) est
une inverse à droite (resp. à gauche) de la matriceA ∈ Fm×n siAA−1d = Im (resp.A−1g A = In).
Il est évident que la matrice A est inversible à droite (resp.à gauche) si et seulement si elle est
de rang plein en lignes (resp. en colonnes) et que l’une de sesinverses à droite (resp. à gauche)
est donnée parA−1d = A∗ (AA∗)−1 (resp.A−1g = (A∗A)−1A∗).

On notera que les inverses à droite et à gauche d’une matrice ne sont pas nécessairement
uniques comme le montre le fait suivant

(

In 0
)

(

In
X

)

= In
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oùX est une matrice quelonque de dimensions adéquates et que la relation suivante est toujours
vraie

AA−1d A = AA−1g A = A (A.12)

Plus généralement, si une matrice n’est pas de rang plein en lignes (resp. en colonnes), alors
elle n’admet pas de matrices inverses ordinaires. Nénamoins, elle admet une inverse générali-
sée, que l’on désingera parAig, satisfaisant la relation

AAigA = A (A.13)

comme l’indique le résultat suivant

Résultat A.27Toute matriceA ∈ Fm×n admet une infinité de matrices inverses généralisées
Aig.

Preuve. Conformément au résultat A.7 d’équivalence d’une matrice donnée à sa forme de
Smith, on peut construire une matrice inverse généraliséeAig ∈ Fn×m de la matriceA ∈ Fm×n

comme suit

Aig = Q−1TP−1 avec T =

(

Ir T1
T2 T3

)

∈ F
n×m

oùT1, T2 et T3 sont des matrices quelconques de dimensions appropriées. En effet, la matrice
X ig vérifie bien l’équation A.13.

(PSQ)
(

Q−1TP−1
)

(PSQ) = PSTSQ = PSQ

CQFD

Remarque A.10Toute inverse généraliséeAig ∈ Fn×m de la matriceA possède les propriétés.

P1. I (AAig) = I (A)

P2. I
(

(AAig)
∗)

= I (A∗)

P3. AAig etAigA sont idempotentes

Le concept de pseudo-inverse, communément appelée inverseau sens de Moore-Penrose, a été
particulièrement introduit pour pallier la pluralité de l’inverse généralisée. La pseudo-inverse
d’une matrice, que l’on désigne parA+, vérifie les quatre propriétés suivantes.

P1. AA+A = A

P2. A+AA+ = A

P3. (AA+)
∗
= AA+

P4. (A+A)
∗
= A+A

Elle se distingue des inverses généralisées par son unicitécomme l’indique le résultat suivant.

Résultat A.28Toute matriceA ∈ Fm×n admet une pseudo-inverseA+ et cette pseudo-inverse
est unique.
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Preuve. Montrons d’abord que si la pseudo-inverse existe, alors elle est unique. Pour ce faire,
supposons qu’une matriceA admet deux pseudo-inversesX etY , alors on aura

X = XAX = X (AX)∗ = XX∗A∗

= X (XAX)∗ (AY A)∗ = X (AX)∗X∗A∗ (AY )∗

= X (AX)∗ (AX)∗ (AY )∗ = XAXAXAY = XAY

= (XA)∗ Y AY = A∗X∗ (Y A)∗ Y = A∗X∗A∗Y ∗Y

= (AXA)∗ Y ∗Y = A∗Y ∗Y = (Y A)∗ Y = Y AY

= Y

L’existence de la pseudo-inverse peut être établie à partirdu résultat A.9 sur la factorisation de
rang maximal de la matriceA. En effet, commeF ∗F etGG∗ sont des matrices carrées de rang
plein, il en est de même pour la matriceF ∗AG∗ dont l’inverse est donnée par

(F ∗AG∗)−1 = (GG∗)−1 (F ∗F )−1

On peut alors vérifier aisément que la matrice

M = G∗ (F ∗AG∗)−1 F ∗

vérifie les propriétésP1 àP4. Et l’unicité de la pseudo-inverse permet de conclure que

X = A+

On distingue cinq propriétés usuelles de la pseudo-inversequi sont communément utilisées dans
la résolution des systèmes linéaires d’équations.

P1. SiA est régulière, alorsA+ = A−1.

P2. SiA est de rang plein en colonnes, alorsA+ = (A∗A)−1A∗. On notera queA+A = In
maisAA+ 6= Im.

P3. SiA est de rang plein en lignes, alorsA+ = A∗ (AA∗)−1. On notera queAA+ = Im
maisA+A 6= In.

P4. SoitFG une factorisation de rang maximalA.9 d’une matriceA ∈ Fm×n de rangr,
alors on aA+ = G+F+. On retrouve la relation d’inversion d’un produit de matrices
régulières.

P5. Soit FPG une factorisation d’une matriceA ∈ Fm×n de rang r où F ∈ Fm×r et
G ∈ Fr×n des matrices de rang plein etP ∈ Fr×r une matrice régulière, alors on a
A+ = G+P−1F+. On retrouve la relation d’inversion d’un produit de matrices régu-
lières.

P6. Considérons la décomposition en valeurs singulières A.13 d’une matriceA ∈ Fm×n de
rangr, soit

A = UΣV ∗ / Σ =

(

Σr 0
0 0

)

avec Σr = diag {σ1, . . . , σr}
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Et compte tenu des propriétésP1 etP5, on a

A+ = V Σ+U avec Σ+ =

(

Σ−1r 0
0 0

)

Ce résultat corrobore l’existence et l’unicité de la pseudo-inverse puisque la décomposi-
tion en valeurs singulières d’une matrice est unique et existe toujours.

A.11 Résolution des systèmes d’équations linéaires.

De nombreux problèmes relevant des sciences de l’ingénieurpeuvent être ramenés à la résolu-
tion d’un système d’équations linéaires que l’on peut récrire sous la forme

y = Ax (A.14)

oùA est une matrice deFm×n, y est un vecteur deFm et x ∈ Fn est l’inconnue. L’ensemble
des solutions de ce système peut comporter zéro, une ou une infinité de solutions exactes. Le
système est ditcompatible s’il admet au moins une solution exacte. Autrement, le système est
dit incompatible et on peut en chercher une solution approchée, en l’occurrence celle qui mi-
nimise la norme‖y − Ax‖2.

Remarque A.11Supposons que le système d’équations linéaires A.14 est compatible, alors on
peut l’écrire sous la forme de l’égalité

y = AA+y (A.15)

qui constitue un test de compatilité.

Remarque A.12Tous les résultats qui seront établis pour le système d’équations linéaires A.14
pourront être établis, modulo des modifications élémentaires de cohérence par rapport aux
dimensions, pour un système d’équations linéaires

AX = B

oùA etB sont repectivement des matrices données deFm×n etFm×p etx ∈ Fn×p est l’inconnue.

Les deux résultats suivants précisent les conditions de compatibilité des systèmes d’équations
linéaires et l’ensemle des solutions dans le cas d’un système compatible.

Résultat A.29Le système d’équations linéaires A.14 est compatible si l’une des propositions
suivantes est varie.

P1. y ∈ I (A)

P2. rang
(

A y
)

= rang (A)

P3. N (A∗) ⊂ N (y∗)

Par ailleurs, la solution, lorsqu’elle existe, est unique si et seulement si A est de rang plein en
colonnes, i.e.rang (A) = n
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Résultat A.30Supposons que le système d’équations linéaires A.14 est compatible, alors l’en-
semble des solutions sous-jacentes est donné par

x = A+y +
(

In − A+A
)

z (A.16)

où z est un vecteur arbitraire deFn.

Preuve. Considérons la solutionx donnée par l’équation A.16. Alors on a

Ax = AA+y +
(

A− AA+A
)

z = AA+y = y

Par ailleurs, toute solution du système d’équations linéaires (reflinearsystem peut se mettre sous
la forme

x = A+y + x− A+Ax

qui n’est autre qu’une forme particulière de l’équation régissant l’ensemble des solutions A.16.
CQFD

Remarque A.13Considérons le système d’équations linéaires A.14 et supposons que la ma-
trice A et de rang plein. L’ensemble des solutions sous-jacent est caractérisé par la structure
de la matriceA comme l’indiquent les propriétés suivantes.

P1. Le système d’équations linéaires A.14 admet une solution unique si la matriceA est
carrée, i.e.n = m. C’est le cas d’un système d’équations admettant autant d’équations
que d’inconnues et dont la solution est donnée par

x = A−1y

C’est la solution usuelle du système d’équations puisqueA est une matrice carrée de
rang n.

P2. Le système d’équations linéaires A.14 admet une infinité de solutions si la matrice A est
rectangulaire horizontale, i.e.n > m. C’est le cas d’un système d’équations admettant
plus d’inconnues que d’équations dont une solution usuelleest donnée par

x = A∗ (AA∗)−1 y

Cette solution est obtenue à partir de la solution unique de la formex = A∗v du système
d’équationsAA∗v = y puisqueAA∗ est une matrice carrée de rang m.

P3. Le système d’équations linéaires A.14 admet au plus une solution si la matrice A est
rectangulaire verticale, i.e.n < m. C’est le cas d’un système d’équations admettant plus
d’équations que d’inconnues et dont la solution est donnée par

x = (A∗A)−1Ay

Cette solution est obtenue à partir de la solution unique du système d’équationsA∗Ax =
A∗y puisqueA∗A est une matrice carrée de rang n.
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Remarque A.14Le système d’équations linéaires A.14 peut se récrire sous une forme bien
appropriée à sa résolution basée sur la forme deSmith de la matriceA (Réultat A.7), soit

A = PSQ avec S =

(

Ir 0
0 0

)

En effet, si l’on pose

x = Qx et x = P−1y

on peut récrire le système d’équations linéaires A.14 sous la forme

Sx = y

Et si l’on décompose les vecteursx ety comme suit

x̄ =

(

x̄1
x̄2

)

et y =

(

y1
y2

)

avec x1 ∈ F
r×q et x̄1 ∈ F

r×q

on aura x̄1 = ȳ1 et ȳ2 = 0. Il apparaît alors clairement que le système est compatiblesi et
seulement sīy2 = 0. Et que dans ce cas, la solution est donnée par

x̄1 = ȳ1 et x̄2 est une matrice arbitraire

Dans le cas d’un système incompatible, on cherche une solution optimale au sens des moindres
carrés, i.e. qui minimise la norme euclidienne de l’erreur associée au système d’équations don-
née par‖y−Ax‖2. Et comme la solution exacte d’un système compatible est optimale, on peut
dire que tout système d’équations linéaire admet au moins une solution comme le montre le
résultat suivant.

Résultat A.31La solution optimale au sens des moindres carrés du système d’équations li-
néaires A.14 n’est autre que la solution exacte du système compatible donné par

A∗Ax = A∗y (A.17)

Preuve. La solution optimale au sens des moindres carrés du système A.14 est donnée par
l’équation d’optimalité

∂

∂x

(

J (x)
)

= 0 avec J (x) = (y − Ax)T (y − Ax)

ou d’une manière équivalente

A∗Ax = A∗y

On retrouve bien le système A.17. Par ailleurs, on a
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rang
(

A∗A A∗y
)

= rang
(

A∗
(

A y
))

≤ min
(

rang (A∗) , rang
(

A y
)

)

Et compte tenu du fait

rang
(

A y
)

≥ rang (A) = rang (A∗) = rang (A∗A)

on aura

rang
(

A∗A A∗y
)

≤ rang (A∗) = rang (A) ≤ rang
(

A∗A A∗y
)

soit

rang
(

A∗A A∗y
)

= rang (A∗A)

Le système A.17 et donc bien compatible.
CQFD

Le système A.17 est ditsystème normalassocié au système A.14. Et comme il est toujours
compatible, on peut conclure que le système d’équations linéaires A.14 admet toujours une so-
lution donnée par

x = (A∗A)+A∗y +
(

In − (A∗A)+ (A∗A)
)

z

où z est un vecteur arbitraire deFn.

A.12 Equations matriciellles linéaires.

De nombreux problèmes relevant de la théorie des systèmes ont été formulés à partir de la
résolution d’une équation algébrique linéaire que l’on peut récrire sous la forme de l’équation
deSylvester donnée par

AX +XB = C (A.18)

oùA ∈ F
n×n,B ∈ F

m×m etC ∈ F
n×m sont des matrices données etX ∈ F

n×m est l’inconnue.
On s’interesse dans ce qui suit à la compatibilité de cette équation et aux conditions d’unicité
des solutions lorsqu’elles existent.

Le premier résultat donne une condition de similitude qui permet de caractériser l’existence
des solutions de l’équation deSylvester.

Résultat A.32L’équation deSylvester admet une solution si et seulement si les matrices
(

A 0
0 −B

)

et

(

A C
0 −B

)

sont semblables.
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Preuve.La condition est nécessaire puisque siX est une solution de l’équation deSylvester,
alors on a

(

A C
0 −B

)

=

(

A AX +XB
0 −B

)

=

(

A XB
0 −B

)(

I X
0 I

)

=

(

I −X
0 I

)(

A 0
0 −B

)(

I X
0 I

)

=

(

I X
0 I

)−1(
A 0
0 −B

)(

I X
0 I

)

La preuve de la suffisance de la condition peut être effectuéeà titre d’exercice.
CQFD

Le second résultat donne trois propriétés spectrales d’un produit et d’une somme deKronecker
de deux matrices carrées.

Résultat A.33Soient deux matricesA ∈ C
n×n etB ∈ C

m×m dont les valeurs propres respec-
tives sontλi (A) pour i ∈ [1, n] etλj (B) pour j ∈ [1, m], alors les propriétés suivantes sont
satisfaites.

P1. Les valeurs propres du produit deKroneckerA ⊗ B sont les mn scalairesλi (A)λj (B)
pour (i, j) ∈ [1, n]× [1, m].

P2. Les valeurs propres de la somme deKroneckerA⊕B sont les mn scalairesλi (A)+λj (B)
pour (i, j) ∈ [1, n]× [1, m].

P3. Soientvi et wj les vecteurs propres respectifs de A et B correspondants auxvaleurs
propresλi (A) et λj (B). Alors vi ⊗ wj est un vecteur propre deA ⊗ B (resp.A ⊕ B)
correspondant à la valeur propreλi (A) λj (B) (resp.λi (A) + λj (B)).

Preuve. Les preuves des trois propriétés peuvent être faites à titred’exercice pour mieux ap-
préhender les concepts de produit et de somme deKronecker en utilisant la règle du produit
mixte, i.e.(A⊗ B) (C ⊗D) = (AC)⊗ (BD). A titre indicatif, on peut vérifier aisément que si
va et vb sont les vecteurs propres respectifs de A et B correspondants aux valeurs propresλa et
λb, alors on a

(A⊗ B) = λaλb (va ⊗ vb) et (A⊕B) = (λa + λb) (va ⊗ vb)
CQFD

Le troisième résultat donne une condition nécessaire et suffisante de l’existence d’une solu-
tion unique de l’équation deSylvester.

Résultat A.34L’équation deSylvester admet une solution unique si et seulement si les valeurs
propres de la matriceA sont distinctes des valeurs propres de la matrice−B, soit

λi (A) + λj (B) 6= 0 pour tout (i, j) ∈ [1, n]× [1, m]
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Preuve. On notera d’abord que compte tenu du résultat A.1 et de la définition A.6 de la somme
deKronecker, l’équation deSylvester est équivalente au système d’équations linéaires

(

BT ⊕ A
)

vec (X) = vec (C) (A.19)

Ce système admet une solution unique si et seulement siBT ⊗ A est une matrice régulière ou
d’une manière équivalente n’admet aucune valeur propre nulle. Et en utilisant ensuite la pro-
priétéP2 du résultat A.33 en tenant compte queV

(

BT
)

= V (B), on conclut naturellement
que l’équation deSylvester admet bien une solution unique si et seulement siA ⊕ B est une
matrice régulière, i.e.λi (A) + λj (B) 6= 0 pour tout (i, j) ∈ [1, n]× [1, m].

CQFD

Remarque A.15La résolution de l’équation deSylvester est généralement effectuée à partir
de celle du système linéaire d’équations A.19 en utilisant le potentiel d’analyse numérique
disponible. Dans le cas oùℜ (λi (A)) + ℜ (λj (B)) < 0 pour tout (i, j) ∈ [1, n] × [1, m], la
solution unique est particulièrement donnée par

X =

∫ ∞

o

eAtCeBtdt

L’équation matricielle la plus populaire dans la théorie des systèmes estl’équation deLyapunov
qui n’est autre qu’une équation deSylvester particulière avecA = A∗,B = A etC = −Q, soit

XA+ A∗X = −Q (A.20)

Et compte tenu du résultat A.34, on peut en déduire naturellement que l’équation deLyapunov
admet une solution unique si et seulement si

λi (A) + λ∗j (A) 6= 0 pour tout (i, j) (A.21)

Remarque A.16L’équation deLyapunov ci-dessus conduit naturellement la propriété de simi-
litude suivante

(

In 0
X In

)(

A∗ 0
Q −A

)(

In 0
−X In

)

=

(

A∗ 0
0 −A

)

Le résultat suivant montre la relation entre les valeurs propres de la matriceA et la nature de
la solutionX modulo des conditions sur la matriceQ.

Résultat A.35Supposons que les valeurs propres de la matriceA sont à partie réelle négative,
soitℜ (λi (A)) < 0 pour tout i ∈ [1, n], alors l’équation deLyapunov C.19 admet une solution
unique donnée par

X =

∫ t

o

eA
∗tQeAtdt

Preuve.On a
d

dt

(

eA
∗tQeFt

)

= A∗eA
∗tQeAt + eA

∗tQeAtA
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Et en intégrant, on obtient

eA
∗tQeAt −Q = A∗

(
∫ t

o

eA
∗tQeAtdt

)

+

(
∫ t

o

eA
∗tQeAtdt

)

A

Et comme toutes les valeurs propres de la matriceA sont à partie réelle négative, on aura
lim

t−→∞
eA

∗tQeAt = 0

et doncX est bien une solution de l’équation deLyapunov. Et on peut montrer aisément que
cette solution est unique en remarquant que l’application linéaire

F : X ∈ R
n×n 7→ F (X) = A∗X +XA ∈ R

n×n

est bijective. En effet on adim (I (F )) = n2 et dim (I (F )) + dim (N (F )) = n2.

CQFD

A.13 Conclusion

Les bases fondamentales d’algèbre linéaire ont été présentées d’une manière progressive en
accordant une attention particulière aux résultats qui se sont avérés vitaux pour la théorie des
systèmes, notamment le produit deKronecker, la transformation linéaire, la factorisation spec-
trale, les valeurs singulières, la pseudo-inverse, la résolution des systèmes d’équations linéaires
et la résolution des équations matricielles usuelles. On peut retenir trois aspects de l’élégance
algébrique. Le premier aspect est la simplicité d’analyse et de calcul offerte par les diverses
factorisations matricielles. Le deuxième aspect concernel’information métrique contenue dans
les valeurs singulières. Le troisième aspect relève de la possibilité de résolution d’un système
d’équations linéaires sans avoir recours aux hypothèses usuelles requises pour les solutions
exactes.

Ces bases permettent de mieux apprécier la formulation de nombreux problèmes de stabilité,
de stabilisation, de commande, d’observation et de robustesse des systèmes linéaires et leur
résolution.

A.14 Problèmes

Les problèmes proposés ci après permettent de mieux appréhender le concept de normes des
systèmes.

Problème A.1Montrer que la valeur singulière maximale d’une matrice complexe possède bien
toutes les propriétés d’une norme induite par une norme vectorielle.

Problème A.2Montrer qu’une matrice A est régulière si et seulement si sa valeur singulière
minimale n’est pas nulle et que si une matrice est inversible, alors on a

σmin (A) =
1

σmax (A−1)
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Problème A.3Illustrer que les valeurs singulière d’une matrice permettent bien de caractériser
sa dégénérescence. au travers la matrice

A =

[

1 α
0 1

]

oùα est un scalaire positif relativement grand.

Problème A.4Soit(A,B) ∈ Cn×n × Cn×n etα ∈ C, montrer que les propriétés suivantes sont
vraies

σmin (αA) ≤ |α|σmin (A)

et
σmin (AB) ≤ σmin (A)σmin (B)

Problème A.5Soit la matrice partitionnée donnée par

A =











A11 A12 . . . A1q

A21 A22 . . . A2q
...

...
...

...
Am1 Am2 . . . Amq











∆
= [Aij ]

Montrer que pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle p, on a

‖A‖p ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

















‖A11‖p ‖A12‖p . . . ‖A1q‖p
‖A21‖p ‖A22‖p . . . ‖A2q‖p

...
...

...
...

‖Am1‖p ‖Am2‖p . . . ‖Amq‖p

















∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

et que l’inégalité devient une égalité dans le cas d’une norme deF robenius.

Problème A.6SoitA ∈ Rn×n, montrer que ses valeurs propres, i.e.{λi (A)}i∈[1,n], vérifient la
propriété suivante par rapport à ses valeurs singulières minimale et maximale, i.e.σmin (A) et
σmin (A).

σmin (A) ≤ |λi (A) | ≤ σmax (A) pour tout i ∈ [1, n]

Problème A.7Soient deux matrices complexes A et P de dimensionm×n, montrer que la pro-
priété suivante est vraie

det (A+ P ) = 0 =⇒ σmax(P ) ≥ σmin(A)

et en déduire que
σmax(P ) ≥ σmin(A) =⇒ det (A+ P ) 6= 0
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Problème A.8Soit une matrice hermitienne et définie non négativeA ∈ Fn×n que l’on peut
partitioner comme suit

A =

(

A11 A12

A∗12 A22

)

On se propose de mettre en exergue une factorisation essentielle de cette classe de matrices en
procédant progressivement comme suit.

1) Montrer queN (A22) ⊂ N (A12).

2) SoitA+
22 est une pseudo inverse deA22, montrer queX = A12A

+
22 est une solution du

système linéaireXA22 = A12

3) En déduire que la matrice A peut être factorisée comme suit.

X = A12A
+
22 est une solution de XA22 = A12

et

A =

(

I A12A
+
22

0 I

)(

A11 − A12A
+
22X

∗
12 0

0 A22

)(

I 0
A+

22A
∗
12 I

)

Problème A.9Déterminer les valeurs singulières d’une matrice carrée dedimension deux
peuvent être aisément déterminées à partir de la somme et du produit de leurs carrés.

Problème A.10On se propose de déterminer l’exponentielle d’une matrice réelle carrée de di-
mension2 en procédant progressivement comme suit

1) Montrer que pour toute matriceA ∈ R2×2, il existe une matrice inversibleP ∈ R2×2 telle
que

A = P−1WP avec W =

(

λ 0
0 µ

)

ou

(

λ 1
0 λ

)

ou

(

α −β
β α

)

oùλ 6= µ ∈ R et (α, β) ∈ R× R∗.

2) Montrer que pour toute paire de scalaires(α, β) ∈ R×R∗, la propriété suivante est vraie

(

α −β
β α

)k

=

(

Re

(

λk
)

−Im

(

λk
)

Im

(

λk
)

Re

(

λk
)

)

pour tout k ∈ N

3) Déterminer l’exponentielle de matriceA ∈ R2×2.
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Problème A.11Montrer que pour toute matrice réelleA ∈ R3×3 admettant une valeur propre
réelleλ1 = λ ∈ R et deux valeurs propres complexes conjuguéesλ2 = α + jβ etλ3 = α− jβ
, il existe une matrice réelle inversibleP ∈ R3×3 telle que

A = P−1WP avec W =





λ 0 0
0 α −β
0 β α





En déduire l’exponentielle de la matriceA et préciser ses valeurs propres.

Problème A.12Montrer que les solutions des systèmes autonomes

ρx(t) = Fx(t) avec F =







































[

λ 0
0 µ

]

[

λ 1
0 λ

]

[

α −β
β α

]

oùλ 6= µ ∈ R etα 6= β ∈ R∗ sont données par

x(t) = eFtxo avec eFt =







































[

eλt 0
0 eµt

]

eλt
[

1 t
0 1

]

eαt
[

cos (βt) −sin (βt)
sin (βt) cos (βt)

]

Problème A.13Déterminer les valeurs singulières d’une matrice carrée dedimension deux
peuvent être aisément déterminées à partir de la somme et du produit de leurs carrés.

Problème A.14Soit une matriceA ∈ R2n×2n telle que

V (A) = {α1 + jβ1, α1 + jβ1 . . . . . . , αn + jβn, αn + jβn} ⊂ C

(αi, βi) ∈ R × R∗ et (αi, βi) 6= (αj , βj) pour tout i 6= j. Montrer qu’il existe une matrice
régulièreP ∈ R2n×2n telle que la propriétés suivante est satisfaite

A = PΛP−1 avec Λ = diag

{(

αk βk
βk αk

)}

Et en déduire l’exponentielle da la matriceAt.



Annexe B

Matrices polynomiales et rationnelles

Les matrices polynomiales ont été utilisées pour la représentation des systèmes linéaires multi-
variables à partir d’une exploitation ingénieuse des résultats algébriques sous-jacents, en l’oc-
currence les factorisations usuelles et la caractérisation des matrices de fractions rationnelles.
Elles ont permis d’étendre naturellement les descriptionspolynomiales des systèmes monova-
riables issues du concept de fonction de transfert au cas dessystèmes multivariables autour
du concept de matrice de transfert. Les matrices polynomiales constituent ainsi l’essence de
l’approche polynomiale qui s’est imposée par ses interprétations fréquentielles qui ont été par-
ticulièrement mises en exergue par les études de robustesse.

Les matrices polynomiales (resp. rationnelles) sont définies à partir de l’anneau des polynômes
(resp. le corps des fractions rationnelles) en s à coefficients réels donnés par

R[s] =

{

P (s) =

np
∑

i=o

pis
np−i avec pi ∈ R pour i ∈ [0, np]

}

(

resp. R(s) =

{

F (s) =
Fn(s)

Fd(s)
avec (Fn(s), Fd(s)) ∈ R[s]× R[s]

})

L’ensemble des polynômes normalisésRn[s] est caractérisé parpo = 1. Le degré relatif d’une
fraction rationnelle est la différence entre le degré de sondénominateur et le degré de son
numérateur, soitdegr (F (s)) = deg (Fd(s)) − deg (Fd(s)). La fraction rationnelle est dite
propre (resp. strictement propre) si son degré relatif est supérieur ou égal (resp. supérieur) à
zéro. L’ensemble des fractions rationnelles propres est unanneau euclidien pour les opérations
usuelles d’addition et de multiplication communément notéRp(s). Les éléments inversibles de
cet anneau sont appelés fractions rationnelles bicausalesou bipropres caractérisées par un de-
gré relatif nul ou une limite finie et non nulle lorsque s tend vers l’infini.

Ce chapitre est organisé en cinq paragraphes comme suit. Le premier paragraphe est dédié
aux différentes définitions élémentaires associées aux matrices polynomiales et rationnelles ;
on en profitera pour préciser les notations adoptées. Les factorisations remarquables des ma-
trices polynomiales et rationnelles, en l’occurrence les formes de Hermite, de Smith et de Smith-
McMillan, sont présentées d’une manière concise au deuxième paragraphe. Le troisième para-
graphe est consacré au développement du concept de factorisations polynomiales à droite. Les
définitions et résultats sous-jacents sont transposés au concept de factorisations polynomiales
à gauche au quatrième paragraphe. Le cinquième paragraphe est réservé aux résultats com-
plémentaires issus des degrés des lignes et des colonnes. Une conclusion est donnée au sixième
paragraphe.
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B.1 Définitions élémentaires.

Nous donnons ci-dessous les définitions élémentaires des matrices polynomiales et rationnelles
tout en introduisant les notations adoptées.

Définition B.1 Une matrice polynomiale (resp. rationnelle) est une matrice dont les éléments
sont des polynômes (resp. des fractions rationnelles). L’ensemble des matrices polynomiales
(resp. rationnelles) à p lignes et m colonnes est notéRp×m[s] (resp.Rp×m(s)) est un anneau
(resp. un corps) non commutatif par rapport aux opérations élémentaires d’addition et de mul-
tiplication.

Une matrice polynomiale (resp. rationnelle) est généralement exprimée à partir de ses éléments
P (s) = [Pij(s)] (resp. F (s) = [Fij(s)]) pour (i, j) ∈ [1, p]× [1, m]

oùPij(s) (resp.Fij(s)) est un polynôme (resp. une fraction rationnelle).

Définition B.2 Une matrice polynomiale (resp. rationnelle) carrée est inversible si et seule-
ment si son déterminant est un polynôme non nul (resp. une fraction rationnelle non nulle).
Une matrice polynomiale (resp. rationnelle propre) est dite unimodulaire (resp. bicausale ou
bipropre) si son déterminant est un scalaire non nul (resp. une fraction rationnelle bicausale ou
bipropre non nulle).

On peut en déduire qu’une matrice polynomiale (resp. rationnelle propre) est unimodulaire
(resp. bicausale ou bipropre) si et seulement si elle est inversible et son inverse est une ma-
trice polynomiale (resp. bicausale ou bipropre). L’ensemble des matrices polynomialesRp×p(s)
(resp. rationnelles propresRp×p

p (s)) carrées est un anneau non commutatif dont les éléments
inversibles sont des matrices unimodulaires (resp. bicausales ou bipropres). On notera que le
critère le plus simple pour tester si une matrice rationnelle propreB(s) ∈ Rp×p

p (s) est bicau-
sale ou bipropre consiste à calculerlim

s→∞
B(s) et vérifier qu’elle est inversible.

Définition B.3 Les mineurs d’une matrice rationnelle sont les déterminants des sous-matrices
obtenues en supprimant des lignes et des colonnes de cette matrice. On utilisera la notation
M ℓ

c (s) pour le mineur correspondant à la suppression des lignesℓ et des colonnes c. L’ordre
du mineur n’est autre que la dimension de la sous matrice associée.

Exemple B.1Considérons la matrice rationnelle

F (s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)

(

1 0 s− 2

s+ 2 s− 1 1

)

Les mineurs d’ordre 1 sont donnés par

M2
2,3(s) =

1

(s+ 1)(s+ 2)
, M2

1,2(s) =
s− 2

(s+ 1)(s+ 2)
, M2

1,3(s) = 0
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M1
2,3(s) =

s+ 2

(s+ 1)(s+ 2)
, M1

1,2(s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)
et M1

1,3(s) =
s− 1

(s+ 1)(s+ 2)

et les mineurs d’ordre deux sont donnés par

M1(s) =
(s− 1)(s− 2)

(s+ 1)(s+ 2)
,M2(s) =

s2 − 5

(s+ 1)(s+ 2)
et M3(s) =

s− 1

(s+ 1)(s+ 2)

Définition B.4 Le rang d’une matrice polynomiale (resp. rationnelle) est le nombre maximum
de lignes ou de colonnes linéairement indépendantes sur le corps des fractions rationnelles,
soit l’ordre maximal d’un mineur non nul de la matrice polynomiale (resp. rationnelle). Le
rang normal d’une matrice polynomiale (resp. rationnelle)est la valeur maximale que le rang
de cette matrice peut atteindre pour une valeur arbitraire de s, i.e.

rang normal (M (s)) = max
η∈C

rang (M (η))

Le rang normal d’une matrice polynomiale (resp. rationnelle) correspond donc au rang de cette
matrice presque pour tout s à l’exception d’un ensemble fini de valeurs qui correspondent aux
zéros de la matrice polynomiale (resp. rationnelle).

Exemple B.2Considérons les matrices polynomiales

P1(s) =

(

s+ 1 s+ 2

s+ 3 s+ 5

)

et P2(s) =

(

s+ 1 s+ 2

s2 + 6s+ 5 s2 + 7s+ 10

)

et rationnelles

F1(s) =
1

(s+ 2)2

(

1 2s− 1

s+ 1 2

)

et F2(s) =
1

(s+ 1)3

(

s s2 s

1 1 1

)

On a rang (P1(s)) = 2 puisquedet (P1(s)) = s − 1 6= 0 dans R (s) et rang (P2(s)) = 1
puisque ses colonnes ne sont pas indépendantes, i.e.

(

s+ 2

s2 + 7s+ 10

)

=
s+ 2

s+ 1

(

s+ 1

s2 + 6s+ 5

)

rang normal (F1(s)) = rang normal (F2(s)) = 2 etrang (F1(1)) = rang (F2(0)) = 1.

Définition B.5 Le degré d’une matrice polynomialeP (s) ∈ Rp×m[s], notédeg (P (s)), est le
degré maximum parmi tous les degrés des mineurs d’ordre maximal non nuls deP (s).

Compte tenu qu’une colonne (resp. une ligne) d’une matrice polynomiale peut être vue comme
une matrice polynomiale, on peut en déduire naturellement que le degré de la j-ème colonne
(resp. i-ème ligne) de la matrice polynomialeP (s), notéeMcj(s) (resp.Mℓi(s)), est le degré
maximal des éléments de cette colonne (resp. ligne), soit

deg (Pcj(s)) = max
i

(deg (Pij(s))) (resp. deg (Pℓi(s)) = max
j

(deg (Pij(s))))
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B.2 Formes remarquables.

On peut obtenir des formes canoniques des matrices polynomiales ou rationnelles modulo trois
opérations élémentaires de lignes (resp. de colonnes), en l’occurrence une permutation de deux
lignes (resp. colonnes), une multiplication d’une ligne (resp. une colonne) quelconque par un
nombre réel non nul, une addition à une ligne (resp. une colonne) quelconque d’une autre ligne
(resp. colonne) multipliée par un polynôme. Ces opérationsélémentaires sont effectuées par une
prémultiplication (resp. postmultiplication) par des matrices unimodulaires qui aboutissent aux
trois groupes de résultats donnés ci-dessous sans preuves.Ces preuves sont disponibles dans
une synthèse concise et compréhensive sur les matrices polynomiales et rationnelles ([16]) et
dans les ouvrages sur les systèmes linéaires ([15], [46]).

Le premier groupe de résultats concerne la forme de Hermite d’une matrice polynomiale ou
rationnelle propre obtenue à partir d’opérations élémentaires sur ses colonnes (resp. lignes).

Résultat B.1Toute matrice polynomialeP (s) ∈ Rp×m[s] de rangr ≤ min(p,m) dont lesr
premières lignes (resp. colonnes) sont indépendantes peutêtre factorisée comme suit

P (s) = H(s)U(s) avec H(s) =

(

H1(s) 0
H2(s) 0

)

(

resp. P (s) = U(s)H(s) avec H(s) =

(

H1(s) H2(s)
0 0

))

oùU(s) ∈ Rm×m[s] (resp.Rp×p[s]) est une matrice unimodulaire etH(s) ∈ Rp×m[s] est une
matrice unique appelée forme de Hermite de la matriceP (s) ∈ Rp×m[s] oùH1(s) ∈ Rr×r[s]
et H2(s) ∈ R

(p−r)×r[s] (resp.R(m−r)×r[s]). H2(s) est une matrice qui n’a pas de structure
particulière, alors queH1(s) est une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure) de rang
r tel que le i-ème (resp. j-ème) élément diagonal est un polynôme normalisé de degré supérieur
à celui de tout autre élément de la i-ème ligne (resp. j-ème colonne). Et donc si le i-ème (resp.
j-ème) élément diagonal est égal à 1, alors les autres éléments de la i-ème ligne (resp. j-ème
colonne) sont nuls.

Résultat B.2Toute matrice rationnelle propreF (s) ∈ Rp×m
p (s) de rangr ≤ min(p,m) dont

lesr premières lignes (resp. colonnes) sont indépendantes peutêtre factorisée comme suit

F (s) = H(s)B(s) avec H(s) =

(

H1(s) 0
H2(s) 0

)

(

resp. F (s) = B(s)H(s) avec H(s) =

(

H1(s) H2(s)
0 0

))

oùB(s) ∈ Rm×m
p [s] (resp.Rp×p

p (s)) est une matrice bicausale ou bipropre etH(s) ∈ Rp×m
p (s)

est une matrice rationnelle propre appelée forme de Hermitede la matrice rationnelle propre
F (s) ∈ Rp×m

p [s] oùH1(s) ∈ Rr×r
p (s) etH2(s) ∈ R

(p−r)×r
p (s) (resp.R(m−r)×r

p (s)). H2(s) est
une matrice qui n’a pas de structure particulière, alors queH1(s) est une matrice triangulaire
inférieure (resp. supérieure) de rangr tel que le i-ème (resp. j-ème) élément diagonal est le
polynômesµi et tout autre élément de la i-ème ligne (resp. j-ème colonne)est une fraction
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rationnelle
∆ij(s)

sµij
où ∆ij(s) de degréµij < µi. Et donc si le i-ème (resp. j-ème) élément

diagonal est égal à 1, i.e.µi = 0, alors les autres éléments de la i-ème ligne (resp. j-ème
colonne) sont nuls.

Le deuxième groupe de résultats concerne la forme de Smith d’une matrice polynomiale ou
rationnelle propre obtenue par des opérations élémentaires aussi bien sur les colonnes que sur
les lignes.

Résultat B.3Toute matrice polynomialeP (s) ∈ Rp×m[s] de rangr ≤ min(p,m) peut être
factorisée comme suit

P (s) = U(s)Smc(s)Ū(s)

oùU(s) ∈ Rp×p[s] et Ū(s) ∈ Rm×m[s] sont deux matrices unimodulaires etSmc(s) ∈ Rp×m[s]
est une matrice polynomiale unique appelée forme de Smith dela matrice polynomialeP (s) ∈
Rp×m[s] qui se distingue par une structure particulière donnée par

Smc(s) =

(

Ψ(s) 0
0 0

)

avec Ψ(s) = diag (Ψi(s))

où lesΨi(s) sont des polynômes normalisés satisfaisant la propriétéΨi(s) diviseΨi+1(s) pour
i ∈ [1, r− 1]. Ces polynômes sont appelés polynômes invariants deP (s) ∈ Rp×m[s] et peuvent
être déterminés comme suit

Ψi(s) =
Di(s)

Di−1(s)
pour i ∈ [1, r − 1]

oùDi(s) désigne le pgcd normalisé des mineurs d’ordre i deP (s) ∈ Rp×m[s] avecDo(s) = 1.

Résultat B.4Toute matrice rationnelle propreF (s) ∈ Rp×m
p (s) de rangr ≤ min(p,m) peut

être factorisée comme suit
F (s) = B(s)S(s)B̄(s)

oùB(s) ∈ Rp×p
p (s) et B̄(s) ∈ Rm×m

p (s) sont deux matrices bicausales ou bipropres etS(s) ∈
Rp×m

p (s) est une matrice rationnelle propre unique appelée forme de Smith de la matrice ra-
tionnelle propreF (s) ∈ Rp×m

p (s) qui se distingue par une structure particulière donnée par

S(s) =

(

Sr(s) 0
0 0

)

avec Sr(s) = diag
(

s−ni
)

où lesni sont des entiers positifs satisfaisant la propriété0 ≤ n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ ni ≤ . . . ≤ nr.

Le troisième groupe de résultats concerne la forme de Smith-McMillan d’une matrice ration-
nelle qui permet de généraliser la forme de Smith d’une matrice polynomiale (resp. rationnelle
propre) au cas d’une matrice fractionnaire qui n’est pas nécessairement propre.

Résultat B.5Toute matrice rationnelleF (s) ∈ Rp×m(s) de rangr ≤ min(p,m) peut être fac-
torisée comme suit

F (s) = U(s)Smc(s)Ū(s)
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oùU(s) ∈ Rp×p[s] et Ū(s) ∈ Rm×m[s] sont deux matrices unimodulaires etSmc(s) ∈ Rp×m(s)
est une matrice rationnelle unique appelée forme de Smith-McMillan de la matrice rationnelle
F (s) ∈ Rp×m(s) qui se distingue par une structure particulière donnée par

Smc(s) =

(

Λ(s) 0
0 0

)

avec Λ(s) = diag

(

Ψi(s)

Φi(s)

)

où lesΨi(s) et Φi(s) sont des polynômes normalisés premiers entre eux satisfaisant les pro-
priétés suivantes

Ψi(s) divise Ψi+1(s) pour i ∈ [1, r − 1]

et
Φi(s) divise Φi−1(s) pour i ∈ [2, r]

Résultat B.6Toute matrice rationnelleF (s) ∈ Rp×m(s) de rangr ≤ min(p,m) peut être fac-
torisée comme suit

F (s) = B(s)S∞(s)B̄(s)

oùB(s) ∈ Rp×p
p (s) et B̄(s) ∈ Rm×m

p (s) sont deux matrices bicausales ou bipropres etS∞(s) ∈
Rp×m(s) est une matrice rationnelle unique appelée forme de Smith-McMillan à l’infini de la
matrice rationnelleF (s) ∈ Rp×m(s) qui se distingue par une structure particulière donnée par

S∞(s) =

(

Sr∞(s) 0
0 0

)

avec Sr∞(s) = diag
(

s−ni
)

où lesni sont des entiers relatifs satisfaisant la propriété≤ n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ ni ≤ . . . ≤ nr.

Les formes de Hermite et de Smith ont été particulièrement utilisées pour le développement
des factorisations polynomiales premières qui constituent l’essence de l’approche polynomiale,
en l’occurrence la détermination du plus grand diviseur commun. Quant à la forme de Smith-
McMillan (resp. Smith-McMillan à l’infini), elle se distingue par la mise en exergue des pôles et
des zéros de transmission (resp. les pôles et zéros à l’infini) d’une fraction rationnelle. En effet,
les zéros finis (resp. pôles finis) de la matrice rationnelleF (s) ∈ Rp×m(s) sont les racines du
polynômeΨr(s) (resp.Φ1(s)). Quant à la structure à l’infini, on dira que la fraction rationnelle
admet un zéro (resp. pôle) à l’infini d’ordreni si ni ≥ 0 (resp. ni < 0).

B.3 Factorisations polynomiales à droite.

Le concept de factorisations polynomiales à droite est présenté d’une manière concise avec une
attention particulière aux éventuelles simplifications adéquates.

Définition B.6 Une factorisation polynomiale à droite d’une matrice rationnelle propreG(s)
de dimensionp×m est une expression de la forme

F (s) = Qd(s)P
−1
d (s)

oùQd(s) est une matrice polynomiale de dimensionp×m etPd(s) est une matrice polynomiale
inversible de dimensionm. Le degré de la factorisation polynomiale à droite deF (s) est égal
au degré du déterminant dePd(s) .
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SoitP (s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions rationnellesFij(s),
alorsB(s) = P (s)F (s) est une matrice polynomiale de dimensionp ×m. Cette relation sug-
gère une factorisation polynomiale à droite deF (s), en l’occurrence

F (s) = B(s) (P (s)Im)
−1

Il est possible d’élaborer d’autres factorisations de degré plus petit modulo une simplification
des facteurs communs entre les matrices polynomialesB(s) etP (s)Im. Les définitions et résul-
tats donnés ci-dessus permettent d’introduire naturellement les factorisations polynomiales des
matrices rationnelles à partir des notions de diviseurs communs et de matrices premières entre
elles.

Définition B.7 Une matrice polynomiale∆d(s) de dimensionm × m est appelée diviseur à
droite de la matrice polynomialeP (s) de dimensionp×m s’il existe une matrice polynomiale
P̄ (s) de dimensionp×m telle que

P (s) = P̄ (s)∆d(s)

Il est évident que siP (s) est une matrice polynomiale carrée et non singulière, alorschaque
diviseur de la matrice polynomialeP (s) est une matrice polynomiale non singulière.

Exemple B.3Considérons la matrice polynomiale

P (s) =

[

(s+ 1)2(s+ 2)
(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

]

Les diviseurs à droire sont les matrices polynomiales de dimension1 respectivement données
par

∆1
d(s) = 1, ∆2

d(s) = s+ 1,∆3
d(s) = s+ 2 et ∆4

d(s) = (s+ 1)(s+ 2)

On notera que chaque diviseur est un facteur commun des deux polynômes dansP (s) et que
∆4

d(s) est le diviseur de degré le plus élevé. Pour la matrice polynomiale relativement moins
simple

P (s) =

[

(s+ 1)2(s+ 2) (s+ 3)(s+ 5)
0 (s+ 3)(s+ 4)

]

on distingue deux diviseurs à droite
[

s+ 1 0
0 s+ 5

]

et

[

(s+ 1)2 0
0 s+ 5

]

Définition B.8 Considérons deux matrices polynomialesP (s) etQ(s) ayant le même nombre
de colonnes. Le plus grand commun diviseur à droite des matricesP (s) etQ(s), que l’on notera

∆∗d(s)
∆
= pgcdd (P (s), Q(s)), est un diviseur à droite deP (s) etQ(s) dont tout autre diviseur

commun à droite de ces matrices est un diviseur à droite. Et sitous les diviseurs communs à
droite des matricesP (s) etQ(s) sont des matrices unimodulaires, alors les matricesP (s) et
Q(s) sont premières à droite.
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Considérons la factorisation polynomiale à droite de la matrice rationnelleF (s), soitF (s) =
Qd(s)P

−1
d (s), et supposons que∆d(s) est un diviseur commun des matrices polynomialesQd(s)

etPd(s). Alors, compte tenu du fait que la matricePd(s) n’est pas singulière, le diviseur com-
mun n’est pas singulier et̄Pd(s) = Pd(s)R

−1
d (s) et Q̄d(s) = Qd(s)R

−1
d (s) sont des matrices

polynomiales qui permettent d’avoir une autre factorisation polynomiale à droite puisque

Q̄d(s)P̄
−1
d (s) = Qd(s)R

−1
d (s)

(

Pd(s)R
−1
d (s)

)−1
= Qd(s)P

−1
d (s) = F (s)

Par ailleurs, on a

deg (det (Pd(s))) = deg
(

det
(

P̄d(s)
))

+ deg (det (Rd(s)))

Le degré de la nouvelle factorisation polynomiale est nécessairement plus petit que celui de
l’ancienne factorisation pourvu quePd(s) etQd(s) ne soient pas premières entre elles à droite.
Et la plus grande réduction de ce degré est atteinte pour le plus grand commun diviseur∆∗d(s).
Il apparaît alors clairement que l’extraction des diviseurs communs à droite d’une factorisation
polynomiale à droite est une généralisation, au cas des systèmes multivariables, du processus
de simplification des facteurs communs d’une fonction de transfert dans le cas des systèmes mo-
novariables. Les plus grands communs diviseurs de deux matrices polynomiales peuvent être
aisément obtenus à partir des résultats suivants.

Résultat B.7Soient deux matrices polynomialesP (s) ∈ Rm×m[s] etQ(s) ∈ Rp×m[s]. Si une
matrice unimodulaireU(s) ∈ R(m+p)×(m+p)[s] et une matrice polynomiale∆∗d(s) ∈ Rm×m[s]
sont telles que

U(s)

(

P (s)
Q(s)

)

=

(

∆∗d(s)
0

)

Alors la matrice∆∗d(s) ∈ Rm×m[s] est un plus grand commun diviseur à droite des matrices
P (s) ∈ Rm×m[s] etQ(s) ∈ Rp×m[s].

Preuve.Notons d’abord que la matrice unimoduaireU(s) et son inverse, qui est une matrice
unimodulaire que l’on noteraV (s), peuvent être partionnées comme suit

U(s) =

(

U11(s) U12(s)
U21(s) U22(s)

)

et V (s) =

(

V11(s) V12(s)
V21(s) V22(s)

)

On aura alors
(

P (s)
Q(s)

)

= U−1(s)

(

∆∗d(s)
0

)

=

(

V11(s) V12(s)
V21(s) V22(s)

)(

∆∗d(s)
0

)

soit

P (s) = V11(s)∆
∗
d(s) et Q(s) = V21(s)∆

∗
d(s)

∆∗d(s) est donc un diviseur commun à droite des matrices polynomialesP (s) et Q(s). Par
ailleurs, si∆d(s) est un diviseur commun à droite des matrices polynomialesP (s) et Q(s),
alors il existe deux matrices̄P (s) et Q̄(s) telles que
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P (s) = P̄ (s)∆d(s) et Q(s) = Q̄(s)∆d(s)

Et compte tenu de la partition de la matriceU(s), on a

∆∗d(s) = U11(s)P (s) + U12(s)Q(s) =
(

U11(s)P̄ (s) + U12(s)Q̄(s)
)

∆d(s)

∆d(s) est donc un diviseur à droite de∆∗d(s), ce qui prouve que∆∗d(s) est bien le plus grand
diviseur commun à droite des matrices polynomialesP (s) etQ(s).

CQFD

Résultat B.8Soient une matrice polynomiale non singulièreP (s) ∈ Rm×m[s] et une matrice
polynomialeQ(s) ∈ Rp×m[s], alors les propositions suivantes sont équivalentes.

P1. P (s) etQ(s) sont des matrices premières entre elles à droite.

P2. Il existe des matrices polynomialesX(s) ∈ Rm×p[s] etY (s) ∈ Rm×m[s] telles que

X(s)Q(s) + Y (s)P (s) = Im

P3. Pour tout nombre complexe s, on a

rang

(

P (s)
Q(s)

)

= m

Preuve.On montre que les implicationsP1 =⇒ P2,P2 =⇒ P3 etP3 =⇒ P1 sont vraies.

P1 =⇒ P2 se déduit aisément du résultat précédent. En effet siP (s) et Q(s) sont des
matrices premières entre elles à droite, alors on apgcdd (P (s), Q(s)) = Im. Et compte tenu de
la partition de la matrice unimodulaireU(s) adoptée pour la preuve du résultat 3.7, on peut
conclure qu’il existe deux matrices polynomialesU11(s) ∈ Rm×m[p] etU11(s) ∈ Rm×p[p] telles
queU11(s)P (s)+U12(s)Q(s) = Im. On retrouve alors l’identité de Bezout avexX(s) = U12(s)
etY (s) = U11(s).

P2 =⇒ P3 est établie en remarquant tout simplement que l’identité deBezout peut se ré-
crire sous la forme

(

Y (s) X(s)
)

(

P (s)
Q(s)

)

= Im

En effet, supposons qu’il existe un nombre complexeη tel que

rang

(

P (η)
Q(η)

)

< m

alors la propositionP2 ne peut être vraie.

Pour montrer queP3 =⇒ P1, supposons queP3 est vraie et que∆d(s) est un diviseur à
droite des matricesP (s) etQ(s). Alors ils existentP̄ (s) ∈ R

m×m[s] et Q̄(s) ∈ R
p×m[s] telles

que
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(

P (s)
Q(s)

)

=

(

P̄ (s)
Q̄(s)

)

∆d(s)

Par ailleurs, sidet (∆d(s)) est un polynôme de degré au moins un et de racineη, alors∆d(η) est
une matrice complexe de rang inférieur à celui de la matrice polynomiale∆d(s). On aura alors

rang

(

P (η)
Q(η)

)

≤ rang (η) < m

ce qui est contractoire par rapport au fait queP3 soit vraie.∆d(η) est donc une constante non
nulle, i.e.∆d(s) est une matrice unimodulaire, et doncP1 est vraie.

CQFD

Par ailleurs, soient∆∗d(s) et ∆̄∗d(s) deux plus grands communs diviseurs à droite des matrices
P (s) et Q(s), alors il existe deux matrices polynomialesUd(s) et Ūd(s) telles que∆∗d(s) =
Ud(s)∆̄

∗
d(s) et∆̄∗d(s) = Ūd(s)∆

∗
d(s), soit∆∗d(s) = Ud(s)Ūd(s)∆

∗
d(s). Et si∆∗d(s) est inversible,

alorsUd(s) et Ūd(s) sont unimodulaires. Ceci nous amène naturellement au résultat suivant

Résultat B.9Suppsons que la matrice polynomiale

(

P (s)
Q(s)

)

est de rang plein en colonnes,

les plus grands communs diviseurs à droite des matricesP (s) etQ(s) sont des matrices unimo-
dulaires.

Ce résultat conduit naturellement à la définition du conceptde matrices premières entre elles.

Définition B.9 Deux matrices polynomiales ayant le même nombre de colonnessont premières
entre elles à droite si et seulement si leurs plus grands communs diviseurs à droite sont des
matrices unimodulaires. La factorisation polynomialeF (s) = Qd(s)P

−1
d (s) est qualifiée de

première à droite si les matricesQd(s) etPd(s) sont premières entre elles à droite.

Exemple B.4La matrice de fraction rationnelle

G(s) =









1

s+ 1

1

s+ 2

1

s+ 3

1

s+ 5









peut se mettre sous la forme d’une factorisation polynomiale première à droite donnée par

Pd(s) =

(

(s+ 1)(s+ 3) 0
0 (s+ 2)(s+ 5)

)

et Qd(s) =

(

s+ 3 s+ 5
s+ 1 s+ 2

)

B.4 Factorisations polynomiales à gauche.

Le concept de factorisations polynomiales à gauche peut être développé aisément par une
simple transposition des définitions et résultats associésau concept de factorisations polyno-
miales à droite données ci-dessus.
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Définition B.10 Une factorisation polynomiale à gauche d’une matrice rationnelle propreG(s)
de dimensionp×m est une expression de la forme

F (s) = P−1g (s)Qg(s)

où Pg(s) est une matrice polynomiale inversible de dimensionm et Qg(s) est une matrice
polynomiale de dimensionp ×m. Le degré de la factorisation polynomiale à gauche deF (s)
est égal au degré du déterminant dePg(s) .

Une factorisation polynomiale à gauche évidente de la matrice rationnelleF (s) est donnée par

F (s) = (P (s)Ip)
−1B(s)

oùP (s) est le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions rationnellesFij(s).
Les factorisations polynomiales à gauche des matrices rationnelles peuvent être réduites à par-
tir d’une simplification des diviseurs communs à gauche de ses composantes matricielles.

Définition B.11 Une matrice polynomialeΓg(s) de dimensionp × p est appelée diviseur à
gauche de la matrice polynomialeP (s) de dimensionp×m s’il existe une matrice polynomiale
P̃ (s) de dimensionp×m telle que

P (s) = Γg(s)P̃ (s)

Exemple B.5Considérons la matrice polynomiale

P (s) =

[

(s+ 1)2(s+ 2)
(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

]

La matrice polynomiale

Γg(s) =

[

(s+ 1)2(s+ 2) 0
0 (s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

]

est un diviseur à gauche

Définition B.12 Considérons deux matrices polynomialesP (s) etQ(s) ayant le même nombre
de lignes. Le plus grand commun diviseur à gauche des matricesP (s) etQ(s), que l’on notera

Γ∗g(s)
∆
= pgcdg (P (s), Q(s)), est un diviseur à gauche deP (s) etQ(s) dont tout autre diviseur

commun à gauche de ces matrices est un diviseur à gauche. Et sitous les diviseurs communs à
gauche des matricesP (s) etQ(s) sont des matrices unimodulaires, alors les matricesP (s) et
Q(s) sont premières à gauche.

Les plus grands communs diviseurs à gauche de deux matrices polynomiales sont déterminés à
la lumière des résultats suivants.

Résultat B.10Soient deux matrices polynomialesP (s) ∈ Rp×p[s] etQ(s) ∈ Rp×m[s]. Si une
matrice unimodulaireU(s) ∈ R

(p+m)×(p+m)[s] et une matrice polynomialeΓ∗g(s) ∈ R
p×p[s]

sont telles que
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[

P (s) Q(s)
]

U(s) =
[

Γ∗g(s) 0
]

Alors la matriceΓ∗g(s) ∈ Rm×m[s] est un plus grand commun diviseur à gauche des matrices
P (s) ∈ R

p×p[s] etQ(s) ∈ R
p×m[s].

Résultat B.11Soient une matrice polynomiale non singulièreP (s) ∈ R
p×p[s] et une matrice

polynomialeQ(s) ∈ Rp×m[s], alors les propositions suivantes sont équivalentes.

P1. P (s) etQ(s) sont des matrices premières entre elles à gauche.

P2. Il existe des matrices polynomialesX(s) ∈ Rm×p[s] etY (s) ∈ Rm×m[s] telles que

Q(s)X(s) + P (s)Y (s) = Ip

P3. Pour tout nombre complexes, on a

rang
(

P (s) Q(s)
)

= m

Par ailleurs, soient∆∗g(s) et ∆̄∗g(s) deux plus grands communs diviseurs à gauche des matrices
P (s) et Q(s), alors il existe deux matrices polynomialesUg(s) et Ūg(s) telles que∆∗g(s) =
Ug(s)∆̄

∗
g(s) et∆̄∗g(s) = Ūg(s)∆

∗
g(s), soit∆∗g(s) = Ug(s)Ūg(s)∆

∗
d(s). Et si∆∗g(s) est inversible,

alorsUs(s) et Ūg(s) sont unimodulaires. Ceci nous amène naturellement au résultat suivant

Résultat B.12Supposons que la matrice polynomiale
(

P (s) Q(s)
)

est de rang plein en
lignes, les plus grands communs diviseurs à gauche des matricesP (s) etQ(s) sont des matrices
unimodulaires.

Ce résultat conduit naturellement à la définition du conceptde matrices premières entre elles à
gauche.

Définition B.13 Deux matrices polynomiales ayant le même nombre de lignes sont dites pre-
mières entre elles à gauche si et seulement si leurs plus grands communs diviseurs à gauche sont
des matrices unimodulaires. La factorisation polynomialeF (s) = P−1g (s)Qg(s) est qualifiée
de première à gauche si les matricesPg(s) etQg(s) sont premières entre elles à gauche.

Exemple B.6La matrice de fraction rationnelle

F (s) =









1

s+ 1

1

s+ 2

1

s+ 3

1

s+ 5









peut se mettre sous la forme d’une factorisation polynomiale première à gauche donnée par

Pg(s) =

(

(s+ 1)(s+ 2) 0
0 (s+ 3)(s+ 5)

)

et Qg(s) =

(

s+ 2 s+ 1
s+ 5 s+ 3

)
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Notons que deux matrices polynomiales peuvent être premières entre elles à gauche sans être
premières entre elles à droite pour autant comme l’illustrel’exemple suivant.

Exemple B.7Les matrices rationnelles

P (s) =

[

s2 −1
−s s2

]

et Q(s) =

[

s −s
0 1

]

sont premières entre elles à gauche mais ne sont pas premières entre elles à droite puisque

La forme de Smith de
[

P (s) Q(s)
]

est égale à

[

1 0 0 0
0 1 0 0

]

alors que

La forme de Smith de

[

P (s)
Q(s)

]

est égale à









1 0
0 s
0 0
0 0









La relation entre les factorisations polynomiales premières à droite et à gauche est particuliè-
rement mise en exergue par le résultat suivant.

Résultat B.13Considérons une fraction rationnelle propreG(s) ∈ Rp×m (s) décrite par deux
factorisation polynomiales premières à droite et à gauche,soit

F (s) = Qd(s)P
−1
d (s) = P−1g (s)Qg(s)

Alors il existe un scalaire non nulδ tel quedet (Pd(s)) = δdet (Pg(s)).

Preuve.CommePd(s) etQd(s) sont des matrices polynomiales premières entre elles à droite,
il existe une matrice unimodulaireU(s) ∈ R(p+m)×(p+m) [s] telle que

U(s)

(

Pd(s)
Qd(s)

)

=

(

Im
0

)

Et comme l’inverse d’une matrice modulaire est une matrice modulaire, on peut partitionner
U(s) et son inverse que l’on noteraV (s) comme suit

U(s) =

(

U11(s) U12(s)
U21(s) U22(s)

)

et V (s) =

(

V11(s) V12(s)
V21(s) V22(s)

)

On aura alors

Pd(s) = V11(s) et Qd(s) = V21(s)

V11(s) est donc une matrice unimodulaire. On peut alors détermineraisément la matrice poly-
nomialeU22(s) à partir de la remarque 2.1, soit

U22(s) =
(

V22(s)− V21(s)V
−1
11 (s)V12(s)

)−1
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U22(s) est donc une matrice unimodulaire puisque lesVij(s) sont des matrices polynomiales.

Par ailleurs, en utilisant le fait queU(s)V (s) = Im+p et queV11(s) = Pd(s) etV21(s) = Qd(s),
on aura

U21(s)V12(s) + U22(s)V22(s) = Ip et U21(s)Pd(s) + U22(s)Qd(s) = 0m

U21(s) et U22(s) sont alors des matrices polynomiales premières à gauche quipermettent de
définir une factorisation polynomiale première à gaucheF (s) = −U−122 (s)U21(s).

Et en utilisant une autre fois la remarque 2.1 tout en tenat compte du fait queV11(s) = Pd(s) et
U−122 (s) = V22(s)− V21(s)V

−1
11 (s)V12(s), on aura

det (V (s)) = det (Pd(s)) det
(

U−122 (s)
)

On peut ainsi conclure que pour la factorisation polynomiale premièreF (s) = −U−122 (s)U21(s),
on a bien la relationdet (U22(s)) = δdet (Pd(s)) avecδ = det (U(s)). Et ce résultat est vrai
pour toutes les factorisations polynomiales à gauche de fraction rationnelleF (s) en vertue de
la relation unimodulaire sous-jacente.

CQFD

Remarque B.1La preuve donnée ci-dessus est constructive dans la mesure où elle permet
d’élaborer une factorisation polynomiale première à gauche d’une fraction rationnelle propre
à partir de sa factorisation polynomiale première à droite.

B.5 Propreté des lignes et des colonnes.

La propreté des colonnes et des lignes d’une matrice polynomiale est naturellement introduite à
partir de sa matrice des coefficients de plus haut degré par colonne ou par ligne définie comme
suit.

Définition B.14 La matrice des coefficients de plus haut degré par colonne (resp. par ligne)
d’une matrice polynomialeP (s) ∈ Rp×m[s], que l’on noteraΓc (P (s)) (resp. Γℓ (P (s))), est
constituée des coefficients des termes de plus haut degré de chaque colonne (resp. ligne) de
P (s). P (s) ∈ Rp×m[s] est dite colonne-propre ou colonne-réduite (resp. ligne-propre ou ligne-
réduite) siΓc (P (s)) est de rangm (resp. Γℓ (P (s)) est de rang p).

On notera qu’une matrice polynomiale colonne-propre (resp. ligne-propre) n’est pas nécess-
airement ligne-propre (resp. colonne-propre) comme le montre l’exemple suivant.

Exemple B.8Considérons la matrice polynomiale

P (s) =

[

s 0
s2 s2

]

On peut vérifier aisément que

Γℓ (P (s)) =

[

1 0
1 1

]

et Γc (P (s)) =

[

0 0
1 1

]

P (s) est donc une matrice ligne-propre sans être une matrice colonne-propre pour autant.
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Les résultats suivants permettent de caractériser les notions de propreté des lignes et des co-
lonnes d’une matrice polynomiale et de montrer qu’il est possible de rendre colonne-propre
(res. ligne-propre) une matrice polynomiale de rang plein en colonnes (resp. en lignes) modulo
une multiplication à droite (resp. à gauche) par une matriceunimodulaire.

Résultat B.14Soit une matrice polynomialeP (s) ∈ Rp×m[s] de rang plein en collonnes (resp.
en lignes).P (s) est colonne-propre (resp. ligne-propre) si et seulement si

deg (P (s)) =

m
∑

i=1

deg (Pci(s))

(

resp. deg (P (s)) =

p
∑

i=1

deg (Pℓi(s))

)

Résultat B.15SoientP (s) ∈ Rp×m[s] avecrang (P (s)) = m (resp. rang (P (s)) = p). On
peut toujours trouver une matrice unimodulaireUd(s) ∈ Rm×m[s] (resp. Ug(s) ∈ Rp×p[s])
telle quePd(s) = P (s)Ud(s) est une matrice colonne-propre (resp.Pg(s) = Ug(s)P (s) est une
matrice ligne-propre).

Les résultats suivants confirment que les factorisations polynomiales généralisent bien la no-
tion de fraction rationnelle du cas scalaire au cas matriciel.

Résultat B.16SoitF (s) ∈ Rp×m(s) une matrice rationnelle propre (resp. strictement propre)
etQd(s)P

−1
d (s) l’une de ses factorisations polynomiales à droite. Alors, on a

deg (Pdci(s)) ≥ deg (Qdci(s)) (resp. deg (Pdcj(s)) > deg (Qdcj(s)))

oùPdcj(s) représente la j-ème colonne de la matricePd(s) etQdcj(s) représente la j-ème co-
lonne de la matriceQd(s).

Résultat B.17Soient deux matrices polynomialesPd(s) ∈ Rm×m[s] etQd(s) ∈ Rp×m[s] avec
Pd(s) inversible et colonne-propre. La matrice rationnelleP−1g (s)Qg(s) ∈ Rp×m(s) est propre
(resp. strictement propre) si et seulement si

deg (Pdcj(s)) ≥ deg (Qdcj(s)) (resp. deg (Pdcj(s)) > deg (Qdcj(s)))

oùPdcj(s) représente la j-ème colonne de la matricePd(s) etQdcj(s) représente la j-ème co-
lonne de la matriceQd(s).

Par ailleurs, on peut déterminer aisément les pôles et les zéros finis d’une matrice rationnelle
à partir des factorisations polynomiales premières à droite et à gauche issues de sa forme de
Smith-McMillan.

Résultat B.18Soit F (s) ∈ Rp×m(s) une matrice rationnelle propre de dimension(p × m)
etQd(s)P

−1
d (s) (resp.P−1g (s)Qg(s)) une factorisation polynomiale première à droite (resp. à

gauche). Alors on a les propriétés suivantes
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P1. Les pôles de la matrice rationnelleF (s) sont les racines du polynômedet (Pd(s)) =
det (Pg(s)).

P2. Les zéros de transmission de la matrice rationnelleF (s) sont les racines des polynômes
invariants des matricesQd(s) etQg(s).

Preuve.Compte tenu de la forme de Smith-McMillan donnée au résultat3.5, on peut en déduire
des factorisations polynomiales premières à droite et à gauche, soit

F (s) = Qd(s)P
−1
d (s) = P−1g (s)Qg(s)

avec

Qd(s) = U(s)

(

Z(s) 0
0 0

)

et Pd(s) = V −1(s)

(

P (s) 0
0 Im−r

)

Qd(s) =

(

Z(s) 0
0 0

)

U(s) et Pd(s) =

(

P (s) 0
0 Ip−r

)

V −1(s)

oùZ(s) etP (s) sont les matrices diagonales

Z(s) = diag (Ψi(s)) et P (s) = diag (Φi(s))

Il est évident que les pôles (resp. les zéros) avec leurs multiplicités de la matrice rationnelle
F (s) ne sont autres que les racines des polynômes invariants de lamatricePd(s) ou Pg(s)
(resp. Qd(s) ou Pd(s)). Pour compléter la preuve, il suffit de montrer que les matricesP (s)
ou Q(s) associées à une factorisation polynomiale à droite ont la forme de Smith-McMillan
puisque le même résultat peut être établi dans le cas d’une factorisation polynomiale pre-
mière à gauche. Soient deux factorisations polynomiales premières à droiteQd(s)P

−1
d (s) et

Q̄d(s)P̄
−1
d (s) de la matrice rationnelleF (s). Compte tenu du résultat 3.7, il existe des matrices

unimodulairesU(s),W (s), Ū(s) et W̄ (s) telles que

U(s)

(

Pd(s)
Qd(s)

)

=

(

W (s)
0

)

et Ū(s)

(

P̄d(s)
Q̄d(s)

)

=

(

W̄ (s)
0

)

soit
(

W−1(s) 0
0 Ip

)

U(s)

(

Pd(s)
Qd(s)

)

=

(

Im
0

)

=

(

W̄−1(s) 0
0 Ip

)

U(s)

(

P̄d(s)
Q̄d(s)

)

Il existe donc deux matrices unimodulairesV (s) et V̄ (s) telles que

V (s)

(

Im
Qd(s)P

−1
d (s)

)

=

(

P−1d (s)
0

)

et V̄ (s)

(

Im
Q̄d(s)P̄

−1
d (s)

)

=

(

P̄−1d (s)
0

)

On aura alors

V −1(s)

(

P−1d (s)
0

)

= V̄ −1(s)

(

P̄−1d (s)
0

)

soit
(

Im
0

)

= V (s)V̄ −1(s)

(

P̄−1d (s)Pd(s)
0

)
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Il existe donc une matrice unimodulaireUd(s) telle quePd(s) = P̄d(s)Ud(s) et doncPd(s) et
P̄d(s) ont la même forme de Smith. Par ailleurs, commePd(s) = P̄d(s)Ud(s), on aura

Qd(s)U
−1
d (s)P̄−1d (s) = Q̄d(s)P̄

−1
d (s)

Ce qui permet d’en déduire queQd(s) = Q̄d(s)Ud(s) et doncQd(s) etQ̄d(s) ont la même forme
de Smith.

B.6 Conclusion.

Ce chapitre est une synthèse sur les matrices polynomiales et rationnelles avec une attention
particulière aux définitions et résultats qui constituent l’essence de l’approche polynomiale
de la théorie des systèmes linéaires, en l’occurrence les formes canoniques des matrices po-
lynomiales et rationnelles, les factorisations polynomiales pemières à gauche et à droite des
fractions rationnelles propres et la propreté des colonneset des lignes d’une matrice polyno-
miale. Ces outils fondamentax ont particulièrement permisd’étendre d’une manière efficace
tous les résultats qui ont été développés pour les systèmes monovariables au cas des systèmes
multivariables tout en révélant l’importance de l’algèbredans le développement de la théorie
des systèmes linéaires.

B.7 Problèmes

On propose un ensemble de problèmes allant d’une évaluationautonome des connaissances
acquises à une modélisation vigoureuse d’une classe de systèmes échantillonnés en passant par
le confort de quelques remarques pertinentes.
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Annexe C

Equations algébriques de Riccati

L’équation de Riccati constitue la pierre angulaire des problèmes de contrôle et d’estimation
optimale du typeH2 etH∞. Soient A, Q et R des matrices réelles de dimensionn×n avec Q et
R symétriques, alors une équation algébrique de Riccati n’est autre que l’équation matricielle

A∗X +XA+XRX +Q = 0 (C.1)

oùX ∈ Rn×n est l’inconnue. On notera que la solution de cete équation, sous réserve d’exis-
tence, n’est pas unique mais si l’on restreint l’ensemble des solutions aux matrices symétriques,
définies non négatives et stabilisantes, i.e.

{

X ∈ R
n×n / X = X∗ ≥ 0 et V (A+RX) ∈ Dsa

}

(C.2)

alors la solution, sous réserve d’existence, est unique. Cetype de solution est particulièrement
considéré dans les applications relevant de la théorie des systèmes.

On découvrira dans ce qui suit que la résolution de l’équation algébrique de Riccati C.1 est
particulièrement basée sur le sous espace propre et stable de la matrice hamiltonienne

H =

(

A R
−Q −A∗

)

∈ R
2n×2n (C.3)

Cette matrice est caractérisée par quatre faits remarquables que l’on peut vérifier aisément.

F1. Le premier fait concerne l’expression de l’équation algébrique de Riccati en fonction de
la matrice hamiltonienne

(

−X In
)

H

(

In
X

)

= 0 (C.4)

F2. Le deuxième fait relève de la similitude de la matrice hamiltonienne et sa transposée, soit

−H∗ = J−1HJ avec J =

(

0n In
−In 0n

)

(C.5)

Comme H est une matrice réelle, on peut en déduire naturellement que siλ est une valeur
propre de la matrice hamiltonienne, alors il en est de même pour son opposée, soit

λ ∈ V (H) =⇒ −λ ∈ V (H) (C.6)
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F3. Le troisième fait concerne la similitude de la matrice hamiltonienne avec une matrice dé-
pendant explicitement de la matriceA+RX qui permet de définir la solution stabilisante,
soit

(

In 0
X In

)−1

H

(

In 0
X In

)

=

(

A+RX R
0 − (A+RX)∗

)

(C.7)

On peut alors en déduire naturellement que

det (sI2n −H) = det (sIn − A− RX) (−1)n det (−sIn + A+RX) (C.8)

F4. Le quatrième fait consiste en la décomposition de la matrice hamiltonienne sous la forme
de Schur

H = U∗ΛU avec Λ =

(

Λ11 Λ12

0 Λ22

)

et U =

(

U11 U12

U21 U22

)

(C.9)

oùU est une matrice complexe unitaire dont les colonnes sont formées par les vecteurs
propres et les vecteurs propres généralisés de la matrice hamiltonienne etΛ est la ma-
trice de Jordan associée aux valeurs propres de la matrice hamiltonienne : le blocΛ11

est associé aux n valeurs propres dont la partie réelle est négative ou nulle, alors queΛ22

correspond aux n valeurs propres qui ne figurent pas dansΛ11.

Remarque C.1Si la matrice hamiltonienne n’a aucune valeur propre sur l’axe imagi-
naire, alors le blocΛ11 correspond aux valeurs propres à partie réelle négative, soit
V (Λ11) = V (H)

⋂Dsa.

Dans ce qui suit, on présente deux ensembles de résultats fondamentaux sur les équations al-
gébriques de Riccati. Le premier est consacré aux solutionsgénérales , alors que le second est
particulièrement dédiée aux solutions stabilisantes.

C.1 Solutions générales.

On distingue quatre résultats fondamentaux sur la résolution des équations algébriques de Ric-
cati. Le premier résultat offre une méthode de résolution del’équation algébrique de Riccati.

Résultat C.1SoitE ∈ C2n un sous-espace invariant de dimension n associé à la matriceha-
miltonienne H etV1 etV2 deux matrices complexes telles que

E = Im

(

V1
V2

)

∈ C
2n×n (C.10)

Si V1 est inversible, alorsX = V2V
−1
1 est une solution de l’équation algébrique de Riccati et

cette solution est indépendante de la base considérée pour la définition du sous espace invariant
E . Par ailleurs, on aV (A+RX) = V (H|E).

Preuve. CommeE ∈ C2n est un sous espace invariant de la matrice hamiltonienne, ilexiste
une matriceΛ ∈ C2n×n telle que

(

A R
− Q − A∗

)(

V1
V2

)

=

(

V1
V2

)

Λ (C.11)
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En postmultipliant les deux membres de l’équation C.11 par la matriceV −11 , qui existe puisque
V1 est régulière, on aura

(

A R
−Q −A∗

)(

In
V2V

−1
1

)

=

(

V1ΛV
−1
1

V2ΛV
−1
1

)

(C.12)

Et en prémultipliant les deux membres de l’équation C.12 parla matrice
(

−V2V −11 In
)

, on
obtient

(

−V2V −11 In
)

(

A R
−Q −A∗

)(

In
V2V

−1
1

)

= 0 (C.13)

puisque

(

−V2V −11 In
)

(

V1ΛV
−1
1

V2ΛV
−1
1

)

= 0

En développant le premier membre de l’équation C.13, on obtient

V2V
−1
1 A + A∗V2V

−1
1 + V2V

−1
1 RV2V

−1
1 +Q = 0 (C.14)

Ce qui montre que la matriceV2V
−1
1 est bien une solution de l’équation algébrique de Riccati

(C.1). Et comme un changement de base peut être naturellement réalisé modulo une multiplica-
tion par une matrice régulière de dimension appropriéeT , soit

(

V1
V2

)

T =

(

V1T
V2T

)

(C.15)

la solution de l’équation algébrique de Riccati correspondante est bien indépendante de la base
génératrice du sous-espace propre de stabilité puisque

XT = V2T (V1T )
−1 = V2V

−1
1 = X

Par ailleurs, compte tenu de l’équation C.12, on obtient

A +RX = V1ΛV
−1
1 ⇐⇒ V (A+RX) = V (Λ) = V (H|E)

CQFD

Le deuxième résultat n’est autre que la réciproque du premier résultat. Il permet de mieux
apprécier la résolution d’une équation algébrique de Riccati.

Résultat C.2Si une matriceX ∈ C
n×n est une solution de l’équation algébrique de Riccati

C.1, alors il existe une matrice régulièreV1 ∈ Cn×n et une matriceV2 ∈ Cn×n telles que

X = V2V
−1
1 et les colonnes de la matrice

(

V1
V2

)

∈ C2n×n forment une base d’un sous espace

invariant de la matrice hamiltonienneH.

Preuve. PosonsΛ
∆
= A + RX, on auraXΛ = XA + XRX = −Q − A∗X puisqueX est

une solution de l’équation algébrique de Riccati C.1. Ces deux relations peuvent s’écrire sous
la forme

(

A R
−Q −A∗

)(

In
X

)

=

(

In
X

)

Λ (C.16)
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qui permet de conclure que les colonnes de

(

In
X

)

∈ C2n×n générent bien un sous-espace

invariant de la matrice hamiltonienne. Ceci suggère de prendre V1 = In et V2 = X pour ré-
pondre aux conditions requises par le résultat.

CQFD

L’exemple suivant est un bon exercice d’illustration des résultats donnés ci dessus sur la ré-
solution des équations algébriques de Riccati.

Exemple C.1Considérons le cas où les matrices A, R et Q sont respectivement donnés par

A =

(

−3 2
−2 1

)

, R =

(

0 0
0 −1

)

et Q =

(

0 0
0 0

)

Le spectre de la matrice hamiltonienne associée et les vecteurs propres et vecteurs propres gé-
néralisés correspondants sont respectivement donnés par

V (H) = {1, 1,−1,−1}
et

v1 =









1
2
2
−2









, v2 =









−1
−1.5
1
0









, v3 =









1
1
0
0









et v4 =









1
1.5
0
0









Les solutions de l’équation algébrique de Riccati peuvent alors être déterminées à partir des
sous-espaces invariants de la matrice hamiltonienne, soitE1 = G {v1, v2}, E2 = G {v1, v3} et
E3 = G {v1, v2}. On en profitera pour préciser le spectre de la matriceA +RX.

E1 −→ X =

(

−10 6
6 −4

)

=⇒ V (A+RX) = {1, 1}

E2 −→ X =

(

−2 2
2 −2

)

=⇒ V (A+RX) = {1,−1}

E3 −→ X =

(

0 0
0 0

)

=⇒ V (A +RX) = {−1,−1}

On notera queG {v1, v4}, G {v2, v3} etG {v2, v4} ne sont pas des sous-espaces H invariants.

Le troisième résultat précise une condition suffisante pourque la solution de l’équation algé-
brique de Riccati soit une matrice hermitienne qui n’est pasnécessairement réelle.

Résultat C.3Soit E ∈ C2n un sous espace invariant de dimension n de la matrice hamilto-
nienne H et soit la paire matricielle(V1, V2) ∈ Cn×n × Cn×n telle que

E = Im

(

V1
V2

)

et {λ1, . . . , λn} ∆
= V (H|E)

Si les éléments du spectreV (H|E) vérifient la propriétéλi+λ̄j 6= 0 ∀ (i, j) ∈ [1, n]×[1, n], alors
V ∗1 V2 est une matrice hermitienne. Et si en plus,V1 est une matrice régulière, alorsX = V2V

−1
1

est une matrice hermitienne.
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Preuve. PuisqueE est un sous espace invariant de la matrice hamiltonienne H, il existe une
matriceΛ ∈ Cn×n telle que

V (Λ) = V (H|E) et H

(

V1
V2

)

=

(

V1
V2

)

Λ

Et si l’on pré-multiplie cette équation par

(

V1
V2

)∗

J , on aura

(

V1
V2

)∗

JH

(

V1
V2

)

=

(

V1
V2

)∗

J

(

V1
V2

)

Λ (C.17)

Et commeJH est matrice réelle symétrique (et donc hermitienne), il en est de même pour le
premier membre de l’équation C.17 et donc son second membre,soit

(

V1
V2

)∗

J

(

V1
V2

)

Λ = Λ∗
(

V1
V2

)∗

J∗
(

V1
V2

)

= −Λ∗
(

V1
V2

)∗

J

(

V1
V2

)

Cette équation peut se mettre sous la forme

(−V ∗1 V2 + V ∗2 V1) Λ + Λ∗ (−V ∗1 V2 + V ∗2 V1) = 0

qui n’est autre qu’une équation de Lyapunov qui admet une solution unique

−V ∗1 V2 + V ∗2 V1 = 0

compte tenu du fait queλi (Λ) + λ̄j (Λ) 6= 0 ∀ (i, j) ∈ [1, n] × [1, n]. Ceci implique que la
matriceV ∗1 V2 est hermitienne.

Par ailleurs, si la matriceV1 est une matrice régulière, alors la solution peut se récriresous la
formeX =

(

V −11

)∗
(V ∗1 V2)

(

V −11

)

qui montre clairement que la solution est bien hermitienne
puisque la matriceV ∗1 V2 est hermitienne.

CQFD

Le quatrième résultat donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que les solutions
de l’équation algébrique de Riccati soient réelles.

Résultat C.4Soit E ∈ C2n un sous-espace invariant de dimension n de la matrice hamilto-
nienne H et soit la paire matricielle(V1, V2) ∈ Cn×n × Cn×n telle queV1 est inversible et

les colonnes de

(

V1
V2

)

forment une base deE . Alors X = V2V
−1
1 est une matrice réelle

si et seulement siE est un sous-espace symétrique et conjugué, i.e. satisfaisant la propriété
v ∈ E =⇒ v̄ ∈ E .

Preuve. Notons d’abord que le sous-espace invariant par H peut être défini à partir de la

solution de l’équation algébrique de Riccati comme suitE = Im

(

In
X

)

. La condition est

donc nécessaire puisqueE est un sous espace symétrique conjugué si la solution X est réelle.
Montrons maintenant que la condition est suffisante. Pour cefaire, supposons queE est un sous
espace symétrique et conjugué, alors il existe une matrice régulièreP ∈ Cn×n telle que

(

V̄1
V̄2

)

=

(

V1
V2

)

P
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Cette propriété permet de conclure naturellement que la solution de l’équation algébrique de
Riccati est bien réelle puisque

X̄ = V̄2V̄
−1
1 = (V2P ) (V1P )

−1 = V2V
−1
1 = X

CQFD

L’exemple suivant montre que les solutions d’une équation algébrique de Riccati ne sont pas
nécessairement hermetiennes ou réelles et que la conditionλi+ λ̄j 6= 0 ∀ (i, j) ∈ [1, n]× [1, n],
qui exclut la possibility d’avoir des valeurs propres sur l’axe imaginaire, n’est pas une condi-
tion nécessaire pour l’existence d’une solution hermetienne.

Exemple C.2Considérons le cas où les matrices A, R et Q sont respectivement données par

A =





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 , R =





−1 0 2
0 0 0
−2 0 −4



 et Q =





0 0 0
0 0 0
0 0 0





Le spectre de la matrice hamiltonienne associée et les vecteurs propres et vecteurs propres
généralisés correspondants sont respectivement donnés par

V (H) = {1, j, j,−1,−j,−j}

On notera que cette matrice ne vérifie pas la conditionλi + λ̄j 6= 0 ∀ (i, j) ∈ [1, n] × [1, n]
puisqu’elle admet des valeurs propres sur l’axe imaginairemais la solution issue du sous espace
invariant associé aux valeurs propres{−1, j,−j}, soit

X =





2 0 0
0 0 0
0 0 0





est une matrice symétrique réelle et définie non négative. Par ailleurs, on peut vérifier aisément
que

X =





0 0.5 (1 + j) 0.5 (1− j)
0 0 0
0 0 0





est une solution de l’équation algébrique qui n’est ni hermitienne ni réelle.

C.2 Solutions stabilisantes.

La résolution de l’équation algébrique de Riccati requiertune méthode appropriée pour la dé-
termination des sous-espaces invariants de la matrice hamiltonienne. Les solutions dépendent
du sous-espace invariant considéré et ne sont pas nécessairement stabilisantes : une propriété
vitale pour les applications relevant de la théorie des systèmes, en l’occurrence la commande
et l’estimation optimales. A la lumière des faitsF2 et F3 et du résultat C.1, on peut exhiber
deux hypothèses nécessaires pour avoir une solution stabilisante.

• La première hypothèse est intrinsèque à la nature stabilisante de la solution, soit

H1. V (H) ∩Aim = ∅



467

Cette hypothèse, qui stipule que la matrice hamiltonienne n’admet aucune valeur propre
sur l’axe imaginaire, permet de décomposer le spectre de la matrice hamiltoniennne en
deux spectres disjoints comme suit

V (H) = V− (H)⊕ V+ (H)

où V− (H) désigne l’ensemble des valeurs propres à partie réelle négative, alors que
V+ (H) désigne l’ensemble des valeurs propres à partie réelle positive. La solution sta-
bilisante doit être naturellement déterminée à partir d’unsous espace invariant de di-
mension n associée au spectreV− (H). On utilisera plus particulièrement le sous-espace
propre de dimension n issu des vecteurs propres et des vecteurs propres généralisés cor-

respondants aux valeurs propres à partie réelle négatives,soitX− (H) = Im

(

V1
V2

)

∈
C2n×n.

Remarque C.2Soit Xc ∈ R2n un sous-espace vectoriel défini parXc = Im

(

0n
In

)

Alors la matriceV1 est inversible si et seulement si le sous espaceX− (H) est complé-
mentaire au sous-espaceXc.

• La seconde hypothèse relève de la faisabilité du calcul de lasolution, en l’occurrence la
matriceV1 ∈ Cn×n est inversible et on peut l’exprimer conformément à la remarque C.2
comme suit

H2. X− (H) ∩ Xc = {0}
Cette hypothèse permet de déterminer la solution stabilisanteX = V2V

−1
1 qui est unique

puisqu’elle ne dépend pas de la base considérée du sous espace propreX− (H).

Les hypothèsesH1 et H2 permettent de déterminer d’une manière unique la solution stabili-
sante à partir de la matrice hamiltonienne. Ainsi, on peut définir la fonctionRic : H 7→ X =
Ric(H) dont le domaine de définition, que l’on noteradom (Ric), n’est autre que l’ensemble
des matrices hamiltoniennes satisfaisant les hypothèsesH1 etH2. Ainsi, on aura

Ric : H ∈ dom (Ric) ⊂ R
2n×2n 7→ X = Ric(H) ∈ R

n×n

On présente dans ce qui suit deux résultats fondamentaux consacrés aux solutions stabilisantes.
Le premier résultat corrobore la nécessité des hypothèses présentées ci-dessus.

Résultat C.5Considérons l’équation algébrique de Riccati et la matricehamiltonieenne asso-
ciée H et supposons queH ∈ dom (Ric). AlorsX = Ric(H) est une solution symétrique et
stabilisante.

Preuve. L’existence de la solution et son unicité est une application directe du résultat C.1 et
sa nature stabilisante est une conséquence naturelle du choix du sous espace invariant de H
considéré pour sa détermination. Il reste à montrer que la solution est symétrique. Et compte
tenu du fait que la solution peut se récrire comme suit

X = V2V
−1
1 =

(

V −11

)∗
(V ∗1 V2)

(

V −11

)
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il suffit de montrer que la matriceV ∗1 V2 est symétrique. Pour ce faire, on notera d’abord que
compte tenu de l’élaboration du sous espace invariantX− (H), il existe une représentation
matricielleHs de la restrictionH|X−(H) telle que

H

(

V1
V2

)

=

(

V1
V2

)

Hs

Et si l’on pré-multiplie cette équation par

(

V1
V2

)∗

J , on aura

(

V1
V2

)∗

JH

(

V1
V2

)

=

(

V1
V2

)∗

J

(

V1
V2

)

Hs (C.18)

Et commeJH est matrice réelle symétrique (et donc hermitienne), il en est de même pour le
premier membre de l’équation C.18 et donc son second membre,soit

(

V1
V2

)∗

J

(

V1
V2

)

Hs = H∗s

(

V1
V2

)∗

J∗
(

V1
V2

)

= −H∗s
(

V1
V2

)∗

J

(

V1
V2

)

Cette équation peut se mettre sous la forme

(−V ∗1 V2 + V ∗2 V1)Hs +H∗s (−V ∗1 V2 + V ∗2 V1) = 0 (C.19)

qui n’est autre qu’une équation de Lyapunov qui admet une solution unique

−V ∗1 V2 + V ∗2 V1 = 0

compte tenu du fait queV (Hs) ⊂ Dsa. On aura alorsV ∗1 V2 = V ∗2 V1 et donc la matriceV ∗1 V2
est hermitienne.

CQFD

Le deuxième résultat donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que l’équation al-
gébrique de Riccati ait une solution stabilisante unique modulo certaines restrictions sur la
matrice R.

Résultat C.6Supposons que l’hypothèseH1 est satisfaite et que la matrice R est indéfinie, i.e.
R ≥ 0 ouR ≤ 0. AlorsH ∈ dom (Ric) si et seulement si(A,R) est stabilisable.

Preuve. Comme l’hypothèseH1 est satisfaite, on peut élaborer le sous espace propreX− (H)
et noter qu’il existe une représentation matricielleHs de la restrictionH|X−(H) telle que

H

(

V1
V2

)

=

(

V1
V2

)

Hs (C.20)

et queV ∗1 V2 est une matrice hermitienne comme l’indique la preuve du résultat C.5. Par ailleurs,
compte tenu de la nature de la matrice R, i.e.R ≥ 0 ouR ≤ 0, on peut montrer queN (V1)
est un invariant deHs. En effet si l’on pré-multiplie les deux membres de l’équation C.20 par
(

In 0n
)

, on obtient

AV1 +RV2 = V1Hs (C.21)
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Et soitv ∈ N (V1), en pré-multipliant parv∗V ∗2 et post-multipliant parv les deux membres de
l’équation C.21, tout en utilisant le fait que la matriceV ∗1 V2 est hermitienne, on obtient

v∗V ∗2 RV2v = 0

On aura alorsRV2v = 0 puisque R est indéfinie. Et si on post-multiplie les deux membres de
l’équation C.21, on obtientV1Hsv = 0 et doncN (V1) est un bien un invariant deHs.

Montrons que la condition est suffisante. Compte tenu de la définition dedom (Ric) et du fait
que l’hypothèseH1 est satisfaite, il suffit de monter que l’hypothèseH2 est satisfaite si(A,R)
est stabilisable. Et comme l’hypothèseH2 est satisfaite si et seulement si la matriceV1 est ré-
gulière, il suffit de montrer queN (V1) = {0}. Pour ce faire, on adoptera un raisonnement par
l’absurde. Supposons queN (V1) 6= {0}, alors il existeλ ∈ V

(

Hs|N (V1)

)

et un vecteur non nul
v ∈ N (V1) tel que

Hsv = λv (C.22)

En pré-multipliant les deux membres de l’équation C.20 par
(

0n In
)

, on obtient

−QV1 + A∗V2 = V2Hs (C.23)

Et en post-multipliant les deux membres de cette équation par v tout en utilisant l’équation
C.22, on a

(A∗ + λIn)V2v = 0

En combinant cette équation avec la propriétéRV2v = 0 établie plus haut, on trouve

v∗V ∗2
(

A∗ + λ̄xIn R
)

= 0

On aura alorsV2v = 0 et puisquev ∈ N (V1) on auraV1v = 0. Et compte tenu que

(

V1
V2

)

est une matrice de rang plein en colonnes, on aurav = 0 ce qui est en contradiction avec
l’hypothèseN (V1) 6= {0}.

La condition est nécessaire puisqueH ∈ dom (Ric) implique bien queX est une solutio stabili-
sante et doncV (A +RX) ⊂ Dsa. Cette dernière propriété requiert que(A,R) est stabilisable.

CQFD

Le résultat donne des conditions nécessaires et suffisantespour que l’équation algébrique de
Riccati ait une solution stabilisante unique pour les formes usuelles des matrices Q et R dans
les applications relevant de la commande et l’estimation optimales.

Résultat C.7Supposons que les matrices Q et R qui constituent la matrice hamiltonienne H ont
les formes suivantes

Q = C∗C et R = −B∗B
AlorsH ∈ dom (Ric) si et seulement si(A,B) est stabilisable et(C,A) n’a aucun mode non
observable sur l’axe imaginaire. De plus,X = Ric (H) ≥ 0 si H ∈ dom (Ric) etN (X) =
{0} si et seulement si les modes non observables du système ne sont pas stables.
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Preuve. Conformément au résultat C.6, la stabilisabilité de(A,B) est nécessaire et elle est
suffisante siH1 et satisfaite. Ainsi, il suffit de démontrer que si(A,B) est stabilisable, alors
H1 est satisfaire si et seulement si(C,A) n’a aucun mode non observable sur l’axe imaginaire.

Pour ce faire, supposons quejω est une valeur propre de H et quev =

(

v1
v2

)

6= 0 est le

vecteur propre qui lui est associé. Alors on a

(A− jωIn) v1 = BB∗v2 (C.24)

et

− (A− jωIn)
∗ v2 = C∗Cv1 (C.25)

ou d’une manière équivalente

< v2, (A− jωIn) v1 > = < v2, BB
∗v2 > = ‖ B∗v2 ‖2

et

− < v1, (A− jωIn)
∗ v2 > = < v1, C

∗Cv1 > = ‖ Cv1 ‖2

Ces relations stipulent que< v1, (A− jωIn)
∗ v2 > est réel et que

− ‖ Cv1 ‖2 = < (A− jωIn) v1, v2 > = < v2, (A− jωIn) v1 > = ‖ B∗v2 ‖2

On aura alorsB∗v2 = 0 et Cv1 = 0. Et compte tenu des équations C.24 et C.25, on a
(A− jωIn) v1 = 0 et (A− jωIn)

∗ v2. La combinaison de ces faits conduit naturellement aux
équations

v∗2
(

A− jωIn B
)

= 0 (C.26)

et
(

A− jωIn
C

)

v1 = 0 (C.27)

L’équation C.26 permet de postuler quev2 = 0 puisque(A,B) est stabilisable. Quant à l’équa-
tion C.27, elle confirme bien queH1 est satisfaite si et seulement si(C,A) n’a aucun mode non
observable sur l’axe imaginaire.

Par ailleurs, montrons queX = Ric (H) ≥ 0. Pour ce faire, on notera d’abord que l’équation
algébrique de Riccati peut se mettre sous la forme

(A− BB∗X) + (A−BB∗X) +XBB∗X + C∗C = 0 (C.28)

Et compte tenu du résultat C.5, on aV (A−BB∗X) ⊂ calDsa et donc la solution de l’équation
de Riccati vérifie l’équation intégrale

X =

∫ ∞

o

e(A−BB∗X)t (XBB∗X + C∗C) e(A−BB∗X)tdt

qui montre clairement queX ≥ 0 puisqueXBB∗X + C∗C ≥ 0.

Enfin, nous allons montrer queN {X} n’est pas triviale si et seulement si(C,A) admet des
modes non observables stables. On postule d’abord queN {X} est un sous-espace A invariant.
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En effet, soitx ∈ N {X}, alorsXx = 0. En pré-multipliant l’équation C.28 parx∗, on trouve
queCX = 0. Et en post-multipliant l’équation C.28 parx en tenant compte du résultat précé-
dent, on obtientXAx = 0. Ce qui confirme le postulat. Ensuite, supposons queN {X} 6= {0},
alors il existe0 6= x ∈ N {X} etλ ∈ C tels que

λx = Ax = (A−BB∗X)x et Cx = 0

Et commeV ((A− BB∗X)) ⊂ Dsa, on aℜ (λ) < 0 et doncλ est un mode non observable
stable. Réciproquement, supposons que(C,A) admet un mode observable stableλ, il existe
alors un vecteur non nul x tel queAx = λx et Cx = 0. Et en pré-multipliant l’équation de
Riccati parx∗ et en la post-multipliant parx, on obtient

2ℜ (λ) x∗Xx− x∗XBB∗Xx = 0

Et commeλ est un mode stable, on aurax∗Xx = 0 et doncX est une matrice singulière.

CQFD

Remarque C.3L’observabilité de(C,A) n’est pas une condition nécessaire pour l’existence
d’une solution définie positive et stabilisante. En effet, considérons le cas

A =

(

1 0
0 2

)

, B =

(

1
1

)

et C =
(

1 0
)

où (A,B) est stabilisable et(C,A) n’est pas détectable. Cependant

X =

(

+18 −240
−24 +36

)

est une solution définie positive et stabilisante

Résultat C.8Supposons que les matrices Q et R qui constituent la matrice hamiltonienne H ont
les formes suivantes

Q = C∗C et R = −B∗B
et que(A,B) est stabilisable et(C,A) est détectable. Alors l’équation algébrique de Riccati
admet une solution stabilisante définie non négative unique.

Preuve. Conformément au résultat C.7, on peut conclure que l’équation algébrique de Riccati
admet une solution stabilisante unique et que cette solution est définie non négative. Il suffit
donc de montrer que toute solution définie non négative est stabilisante et d’utiliser l’unicité de
la solution stabilisante pour conclure que la solution définie non négative est unique. Pour ce
faire, supposons queX ≥ 0 est une solution de l’équation algébrique de Riccati mais elle n’est
pas stabilisante, soit la matriceA − BB∗X a une valeur propreλ à partie réelle positive. On
notera que l’équation algébrique de Riccati peut se mettre sous la forme

(A− BB∗X) + (A−BB∗X) +XBB∗X + C∗C = 0 (C.29)

Soitx est le vecteur propre associé à la valeur propreλ, alors on a

(A−BB∗X)x = λx (C.30)
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En pré-multipliant et post-multipliant respectivement l’équation algébrique de Riccati C.29 par
x∗ etx, on obtient

2ℜ (λ)x∗Xx+ x∗ (XBB∗X + C∗C)x = 0

Et commeℜ (λ) ≥ 0, on auraB∗x = 0 etCx = 0. Et compte tenu de ce fait et de l’équation
C.30, on a la propriété

Ax = λx et Cx = 0

qui stipule que(C,A) n’est pas détectable : ce qui est contradictoire par rapportà l’hypothèse
adoptée. Doncℜ (λ) < 0 et ainsi la solutionX ≥ 0 est une solution stabilisante.

CQFD

Résultat C.9Supposons que la matrice D est de rang plein colonne et posonsR = D∗D. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

P1.

(

A− jωIn B
C D

)

est de rang plein colonne pour toutω ∈ R.

P2.
(

(I −DR−1D∗)C,A− BR−1D∗C
)

n’admet aucun mode non observable sur l’axe ima-
ginaire.

Preuve. Supposons quejω est un mode non observable de
(

(

I −DR−1D∗
)

C,A−BR−1D∗C
)

alors il existex 6= 0 tel que

(

A− BR−1D∗C
)

x = jω et
(

I −DR−1D∗
)

C = 0

soit
(

A− jωIn B
C D

)(

In 0
−R−1D∗C In

)(

x
0

)

= 0

Et donc la matrice
(

A− jωIn B
C D

)

n’est pas de rang plein colonne

Réciproquement, supposons queP1 est satisfaite, alors il existe un vecteur

(

u
v

)

6= 0 tel que

(

A− jωIn B
C D

)(

u
v

)

= 0

Et soit
(

u
v

)

=

(

In 0
−R−1D∗C In

)(

x
y

)
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et donc
(

x
y

)

=

(

In 0
R−1D∗C In

)(

u
v

)

6= 0

et
(

A− BR−1D∗C − jωIn
)

x+By = 0 (C.31)

(

In −DR−1D∗
)

Cx+Dy = 0 (C.32)

Et en pré-multipliant l’équation C.32 parD∗, on obtienty = 0. On aura donc
(

A− BR−1D∗C
)

x = jωx et
(

In −DR−1D∗
)

Cx = 0

et donc la propriétéP2 est satisfaite.
CQFD

Remarque C.4Si D n’est pas une matrice carrée, alors il existe une matriceD⊥ telle que

D⊥D
∗
⊥ = In−R−1D∗ et

(

D⊥ D
√
R
−1
)

est une matrice unitaire. On peut alors reformuler

le résultat ref en modifinat la seconde propriété comme suit

P2.
(

D⊥C,A−BR−1D∗C
)

n’admet aucun mode non observable sur l’axe imaginaire

Et peut se simplifier dans le cas oùD (resp.D∗C = 0) comme suit

P2.
(

A−BR−1D∗C
)

n’admet aucun mode sur l’axe imaginaire

(resp. P2. (C,A) n’admet aucun mode non observable sur l’axe imaginaire)

Résultat C.10Supposons que la matriceR = D∗D où la matriceD est de rang plein colonne
et que la matrice hamiltonienne à la forme suivante

H =

(

A 0
−C∗C −A∗

)

−
(

B
−C∗D

)

R−1
(

C∗C B∗
)

=

(

A− BR−1D∗C −BR−1B∗
−C∗ (In −R−1B∗)C − (A− BR−1D∗C)

∗

)

(C.33)

AlorsH ∈ dom (Ric) si et seulement si(A,B) est stabilisable et

(

A− jωIn B
C D

)

est de

rang plein colonne pour toutω ∈ R. De plus,X = Ric (H) ≥ 0 si H ∈ dom (Ric) et
N (X) = {0} si et seulement si(D∗⊥C,A− BR−1D∗C) n’admet aucun mode non observable
stable.

La preuve de ce résultat découle naturellement des preuves des résultats C.7 et C.9 ; elle peut
être faite à titre d’exercice.

CQFD
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Remarque C.5La détectabilté (resp. l’observabilité) de(D∗⊥C,A−BR−1D∗C) implique la
détectabilté (resp. l’observabilité) de(C,A) mais la réciproque n’est pas vraie. L’existence
d’une solution stabilisante de l’équation deRiccati dans le contexte du résultat C.10 n’est pas
garantie par la stabilisabilité de(A,B) et la détectabilité de(C,A). Par ailleurs, même si une
solution stabilisante existe, l’observabilté de(C,A) ne peut pas garantir que cette solution est
définie non négative à moins queD∗C = 0. Pour mieux appréhender les choses, considérons
l’exemple suivant

A =

(

0 1
0 0

)

, B =

(

0
−1

)

, C =

(

1 0
0 0

)

et D =

(

1
0

)

où l’on peut vérifier aisément que(A,B) est commandable,(C,A) est observable et

A− BD∗C =

(

0 1
1 0

)

et D∗⊥C =
(

0 0
)

L’équation algébrique deRiccati sous-jacente admet une solution stabilisante définie non né-
gative puisque

(

D⊥C,A− BR−1D∗C
)

n’admet aucun mode non observable sur l’axe imagi-
naire. Mais cette solution n’est pas définie positive puisque

(

D⊥C,A− BR−1D∗C
)

admet un
mode non observable stable. Et si on change la matrice B commesuit

B =

(

0
1

)

alors l’équation algébrique deRiccati n’admet aucune solution stabilisante puisqueA−BD∗C
a des valeurs propres sur l’axe imaginaire indépendamment des faits que(A,B) soit comman-
dable et(C,A) soit observable.

Le résultat suivant montre que la solution stabilisante d’uneEAR peut être obtenue à partir de
la solution d’uneEDR.

Résultat C.11Supposons que les matricesA, Q etR qui constituent la matrice hamiltonienne
H ont les formes suivantes

A = Ac, Q = H∗cHc et R = −GcR
−1
c G∗c avec Rc = R∗c > 0

et que(A,B) est stabilisable et(C,A) est observable. Alors l’EAR admet une solution stabi-
lisante définie positive. En outre, cette solution s’obtient comme la limite, lorsque t tend vers
l’infini, de toute solution de l’EDR

−ρXc(t) = A∗cXc(t) +Xc(t)Ac −Xc(t)GcR
−1
c G∗cXc(t) +H∗cHc

pour toute condition initiale symétrique et définie positive.

La preuve de ce résultat est relativement laborieuse ([55], [42]) ; elle est occultée pour des
raisons pédagogiques.

La dualité entre l’observation et la commande peut être exploitée pour en déduire un corol-
laire du résultat fondamental donné ci dessus. Ce corollaire est donné par le résultats suivant
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Résultat C.12Supposons que les matricesA, Q etR qui constituent la matrice hamiltonienne
H ont les formes suivantes

A = A∗o, Q = GoG
∗
o et R = −H∗oR−1o Ho avec Ro = R∗o > 0

et que(Ho, Ao) est détectable et(Ao, Go) est commandable. Alors l’EAR admet une solution
stabilisante définie positive. En outre, cette solution s’obtient comme la limite, lorsque t tend
vers l’infini, de toute solution de l’EDR

ρXo(t) = AoXo(t) +Xc(t)A
∗
o −Xo(t)G

∗
oR
−1
o GoXc(t) +GoG

∗
o

pour toute condition initiale symétrique et définie positive.

La preuve de ce résultat est déduite aisément du résultat précédent comte tenu de la dualité
entre l’observation et la commande.

C.3 Conclusion.

Ce chapitre est une synthèse compréhensive sur la résolution des équations deRiccati. La
plupart des résultats ont été donnés avec leurs preuves pourmieux apprécier la nature des
solutions correspondantes. Une attention particulière a été accordée aux solutions stabilisantes
et définies positives qui sont vitales pour la synthèse des systèmes de commande et d’estimation
optimales.
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