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Exercice 1.
Le but de I'exercice est de trouver les solutions réelles X : R — R? du systéme différentiel

11
avec A = <4 1).

a) Déterminer la solution générale Xy du systéme homogene associé.

2t
b) Pour B(t) = (3% >, chercher une solution particuliere X (t) = (

X'(t) = AX(t) + B(t)

ae 2t

Be 2t>, avec o et 3 des

constantes & déterminer.

c) Déterminer une solution particuliere Xy pour B(t) = . On pourra chercher les com-

0
9t
posantes de X sous la forme de polyndémes de degré 1.

2
d) En déduire la solution générale du systeme pour B(t) = <e ’ )

Solution 1.

a) e Valeurs propres de A :
1—=A 1

4 1—A
La matrice A posseéde donc deux valeurs propres distinctes : A\ = —1 et Ao = 3. Puisqu’elle
est de dimension 2, on en conclut qu’elle est diagonalisable.

Le polyndme caractéristique de A est det(A — Al3) =

’:(1—/\)2—4.

e Vecteurs propres de A :

Pour Ay = —1, un vecteur propre V; = (;) vérifie la relation

(A — )\1]2)V1 = (8) =5 (i ;) (;) = (8) — 20 4+y =0
1
donc V] = (_2>.

Pour Ay = 3,



donc V5 = <;>

e La matrice A est diagonalisable, donc la solution générale du systeme homogene est
Art At 1 at (1
XH(t) = k1e™'V] + koe ?'Vy = kqe _9 + koe 9

avec (k1, ko) € R2.

2
b) Pour B(t) = (3% ) , on cherche une solution particuliere sous la forme X;(t) = e? (a) :

B

X1 (t) = AX1(t) + B(t) <= 22 (g) —e2t (42':_%) e <(?;>

20=a+5+3 a=-1
<:*{25:40¢+5 {:’{,8

et donc X1(t) =e? (:i) .
ct+d

c) Pour B(t) = <90 t>’ on cherche une solution particuliere polynomiale Xs(t) = (at * b) :

= a5 o (4) = ({0 ) (1)

a=b+d a=-3
— O0=a+c — b=

c=4b+d c=3

0=4a+c+9 =-5

et donc Xs(t) = (;i)t_+52>.

t 3\ 0 9 \9t
seconds membres des questions b) et c). Le systéme différentiel avec ce second membre

e?t 1 (3e? 1[0 o o
d) Le second membre B(t) = == + est une combinaison linéaire des

admet donc la combinaison linéaire —X;(t) + §X2(t) comme solution particuliere. La
solution générale est, quant a elle,

X(t) = Xp(t) + %Xl ) + éXQ(t)

ou X est la solution du systéme homogene, trouvée a la question a).

Exercice 2.

L’espace est muni du repére cartésien orthonormal di-
rect (O, Uy, Uy, U ;). Soit le domaine tridimensionnel

7 ={(z,y,2) € Re)|z+y <1, 2 < (w+y— 1)),

2




Sa face horizontale, incluse dans le plan (Ozy), est

Say = {(2,9,0) € (R+)’| o +y < 1}.

Sa face non-plane et oblique est

S =

{(w,y,2) e Re)’lz+y <1, 2= (x+y—1)°)

Enfin, on considére le champ de vecteur E(:c, Y,2) =TUg + YUy + 20U .

a)

b)

)
d)

Donner le vecteur normal unitaire (sortant de &) sur la face inférieure S,,. Calculer le
flux ®,, de I, sortant de Z a travers Sy,.

Calculer la divergence de E, et l'intégrale I = [, div E dv.
Calculer le flux @ de E , sortant de Z a travers la surface non-plane S.

Calculer la circulation de E le long du bord de S;, (en précisant le sens de circulation
choisi).

Solution 2.

a)

b)

Sur la surface Sy, qui est plane et horizontale, 7 = —u, est le vecteur normal unitaire
—
pointant vers I'extérieur de 2. Comme z = 0 sur cette surface, F = U, + yu, donc il
—
est perpendiculaire & 77. Par conséquent, le flux ®,, de E & travers Sy, est nul.

La divergence du champ est

0E, 0E, OF,
+ =Y+

T
div Ox y 0z

=3

L’intégrale de la divergence est

I—///dwEdV ///3dV / (/ (/(Hy 1)23dz>dy>d:r:
([

_ [ __|E=D7
_—/O(x—1)3d:c——[4]0—4.

Il y a deux méthodes alternatives pour répondre a la question.

11—z
(r+y—1) }0 dx

i) Avec le théoréme de Green- -Ostrogradski :
On remarque que le champ E est perpendiculaire au vecteur normal sur les deux faces
verticales de 2. En effet, sur la face S, incluse dans le plan (Ozz), le vecteur normal
unitaire sortant est 7 = —, tandis que E = LU, +2U,. Donc le flux ®,, & travers cette
face est nul. De méme, 7 = — U, et E = YUy + 21U, sur la face Sy, incluse dans le plan
(Oyz), donc le flux a travers Sy, est ®,, = 0.
La surface 02 du domaine est composée des faces Sgy, Szz, Sy. et S. Le flux sortant total
est donc
E-TdS=0,,+ .+, +0=0

09
olt ® est le flux de E sortant & travers S.
D’apres le théoreme de Green-Ostrogradski,

# E’-ﬁdsz///diviidv,
09 9



ce qui donne

1
d=71=-.
4
it) En calculant explicitement le fluz ® :
x
Un paramétrage de S est o (z,y) = Yy avec 0<z<let0<y<1—u.
(z+y—1)°
Le produit vectoriel
& g 1 0 —2xz+y—-1)
0 0
T 2@ty -1) 2z 4y —1) 1
est orienté vers 'extérieur de 2.
—2x+y-1)
Donc ’élément d’intégration pour le calcul du flux sortant est 7 dS = [ —=2(z +y — 1) | dzdy.
1
Enfin, le flux de E sortant & travers S est
. 1 -z x —2(z+y-—1)
@z//E-ﬁ’dS:/ / Yy | —2x+y—-1)| dy | dx
S 0 0 ({E +y— 1)2 1

:/01 (/OH(—2<x+y><x+y—1)+<x+y—1>2)dy> dx
:/01 (/OH(—2(<x+y—1>+1)<x+y—1>+<x+y—1>2)dy)dx
_/01 (/01x(—(x+y—1)2—2(x+y—1))dy>d:c

1 T _1\3 l—z 1 T — 3
A Ty S e b

:l(x—1)4+(x—l)de:_(—l)‘l (<1*_ 1.1 1
12 3

0

d) Il y a deux méthodes alternatives pour répondre a la question.

i) Avec le théoréme de Stokes : R
D’apres le théoreme de Stokes, la circulation de E sur le bord 95, de la surface S, est
égale au flux de rot E & travers cette surface :

yﬁ E’EE:// rot E - 7dS
8Sg;y Sxy

Or il se trouve que

0 9z _ Oy

ox z oy 0z 0
HEf 0 A — oz oz — 76’
rotE =13 yl|=loz—a |~ 0|~

o) oy _ oz

9z z Fx oy 0

ST
=l
I
s

donc // rot E -7 dS = 0, et donc la circulation yg
S 0Szy

zy



it) En calculant explicitement la circulation :
Un paramétrage du chemin parcourant le bord de S, est :

t
— pour aller du point (0,0,0) au point (1,0,0), 47(t) = | 0 | avec t € [0, 1],
0
1-—t
— pour aller de (1,0,0) & (0,1,0), %2(t) = | ¢ avec t € [0, 1],
0
0
— et enfin, pour aller de (0,1,0) a (0,0,0), 43(t) = [ 1 —¢ | avec t € [0,1].
0
Les circulations du champ sur chacune des parties du parcours sont
1 — 1 (1 1 1 971
- = - dyi(t t 1
E-di= | EF)- %()dt:/ oo dt:/tdt:[] =,
i ([0.1) 0 dt o \o/ \o 0 2|, 2
- - 11—t —1 1 1
E E:/ t || 1 dt:/(Qt—l)dt:[tQ—t] =0,
7(0,1]) o\ o 0 0 0
1 0 0 1 571
- — t—1 1
E‘déz/ 1—t]-]-1 dt:/(t—l)dt:l( )] =——.
([0.1]) o \ o 0 0 2]y 2
Au total, la circulation sur le bord 05, est
— — 1 1
yﬁ E-di=-+0—-=0.
95, 2 2
Exercice 3.
400 .- a
Le but de l'exercice est de montrer que / sin () dr = lim ( / Sm(gc)dw) existe
0 a a—r+00 0 xr

sin(x)

et vaut § (remarque : il n’y a pas de probleme en 0 car lirr(l) = 1, donc la fonction est
T—r

% sin ()

prolongeable en 0 par continuité, et / dz est bien définie pour a € R).

0

n
a) Pour n € IN*, on définit sur R la fonction Dy, : x — Z ek Montrer que :

k=—n
e Dp(z)=1+2 Z cos(kx)
k=1
2n +1 siz =0 [27]
° Dn(.%') = sin ((Qn—é-l)a:)
— siz # 0 [27].
sin (3)
r sin ((271—51)96)
En déduire la valeur de l'intégrale I,, = / ————dx.
0 sin (%)

5



b) Soit f la fonction 27-périodique, qui est définie par f(0) =0 et f(x) =

x € [—m, w[\{0}. Montrer que f est continue sur [—, 7.

T sin (nx) dr

c) Pour n € IN*, on pose J,, = /
0 x

Exprimer le coefficient de Fourier b, (f) en fonction de I,, et de J,.

En déduire que lim J, = 3.
n—-+oo

sin (z) P
T 2

400
d) Montrer que /
0

Solution 3.
a) e La premiere égalité s’obtient avec la formule d’Euler :

n n
= > e —1—1—2( ke 4 71’“):1—#22003(]4::1:).
k=—n k=1
e La deuxieme égalité découle de la formule pour la somme d’une suite géométrique :
— si x =0 [27], alors e!** = 1 pour tout entier k, et donc D,,(z) = 2n + 1.
— six # 0[27], alors e'® # 1, et donc

n . ) 2n ) ) ei(2n+1)z -1
_ Z elkx:e—ln:czelpx:e—ln:c .
el —1
k=—n p=0
. (2n41)zx . (2n+1)x s (2nd Dz
el 2 (el 2 —e T 2 > sin((2"+1) )
— e—ina} _ 2
e‘%(elg—e_lg) sin ()

e Enfin,

(2n+1

In:/O’T SmS(m dx—/ D ( :/ (1—1—22”:005(/{:36)) dx

k=1
$+2Zsmk$ 1 _
k=1 0

b) La fonction f est continue sur [—7, 7[~\{0} car les fonctions qui composent f sont continues
et les dénominateurs sin(5) # 0 et x # 0 sauf en 0.
Quant a la continuité en 0, le développement limité

fa) = 2 B)

2 _1-% 4ol i )
r Z— %4—0(3:3 -
2((,_ = o) (1.7 2] -1
- -5 o) + g o) | -
2 z? a? z

montre que il_r{(l) f(z) =0= f(0).

Et donc f est continue sur [—7, 7.



c) e Pour n € IN*, le coefficient de Fourier b, (f) est donné par

b (f) :% _ﬂ F(z) sin(nz) dz
_2 /7T f(z)sin(nz) dx (car f est impaire)
m™Jo
2 (7 [cos(§)sin(nz)  2sin(na)
N 71'/0 ( sin(5) x ) de.
Or
™ sin (W) ™ sin(nx) cos(§ ) + cos(nx) sin(5)
b= @) w= | sin (2) o
[T [ sin(nz) cos(3) [ sin(nz) cos(5) sin(nx)]”™
_/O (sin B +cos(nx)> dm’—/0 iz B dx—i—[ - L
_ /7T sin(na) cos(3) .
0 sin (%)
Donc
bn(f) = % <In - 2/07F Sin;nzn) dm) = % (In —2Jp) avec Jp = /07r singjnx) dx.

e On déduit de la relation précédente que

_In an(f)_’” an(f)
R

Puisque la fonction f est 2w-périodique et continue par morceaux, le lemme de Riemann-
Lebesgue permet de conclure que lirf bn(f) = 0. Et donc
n—-+00

d) Avec le changement de variables u = nx, on obtient

I — /” sin(nx) dp — /”7r sin(u) o
0 x 0 u

En introduisant la partie entiere n, = [2] de sorte que n,m < a < (ny + 1)7, on peut

/ sin(u) du:/ o™ sin(u) du—i—/ sin(u) dUZJna'i‘/ sin(u) .
0 U 0 U NgT U N T U

Puisque le rapport w tend vers 0 en 400, le reste de 'intégral entre n,m et a tend vers 0

quand a tend vers 4+o00. En effet pour a > 7, donc ng > 1,

a o a a (na+1)m 1
/ sin(u) du §/ duﬁ/ dug/ du:ln<1+>.
new U Nam nem U Na U Ng

1
Comme lim ng, = 400, on en déduit que lim In (1 + ) =0, donc

a—-+oo a—-+o0 Ng

lim (/ sin(u) du) =0.
a—+o0 NaT u

lim (/ Sm(“)du>= lim J,, = lim Jn:g.
0

écrire

sin(u)

u

Et donc

a—+o0 u a—-+oo n—-+oo
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