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Exercice 1.
Soit @ une constante réelle. On cherche toutes les fonctions f : R? — R de classe ¢! vérifiant

0 0
- P =a

a. On pose g : R? — R la fonction définie par g(u,v) = f(*5%, %5%). Montrer que

@(u v) =2
ou' 2

b. Déterminer alors l’expression générale de g(u,v).

c. Déduire l'expression de f(x,y), et vérifier que la fonction obtenue est bien solution de

I’équation initiale.

Solution 1.
a. D’apres la regle de dérivation en chaine,
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Puisque 2L (z,y) — g—;j(m? y) = a, on en déduit que

ox

dg _a
%(u,v) =5

b. En primitivant ’égalité ci-dessus, on obtient

g(u,v) = %u + k(v)

ol k est une fonction de classe €' qui ne dépend que de v.
c. En utilisant { Z i ;; :_5 dans la définition de g(u,v), on obtient g(z—y,z+y) = f(z,y).

Donc a
flxy) =gz —y,v+y) = g(w—y) +k(z +y)



ou k est une fonction de classe €.

Enfin, on vérifie que cette expression de f(z,y) est bien solution de I’équation initiale :

)= @) =5 (S -n +ha ) - 5 (G- ko)

= <62L +k:/(:c+y)> - <—C2L +k'(x+y)> =a.

Exercice 2.
Soit la fonction f définie sur R3 par f(z,y, z) = cos(x) + cos(y) + cos(z).
a. Déterminer tous les points critiques de f qui sont situés dans le pavé [0, 7]>.

b. Déterminer la nature (maximum local, minimum local ou point-selle) de chacun des points
critiques P; = (0,0,0), P» = (7,0,0) et P3s = (m, 7, 7).

Solution 2.

a. Le point (z,y, z) est critique si le gradient de f s’y annule :

%(«Ta y,2) =0 sin(z) =0 =0 [n]
grad f(z,y,2) =0 < 8—5(:6, y,2) =0 <= < sin(y) =0 <= < y=0][n]
%(35’ y,2) =0 sin(z) =0 z=0][m

Donc il y a 8 points critiques dans le pavé [0, 7] : (0,0,0), (m,0,0), (0,7,0), (0,0,),
(m,7,0), (m,0,7), (0,7, 7), et (m,m, ).

b. La matrice hessienne de f au point (x,y, z) est

P f(xy,z)  Pf(zyz) 0f(zy.2)

Ox2 Oxdy 0x0z — COS($) 0 0
82 12 82 o8] 82 8] —
H(z,y,z) = gg}%g z) fa(zQy z) j(;(yxaz I 0 —cos(y) 0
Pf(xy.2)  Pflayz) f(zy.z) 0 0 — cos(z)
0z0x 020y 0z2

Comme la matrice est diagonale, ses valeurs propres s’obtiennent facilement. Ce sont les
éléments sur la diagonale : — cos(x), — cos(y), et — cos(z).

On trouve alors que :

— En P, = (0,0,0), les valeurs propres valent —1, —1, et —1. Elles sont strictement
négatives, ce qui signifie qu’il y a un maximum local en Pj.

— En P, = (7,0,0), les valeurs propres sont 1, —1, et —1. Il y a des valeurs propres de
signes opposés, donc P» est un point-selle.

— En P3 = (m,m,7), les valeurs propres sont 1, 1, et 1. Elles sont strictement positives,
donc il y a un minimum local en Ps.



Exercice 3.
Soit la fonction f: R? — R définie par

fl,y) =z +y.
Pour (z,y) €] -, 7[%, déterminer les extrema locaux de f sous la contrainte cos(x) +cos(y) = 1.

Solution 3.
On utlise la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

e On pose la fonction

L(:l:a Y, >\) = f(:l"a y) —A (COS(:L') + cos(y) - 1) :
Ses points critiques vérifient la condition grad L(x,y, A\) = 0, c’est a dire

AL(z,y,\)

Sl =0 1+ Asin(z) = 0 A(sin(z) —sin(y)) =0
%:0 < (¢ 1+ Asin(y) =0 < { 1+ Asin(y) =0
% —0 —cos(z) —cos(y)+1=0 cos(z) + cos(y) =1

L’équation de la premieére ligne implique que A = 0, ou que sin(z) = sin(y). Mais la solution
A = 0 est impossible car cela donne 1 = 0 dans I’équation de la deuxieme ligne. Il ne reste
donc que sin(x) = sin(y). Cette derniere égalité est vérifiée pour :
— x =7 — y [27], mais c’est impossible car cela donne 0 = 1 dans la troisiéme ligne ;
— ouz =y [27].

x =y [27]
Le systéme d’équations est donc équivalent & ¢ 1+ Asin(y) =0
2cos(y) =1
_1
cos(y) = 5, avecy €] —m, 7|
En se restreignant a (z,y) €]—m, 7[2, ceci équivaut alorsa { = =y
A= —5o

- sin(y)
et donc les points critiques de L sont (x1,y1, A1) = (%, ER —%) et (z2,y2, A2) = (—%, -3, % .
e On va utiliser la caractérisation faible de la condition suffisante du second ordre, pour
montrer qu'il y a des extrema locaux sous la contrainte en (x1,y1) et en (z2,y2) :

— La matrice hessienne de L; : (x,y) — L(x,y, A1) au point (z1,y1) est

A1 cos(x1) 0 _% 0
Hy = =

0 A1 cos(y1) 0 —%

Les valeurs propres de cette matrice sont strictement négatives, donc le point (x1,y;) =
(g, %) donne un maximum local sous la contrainte.

— La matrice hessienne de Ls : (x,y) — L(x,y, \2) au point (z2,y2) est

A2 cos(z2) 0 % 0
HQ = =
0 A2 cos(y2) 0 \}§

Les valeurs propres de cette matrice sont strictement positives, donc il y a un mini-
mum local sous la contrainte en (z2,y2) = (=5, —%).
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Exercice 4.

Soit 2 un solide homogene. Son volume est V' = [[[,,dV. Son centre de masse (ou centre
d’inertie) est le point G de coordonnées zg = % fff@ xdV,yq = % fff@ ydV et zg = % fff@ zdV.
Calculer I’altitude zg du centre de masse pour :

a. La demi-boule de rayon R > 0, définie par Z = {(z,y,2) € R*|2® +¢y?+ 22 < R?,2 > 0}.

b. La pyramide 2 de sommet E(0, 0, @) et de base carrée ABCD, avec A(%, %, 0), B(—%7 %, 0),
C(— , 1 ,0) et D( , %,0).

Solution 4.

a. Le volume de la demi-boule de rayon R > 0 est V = % X %ﬂ'R3 = %TI'R?’. Si on ne se
souvient pas du volume de la boule, on peut évaluer I'intégrale donnant le volume de Z.
Le plus rapide est alors d’utiliser les coordonnées sphériques :

/2
V= // dv = / / / 2 sin() dr d dyp
r=0J 0= ©=0

R

2 3 /2 9
= / rdr x / sin(0) do x dp = {] X {— cos(&)} x 2w = “nR3.
0 0 0 3 0 0 3

Pour le calcul de I'altitude zg, puisque z = r cos(f),

/// zdV = / 0/;/2 /: (TCOS(O)) X (r sin(6) drd@dgp)
/2

T 2
:/ r drx/ cos(0) sin(0) d¢9></ dp
0 0 0

R w/2

4 sin(6)? 1,
_l4]0x[ 5 0 ><27T—Z7TR.

Et donc zg = % M, zdv = %R.

b. Le volume de la pyramide est égale au tiers de ’aire de la base multipliée par la hauteur.
La base étant un carré de coté 1 et la hauteur étant égale a g = %, le volume est donc
V=3m
Alternativement, on peut évaluer l'intégrale donnant ce volume. Le plus simple ici est

d’effectuer une intégration par tranches. A laltitude z € [ , \f] la tranche X, de la
pyramide est un carré de coté a(z). La fonction a(z) est une fonction affine qui vérifie
a(0)=1eta (f) 0, donc

a(z) =1—+2z.

L’intégrale triple donnant le volume, se calcule avec la méthode des tranches comme ceci :

://@dV:/Ol/ﬁ <// dxdy) dz:/ol/ﬂa(z)zdz

1/vV2 9 1 3 1/V2 1
:/0 (1—\@,2) dZ:[_g\/ﬁ(l_ﬂz)L :ﬁ

(on a utilisé le fait que l'intégrale double [] fEZ dx dy est égale a l'aire du carré ¥,).
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Pour laltitude zg, I'intégration par tranches donne

[ o= /W( ) ao= [ ([ aewn) = [T atera
(1

1/v2 9 1/v2 2 9./5.3 4 1/v2
2z> dz = / (z — 2222 + 223) dz = [22 - V22 + z]
0

6-8+3 1

1_
8 24 24

»PM—A\

et donc G =90 T s

Exercice 5.
a. Dessiner le domaine A = {(u,v) € R?| 1<v<4 et —v<2u<vl}

b. On considére la transformation ® : A — R? définie par
utv
2

D (u,v) — =

v=u
y 2

Exprimer u et v en fonction de x? et y2. Puis montrer que le domaine image 2 = ®(A)
est une portion de couronne (a préciser).

c. Rappeler la formule de changement de variables pour l'intégrale double, et calculer

I://,/”J““dudu.
V—U
A

Solution 5.

VA YA 0=m/3
v=-2u I v=2u
5 2t
v=4
L A .:;:"
v=1
-2 2 u 1 2 x

a. L’encadrement —v < 2u < v signifie que “—v < 2u et 2u < v”, ce qui équivaut a “v > —2u
et v > 2u”. Donc le point (u,v) se trouve au-dessus des deux droites d’équation v = 2u
et v = —2u. Par ailleurs, 'encadrement 1 < v < 4 signifie que le point se trouve entre la
droite horizontale d’équation v = 1 et celle d’équation v = 4. Il en résulte que A est le
trapeze représenté sur la figure de gauche.
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b. e A partir des relations x = \/E ety = /54

5 5 ,ontrouvequeu:a:2—y2 etv:x2+y2.
Donc I'application ® est bijective de A vers 2 = ®(A).
(Remarque : l'application ® est bien définie sur A. En effet, pour (u,v) € A, on a les
inégalités “—2u < v et 2u < v”, qui sont équivalentes a l'inégalité |2u| < v. Puisque
|u| < |2u|, on en déduit que |u| < v, c’est & dire “—u < v et u < v”, ou encore “v + u > 0

et v —u > 0" Et donc /% et |/*5% sont bien définis pour (u,v) € A.)
e On considere maintenant (u,v) € A et son image (z,y) = ®(u,v). Alors :

— o vérifie 'encadrement 1 < v <4 <= 1< 2?2+y? <4, cequirevienta 1 <r < 2en
utilisant la coordonnée radiale r = \/x2 + y? : le point (x,y) se trouve sur la couronne
centrée a l'origine, de rayon intérieur r;,; = 1 et de rayon extérieur re,; = 2.

— L’inégalité —2u < v <= 222 +2y°2 <22+ 9? <= 32 <32? <= y< xtan 5
(car z > 0 et y > 0) : le point (x,y) se trouve sous la droite qui fait un angle § avec
I'axe des z.

— L’inégalité 2u < v <= 222 —2y® < 22+ = 3° > % < y>uxtan§ (car
x> 0ety>0):lepoint (z,y) se trouve au-dessus de la droite qui fait un angle
avec l'axe des x.

En conclusion, Z = ®(A) est la portion de la couronne de rayons rj,; = 1 et 7ezp = 2, qui
est comprise entre les angles 01 = § et 0o = § (voir la figure de droite).

. o La formule de changement de variables dans l'intégrale double est

I o fevdedr =[] st ol dec sl dude

ou le déterminant de la matrice jacobienne de @ est

a%(\/uT?) %( u;—v) 2\/2(1u+v) 2\/2(1u+v) 1

det Jp (u,v) = — - -
%07 &) e e Wt -

e On remarque d’abord que

2
v+ u v+ u 1
I = dudv = 8 dud
//A\/v—u“” /A(Vz)wm“

= 8//Af(@(u,v))|deth>(u,U)|dudv

en utilisant f(z,y) = 22, Par conséquent, la formule de changement de variables donne

I = 8// flz,y)dedy = 8// x2 dx dy.
a(A) 9

Considérant la géométrie du domaine &, intégrer en coordonnées polaires est approprié :

2 w/3 2 w/3
I = 8// e drdy = 8/ / (rcos)? x (rdrdf) = 8/ r3drx/ cos® 0 df
9 r=1J6=n/6 1 /6

472 w/3 /3
=8| = ></ C()S(%)HdG:S(ZL—l)Xl[lsin(Q@)—i-H]
1) 212 /6



e Remarque :
On pouvait aussi utiliser le changement de variables avec la transformation inverse ®~1 :
(z,y) = (u,v) = (22 — 3%, 2% + y?). Le déterminant de sa matrice jacobienne est
o =) L@@ =) |2z -2y
det Jp-1(z,y) = = = 8xy.

o (@@ +y?) g @) 20 2y

On consideére alors la fonction g(u,v) = ”+“ . Pour (x,y) € 2, on obtient g(®~!(z,y)) =
g(@® —y*,2* +y?) = 3 (carz>0ety> 0), donc

8// ?drdy = //$X8xyd:1cdy // Y, y) )| det Jp-1(z, y)| dx dy.
9 2Y

La formule de changement de variables donne alors

8// 2?dedy = // g(u,v)dudvz// v+ududv
2 o-1(2) AV v—u

(car 7 = ®(A) = 7 1(2)=A).




