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COMMANDE OPTIMALE]

UNE APPROCHE DETERMINISTE'
VERSUS '

UNE APPROCHE STOCHASTIQUEI

Mohammed M’SAAD
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& Motivations

& Acronymes

& Contexte déterministe = Contexte stochastique
& Commande linéaire quadratique deterministe
& Estimation optimale stochastique

& Commande linéaire quadratique gaussienne

& Conclusion

N /
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/ MOTIVATIONS I \

& Une approche d’état rigoureuse et pragmatique

— des ceuvres pédagogiques reconnues

& Des outils numeériques efficaces

— analyse, synthése et mise en ceuvre

& Des conceptions assistées par ordinateurs dédiées

— conduite de procédés
— pilotage des véhicules

& De nombreuses applications industrielles réussies

K — AEROSPATIALE, CNES, EDF, PSA, AREVA, TOTAL ..

/
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/ ACRONYMES I \

CLQ : Commande Linéaire Quadratique

OLQO : Obsevateur Linéaire Quadratique

CLOD : Commande Linéaire Quadratique Déterministe

1
RT B : Recouvrement du 7 ransfer de la Boucle

/I\

CLQOG : Commande Linéaire Quadratique Gussienne

EVM : Estimation a Variance Minimale

K CLQ : Commande Linéaire Quadratique /
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ENVIRONEMENT DETERMINISTEI
VERSUS I

ENVIRONEMENT STOCHASTIQUEI

- /
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MODELISATION DETERMIISTEI

px(t) = Fa(t) + Gu(t) + Ew(t)
MCLQ (1)
y(t) = Hx(t) + v(t)
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vé(t) avec (w,v) € RY xRP

(F,G, H) est une réalisation d’état minimale

- /
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px(t) = Fa(t) + Gu(t) + T'w(t)
MCLOG
y(t) = Ha(t) 4+ o(t)

!

{w(t)} e R et {v(t)} e RP
!
Efw(t)} =E{v(®)} =0

/ MODELISATION STOCHASTIQUE I \

(u(t)} € R™, {y(t)} e RP et {z(t)} €eR" = (F,G,T,H)
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/ w(t Q. 0 \
& wlt—7) oT(t—71 = o(r
H“][ (t—7) o7 >}} N O
{z(t,)} € R"
1

K GQEGT é Qo = GOGZ:
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COMMANDE OPTIMALE]

& Commande £LO

& Dualité Observation = Commande
& Observateur LQ

& Commande LOD/LOD

& Synthése LOD

N /
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4 ™
COMMANDE £0]

& Formulation du probléme

& Commande £9Q A horizon fini
& Commande £9Q A horizon infini
& Ingénierie de la commande £Q

& Le point sur la commande £Q

N /
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FORMULATION DU PROBLEME'

On cherche la loi de commande
uw: T€[t,oo] CRT —s u(r) € R™

qui minimise le critére quadratique suivant

1
T—oo T

que

-

~

t+T
J(u(t)) = lim — /t (a:T(T)QC:c(T) + UT(T)RC’LL(T)) dr  (3)

ot Q.= HTH.>0et R, =RY >0 pour des systémes décrits par
le modéle de commande optimale déterministe (1) en supposant

HC (F,G) est stabilisable et (H,, F') est détectable

/
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/ COMMANDE £Q A HORIZON FINI'

Minimiser, par rapport & la séquence de commande
{u(T)}rep, t+7, le critére quadratique

J(u) =27 (t+ T)Pzx(t+T)

t+T
—|—/t (a:T(T)QCa:(T) + UT(T)RC’LL(T)) dr

~

(4)

oﬁPf:PfTZO, Q.=HTH.>0 et R.= RI > 0 pour la classe

des systémes décrits par

CLQUF { pa(t) = Fa(t) + Gult) + Euw()

Qm supposant que 'hypothése HC est satisfaite.

()

/
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/ RESULTAT FONDAMENTAL I ' \

La séquence de commande {u(7)}rep, t41) qui minimise le critére

quadratique & horizon fini (10) sous la contrainte (5) existe et est
donnée par la loi de commande avec retour d’état

u(t) = —K(t)x(t) (6)
K(t) = R7'GTP(t) (7)
—pP(t) = P()F + FTP(t) - P)GR;'GTP(t) + Q.  (8)

avec P(t+T) = Ps. Et le minimum du critére quadratique obtenu
avec une cette loi de commande vaut

J* = 2T (t,)P(t,)x(t,) = trace (P(to)xoa:Z) 9)

- /
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COMMANDE £9Q A HORIZON INFINI.

Minimiser, par rapport a la séquence de commande {u(t)};cr+, le

critére quadratique

t+T
J(u(t)) = lim — /t (mT(T)QCx(T)—I—uT(T)Rcu(T)) dr (10)
Qe=H!H.>0 et Re=Rl >0

sous la commande sous la contrainte du modéle de commande (5)
en supposant que 'hypothése HC est satisfaite.

- /
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/ RESULTAT FONDAMENTAL II. \

La séquence de commande {u(t)};er+ qui minimise le critére qua-

dratique & horizon infini (10) sous la contrainte (5) existe et est
donnée par la loi de commande avec retour d’état stationnaire

u(t) = —Kxz(t) (11)

avec
K = R'G™"P (12)
PF+FT'P - PGR'GTP+Q. =0 (13)

Le systéeme de commande avec retour d’état correspondant est asy-
mptotiquement stable et le cott optimal associé est donné par

J* = 2l P.x, (14)

- /

Commande et estimation optimales 16/ 102

4 N

PREUVE : APPROCHE LYAPUNOV'
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COMMANDE £Q D’UN DOUBLE INTEGRATEUR.

~

1
F = et G=
0 0 1
1
T
1 0 1 0 1
Qe = = >0 et Ro=1
0 u 0 i 0 i
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PF+F'P - PGR'GTP+Q.=0

1
p— P11 P12
P12 P22
1
p11:p22:\/m et pr2=1
1
K=RIG"P=[1 Vuit2]
1
Pecre(s) = det (sl — F +GK) = s 4+ \/pu+ 25+ 1
1
mode(wzl,QZ H;_Q)

~
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/ INGENIERIE DE LA COMMANDE LQ ' \

Considérons le systéme de commande avec retour d’état de la figure

suivante ot {v,(t) }rer+ et {nu(t) }rer+ désignent respectivement
des perturbations de charge et des bruits de mesure en entrée.

Nu(t)

goc(s) >

Commande et estimation optimales 20/ 102

ﬁes performances de ce systéme de commande en entrée sont \
données par

avec

Sc(8) = (Im + Goc(5)) ™" et Te(s) = Goc(s) (I + Goc(s)) "

ol Goc(s) est la fonction de transfert obtenue en ouvrant la boucle
a l'entrée du systéme, soit

Goe(s) = K (sI, — F) ' G
Sc(s) et T.(s) désignent respectivement les fonctions de sensibilité
et de sensibilité complémentaire du systéme de commande £Q en

entrée. On notera que I, + Go(s) est dite matrice de différence de
retour puisque

\ E(s) — 5(s) = (Im 4 Goe(s)) E(s) /
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/ RESULTAT FONDAMENTAL III' \

Le systeme de commande LO posséde les propriétés suivantes.

P1. L’égalité de différence de retour (EDRC)
(I + Goe(—))" Re (I + Goc(s)) = Re+ (Moc(—5))" (Moo(s))
avec
Moe(s) = H, (sI, — F) "' G

est toujours vérifice pour tout s € C

P2. La robustesse du systéme de commande LQ est donnée par

) Omaz (Re)
< /7 77
Omaz (Se(jw)) < o (Re) pour tout w € R

- /
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63. Les modes du systéme de commande peuvent étre obtenus a \
partir de I’équation

Pcclq(_S)Pcclq(3>
Proys(—8) Pesys(s)

1 T 7\ —1 _1
m det <RC+G (—SIn—F ) Q. (s, — F) G)

avec
P.q(s) =det(sl, — F+GK) et P.sys(s)=det(sl, —F)

P4. La fonction de transfert en boucle ouverte Go.(s) admet un
retard minimal et ses zéros sont situés dans le domaine de
stabilité, soit

K KG#0,, et CZ(G,(s)) € Dy, /
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/ REMARQUES ' \

R1. Les systémes de commande £Q sont naturellement robustes
par rapport aux erreurs de modélisation multiplicatives en
entrée en vertu de la propriété P2, e.g. une marge de module
maximale dans le cas d’'une matrice de pondération diagonale

sur la commande
Rc = pcfm =  Omin (Im + goc (_]OU)) > 1

Dans le cas des systémes monovariables, cette propriété stipule
que le lieu de N'yquist de la fonction de transfert en boucle
ouverte des systémes de commande L£Q se trouve a l'extérieur
d’un cercle de centre le point critique et de rayon unitaire, soit
K des marge de gain et de phase MG € [5,00[ et MP > %. /
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R2. La configuration modale d’un systéme de commande £Q
lorsque la matrice @, (resp. R, ) est relativement petite est
donnée par

Qc ~ On - Pcsclq(_3>Pcsclq(3) ~ Pcsys(_3>Pcsys(3)
(TBSp. Rc ~ On - Pcsclq(_S)Pcsclq(3> ~ szoc(_S)szoc(3)>

ol P.poc (8) désigne le polynome des zéros de la fonction de
transfert M. (s). Ainsi, on retrouve d’une part les modes
stables du systéme avec des modes stables issus de la réflexion
des modes instables du systéme par rapport a I’axe imaginaire
(resp. les zéros stables de la fonction de transfert M, (s) avec
des modes stables issus de la réflexion des zéros instables de la
fonction de transfert M, (s) par rapport a ’axe imaginaire).

- /
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(2

3. Les systémes de commande £Q sont vulnérables aux hautes fré-

quences puisque leurs fonctions de transfert en boucle ouverte
exhibent manifestement une décroissance de -20 db/décade qui
ne favoriserait pas la robustesse par rapport aux imperfections
de modélisation inéluctables, notamment des modes souples
occultés. Cette vulnérabilité de la synthése LQ est essentiellem-
ent due au fait que les matrices de pondération sont constantes

R4. Une procedure pour la spécification des paramétres de synthése
dans le cas des systémes stables proposée par de Larminat

Qc = (Tcgc (F, G))_l et Rc = Im

Les modes du systéme de commande £Q sont situés a gauche

1
de la verticale d’abscisse 7

- C /
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/ PRECISION MAXIMALE ' \
00
lim J(u*) = / (2T () Qca* (t) + u*T () Reu* (1)) dt
R.—0 o
= a:ZPOa:O

Considérons le probléme de CLC avec R. = p.A. et supposons que
les matrices d’entrée et de sortie G et H soient de rang plein. Alors
on a les propriétés suivantes.

P1. La solution de 'EARC admet une limite lorsque la pondération
de la commande est suffisamment petite, soit

3P, =P >0/ lim P=P,=PF >0
pec—>0

- /
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P2.

P3.

P4.

~

Sim < p alors on a P, =PI > 0

Sim = p alors P, =0 si et seulement si tous les zéros du
systeme par rapport a l’entrée sont situés dans le domaine de

stabilité asymptotique, soit

(m:p et CZ(Q(S))GDSG) = <P0:0n>

Sim > p alors P, = 0 pourvu qu’il existe une matrice de
normalisation N € R™*P telle que tous les zéros du systéme
normalisé par rapport a l'entrée sont situés dans le domaine de

stabilité asymptotique, soit

(m>petﬂV€me/CZ@ﬂ$NjeDw> — Qz:o@

/
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EXEMPLE \

0o 1
F= G = etH:[1—1}
0o -2 1
1
—s+1
g<5) S(S—|—2) — z1 =1
1

J(u) = /OO (v*(t) + peu®(t)) dt  avec p. > 0

/I\

Faisable puisque (F,G, H) est une réalisation minimale
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!

1
PF+FT'P—- —PGGTP+HTH =0
Pec

1+ /1T+4p.+ 2\/pc VPe

1

lim P =
pec—>0 0 0

~

P = 9 [4 1 1 2
\/E pc<—+ +z+ﬁ>
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/ LE POINT SUR LA COMMANDE £Q . \

& Une formulation judicieuse

Commande £Q & horizon fini — EDRC
Commande £9Q & horizon infini — EARC

& Performances dynamiques = Paramétres de synthése Q). et R,
& Une marge de module maximale

& Une vulnérabilité aux hautes fréquences

— Retard minimal de G, (s)

& Précision maximale

N s m>p et CZ(SYS)C D, -
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/ DUALITE OBSERVATION = COMMANDE '\

Les concepts de commande avec retour d’état et d’injection de

sortie sont respectivement définis & partir des opérations suivantes

rla F—GK\G
SYS — . SCRE
H|E H-EK | E
et
rlc F—MH‘G—ME
SYS ., SIS
olEe Jot \ E

o K € R™*™ et M € R"™*P désignent respectivement le gain de
Q)mmande avec retour d’état et d’injection de sortie. /
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Et compte tenu que le dual du systéme de commande avec retour

d’état est donné par

F-GK |G
SCRE —
H—EK‘E
FT _ KTGT ‘ HT _ KTET
DSCRE

on peut en déduire que le dual du systéme de commande avec
Q&tour d’état sur le dual du systéeme est donné par /
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FT — HTK, ‘ HT
GT —ETK, | BT

SCRED

o

F-KIH |G- KIE
H | E

DSCRED

Il apparait alors clairement que le concept d’injection de sortie peut
étre obtenu a partir du dual du concept de commande avec retour
d’état sur le dual du systéme, soit

SIS = (DSCRED)

- o /
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4 N

Par ailleurs, comme le concept d’injection de sortie sur le dual du

systéme est donnée par

rT | gr
DSYS —
GT | ET
FT — M,GT ‘ HT — M ET
aT ‘ ET

SISD

et que le dual du systéme obtenu par une injection de sortie &
partir du dual du systéme est donné par

- /
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4 N

FT — M,GT ‘ HT — M ET

SISD N
aT ‘ ET
F-GMY |G
DSISD
H-EM] | E

on peut postuler naturellement que le concept de commande avec
retour d’état peut étre obtenu & partir du dual du concept
d’injection de sortie sur le dual du systéme, soit

SCRE = <DSISD> e

- /
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DUALITE = SIMPLICITEI
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4 )
OBSERVATEUR LQ I

& Formulation du probléme

& Observateur £LO

& Ingénierie de 'observation £Q
& Reconstruction parfaite

& Le point sur 'observation £Q

- /
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FORMULATION DU PROBLEME'

On cherche un observateur du type Luenberger, soit

pi(t) = F(t) + Gu(t) + M (y(t) — 9(t))

~

OLQ (15)

y(t) = Hi(t)

sée du gain de la commande £Q du dual du systéme

prg(t) = Flag(t) + H ug(t)

en exploitant la dualité entre ’observation et la commande £Q, no-
tamment le gain d’observation est déterminé & partir de la transpo-

DSYS (16)

y(t) = GTa(t)

Commande et estimation optimales 40/ 102

-

SYNTHESE LQ '

Minimiser, par rapport & la séquence de commande {uq(t)}ier+,

qui minimise le critére quadratique

~

1 T
T = g 7 [ @O+ ORat) @t (017

T—oo T

ou Q, = GOGZ >0 et R, = RZ > 0 pour le dual du systéme (16)
en supposant que ’hypothése HO est satisfaite, soit

-

HO (F,G,, H) est une réalisation d’état minimale

/
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/ RESULTAT FONDAMENTAL I '

Considérons la classe des systémes (1), alors l'observateur LQ est

~

donné par les équations

pi(t) = Fi(t) + Gu(t) + M (y(t) — §(t))

0LQ (18)
y(t) = Hi(t)
avec
M = SHT'R;! (19)
FY+XFT - SH'R;'HY +Q, = 0 (20)
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/ INGENIERIE DE L’OBSERVATEUR EQ. \

La figure ci-dessous représente le systéme de rétroaction sous-jacent

de 'observateur avec des perturbations de charge et des bruits de

mesure en sortie.

Ny (t)

vy (1) Uas (1)

goo(3> >
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~

Les performances en sortie de ce systéme sont données par

avec

So(s) = (I + Goo(s)) ™

To(5) = Goo(s) (I + Goo(s))

ol G,(s) est la fonction de transfert obtenue en ouvrant la boucle a
la sortie du systéme, soit

Goo(s) = H (sI, — F) "' M

Notons que S,(s) et T,(s) désignent respectivement les fonctions de
sensibilité et de sensibilité complémentaire de ’observateur en

Q)rtie et que I, + Goo(5) est dite matrice de différence de retour. /
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/ RESULTAT FONDAMENTAL II. \

L’observateur LQ se distingue par les propriétés suivantes.

P1. L’égalité de différence de retour pour l’observation (EDRO)

(Ip + Goo(8)) Ro (Ip + Goo(—5))" = Ro + (Moo (5)) (Moo(—5))"

Moo(s) = H (s, — F) ' G,

est toujours vérifiée pour tout s € C

P2. La robustesse du l'observateur LO est donnée par

) Omax (RO)
Omazx (So(]w>) S m

- /

pour tout w € R
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(>

. La fonction de transfert en boucle ouverte Goo(s) admet un
retard minimal et ses zéros sont situés dans le domaine de

stabilité, soit

HFE #£0, et CZ(Goo(s)) € Dsa

P4. Les modes de l’observateur LO peuvent étre obtenus a partir de

I’équation

Pesys(=5) Pesys(s) det(R,

avec

Peotqg(—8)Peotq(s) det <RO (Moo(s)) (MOO(_S))T>
)

Prooig(s) = det (sI,, — F + MH) et P.gys(s) = det (sI,, — F)

-

/
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/ REMARQUES '

R1. Les observateurs £Q sont naturellement robustes par rapport
aux erreurs de modélisation multiplicatives en sortie, e.g. une
marge de module maximale dans le cas d’une matrice de
pondération diagonale sur la commande

RO = poIp =  Omin (Ip + goo (_]OU)) > 1

Dans le cas des systémes monovariables, cette propriété stipule

que le lieu de N'yquist de la fonction de transfert en boucle

ouverte des observateurs £9 se trouve a ’extérieur d’un cercle
de centre le point critique et de rayon unitaire, soit des marge

de gain et de phase MG € [%,oo[ et MP> 3.

~

/
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-

R2. La configuration modale d’un observateur £Q lorsque la

~

matrice @, (resp. R, ) est relativement petite est donnée par

Qo ~ On - Pcolq(_3>Pcolq(3) ~ Pcsys(_3>Pcsys(3)
(TBSp. Ro ~ On - Pcolq(_3>Pcolq(3> ~ szoo(_S)szoo(3)>

ol P00 (8) désigne le polynome des zéros de la fonction de
transfert M, (s). Ainsi, on retrouve d’une part les modes
stables du systéme avec des modes stables issus de la réflexion
des modes instables du systéme par rapport a ’axe imaginaire
(resp. les zéros stables de la fonction de transfert M,, (s) avec
des modes stables issus de la réflexion des zéros instables de la

/

fonction de transfert M,, (s) par rapport a l’axe imaginaire).
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(Rs

RA4.

Les observateurs £Q sont vulnérables aux hautes fréquences \
puisque leurs fonctions de transfert en boucle ouverte exhibent
manifestement une décroissance de -20 db/décade qui ne
favoriserait pas la robustesse par rapport aux imperfections de
modélisation inéluctables, notamment des modes souples
occultés. Cette vulnérabilité de la synthése LO est
essentiellement due au fait que les matrices de pondération sont
constantes.

Une procedure pour la spécification des paramétres de synthése
dans le cas des systémes stables proposée par de Larminat

QO = (Togo (H, F))_l et RO = Ip

Les modes du systéme de commande £Q sont situés a gauche

1
de la verticale d’abscisse ——

T, /
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/ RECONSTRUCTION PARFAITE ' \

Considérons le probléme d’observation optimale avec R, = p,A, et

supposons que les matrices d’entré-sortie E € R"*9 et H € RP*!
sotent de rang plein. Si I’on pose

H(s)=H(sl,—F) 'E
alors on a les propriétés suivantes

P1. La solution de ’EARQO admet une limite lorsque la variance
des bruits de mesure est suffisamment petite, soit

3%, =" >0/ lim ¥=1%,

po—0

P2. Sip<qalorsonaX, =% > 0

- /
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4 N

P3. Sip=q alors ¥, = 0 si et seulement si tous les zéros de la

fonction de transfert H (s) sont situés dans le domaine de
stabilité asymptotique, soit

(p =qet CZ(H(s)) € Dsa ) — (EO = On>

P4. Sip > q alors X, = 0 pourvu qu’il existe une matrice de
normalisation N € RI*P telle que tous les zéros de la fonction
de transfert normalisée N'H (s) sont situés dans le domaine de
stabilité asymptotique

(p > qet IN € R™P | CZ (NH(s)) € Dyu ) — (zo - on)

- /
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/ LE POINT SUR L’OBSERVATION LQ '

& Une synthése £Q sous la bénédiction de la dualité

& Une marge de module maximale

& Une vulnérabilité aux hautes fréquences
— Retard minimal de G,, (s)

& Une reconstruction parfaite

K — p>q et CZ(NH(s)) CDgp

~

& Performances dynamiques = Paramétres de synthése @, et R,
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-

VRAISSEMBLANCE AVEC LE }"ICBI

~
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COMMANDE LOD I

& Synthése LOD

& Justification du principe d’équivalence certitude
& Systéme de commande LQD

& Forme polynomiale du régulateur LOD

& Spécification des paramétres de synthése

& Le point sur la commande £OD

-

~
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SYNTHESE L£OD .

~

La synthése LOD consiste a concevoir un systeme de commande
u:tel0,T]CRT — u(t)eR™

qui minimise, pour les systémes (1), le critére quadratique suivant
t+T
J(u(t)) = lim — / (a:T(T)QCa:(T) —i—uT(T)RCu(T)) dr (21)
t

ot Q.= HIH. >0 et R. = RT > 0 pour les systemes décrits par
une réalisation d’état (F,G, H) satisfaisant les hypotheéses HC et

HO lorsque les variables d’état ne sont pas accessibles a la mesure.

- /
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/ RESULTAT FONDAMENTAL I ' \

Considérons la classe des systémes raisonnablement décrits par le

modele de commande optimale (1) satisfaisant les hypothéses HC
et HO, la loi de commande LOD est donnée par

pi(t) = Fa(t) + Gu(t) + M (y(t) — Hi(t))
RLOD (22)
u(t) = —Ki(t)

ou K et M sont respectivement les gains du retour d’état et
d’observation de la CLQ et de 'OLQ sous-jacents, soit

K =R 'G"P avec PF+FT'P - PGR'GT'P+Q.=0 (23)

M =YHT'R;' avec FL+XFT —SH'R;J'HY +Q, =0 (24)

- /
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/ UNE JUSTIFICATION RIGOUREUSE' \

Compte tenu de la convergence exponetielle de 'OLQ, utilisé pour

la réalisation de ’estimation de 1’état, on a

t+T
jlgréo%/t (:L‘T(T)Qc:)s(T)-l-uT(T)Rcu(T)) dr
t+T -
Jin [ (@) + 3007 Qo) + (7)) + " (1) Rear) )
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4 N

La synthése du systéme de commande £LOD est ainsi naturellement

effectuée a partir de la minimisation du critére quadratique

t+T
lim L / (&7 (1) Qe (r) + u” (r)Reu(r)) dr
t
pour le systéme dynamique

pz(t) = (F — MH) z(t) + Gu(t) + My(t)

et qui n’est autre que 'observateur L£O.

- /
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SYSTEME DE COMMANDE £9D .

En combinant les équations du systéme (1) et celles du régulateur
(22), on obtient la description suivante du systéme de commande

LOD.

x(t) F—-GK GK x(t)
Pl = -
z(t) 0 F—-MH Z(t)
SCLOD (25)
x(t)
t)=| H 0
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RESULTAT FUNDAMENTAL II'

Le systéme de commande LOD est asymptotiquement stable puis-
que le systéme de commande LQ et ['observateur LQ sous-jacents
sont asymptotiquement stable, soit

V(F-GK)CDs et V(F—MH)C D,
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g A

Le polynéme caractéristique du systéme de commande LOD est
donné par

sl, — F+GK -GK

Pcclqd<5) = det
0 sl, —F+MH

det (sI, — F + GK)det (sl,, — F + MH) = P.;q(5)Peoiq(5)

Et comme le systéme de commande L£Q (resp. 'observateur £Q)

est asymptotiquement stable en vertu de ’hypothése HC (resp.

HO), i.e. Peeig(s) € Rgg[s] (resp. Peeiq(s) € Rgq[s] ), on peut conc-

lure naturellement que Pp..iqa(s) € Ryso[s] et donc le systéme de co-
{nmande LOD est bien asymptotiquement stable. /
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/ INTERPRETATION POLYNOMIALE '

Si ’on applique la transformée de Laplace aux équations du régu-
lateur (22) tout en supposant que les conditions initiales sont nu-
lles, on aura

~

/

U(s) = —KX(s)
RQGG { A A
sX(s) = FX(s)+ GU(s) + M (Y(s) . HX(S))
4
U(s) = —R(s)Y(s)
avec
\ R(s)=K (sI, - F+GK +MH) ' M
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-

Et comme toutes les loi de commande avec retour d’état utilisant
un observateur, le régulateur LOD peut se mettre sous la forme

usuelle
S(s) R(s) _
Py (s) U(s) + P, (s) Y(s) =0
)

S(s) = P,(s)I, + KAdj (sI,, —F+MH)G

R(s) = KAdj (sI, — F + MH) M

-

~
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/ INTERPRETATION FREQUENTIELLE ' \

On a
X(s) Wi(s)
= Tps(s
U(s) (%) V(s) ]
Tis(s) = (I, — P(s)GR(s)S(s)H) P(s) —P(s)GR(s)S(s)
—S(s)R(s)H®P(s) —S(s)R(s)

G(s) = H®(s)G
R(s) =K (sI, —F+GK +MH) "' M

K S(s) = (1 +R(s)G(s) " /
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/ J(u) \
. 1 [T T T H.x(t)
) {Thinoo 7] [ e (R ] VRau(t) }
]
T(u(t)) = % /_ trace (H(jw) H(jw)) dw
avec T
H. 0 G, 0
H(s) = 0 VI Tos(s) 0 VI

un bon compromis performance / robustesse est réalisable

)
\ (Q.=HTH, , R.) et (Qo=Go.GI , R,) /
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COMMANDE £QOD /RTBI

#® Une intuition fausse

& Le concept RTB

& Recouvrement en entrée
& Recouvrement en sortie

& Remarques

-

~
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-~

UNE INTUITION FAUSSE '

~

les systemes de commande LQD possédent des propriétés de
robustesse aussi importantes que celles des systémes optimaux de

commande et d’observation sous-jacents

Une meilleure illustration peut étre faite sous Matlab
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/ LE CONCEPT RTB ' \

Le RTB comme Recouvrement du Transfert de la Boucle est une

technique de synthése des systémes de commande LOD réalisant
un recouvrement du transfert de la boucle ouverte du systeme de
commande LQ (resp. de l'observateur LQ) sous-jacent

Les fonctions de transfert en boucle ouverte a Uentrée et a la sortie
du systéme de commande £OD sont respectivement données par

Goe(8) =R(5)G(s) et Gos(s) = G(s)R(s)

Y
G(s)=H (sl, —F)"'G

et
\ R(s) = —K (sI, —F+GK + MH)"' M /
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/ PROBLEMES DE RECOUVREMENT. \

1. Recouvrement en entrée : étant donné un systéme de
commande £Q, comment choisir les paramétres de synthése de
I'observateur £OQ pour que la fonction de transfert en boucle
ouverte en entrée du systéme de commande LOD associé se
comporte comme celle du systéme de commande L£Q, soit

goe(s) ~ goc(S) = K(an - F)_l G

2. Recouvrement en sortie : étant donné un observateur £Q,
comment choisir les parameétres de synthése du systéme de
commande £Q pour que la fonction de transfert en boucle
ouverte en sortie du systéme de commande LOD corresponda-
nt se comporte comme celle de "'observateur £O.

Gos(8) ~ Gool(s) = H (sI, — F) ' M
N\ J
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/ RECOUVREMENT EN ENTREE. \

Considérons le probleme de commande LOD et supposons que
p > m et que la fonction de transfert H (sI,, — F) ™' G n'ait aucun

z€ro a partie réelle positive. Si les matrices de covariance des
perturbations d’état et des bruits de mesure sont respectivement

spécifiées comme suit
Qo= GGT et R, = p,A,

alors la FTBO du systéme de commande LQ en entrée peut étre
restaurée lorsque p, est suffisamment petit, soit la propriété de

recouvrement

i R()G(s) = Goels)

est vérifiée pour tout s € C. La configuration des pdles de
Qabservateur LQ résultant est donnée par les zéros du systémes. /
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RECOUVREMENT EN SORTIE'

Considérons le probleme de commande LOD et supposons que
m > p et que la fonction de transfert H (sI,, — F)" G n’ait aucun

z€ro a partie réelle positive. Si les matrices de pondération de I’état
et de la commande sont respectivement données par

Q.=HTH et R.= p.A.

alors la propriété suivante de recouvrement de la FTBO de

lobservateur LQ en sortie

lim  G(s)R(s) = Goo(s)

pc_>0

est vérifiée pour tout s € C.

- /
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/ REMARQUES ' \

R1. Le recouvrement en entrée peut étre réalisé avec les parameétres
de synthése R, = I, et Q, = Qor + ¢o GGT avec q, — o0

R2. Le recouvrement en sortie peut étre réalisé avec les parametres
de synthése R. = I, et Q. = Q¢r + ¢. GG avec g —

R3. La procédure LOD - RT B conduit & une compensation des
zéros du systéme qui pourrait étre néfaste si ces derniers ne
sont pas situés dans le domaine de stabilité et performances
requis en présence d’erreurs de modélisation aussi petites que
possible. Le paramétre de synthése p ou q doit étre alors choisi
de maniére a réaliser un bon compromis entre les performance
et la robustesse : réaliser la propriété R7 B uniquement dans la

K bande passante du systéme de commande. /
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/ LE POINT SUR LA COMMANDE £QD. \

& Commande avec retour d’état £Q incorporant un observateur

L£Q

& Un régulateur strictement propre avec une interprétation Hso
— un compromis performances/robustesse admissible

& La robustesse du systéme de commande £Q (resp. de 1’observa-
teur £Q ) ne sont pas préservées

— le concept RTB

& Une synthése LOD

K — BE sur l'ingénierie de la commande £LOD

/
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ESTIMATION OPTIMALE I

& Motivations

& Préliminaires

& Estimation optimale

& Le filtre de Kalman et Bucy

& Application : commande linéaire qudratique gaussienne

& Conclusion

- /
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4 )
MOTIVATIONS .

M1. Un grand événement dans ’histoire de la théorie des systémes

— Kalman est I'un des auteurs les plus cités

M2. Des outils puissants

— analyse, synthése et mise en ceuvre

M3. Des méthodologies spécifiques

— Détection de ruptures de modéles

M4. De nombreuses applications industrielles réussies

— Télécommunications

- /
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PRELIMINAIRES '

& Calcul differentiel stochastique
& Equations de Riccati
& Gramien de commandabilité

& Gramien d’observabilité

- /
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LA MATHEMATIQUE AU SERVICE DE L’INGENIEURI
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Considérons le systeme différentiel stochastique

ot {v(t)} est un processus stochastique stationnaire de moyenne
nulle et de covariance Q(t) = QT (t) > 0 et x(t,) est une variable
aléatoire indépendante de {v(t)} de moyenne x,, de covariance
Q, = QZ > 0 et dont le moment d’ordre deux est M, = MZ > 0.

Posons

t+T
V(tt+T)=¢E {/ oD (YW (7)x(7)dr + 2T (t + T)W iz (t + T)}

quec W(r)=WT(r) >0 pour tout T € [t, t +T] et Py = P}F > OJ

CALCUL DIFFERENTIEL STOCHASTIQUE' \

pr(t) = A(t)z(t) + v(t)

T (t) = € {a(t))
(1) = £ {(@(t) = 2n(®)) (@) ~ 2 ()" }
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ﬁlors les deux propriétés suivantes sont vraies. \

P1. La moyenne et la covariance de la solution du systéme

P2. La fonction coit V (t,t +T) est donnée par

différentiel stochastique sont respectivement données par les
équations différentielles

P (t) = A(t)x (t) avec x,(0) = x,

et
pQ(t) = AB)Q(t) + Q) AT () + Q(t) avec Q(t,) = Q,

4T
V(t,t+T) = trace (A (t) M, + /t Q(T)A(T)dT)

ot A(T) est une matrice symétrique définie non négative qui
vérifie ’équation différentielle

—pA(T) = AT (D)A(T) + A(D)A(T) + W (7) avec A(t+T) = Wy
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/ EQUATION ALGEBRIQUE DE RICCATI' \

ATX + XA - XBR'BTX +9=0
avec

R=RT'>0 e 9Q=CTC>0

les solutions symétriques et définies non négatives dites
stabilisantes caractérisées par la propriété suivante

K V(A-BR'BTX) C Dy, /
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RESULTAT FONDAMENTAL '

Supposons que (A , B) est stabilisable et (C , A) est observable,

alors I’équation algébrique de Riccati
ATX + XA - XBR'B'X +C'C=0

admet une solution stabilisante unique qui est symétrique et définie
positive. En outre, cette solution s’obtient comme la limite, lorsque
t tend vers linfini, de toute solution de ’équation différentielle de
Riccati

—pX(t)=ATX(t)+ X(t)A - X(t)BR'BT X (t) + C*C

pour toute condition initiale symétrique et définie non négative.

- /
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GRAMIEN DE COMMANDABILITE.

Un systeme linéaire invariant commandable décrit par une
réalisation d’état (F, G, H) est asymptotiquement stable si et

seulement si ’équation algébrique

FW,+W.FT +GGT =0

admet une solution symétrique définie positive qui n’est autre que le

gramien de commabilité du systéme.

- /
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GRAMIEN D’OBSERVABILITE '

Un systeme linéaire invariant observable décrit par une réalisation
d’état (F,G, H) est asymptotiquement stable si et seulement si

I’équation algébrique

FTW,+W,F+ H'H =0

admet une solution symétrique définie positive qui n’est autre que le

gramien d’observabilité du systeme.

- /
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ESTIMATION OPTIMALE ' \

& Modéle d’estimation optimale

& Critére d’estimation optimale

& Probléme du filtrage de Kalman et Bucy
& Filtre de Kalman et Bucy

& Filtre de Kalman et Bucy stationnaire

N FKB = OLQ

Commande et estimation optimales 84/ 102

-

CRITERE D’ESTIMATION OPTIMALE ' \

Le probléme d’estimation optimale consiste & déterminer en temps

réel une trajectoire d’état {Z(¢) };cr+ qui minimise le critére quad-

ratique

avec

J(

#(t)) = € { (@(t) = #(t) " Qes (1) (2(t) — 2(1)) |

Qes(t) = QT (t) > 0 pour tout t

Un tel probléme a été résolu en 1964 par Kalman et Bucy en

supposant que

-

(F,G,, H) est détectable et stabilisable

/
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/ PROBLEME DE FILTRAGE DE KALMAN et BUCY' \

Kalman et Bucy ont montré que ’estimation optimale peut étre

réalisée par un observateur

pi(t) = Fi(t) + Gu(t) + M(t) (y(t) — 4(t))
FKB
y(t) = Hi(t)

ou le gain d’observation, i.e. {M(t)};er+ € R™*P, est déterminé de
maniére a réaliser la minimisation requise du critére quadratique

J(2(t) = E{3" (1) Qes (H)2(1) }

K z(t)
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FILTRE DE KALMAN et BUCY'

Considérons la classe des systémes décrits par MESOP, le filtre de
Kalman et Bucy est un estimateur a variance minimal donné par

pi(t) = (F' = M (1)) &(t) + Gu(t) + M (t)y(t)

FKB M(t) = S(HHTR!

pS(t) = FX(t) + () FT — () HTR;THY(t) + Q,

avec 2(0) = &, et 3(0) = X,.

- /
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/PREUVE PARTIELLE : UNE REMARQUE PERTINENTE\'

Les propriétés du FICB peuvent étre étudiées & partir de ’analyse

de I’équation différentielle stochastique de I’erreur d’observation

associée, soit
pZ(t) = (F — M(t)H)Z(t) + Ew(t) — M(t)v(t)
Pour ce faire, posons

Fi(t) = E{Z(M)} et (1) = E{@E(F) — (D) (F() — Fn (D))"}

On aura
P (t) = (F' — M(t)H) T (t)

(z(t) = (F -~ MOH) S+ (F — MO H)T+Qo+ M) RyMT

0
/
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& otons que \

2(0)=&{z(0)} =2, = Z;u(t) =0 pour tout t

Et si la dynamique en moyenne de ’erreur d’estimation est asymp-
totiquement stable, alors on a

lim Z,,(t) =0

t— o0

Par ailleurs, on a
J(&(t)) = gy (1) Qes (8) T (1) + trace (S(t)Qes(t))

4

on peut chercher le gain d’observation {M(t)}cr+

K qui minimise la variance de [’erreur d’observation /
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/ PREUVE PARTIELLE : UN LEMME TECHNIQUE '

Soient {X(t)} et {X(t)} les solutions des équations différentielles

~

pX(t) = FX(t) + (O FT +Q,

— (M@)HS®) + @) H M (@#)T — M(t)R,M(t)")
et

p2(t) = FEt) + SO FT +Q, — S(HT R P HE(t)

avec %(0) = £(0) = X,. Supposons que ¥, = XL > 0, alors on a
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/ PREUVE DU LEMME' \

Soit {¢ (t,7)} la matrice de transition du FKB, i.e. la solution de
I’équation différentielle

p (t,7) = (F = M()H) 1 (t,7) avec (¢, t) =1,

et posons

11>

AM(t) = M(7) — S()HTR*

Compte tenu des équations différentielles matricielles considérées,
on a

p(Z(t)—E@1) = F(2(t) —Z1) + (S(t) — 2(t)) FT
~Mt)HX(t) — SO HT MT(t) + M(t)R,M™ (t)

K + SHTRTHY() /
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p(B() —5(1) = (F = M@)H) (2(t) - (1)) — M()HX(t)

+(2() - 2(t) (F - M) H)"

+ (M) - SOHTR;Y) Ry (M(t) — S HTR;Y)"

Et en vertu du résultat sur le calcul différentiel stochastique, on en
déduit aisément que

S(t) — 5(t) = / tw, 7) (AM(T)) R, (AM(T))T¢T (t, 7)dr

Ceci conduit naturellement au résultat escompté puisque

/O tw(t, 7) (AM(T)) R, (AM(T))T¢T (t, 7)dr >0

- /
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/ PREUVE PARTIELLE '
COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU ]:ICBI

~

I3Iy=xT>0/ lim Z(t)=%
t— 00

(

pi(t) = (F — MH)&(t) + My(t)

FKBVS M =XHTR;*

FY+YFT - SHTR;'HY +Q, =0
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PREUVE PARTIELLE : STABILITE DU .FICB'

FY+SFT —-SHTR;J'HY +Q, =0

et
M =YHTR;!

)
(F-MH)S+%(F—-MH)" =~ (Q, + MR,MT)

i

V(F — MH) C D,

Commande et estimation optimales 94/ 102

RESULTAT FONDAMENTAL .

Comme la réalisation d’état (F,G,, H) est minimale, les propriétés

sutvantes sont vraies

Pl. L'EAR admet une solution unique symétrique définie positive
et stabilisante ¥ = X7 > 0.

P2. Le probléme d’estimation optimale est réalisé par le FICBS
P3. Le FKBS réalise les propriétés statistiques suivantes
E{zt)z@)"} =0

E{gt)2)T} =0 avec §(t) = y(t) —H(t)
E{a®)gt — )"} = Rod(7)
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INGENIERIE DU FILTRE DE ICBSI

T (Qo, Ro) |

INGENIERIE DE L’OBSERVATEUR EQI
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APPLICATION : COMMANDE EQQI

& Formulation du probléme
& Commande LO

& Commande LOG

& Conclusion

- /
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FORMULATION DU PROBLEME.

Minimiser, au sens d’un horizon fuyant, le critére quadratique

t+T
J(u(t) =¢ { lim 1 /t (27(1)Qcx(7) + u” (T)Reu(r)) dT}

T—oo T

avec

Q.=H'H.>0 e R.,=RI'>0

-

~

pour la classe des systémes (2) assujettis aux hypothéses HC et HO.

/
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COMMANDE LQ '

Minimiser, au sens d’un horizon fuyant, le critére quadratique

t+T
J(u(t) =¢& { lim 1 /t (J:T(T)Qca:(T) + UT(’T)RCU(’T)) dT}

pour la classe des systémes (2) satisfaisant HC en supposant que
toutes les variables d’état sont mesurables, soit

E{x(t)} = =(t)

-

~
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RESULTAT FONDAMENTAL '

Les performances de la commande LQ sont réalisées par la loi de

commande avec retour d’état stationnaire

(

u(t) = —Kx(t)

CLQO K =R;'GTP

PF+FTP - PGR'GTP+Q.=0

Le systéeme de commande avec retour d’état correspondant est

asymptotiquement stable et le coit optimal associé est donné par

J (u*(t)) = trace (PQ,)

-

~

/
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/ COMMANDE EQQI

T4

COMMANDE £Q @ FILTRE ICBI

COMMANDE LOD I

T4

COMMANDE £Q ¢ OBSERVATEUR EQI

~

/
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COMMANDE L9OG I

COMMANDE LOD I

~

J (u*(t)) =trace (PQ,) T MJI*D | J(u*(t)) = trace (Pxoazf)
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Kalman bless you I

~




