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Documents et calculatrices interdits

Les réponses non justifiées ne vaudront pas de point

Le barème n’est donné qu’à titre indicatif

Exercice 1. (4,5 points)

Soit f une fonction de deux variables x et y, de classe C 1 sur l’ouvert U de R2 défini par
U = {(x, y) ∈ R2| x−y > 0}. On suppose que f est solution de l’équation aux dérivées partielles

∂f

∂x
(x, y) − ∂f

∂y
(x, y) + 7(x − y)f(x, y) = 0.

a. On cherche la solution sous la forme f(x, y) = g(u, v) avec u = xy, v = x + y, et g est une
fonction de classe C 1 sur un ouvert que l’on ne cherchera pas à préciser. Montrer que cela
implique l’égalité

∂g

∂u
(u, v) = 7g(u, v).

b. En déduire les solutions f de l’équation initiale.

Exercice 2. (4,5 points)

Soit la fonction f définie sur un ouvert de R2 par

f(x, y) = xy +
1

x
+

1

y
.

a. Préciser son ensemble de définition.

b. Chercher ses points critiques.

c. Déterminer d’éventuels extrema locaux.
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Exercice 3. (4,5 points)

a. Dessiner le domaine D = {(x, y) ∈ R2| x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1}.

b. On considère la transformation Φ : R2 → R
2 définie par

Φ : (u, v) 7→







x

y






=







u+v
2

u−v
2






.

A l’aide des inégalités définissant D, déterminer le domaine ∆ pour lequel D = Φ(∆).
Dessiner ce second domaine.

c. Rappeler la formule de changement de variables pour l’intégrale double, et calculer

I =

¨

D

(x + y)2 ex2
−y2

dxdy.

Exercice 4. (4 points)

Dans l’exercice, on considère des surfaces à symétrie de révolution autour de l’axe des z.
L’intersection d’une telle surface avec un plan horizontal est un cercle centré sur l’axe, dont le
rayon r =

√

x2 + y2 dépend de l’altitude z. Soient la surface S1 définie par la relation r =
√

z − 2,
et la surface S2 définie par r = (8 − z)1/4.

a. L’intersection de S1 et de S2 est un cercle C, horizontal et centré sur l’axe. Déterminer
son rayon rc et l’altitude zc à laquelle il se trouve.

b. Donner l’altitude minimale de S1 et l’altitude maximale de S2. Dessiner les intersections
de ces surfaces avec le plan vertical Oxz.

c. Calculer le volume V du domaine de R3 compris entre ces deux surfaces.

Exercice 5. (2,5 points)

En passant en coordonnées cylindriques, calculer l’intégrale I de la fonction

f(x, y, z) = 1 − 3z2(x2 + y2) + 2x4 + 4x2y2 + 2y4

sur le domaine cylindrinque de hauteur H > 0 et de rayon R > 0

D =

{

(x, y, z) ∈ R3| 0 ≤ z ≤ H,

√

x2 + y2 ≤ R

}

.
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